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Résume

Les EDP évolutives sont considérées comme l'un des piliers fondamentaux des
mathématiques modernes. Cette thése contient, dans sa premiére partie, une
étude numérique d'une équation non linéaire parabolique d'ordre supérieur
p-biharmonique, en utilisant les éléments finis mixtes pour la discrétisation
de l'espace, combinés avec la méthode de Roth pour la discrétisation du
temps.

Quant a sa deuxieme partie, elle comprenait une étude de deux problemes
d'ondes sous différentes conditions aux limites (conditions non locales,
présence d'un facteur de retard,...) ou nous avons prouvé l'existence locale et
globale de solutions en se basant sur lI'approche du Faedo-Galerkin et les
inégalités énergétiques. Nous avons également démontré la stabilité des
solutions, tantot en utilisant le théoreme de Borichev-Tomilov, tantot en
utilisant la fonctionnelle de Lyapunov.

Mots-clés : Equation p-biharmonique parabolique, terme mémoire, résultats,
formulation mixte, méthode des éléments finis, équation d’onde, probléeme de
transmission, approche du domaine fréquentiel, théoreme de Borichev—-
Tomilov .



Abstract

Evolutionary PDEs are considered as one of the fundamental
pillars of modern mathematics. This thesis contains, in its first
part, a numerical study of a higher-order parabolic nonlinear
p-biharmonic equation, using mixed finite elements for the
discretization of space, combined with the Roth method for
the discretization of time.

As for its second part, it included a study of two wave
problems under different boundary conditions (nonlocal
conditions, presence of a delay factor, ...) where we proved
the local and global existence of solutions based on the
Faedo-Galerkin approach and energy inequalities. We also
proved the stability of the solutions, sometimes using the
Borichev-Tomilov theorem, sometimes using the Lyapunov
functional.

Keywords: Parabolic p-biharmonic equation, memory term,
results, mixed formulation, finite element method, wave
equation, transmission problem,frequency domain approach,
Borichev-Tomilov theorem .
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Introduction

Les équations différentielles aux dérivées partielles sont considérées comme 'une des spé-
cialités qui retiennent le plus 'attention des chercheurs, car elles leur permettent de modéliser
les phénomeénes qui nous entourent et de donner des explications et des solutions aux dilemmes
d’autres sciences. Cet intérét croissant pour les équations aux dérivées partielles inclut leur
étude théorique et la tentative de répondre a des questions mathématiques liées a 1’existence
et a 'unité de la solution, a la régularité la stabilité des solutions, au comportement asympto-
tique des solutions, a I'explosion( Blow up) des solutions... etc. . C’est d’une part, et d’autre
part, les études numériques des EDP ont rencontré un intérét sans précédent, car les solutions
approchées permettent de résoudre d’énormes problémes dans la réalité (mécanique, pétrole,
constructions d’ingénierie complexes, ...). Dans cette thése, nous tenterons d’éclairer les deux
cotés, tantot a travers une étude théorique des équations d’onde dans différentes conditions,
et tantot a travers des études approchées d’un probléme dégénéré parabolique non linéaire
d’ordre supérieur en combinant les éléments finis avec la méthode de Roth.

Soit @ un domaine ouvert borné de R", ou la frontiére 0O est Lipschitz-continue, et
I = [0,T]. Cette thése examine le probléme parabolique dégénéré p-biharmonique intégro-

différentiel suivant :

96(p)(t, x)

T + Aot x) = f(t,x) — K(t)(¢) dans I x O,

=0, Vo=0 sur¥=1x090, (1)
©0(0,2) = ¢° dans O,
Ou
Adp = A (|Ap"?Ag)

Nous détaillerons ses conditions dans le deuxiéme chapitre.
Durant ces derniéres décennies, les Equations aux Dérivées Partielles (EDP) d’ordre élevé
ont connu des progrés significatifs. Le probléme (2.1) est motivé par des applications en

élasticité, notamment dans la modélisation des ondes dans les ponts suspendus (voir [42]). 1l

2
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est également-utile pour améliorer la qualité visuelle des images dégradées, particuliérement
pour 1 < p < 2 (voir [58]). Lorsque p = 2, le probléme devient A%z = f, modélisant la
déformation d’'une plaque mince sous une charge perpendiculaire f.

Notre travail explorera le probléme parabolique p-biharmonique en intégrant un terme
mémoire. Nous appliquerons la méthode de Rothe combinée avec la méthode des éléments finis
mixtes (MFE) pour approximer la solution. Les résultats incluent des estimations qualitatives
en fonction de p (p > 2) et une estimation d’erreur optimale soutenue par des évaluations
numeériques.

Pour ce faire, nous adopterons I'organisation suivante :

- Section 2 : Notations et outils préliminaires,

- Section 3 : Probléme semi-discrétisé,

-Section 4 : Estimations a priori, convergence et existence de solutions faibles pour ,

- Section 5 : Formule mixte détaillée,

- Section 6 : Schéma entiérement discret et estimation d’erreur pour ¢ et ¥,

Enfin, des tests numériques démontrent ’efficacité de I'approche, a noter que ce travail est
publié¢ dans l'article|57].

Certes, ’émergence de la théorie du contréle est largement associée au développement
de la technologie et de I'industrie, en particulier en ce qui concerne la dérivée fractionnaire
généralisée de Caputo. La nécessité de réguler ou de maintenir certaines caractéristiques
cinématiques des machines ou des objets sous controle a conduit a la création d'un cadre
mathématique pour la théorie du controle.

En théorie du contrdle, on étudie souvent des ensembles d’objets (systémes) dont le com-
portement est décrit par une certaine loi. Le probléme de controle consiste a trouver une
méthode permet-tant de modifier le comportement d’un processus pour transférer le systéme
d’un état donné a un autre, tout en satisfaisant des exigences supplémentaires. Ces exigences
peuvent inclure :

- une valeur donnée pour le temps de controéle T,

- la minimisation du temps de contréle (probléme de vitesse),

- la minimisation d’un critére (probléme de contrdle optimal),

- ou la satisfaction de certaines qualités du processus de transition.

S’agissant du le probléme de stabilisation, qui analyse la présence d’une solution asymp-
totiquement stable sur un intervalle de temps infini, est également central. A. M. Lyapunov,

I'un des fondateurs de la théorie classique de la stabilité, a établi des bases solides pour
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I’analyse mathématique de la stabilité, en particulier pour les systémes hyperboliques.
Quant aux problémes de transmission pour les équations hyperboliques, ils ont été étudiés
par Dautray et Lions 28|, qui ont prouvé 'existence et la régularité des solutions pour le
probléme linéaire. Par la suite, dans [52], des auteurs ont étudié le probléme de transmission
des ondes viscoélastiques avec un amortissement dans la seconde équation, analysant la pro-
pagation des ondes dans des matériaux composés d’éléments élastiques et viscoélastiques. Ils
ont montré que la partie viscoélastique produit une décroissance exponentielle des solutions.

Dans cet travail, nous utiliserons des méthodes modernes pour étudier le modéle suivant :

t
Ut (2, 1) — Ty Uge (T, ) + / g(t—8)uzds=0 dans (0,ly) x (0,+00), @
0 2

puy(z,t) — Tovz(x,t) =0 dans (I, L) x (0, +00),

Nous détaillerons ses conditions dans le le troisiéme chapitre, a noter que ce travail est publié
dans Darticle[56].

Cette introduction présentera alors une analyse d’une équation d’ondes viscoélastique
avec un terme de retard, intégrant une non-linéarité logarithmique.
Le probléme considére un domaine borné O € R (avec N > 1) et implique un amortissement
viscoélastique, un terme d’amortissement avec retard temporel, ainsi qu’'un terme source
logarithmique. Les conditions initiales et aux limites sont spécifiées, et le probléme est étudié
sous certaines hypothéses sur le noyau g, représentant 'effet de mémoire et le probléme est

donné sous la forme.

(19“ + 9+ A% — /Ot g(t — 8)A*(s) ds + I (x,t) + pody(x,t — to) = adIn  dans O x (0, 00),
Yz, t) =0 sur 00 x [0, 00),
Wz, 0) = Vo(z), Vi(x,0) =1 (2) dans O,

k1915(3:, —to) = fo(z,to) dans O,

(3)
Nous détaillerons ses conditions dans le le Quatriéme chapitre.
Les principaux thémes incluent :
1. Problémes viscoélastiques, issus des travaux de Dafermos sur les taux de décroissance, ces
problémes ont gagné en importance en raison de leurs applications en science des matériaux.
Les recherches se sont concentrées surtout sur ’existence des solutions, leur comportement,
ainsi que sur les relations constitutives et les prévisions de durée de vie des matériaux visco-

élastiques.
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2. Non-linéarité logarithmique, mise en évidence pour sa pertinence dans des domaines tels
que la mécanique quantique, la cosmologie et la physique nucléaire, cette étude examine des
équations ou des termes logarithmiques apparaissent naturellement. Des travaux antérieurs
ont établi 'existence et la stabilité des solutions pour des équations connexes.

3. Termes de retard dans les EDP, les effets de retard temporel introduisent des défis tels
que l'instabilité potentielle. Des études précédentes ont démontré comment des conditions
spécifiques ou des mécanismes de controle supplémentaires peuvent stabiliser des systémes
avec retard. L'importance de conditions comme p, < p; pour la stabilité énergétique est
discutée.

L’analyse reposera de ce fait sur des hypothéses concernant le noyau g (par exemple, la
monotonie et les propriétés de décroissance) pour garantir la stabilité et le caractére bien posé
du probléme. Et 'introduction prépare le terrain pour les sections suivantes, qui s’appuient

sur ces hypothéses pour établir les principaux résultats.



Chapitre 1

Les Préliminaires



La méthode mixte des éléments finis H'-Galerkin est une méthode développée pour les
éléments finis mixtes. Cette méthode, proposée, a ’avantage de ne pas soumettre le choix des
espaces d’éléments finis aux conditions de cohérence LBB.

Nous nous référons a quelques références intéressées par ’étude de problémes en utilisant la
méthode des éléments finis mixtes H'-Galerkin [20, 211, 47, 48, 62].

Dans la référence [19], Che et ses collaborateurs, ont proposé la méthode des éléments

finis mixtes H'-Galerkin pour I’équation suivante de type viscoélasticité non linéaire, basée

sur la méthode H'-Galerkin et la méthode des éléments mixtes étendus.

u — V. (a(x,u)Vuy + b(x,u)Vu) = f(x,t), (z,t) € Q x J,
u(z,t) =0, (z,t) € 002 x J
u(z,0) = ug(x),ut(x,0) = uy (z)r € Q
Ou J = (0;T] avec 0 < T < o0.
Les données fournies ug(z), ui(x),a(x,u), b(x,u) et f sont suffisamment réguliéres.
Dans la référence [49], Pani a étudié et analysé la méthode des éléments finis mixtes H'-
Galerkin pour les équations aux dérivées partielles paraboliques suivantes avec des parties

elliptiques non auto-adjointes.

Dt — (apx)z + bx ‘|’ cp = f(ﬂ?,t), (wi € (07 1) X ‘]
p(0,t) = p(1,t),t € J

p(x,0) = po,z € (0,1)

Ou J = (0;T] avec T < 1, les coefficients a, b, ¢ sont des fonctions réguliéres dépendant de x
et a est borné inférieur par ag > 0.

La méthode de Rothe est un outil efficace qui peut étre cité dans la discrétisation des
équations d’évolution linéaires ou non linéaires.

celle de Rothe,ou méthode des lignes, est I'une des méthodes les plus populaires pour ré-
soudre les équations aux dérivées partielles ; cette méthode est utilisée dans la discrétisation
temporelle des équations d’évolution ot les dérivées par rapport & une variable sont rempla-
cées par les quotients de différence correspondants, ce qui conduit finalement a des systémes
d’équations différentielles pour les fonctions des variables restantes.
La méthode de Rothe a été présentée par E. Rothe en 1930 et a été adoptée et développée
par de nombreux auteurs, par exemple O.A. Ladyzenskaja [38, [39] et K. Rektorys [50} [51]

pour résoudre des problémes paraboliques linéaires et quasi-linéaires du second ordre.



Récemment, la méthode de Rothe a été étudiée pour les équations hyperboliques linéaires et
quasi-linéaires, comme on peut le voir dans [I1], elle s’applique également a différents types
de problémes, Le schéma de discrétisation de la méthode de Rothe est donné comme suit :
Nous subdivisons l'intervalle [0, T'] en n sous-intervalles de longueur 7 = — et nous notons
n
par u;, les valeurs de up, &t =47, pourt =1,...,n.
i i—1
Pp — Py,

Nous définissons les premiéres et deuxiémes différences finies comme : dp; = et

8?pl = M pour tout ¢t = t;.

Nous obtenons un systéme formé de n équations en z ot 'inconnue est u'(x), ainsi nous
approximons le probléme posé a tout point ¢ = t;, pour tout ¢ = 1,n, par un nouveau
probléme discret.

Nous déterminons les fonctions u" solutions du systéme obtenu.

Nous construisons les fonctions de Rothe définies par :

u'=uT H (t—t)0ut Vet t], 1<i<n

5u” = 5Ui_1 + (t - ti—l) 52Ui Vit S [ti—17ti] s 1 S ) S n

Et les fonctions auxiliaires

u' t € [ty t)
u’ te[-7,0]

Dans ce chapitre, nous déterminons les notions fondamentales de ’analyse fonctionnelle,
celles des espaces de Sobolev et des espaces de Bochner.
Ensuite, nous rappelons également les définitions, propriétés et théorémes fondamentaux pour
ce travail : Cauchy-Lipschitz, Lax-Milgram, inégalité de Young, inégalité de Gronwall, etc.
Nous donnons également un apercu des éléments finis et des éléments finis mixtes.

La plupart de ces rappels sont principalement tirés de livres. [5], [13] 10} 37].



1.1 Espaces fonctionnels

1.1 Espaces fonctionnels

Soit 2 un domaine borné de R? avec d > 1 et T un nombre réel strictement positif :

Espaces LP()

Définition 1.1. [0/ Pour 1 < p < 0o, on note par LP(QY) lespace des fonctions mesurables

de Q) et u dans R telles que :

/Q lu(x)|P dx < oo

Avec la norme

HWhng(KﬂM@P&O;,

Remarque 1.1. Si p = 2, L*(Q) est l'espace des fonctions mesurables dont le carré est

intégrable sur ), pour le produit scalaire défini par :

(u,v) :/Qu(:c)v(x) dx.

Avec la norme

3
|mmmn=(/hmw)
Q

Remarque 1.2. Sip = oo, on définit l'espace L>°(Q2) comme l'espace de toutes les fonctions

u qui sont essentiellement bornées sur ), avec la norme correspondante

|| oo () = essupyeq [u(x)| = Inf{C > 0 : |u(z)| < C pp over Q}

Définition 1.2. On dit que u, une fonction de L*(Q), est faiblement dérivable dans L*(§2)
s’il existe w; € L*(Q) pour tout i = 1,..., N, tels que :

0
uZl = —/wiv, Vo € C°(82)
o Oz Q
N au 00 ’ . 00 o
Ou . w; et CF(Q) est lespace des fonctions de classe C™ a support compact sur Q.
X



1.1 Espaces fonctionnels

Espaces de Sobolev

Définition 1.3. [3] Pour un entier m > 0, l'espace H™(Q) est l’espace de Sobolev d’ordre

m, construit a partir de L*(2) :

H™Q) = {u:ue L*(Q) et, Va € N" tel que |a| < m, D% € L*(Q)}

ici, D% est la dérivée partielle faible.

H™(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(U, V) pm(q) = Z (D%u, D%v)

laj<m

et pour la norme

2
||U||Hm(ﬂ) = Z “Dau||L2(Q)

la|<m
Proposition 1.1. Sim = 1, lespace de Hilbert H'(Q) est équipé du produit scalaire

(u, V) 1) :/Qu(x)v(x) d:B—{—/Vu(x)-Vv(;E) dx

Q
et de la norme

1

2 3
L2(9)> .

Hy(Q) = {ue H(Q): u=0 sur 00},

N

[ull gy = (HUH%?(Q) + Z

=1

ou
8%

Définition 1.4. Nous posons

c’est Uadhérence de C>°(Q) dans H'(9).

Remarque 1.3. L’espace H () est le dual de lespace Hy(S).
Le produit de dualité entre H)(Q)) et H*(Q) est défini comme suit :

(1 ) s i) = / p@)ulx) dr, Ve e HI(Q). (1.13)

Définition 1.5. Pour 1 < p < oo et m € N, nous définissons ’espace de Sobolev WP ()

comme suit :

10



1.1 Espaces fonctionnels

WmP(Q) = {u e LP(Q) | D*u € LP(2),Va € N tel que |a| < m}
avec la norme

lallmp = D 1D ullzoey

|a|<m

Remarque 1.4. Sip=2, on a :
W™2(Q) = H™(S).

Quelques propriétés et théorémes fondamentaux

Lemma 1.1. (Inégalité de Young)
1 1
Sia,b>0etl<p,qg<ootels que —+ — =1, alors :
p q

1.1
ab < —aP + ="
P q

Lemma 1.2. (Inégalité €)
Pour tout € > 0 et si a,b >0, alors

1
2ab < ea® + =b?
€

Ou en d’autres termes

1
2ab < ea® + =b*
€
EtC. =C (6_1) avec € petit.

Lemma 1.3. Soit p > 2, Pour tout a,b € R, on a :

- - 20y — |
_ p—2,.  |,,|p—2
(2 =) (|2 = yP™2y) > e,
Lemma 1.4. Pour tout ¢ € LY(O), on a :
NP, = el

Lemma 1.5. (Principe de sommation d’Abel)

2a(a —b) = a* — b* + (a — b)*>, Va,b

11



1.1 Espaces fonctionnels

Pour tout u € Hy (), il existe une constante C'(9) telle que

1
2)2

n

[ullr2@) < C(Q) (Z

=1

ou
8:131-

Theoreme 1.1. [10)] (Inégalité de Cauchy-Schwarz )

Pour tous u,v € L*(), nous avons :

— Forme continue

<(/ ru<ac>|2)é (f rv<:c>r2)é

N N % N %
S untsl < (S} (S0
1=1 i=1 i=1

Theoreme 1.2. (Inégalité de Hélder ) C’est une généralisation de l’inégalité de Cauchy-

/Qu(:z:)v(:c)dx

— Forme discréte

Schwarz.

1 1
Pour 1 <p,q <oo,u e LP(QQ) et v e LI(Q) tels que — + — =1, nous avons :
p q

— Forme continue

<(/ |u<:c>rp)‘17 (f ruw)‘l’

N N % N %
>l < (o) (L)
=1 =1 =1

Theoreme 1.3. (Inégalité de Triangular )

(o) s ([« (v

Lemma 1.6. [1§] (Inégalité de Gronwall, forme continue)Soient u,v,w des fonctions a va-

/Q w(@)v(z)dz

— Forme discréte

leurs réelles sur I = |a,+00]. Nous supposons que u et w sont des fonctions continues, que

u(t) > 0, que v est croissante et que w(t) satisfait I'inégalité suivante :

w(t) < v(t) +/ u(s)w(s)ds, Vt € [a,+o0]

12



1.1 Espaces fonctionnels

Alors

w(t) < v(t)exp (/atu(s)ds> ,Vt € [a, +o0]

Lemma 1.7. [18] (Inégalité de Gronwall, forme discrete)
Soit u;, w, des réels non négatifs et v, > v,_1, St

n—1

wy, < v, + Zuiwi, Vn >0
i=0
alors

=0

n—1
w, < v,exp (Zm) , Vn>0

Theoreme 1.4. [5/(formule de green)

Soit Q un domaine ouvert réqulier et borné de classe C*, et n(x) son normal extérieur.

Soit u € H*(Q) et v € H*(Q), nous avons

/Auvdx: —/VuVde—l— %vda.
Q Q a0 on

Définition 1.6. On dit que a(.,.) est une forme bilinéaire continue si elle satisfait a

M >0 Yu,veV:|a(u,v)| < M|ul|v| (1.1)
Définition 1.7. (Coercivité d’une forme bilinéaire af.,.))
On dit qu’une forme bilinéaire af.,.) est coercive si elle satisfait a
Ja >0 YucV:l|a(u,u)| > aful? (1.2)

Theoreme 1.5. (Lax-Milgram)Soit V' un espace de Hilbert, et soit a(.,.) : V x V — R une
forme bilinéaire continue et coercive, et L(:).V — R une forme linéaire continue.

Alors, il existe un unique u € V' tel que :

Vo € V,a(u,v) = Il(v)
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1.2 La méthode des éléments finis

1.2 La méthode des éléments finis

Introduction

La méthode des éléments finis est I'un des outils numériques qui repose sur la formulation
variationnelle (et donc sur les solutions faibles), ce qui signifie que cette méthode propose de
créer un algorithme discret basé sur des formules faibles.

Elle permet ainsi de rechercher une solution approximative & un probléme différentiel partiel
sur un domaine compact avec des conditions aux limites ou a l'intérieur du domaine compact.

La méthode des éléments finis remplace ’espace des fonctions test de dimension infinie
dans la formulation variationnelle par un espace de fonctions test approximatives de dimen-
sion finie. Ensuite, elle aborde des aspects tels que 'existence et 'unicité de la solution, la
stabilité et la convergence des méthodes numériques, ainsi que l’estimation de l’erreur entre
la solution exacte et la solution approximative. Pour une explication plus détaillée de cette

méthode, voir [41].

Principe général de la méthode des éléments finis : résolution d’un
systéme matriciel

L’approche générale de la méthode des éléments finis est la suivante.
Soit un domaine ouvert borné 2 de R"(n > 1), avec une frontiére 0f2. La formulation varia-

tionnelle de I’équation différentielle partielle (EDP) est généralement formulée comme suit :

Trouver u € V tel que :

a(u,v) =Il(v),Yv eV

Pour trouver la solution approchée de u, nous utilisons une approximation interne, comme
indiqué ci-dessous :

Soit T}, une partition de 2 constituée d’un nombre fini d’éléments .7, telle que :

QZU?EYh?
TNL -0 . . T+YL

Nous notons h s := diam .7 le diamétre de .7 et h := rynaﬁufx hz le pas de la maille. Grace
Jely
a cela, nous allons créer un espace d’approximation V;, C V de dimension finie. Ainsi, V}, sera

I’ensemble des fonctions continues sur €2 et affines sur chaque élément de la maille.

14



1.2 La méthode des éléments finis

Par exemple, en dimension 1, si nous choisissons €2 comme 'intervalle ]a, b], nous divisons
cet intervalle en N + 1 sous-intervalles de longueur h; = x;.1 — x; pour 1 <1 < N, et nous

prenons h = max h;.
1<i<N

L’espace d’approximation V}, peut étre déterminé comme suit :

Vi = {cbh € C°(a,b]) such that @, , . is linear Vi = T, N + 1}

et que {®;(x)} " soient les fonctions de base pour espace Vj, choisies comme suit

.
r— Ti—1 .
—, slx € [:ci,l, :cl]
Ty — Ti—1
_ Tip1 — X .
Pi(r) =¢ 2 size [z, Ti11]
Tit1 — X
0, sinon.
\
et
1, sik=1
(I)z ($k> - 5zk — .
0, sinon.

Pour la deuxiéme dimension, nous choisissons {2 comme un rectangle (par exemple :
2 =|0, 1[x]0, 1]) et nous prenons Y} comme une triangulation constituée de triangles .7 tels
qu’ :aucun noeud de chaque triangle ne se trouve a l'intérieur d'un c6té d'un autre triangle.

L’espace d’approximation V}, peut étre déterminé comme suit :
Vi, = {@h € C°(Q) tel que ®;, | 7 est un polynome de degré un V.7 € Th}

ol sa base est déterminée par les fonctions {®; };Vzl qui satisfont :

1, sik=y
0, sinon.
Le probléme approximatif dans le cas général est écrit comme suit : Trouver uy, € V), tel

que :

a (up,vp) =L (vp), Yo, € Vj, (1.3)

Soit {gzﬁj}j.vzl les fonctions de base pour ’espace V.

Nous écrivons I'approximation u;, de u sous la forme suivante :
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1.3 La méthode des éléments finis mixtes

N
Up = Zaj¢j eV,
j=1

Par conséquent, le probléme (1.3)) devient : Trouvez a = [ay, aa, ..., ay] tel que :

N
Zaja (@j,0n) =1(vp) , v € Vi

Jj=1

en tenant compte des linéarités de a(,-) et [(+), trouvez & = [aq, aa, ..., ay]| tel que :

N
S aja (g dn) = () Yk =1,...,N
7=1

Ainsi, on obtient le systéme linéaire a résoudre

a(pr, 1) a(dr,¢2) -+ a1, on) Qq L(¢1)

a(pa, ¢1)  a(da,d2) - a2, dn) (e%) _ [ (p2)

a(dn,¢1) a(dn,d2) -+ al(dn,dn) an [ (én)
Convergence

Lemma 1.8. (Lemme de Céa.) Soit la solution exacte u et la solution approzimative uy,.

Nous avons U'erreur suivante :

M .
lu —up|| < — inf Jlu— v
« ULGVh

M
— < — 1
o= wnll < o virelthd(u, Un)

Ici, M et a sont des constantes qui satisfont[1.1] et[1.9 respectivement, et d est la distance

induite par la norme || - ||.

1.3 La méthode des éléments finis mixtes

Introduction

Parmi les méthodes numériques proposées pour résoudre les équations aux dérivées par-
tielles, la méthode des éléments finis mixtes est considérée comme 1'une des méthodes préfé-

rées par rapport aux méthodes traditionnelles, car I'un de ses avantages est la préservation
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1.3 La méthode des éléments finis mixtes

des grandeurs physiques telles que la quantité de masse, la température et la quantité de
mouvement.

Cette méthode permet de résoudre des problémes mixtes dont les inconnues sont deux
fonctions représentant, d’une part, ’état du systéme considéré, et d’autre part, un multipli-

cateur de Lagrange associé & une contrainte que 1’état doit satisfaire.

Principe Général de la Méthode des Eléments Finis Mixtes : Réso-

lution d’un Systéme de Matrice

Soit V et W deux espaces de Hilbert, le probléme variationnel mixte s’énonce comme

suit : Trouver (u,w) € V- x W tel que :

a(u,v) + c(w,v) =ly(v) YveV
c(u,w) =0 Yw e W

Ici, a(-,-) et ¢(-,-) sont deux formes bilinéaires sur V' x V et V' x W respectivement, et

ly(+) est une forme linéaire sur V.

Theoreme 1.6. (Inf-sup stabilité) Pour u € V', nous avons

V<O it sup
07neW ozuev ||ullv ||nllw

Ce théoréeme implique que le probléme mixte est bien posé.
En d’autres termes, il admet une solution unique (u,w) € V x W qui satisfait ||ul|3 +||w|l5, <
M| fII¥, ot A est une constante positive.

Pour I'approximation interne, nous substituons les deux espaces V' et W, qui ont souvent
une dimension infinie, par deux sous-espaces V}, et W) dont la dimension est finie.
Nous allons également essayer d’obtenir une solution approximative au probléme mixte sui-
vant :

Trouver (uy,wy) € Vi, x W, tel que :

a (uh, ’Uh> +c (wh, Uh) = lv (Uh) VU}L S Vh

¢ (up,mn) = 0 Vi, € W,
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1.4 Transmission

Ainsi, nous pouvons écrire le probléme mixte approximatif sous la forme matricielle sui-

oo ) ()-()
Ch 0 Wh N 0

Ou Ay :V, = Vi et Cy : Vj, — W), sont des opérateurs définis comme suit :

vante :

(Anun, vn)y = a(un, vn) et (Cunn, vn)y = ¢ (Mh, V) Yun, v, € Vi, Vi € W,

Et (fh, Uh)v = (’Uh) Vvh € Vh.

Convergence

¢(.,.) vérifie la condition inf-sup sur V}, x W},, c’est-a-dire que le probléme mixte approximé
est bien posé. Nous affirmons l'existence et 1'unicité de la solution & ce probléme mixte
approximé, ainsi que la convergence vers la solution du probléme mixte. Cette convergence

est expliquée dans le théoréme suivant.

Theoreme 1.7. [] existe une constante positive C' indépendante de h telle que :
_ _ < ; _ i _
o= wally + o= wnlly < € int hu=vall -+ inf oo =l |

1.4 Transmission

Dans cette section, nous introduisons des opérateurs non bornés et rassemblons certaines

propriétés qui seront fréquemment utilisées.

Opérateurs Linéaires Non Bornés sur les Espaces de Banach
Soient X et Y deux espaces de Banach.

Définition 1.8. Un opérateur linéaire non borné de X dans 'Y est une application linéaire
A : D(A) € X — Y définie sur un sous-espace D(A) C X avec des valeurs dans Y.
L’ensemble D(A) est appelé le domaine de l'opérateur A.

St X =Y, nous dirons simplement que A est un opérateur linéaire non borné sur X.

Définition 1.9. On dit que A est borné si D(A) = X et s’il existe une constante C' > 0 telle
que :

JAzlly < Cllaflx: Ve € X
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1.4 Transmission

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de X vers Y est noté par £(X,Y). De
plus, Pensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de X vers X est noté par £(X). La

norme d’un opérateur linéaire borné est définie par :

A
JAX [z y) = sup 1AZIY
U el

Définition 1.10. Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire non borné. Nous définissons
Graph de A: G(A) = {(z,Az) :x € D(A)} C X XY
Range de A: R(A) ={Az:2z € D(A)} CY
noyau de A: N(A) ={x € D(A): Az =0} C X

Définition 1.11. Un opérateur linéaire non borné A est un opérateur fermé si son graphe

G(A) est fermé dans X x Y.

Définition 1.12. Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire non borné. On dit que A

est un opérateur défini densément dans X, ou que A est un opérateur avec un domaine dense

dans X, si D(A) est dense dans X, c’est-a-dire D(A) = X.
Définition 1.13. Soit A: D(A) C X — Y un opérateur défini densément dans X. L’opéra-
teur adjoint de A est lopérateur A* : D (A*) C Y' — X' défini par :
D (A" ={y €Y' :3C >0 tel que (Az,y)yxy < C||x||s pour tout x € D(A)}
et
(2, A"Y) y o xr = (A, y)yxy' Vo € D(A),Vy € D (A)

Définition 1.14. Un opérateur linéaire borné A : X — Y est dit compact si A(Bx) a une
fermeture compacte dans'Y .

L’ensemble de tous les opérateurs compacts de X dans Y est noté K(X,Y). De plus,
lensemble K(X, X) est noté K(X).

Theoreme 1.8. (Alternative de Fredholm). Soit A € K(X). Alors :
1. N(I — A) est de dimension finie.
2. N(I — A) est fermé et R(I — A) = N (I — A*)™".
3. N(I—A) =0 R(I—A) = X.
4. dimN(I — A) =dim N (I — A").

Remarque 1.5. L’alternative de Fredholm traite de la résolubilité de [’équation u — Au = f.
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1.4 Transmission

L’ensemble résolvant et le spectre des opérateurs linéaires

Soit X un espace de Banach, et A un opérateur fermé non borné sur X.

Définition 1.15. L’ensemble résolvant de A est donné par :

p(A)={\eC| A —A:D(A) — X est bijectif }

et son spectre par :
o(A) = C\p(4)

Si A € p(A), alors R(\, A) = (A — A)™" est appelé le résolvant de A (a ).
Remarque 1.6. Les nombres dans p(A) sont appelés valeurs réquliéres de A.
Theoreme 1.9. Les ensembles p(A) et o(A) sont respectivement ouverts et fermés.
Définition 1.16. Le spectre ponctuel de A est défini par :
0,(A) ={A € C:3Jv e D(A)\{0} : Av = \v}
={AeC: N —-A)#{0}} Cp(A)

Remarque 1.7. Si A € 0,(A), alors il existe un vecteur v # 0 tel que (Al — A)v =0, c’est-
a-dire Av = \v. Un tel vecteur est appelé un vecteur propre de A et le nombre correspondant

A est une valeur propre de A.

Définition 1.17. Le spectre continu o.(A) est l’ensemble de tous les nombres A € C tels

que : N(AXI —A) =0, RN — A) # X, mais RIAI — A) = X.

Définition 1.18. Le spectre résiduel o.(A) est l'ensemble de tous les nombres A € C tels

que : N(AI —A) =0 et RN — A) # X.
Remarque 1.8. [l est évident que les ensembles 0,(A), 0.(A), 0,.(A) sont disjoints, et que
op(A)Uo(A)Uo,(A) =0(A)

Proposition 1.2. (Spectre de l'opérateur adjoint) Soit H un espace de Hilbert, et A € L(H).
Alors :

(i) X € p(A) & X € p(A"),

(ii) A € 0,(A) & X € 0, (A*) Uo, (AY),

(iii) X € 0,.(A) & X\ € 0, (A), (iv) X € 0.(A) & X € 0. (A¥)
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1.4 Transmission

Opérateurs M-dissipatifs sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert équipé du produit scalaire (., .)3.

Définition 1.19. On dit qu’un opérateur linéaire non borné A : D(A) C H — H est dissipatif
St :

Ve e D(A), (Az,z)» <0

Remarque 1.9. Pour un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée
par
Ve e D(A), Re(Az,x)y <0

Définition 1.20. Un opérateur linéaire non borné A : D(A) C H — H est m-dissipatif (ou
mazximal dissipatif) si :
1. A est dissipatif,
2. M — A est surjectif pour tout X > 0, c’est-a-dire, pour tout y € H et tout X\ > 0, il
existe x € D(A) tel que A\x — Az = y.

Theoreme 1.10. Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire dissipatif non borné.

L’opérateur A est m-dissipatif si et seulement s’il existe A\g > 0 tel que : \gI — A soit
surjectif, ¢’est-a-dire R (Aol — A) = H.

1. A est un opérateur fermé.

2. D(A) est dense dans H, c’est-a-dire D(A) = H.

3. 10, +00[C p(A).

Semi-groupes d’opérateurs linéaires dans les espaces de Banach

Dans cette section, nous introduisons les semi-groupes et leurs générateurs.
Soit X un espace de Banach, et H un espace de Hilbert équipé du produit scalaire (-, )y et

de la norme induite. || - ||g.

Semi-groupes fortement continus générés par des opérateurs dissipa-
tifs

Nous considérons le probléme de Cauchy linéaire suivant :
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1.4 Transmission

u'(t) = Au(t)

C
u(0) = ug ©

Ot A est un opérateur non borné sur X. En utilisant la théorie des semi-groupes d’opé-

rateurs, nous établissons certains résultats concernant l’existence et 'unicité de la solution

de (C).

Définition 1.21. Une famille d’opérateurs linéaires bornés (S(t))i>o sur X est un semi-

groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :
1. S(0) =1,
2. S(t+s) = S(t)S(s) pour tout s,t > 0.

Remarque 1.10. [l découle immédiatement de la définition que :

S(t)S(s) = S(s)S(t),Vt,s >0

Un semi-groupe ((S(t))i>0 est uniformément continu si

lim [[S(t) = Il = 0

t—0+

Définition 1.22. Un semi-groupe ((S(t))i>0 est un semi-groupe Cy (ou un semi-groupe for-

tement continu) si :

Jim [[S(t)z — x|z =0
Theoreme 1.11. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe Cy. Alors, il existe deux constantes M > 1
et w € R tel que :

1S(E) || ) < Me*', Ve >0

Remarque 1.11. Siw =10

S|z < M, ¥t >0

Alors (S(t))i>0 est appelé un semi-groupe Cy uniformément borné. Si w = 0 et M = 1,

c’est-a-dire :

1SNz < 1,9t >0
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Alors (S(t))i>0 est appelé un semi-groupe fortement continu (ou semi-groupe Cy) de
contractions.

Nous définissons maintenant le générateur du semi-groupe.

Définition 1.23. Soit (S(t))t>0 un semi-groupe Cy. Le générateur infinitésimal du semi-
groupe (S(t))i>o est lopérateur linéaire A défini par :
S(t)x —
D(A):{:ceX: lim 202

X .
existe dans X
t—0+

Et

Az = lim w,w € D(A)

t—0+

Remarque 1.12. Parfois, nous désignons également S(t) par et

Theoreme 1.12. Soit (S(t))i>0,un Co-semigroup et A est infinitésimal générateur.

Alors :

S(t)r € D(A)

Et

d
%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax

Pour x € D(A) ett >0

Remarque 1.13. D’apres le théoreme ci-dessus, la solution du probleme de valeur initiale

(C) admet la représentation suivante :

u(t) = S(t)u, = eMugVt >0
Les théoremes suivants donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opéra-

teur soit le générateur d’un semi-groupe Cy

Theoreme 1.13. (Théoreme Hill-Yosida dans les espaces de Banach) Un opérateur linéaire
non borné A : D(A) C X — X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contrac-

tions si et seulement si :
1. D(A) est dense dans X (D(A) = X),

2. A est un opérateur fermé,
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3. Le résolvant L’ensemble p(A) de A contient R, et pour chaque A > 0,

1
IROAllecy < 5

Theoreme 1.14. (Lumer-Phillips ) Un opérateur linéaire non borné A : D(A) C H — H
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions si et seulement si A est un
opérateur m-dissipatif.

L’existence et l'unicité de la solution du probléme de valeur initiale (C) sont justifiées par

le théoréme suivant.

Theoreme 1.15. (Hill-Yosida) Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné.
Si A est le générateur infinitésimal de (S(t))i>0, un Co-semigroupe de contractions (ou si A
est un opérateur m-dissipatif ), alors :

1. Si Uy € D(A), alors le probléme de valeur initiale (C) a une solution forte unique
Ue CO (R-I—? D(A)) N Cl (R-H H)
2. 81Uy € H, alors le probléeme de valeur initiale (C) a une solution forte unique

UecC’ (R, H)

Stabilité des semigroupes

La théorie de la stabilité des semigroupes fournit des outils puissants pour ’étude de la
convergence vers 0 des solutions faibles et fortes du probléme de Cauchy linéaire ot A génére
le semigroupe C de contractions (S(t))s>o sur un espace de Hilbert H.

Dans cette section, nous introduisons les notions de stabilité qui seront utilisées tout au long
de cette these.

Soit (S(t))+>0 un semigroupe Cy de contractions sur H et soit A son générateur infinité-

simal.

Définition 1.24. (Stabilité forte) On dit que le semigroupe (S(t))i>o0 est fortement (ou

asymptotiquement) stable si pour tout x € H

lim ||etAxH =0
t—+4o0 H

Définition 1.25. (Stabilité Polynomiale ) On dit que le semigroupe (S(t))i>o est exponen-
tiellement (ou uniformément) stable s’il existe oo, M > 0 tels que :

ISzl g < Me " )Vt >0,Vo € H
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Définition 1.26. (Stabilité polynomiale) On dit que le semigroupe (S(t))i>o est polynomia-

lement stable s’il existe 5,C > 0 tels que :

C
1S(t)x||m < t—ﬂ||x||H,Vt >0,Vre H

Le théoréme suivant (un critére général d’Arendt-Batty) donne des conditions nécessaires

pour une forte stabilité du semigroupe Cy.

Theoreme 1.16. (Arendt-Batty) Soit A le générateur d’un semigroupe Cy uniformément
borné (S(t))i>o sur un espace de Hilbert H. Si :

(1)A n’a pas de valeurs propres sur iR.

(ii) L’intersection du spectre o(A) avec IR est au plus un ensemble dénombrable.
Alors, le semi-groupe (S(t))i>o est fortement (ou asymptotiquement) stable, c’est-a-dire que
1S(t):l iz — 0 lorsque t — co. pour tout z € H.

Lorsque le Cy-semi-groupe est asymptotique, nous examinons le type de stabilité (expo-

nentielle ou polynomiale) du semi-groupe.

Theoreme 1.17. (Huang-Pruss)Soit S(t) = e un Cy-semi-groupe de contractions sur un

espace de Hilbert H. Alors (S(t))i>0 est exponentiellement stable si et seulement si :
p(A) D {if: € R} = iR
Et

Tin (|81 — 4)7 ) < o0

8|00

Ce théoréeme est équivalent au théoréeme suivant :

Theoreme 1.18. Soit S(t) = e un semi-groupe Cy de contractions sur un espace de Hilbert

H. Alors (S(t))i>o est exponentiellement stable si et seulement si :
Sup{ReX\, A €c(A)} <0

Et

SUpP geao H()\I — A < 00

-1
)
Theoreme 1.19. (Borichev-Tomilov) Soit S(t) = e un Cy-semi-groupe sur un espace de
Hilbert H. Si :

1
IR C p(A) et sup — [|(i81 — A)~*
ilR C p(A) e |Sﬁl\l§ 7 |(iB ) Hg(%)
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Pour un certain I, alors il existe c tel que :

HeAtuoHQ < t% HuQHQD(A) ,Vt > 0,Vug € D(A)
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Chapitre 2

Sur I’étude du probléme p biharmonique

parabolique dégénéré avec mémoire

Soit @ un domaine ouvert borné de R", dont le bord 0O est Lipschitz-continu, et I =
[0, T]. L’objectif du présent chapitre est d’examiner le probléme integro-différentiel parabo-

lique dégénéré p-biharmonique suivant :

9B(p)(t, z)

5 T At x) = f(tx) — K(t)(e)  dans Ix O

=0, Veo=0surX=1x090 (2.1)

©(0,7) = ¢" sur O

Ajp = A (|Apl?Ag)

Nous considérons f : R — R comme une fonction strictement monotone croissante,

continuellement différentiable, satisfaisant les conditions suivantes :

0<y<B(s), |B(s))<C(1+]sP"), B(0)=0

et

t
K O)0) = [ [ alt = 9hls.a. Sp(s,a)dsdo(t,a)da
0Jo
ouk : I x0OxR — R est une fonction continue par rapport a la troisiéme variable et

satisfait :
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1) |k(t,x,8)| < C (1 + |s|p_1)
ii) (k/‘ (tyf, 31) —k (7%% 82)) (81 - 82) >’ |S1 - 82|p

1
f € CULLUON tel qua |f(t) ~ F (2)luioy < Ll —tal Vhiots € I L > 0, 0t

1
“=1lavecp>2 ¢ e WP(O)etacC ([0,T],R%). De plus
q

— inf
p=nf |la(s)]
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2.1 Probléme semi-discrétisé

2.1 Probléme semi-discrétisé

T )
Nous divisons I'intervalle [0, 7] en n sous-intervalles ou A = —, t; =i\, p'(x) = ¢ (t;, x) et
n
n_ B = B!
55 () - B =)

A
est :

. Ensuite, pour 7 =1, ..., n, le schéma d’approximation récurrent

(B(#) =8 o)A (AT AG') , ABYEME (), 1) = A (F8), Vi € WEP(0)
(2.2)

Notation 2.1. Introduisons les fonctions par morceaux linéaires en temps

on [0, T] — L*(0O),

¢ t=0
On it . '
90171 + (t - tifl) 5(,02 t € (tifl,ti] 1 < 7 < n,
et la fonction par morceaux constante en temps
W t=0

o te(tint], 1<i<n.

Theoreme 2.1. Soit f* € LY(O), alors pour i = 1,...,n, le probleme [2.2) admet une
solution, faible unique @' dans Wy (O).

Démonstration. Introduisons 'opérateur A : Wi *(O) — (Woz’p(O))* défini par :
(A", ) = (B (&) ;o) +X (D¢, w>+A/ / (t: — ) k (s,2, Ag") Apdsdz Vi € WP (0),
(2.3)
et
(Ag' ) = (Be'. ) + MKi (¢') . ¥) Vo e WG(0), (24)

ou

N2p = A (|AulP2Au), (B v) = (B(¢') . ¥) + A(A2¢' ),

et la fonctionnelle linéaire

(F)y = X(f' ) + (B (¢ // a(t; — s)k(s,z, A@,) Abdsdz.



2.1 Probléme semi-discrétisé

Nous appliquons maintenant la théorie des opérateurs monotones. et nous devons prouver
que A est un opérateur hémi-continue et coercitif.

Définissons pour tous o, 9, w € VVO2 P(0) la fonction réelle :

2 (A" + 2w) ), z€l0,1].

Nous avons :

Li_r)r(l) (A (" +2w) ,¥) = il_I)I(l) [(B(¢" 4+ zw), ) + A (A2 (¢ + 2w) ) + A (K; (¢ + zw) , )]
= () 9) + A (850" ) + Al (K (¢ + 2w) )

nous avons :

t;
hH{l) <K,~ (goi + zw) ,77/}> = lim/ / a(t;—s)k (s, x, A (cpi + zw)) dsAdzx.
z— oJ_,

z—0

Ensuite :

t; ]
lim (Ki (¢' + 2w) ,0) = /O/ti_1 a(t; —s)k (s, 2z, Ap') dsAipda, (2.5)
donc 'opérateur A est hémi-continu. En utilisant le lemme [1.3] nous obtenons :
(B(¢') =B@").¢" =¢')=(B(¢) = B{),¢" —o') + X (L' = L0, 9" =)
> [|¢f = |]” + +A (A2 — A2y, o — o)
>A (D50 = Dy, 9" =)

:)\/ ‘Agpi‘p% A" (A" — DY) da
@

)\ / AT AY (At — AP da (2.6)
O
2 i i|P
AL
2 i i|P
A
2 i i
Zm\\ﬁw — AP,

D’autre part, nous avons :
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2.2 Estimations a priori

<Ki (cpz) - K; (W) Qb — 1Z)Z> = /O/t i a(t;—s) [k; (s,x, Agoi) —k (s,x, AW)} dsA (gpi — W) dx
> C’p/o ‘Agpi — A1/1i|pdx
> Cllag' = avify, .

Donc a partir de (2.6)) et (2.7)), nous obtenons :

(A" = A ¢ =) = C|Ag" = Ay, .
Maintenant, en utilisant les inégalités de Calderon-Zygmund et de Poincaré, nous obtiendrons
que la norme || - ||W02,p(o) est équivalente & la semi-norme ||A(.)||zr(0) dans 'espace WP (0).

Cela nous permet d’écrire :

(A() = AW) ¢ =) 2 Clle" = & lyne)

D’ou nous concluons la monotonie de A. De méme

(A(¢"),¢) = C ||S0iH€V§”’(O) ’
Ce qui prouve la coercivité de A.

Enfin, en utilisant le Lemma [I.4] et I'inégalité de Holder, nous avons :

(F0)| = | A () + (B (@), ¢) — )\/O/Otil a(t; —s)k (s, 2, Ag,) Avdsdx

S|Pl el + €l 7, 1l + 1Ol o + CT ol 1o
< Cllell o

En tenant compte du fait que W;?(O) < LP(©), nous arrivons a :

(F)] < Ol o,

Ainsi, F € (I/VO2 P ((9))* Cela achéve la preuve. O

2.2 Estimations a priori

Theoreme 2.2. Pour p € [2,+0c[. Alors le probleme (2.2) admet une solution faible .
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2.2 Estimations a priori

Nous démontrons le Théoréme en nous appuyant sur les lemmes suivants :

Lemma 2.1. [] existe une constante C > 0 qui ne dépend pas de n telle que :

H<pkHL2(O)§C, kzl,...,n
k
S A ey S € k=1,
=1

Démonstration. En multipliant I'équation (2.2)) par ¢ et en intégrant sur O, puis en faisant

la somme sur ¢ = 1,..., k, nous obtenons :

k k k
i i1\ i ip o i
;/@(ﬁ(go) ﬁ((p ))(pdx—i-)\;/o‘Agﬂ dx )\;/Ofgodx
koi—1
—)\2ZZCLU/ k (tj,x,Agpj) Ay'dz.
o

i=1 j=0

(2.8)

Nous estimons chaque terme de ([2.8)) séparément, nous introduisons la notation suivante :

Q,(2) = /Ozg(s)ds, Vz e R.

Si g(0) = 0 et que g est une fonction monotone non décroissante avec un coefficient de
Lipschitz L,.
Alors @, est convexe et (cf. [54]) et :

2 2
g°(2) Lyz

<o < .
2L, — g(z) - 2

De plus, on peut facilement vérifier que :

g(21) (22 — 21) < Py (22) — Py (21) < g(22) (22 — 21),

Pour tout zq, 25 € R, ce qui découle du caractére monotone de g. Cette relation peut étre

1
appliquée pour g = B! avec L,=—-.

Pour le premier terme a gauche, nous déduisons que :

Z/O(ﬁ (¢") —B(s@i1))90"2/@%—15(%)-/@%—15(@0) > Co llellz — C. (2.9)

Par 'inégalité de Young avec le parameétre € et I'inégalité de Holder, nous avons
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2.2 Estimations a priori

A <

() (L)

C 7|49 e i|P
?/O|f| dx+;)\05/0]g0| d.

Nous savons que P'incorporation de W ?(O) dans LP(O) est continue, alors

k
izl/of@dx

<

k
A
kzzl
DA
=1

k k k
A Z/figpidx §OZ>\+062/\/ |AQ'|" d
i=1 /0 = © (2.10)
<C+ Ce)\; ||AgpiHip(O) .
D’autre part,
ki1 ki1
)‘QZZGU/ k(tj, z, Ap’) Ap'dz| < )\QZZC/ ‘(1 + Agpj}p_l |> Ay | dz
i=1 j=0 o i=1 j=0 o
ko i—1 % % k
<Y Yc (/ |A¢j\(”‘1)qdm) (/ \Agpﬂpdm) +/\QZiC/ |Ap| do
i1 =0 o o i=1 o
izl o k k [el
I B N N Yy A
-1 j—o € Jo i=1 o i=1 o €
Eoi-1 . k ‘
<C Z N’ HA@JHZ(O) + CE}‘Z HAQ@ZHZ(O) +C.
i=1 j=0 i=1
’ (2.11)
En substituant , et dans , nous obtiendrons :
k ' k i—1 '
Collpallze + (1= CONY_ A6}, 0 < +C DD X A6, 0+ C.
i=1 i=1 0

Jj=
Maintenant, en choisissant € de telle sorte que (1 — Ce) > 0 et en utilisant le lemme de

Gronwall, nous obtiendrons le résultat attendu. O]

Lemma 2.2. Nous avons ['estimation suivante :

10pnll3y 2,00y < C- (2.12)

Démonstration. La notation nous permet d’écrire (2.2]) comme :
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2.2 Estimations a priori

[ astenoyvis+ | Sgttyids = [ reyvs
O O O
i1 (2.13)
+A Z aij/ k (tj, T, Acpj) Ydx, Y € Woz’p((’)),
Jay o

Ou pour t € [ti_1,t;], f*(t) = f*, 1 < i < n. Maintenant, en tenant compte que pour
p>2, AZ WP (O) — W29(O) est bornée , Vinégalité de Holder nous donne

< ‘/Ofwdx +AZ%/ (tj, 2, Ag? |A¢|dm+‘/ (t)vda

n i|(p—1
<™ oy 19l ocoy +AOZ ( /O A + |Ag? | >|A¢|dx) + C||Y )| o)

LA@B@J¢M

< Clifllea.caon A eo) + ACZ [avg Hm ) 1AY] Lo o) + CllAY] Lo (o)
I'inégalité e-Young implique :

i—1 i—1

C .
< Cl|AY| Lro) + (Z —A 1A |70 ) + ZCGMOO A% 270

J=0 J=0

‘/@5W0w®
O

En choisissant € = 1 et en utilisant le Lemme nous avons :

0,8 (pn) dz| < C|AY||Lao), Yo € We™(O).
o
Ainsi,
0B (p)bdx
0l aior < IOy = sup o O] g,
vewzro) 1A%l
Cela compléte la preuve. O]

Preuve du Théoréme A partir des Lemmes et nous pouvons déduire que :

HatSOnHLq(I,W*z’q(O)) <C

T
”WHZ(I,W[?’P(O)) - /0 ||AW(t)!|’£p<0) dt < C,

Et

[@nller2o) < C
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2.2 Estimations a priori

Ensuite, le Lemme 1.3 dans [35] implique qu'il existe ¢ € C (I, W~>%(O))NL” (I, Woz’p(O))
tel que 0,5(p) € L? (I , W’2’q((’))) et une sous-séquence de @, notée également ,,, ol

¢n — ¢ dans C (I, W=>9(0)),
@u(t) = o(t)  dans W5P(0),

Pn —  dans L? (I, WP (0)) (2.14)
dvpn — Opp  dans L (I, W>9(0)),

f" — f dans L7 (I, L9(0)),

La continuité de § donne :

B — B(p) dans C ([0, T, L*(O)) n — oco.

Nous savons que A2 : WFP(O) — W29(0) est un opérateur hémicontinu (voir [29]),

nous obtiendrons :

| siptwde — [ Mptwas = [ 18P aptavds

Vi € WP (0),

Pour n — oco. De maniére similaire, voir [21], nous pouvons vérifier que :

/\ZGU/ (tj, 2, Ap’) Avpda —>/ (t — s)k(s,z, Ap)Apds dans L? (I, W=>9(0))

7=0

pour A — 0.

Sur la base des hypothéses sur f, la propriété (2.14)). découle de I'estimation suivante :

S1Q

1F"() = FD ooy <

Maintenant, en intégrant I’équation (2.13)) sur [0, 7], nous obtiendrons :

/ /atﬁ On wdxdt—i—/ /Apgon Vb da dt = /OT/Ofwdxdt

(2.15)
+AZ%-/ /k(tj,:c,Agoj) Ay drdt, Vi € WFP(O).
=0 o Jo

En prenant la limite quand n — oo dans (2.15)), nous obtiendrons :
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2.3 Formulation Mixte

ﬂ¢ dwdt+ Appy du dt = fi du dt
[ [ [ ] [
/ / </ (t = s)k(s,z, Ap) d5> Ay drdt, Y e W2P(O).

Ainsi, la preuve est complétée.

Theoreme 2.3. Pour p € [2,+00[, le probleme (2.1)) admet une solution unique.

Démonstration. Soient ) et ¢y des solutions faibles de (2.1)). En soustrayant les formulations
variationnelles correspondantes 1'une de 'autre et en testant avec ¢ = ¢ —¢9, nous obtenons :

Ve € WP (0),

(08 (01) — 0B (02) , V) +A (| AP A1) = (|Ap2"™2 Aps) , AY+A (K (1) — K (102) ,¥0) = 0.

(2.16)
En intégrant deux fois dans le temps, nous obtiendrons :
¢ e -2 -2
| =50+ / / (180172 Bn) — (1Dal ™ D), A
0
(2.17)
en utilisant et , nous obtiendrons :
& & rt L L
/‘WOm)—ﬁ@h%¢%+A/‘/)«VMﬁV A1) — (1Al Ags) . A
0
(2.18)
i3 [ [ R 0 = 1 0000 2 e - Al
Ainsi, 1 = y, ce qui compléte la preuve. n

2.3 Formulation Mixte
Dans cette section, une analyse de la formulation mixte (M.F) a été proposée. En consi-

dérant que si ®(w) = |w|?*w, alors :

&~ (w) = sgn(w)|w|7Tw = Jw]"%w
Prenons la variable suivante :
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2.3 Formulation Mixte

i i|p—2 i
= AL AY
En prenant V = Wz*(O) et W = LI(O), nous écrivons également la formulation mixte

du probléme ({2.1)) comme suit : nous souhaitons déterminer une paire (goi, W) eV x W telle

que :

a((i,w) —b((pi,C) =0 YyYeV

| (2.19)
b(¢',u) =Ly(u) YueW,

a(¢w) = (|7 v,
b (Cz,u) = — <ACi,u> ,
Ly (u) :== <—fi + 00 (go’) ,u> + )\i ai; (k (i, x, Agy) ,u)

Proposition 2.1. [ existe 6,C > 0 tel que pour ¢ € V, nous avons :

b %
0<C inf sup M
0FuUEW oLyicy [y el

Démonstration. Pour @' € WiP(O) et en prenant 1 = }Aap"|p72 Ay’ en utilisant le lemme

[L4 nous avons :

p—1

o =135y

Il zagon = ||| 2|

et

b('n) = 20 [0y -

par conséquent :
b (') = 18€ 170y 186 o) = 186 o o Izt
Cela implique :

b (¢, n)

A i <C :
H ' ||LP((’)) = InllLao)
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2.4 Discrétisation Compléte

Nous concluons donc que :

b 7
0 <C inf sup M
0#neW ogicy |0y lInllw

Cela compléete la démonstration. O

2.4 Discrétisation Compléte

Soit I'p une partition en triangles non chevauchants D, telle que O soit 'union de ces
triangles (O = Uper,, D). De plus, pour deux triangles D et K dans I'p, leur intersection
D N K peut étre un sommet, une aréte, une face ou l'intégralité de K et D.

Cette triangulation suit le concept de régularité défini par Ciarlet, ou la constante de régu-
larité de forme d’un triangle D est déterminée comme suit :
3¢ > 0;¢ = inf h—D VD e},
Delp pp

O pp est le diamétre de la plus grande boule contenue dans D et hp est le diamétre de

D.

Considérons P* (I'y) comme l'ensemble représentant des polynémes par morceaux de degré

k définis sur la triangulation I'j,.

P*(T)) ={¢:¢\p € P*(D),VD €T} .
Les espaces finis discrets sont donnés comme suit :
V=P (T,) NCY0), et V' = {¢ € V" ¢\0O = 0},
Ot R est 'opérateur de projection de Ritz tel que :
/OV(Rz/J)ngS: /(9V1/1ng§dx, Yo € VN HYO).
La taille de la maille h est donnée par :

h = max hp.
Tel'p

Nous écrivons le schéma MFE entiérement discret pour ([2.19)) comme suit : trouver une paire

(¢h: i) € V5" x V"

a (G ) = bu (@1, ¥0) =0

2.20
b (Chru) = L(u) V(i u) € VX Vi, 220
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2.4 Discrétisation Compléte

En utilisant la formulation de Green, nous avons :

by, (pn, ) /Vgphvwdx—/Vgthdex (2.21)

Ter),
En substituant (2.21)) dans (2.20]), nous écrivons le probléme (2.20|) comme suit : trouver
une paire (¢}, () € Vi x v

Q|92 i i
L1GI* G e~ [ veivedr =0
/ V¢ Vudr = (ff =68 (¢') ,u) — AZ% (ti, 2, AG,) ,u)  Y(U,u) € VI x VI,
en procédant de maniére similaire a [?| et en utilisant les propriétés de a(.,.) (voir [53],
proposition. 3.1) et le Lemme 3 dans |?], nous pouvons obtenir le proposition suivant :
Proposition 2.2. Pour m > 2, il existe C' > 0 tel que :
i i||p—1 i i 2(m+1) |, i|5 m41 |, i
HSO - SOhHWs’p(O) - Hw o whHLQ(O) <C <h2( ) ‘w ‘%/mﬂ,q(o) +h }w ‘Werl,Q(O)
m—1 7 m+1 %
+h" ‘Wmﬂm(@) +hm A ‘Wm+1vq((9)> '

Remarque 2.1. D’apres la proposition 2.9, si (¢, w) € W™P(Q) x W™(Q) pour m > 2,

nous déduisons que :
le* = @iy + 11" = whl ey < CH™

PULS
" = 902”W“’(Q) < Chs=

cela tmplique que pour m = 2 ['erreur se comporte comme :

¢’ _90hHW2p Q) ~ S Chor

Ce qui signifie que la méthode MFE que nous avons proposée converge avec des taux meilleurs
que prévu.
Nous remarquons que les taux diminuent a mesure que p augmente. Pour améliorer cela,

nous pouvons, par exemple, utiliser une analyse qui utilise des quasi-normes [0].

Exemple 2.1. Dans cet exemple, notre attention est dirigée vers un essai numérique mon-

trant Uefficacité et la précision de la méthode des éléments finis mixtes de Galerkin.
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2.4 Discrétisation Compléte

Cet essai consiste a approzimer la fonction inconnue u(t,x,y) en utilisant un polyndme
linéaire, spécifiquement lorsque r =k =1 et p = 4.
La fonction a dans le terme de mémoire est désignée comme a(t,s) =1 et K(t,z,s) = |s|?s.
Dans ce cas de test particulier, le domaine de calcul comprend le rectangle O = {(z,y) :
(xz,y) € (0,1)x(0,1)}, tandis que l'intervalle de temps considéré s’étend de 0 a 1. La solution
exacte est u(t,x,y) = sin(zm) sin(ym) exp(—t).

Les fonctions () et @} sont représentées dans la Figure et la Figure .

¥ e ¥ eme
FIGURE 2.1 - le graph de ), en t; = 1 FIGURE 2.2 — le graphide (y, ent; =1
0.03
0.03
0.025
0.025
L 0.02 ooz
= g
* 0.015 9 o015
0.01 0.01
0.005 0.005
0 50 100 0 50 100
N N

FIGURE 2.3 — La ||¢" — (} ||z« norm error en t; =1  FIGURE 2.4 — La ¢’ — ¢Z\|W§,p norm error en t;
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Chapitre 3

Stabilité forte pour un probléme de

transmission viscoélastique

41



3.1 Introduction

3.1 Introduction

L’émergence de la théorie du controle est largement associée au développement de la
technologie et de I'industrie, notamment en ce qui concerne la dérivée fractionnaire généralisée
de Caputo. Le besoin de réguler ou de maintenir, dans le cadre du contrdle des frontiéres
non locales, les valeurs actuelles de certaines caractéristiques cinématiques des machines ou
d’autres objets de controle a conduit a la création d’un appareil mathématique de la théorie
du controle.

Dans la théorie du controle, on considére des ensembles d’objets (systémes) dont le com-
portement est décrit par une certaine loi. Le probléme de controle consiste a trouver un
moyen de modifier le comportement du processus afin de transférer le systéme d’un état
donné a un autre, en satisfaisant des exigences supplémentaires. Parmi ces exigences, on
peut considérer : la valeur spécifiée du temps de controle T'; la minimisation du temps de
controle (probléme de vitesse) ; la minimisation de certains critéres (probléme de controle
optimal) ; la satisfaction de certaines qualités du processus de transition. Il existe également
un probléme de stabilisation qui étudie la présence d’une solution asymptotiquement stable
sur un intervalle de temps infini. L'un des fondateurs de la théorie classique de la stabilité
est A. M. Lyapunov, dont les travaux fondamentaux dans ce domaine ont jeté les bases des
méthodes mathématiques rigoureuses pour analyser la stabilité du mouvement, notamment
pour les systémes hyperboliques.

Dautray et Lions, dans [28], ont étudié le probléme de transmission relatif aux équations
hyperboliques, établissant ’existence et la régularité des solutions pour le probléme linéaire.
Par la suite, dans [52], les auteurs ont exploré le probléme de transmission associé aux ondes
viscoélastiques, incorporant I’amortissement dans la deuxiéme équation et analysant la pro-
pagation des ondes a travers des matériaux composés d’éléments élastiques et viscoélastiques.
Leur étude a démontré que la composante viscoélastique induit une décroissance exponen-
tielle de la solution. Dans cet chapitre, nous avons utilisé des méthodes plus modernes et

considéré le modéle suivant :

Cul(z,t) = 11Ca(2,t) + / g(t—5)C.ds=01in (0,4y) x]0,+o0|
0

pOu(z,t) — 120..(2,t) = 0 in (4o, L) x]0, +o0],

(3.1)

Ou p, 7 et 7 sont des constantes positives représentant respectivement la densité et les

tensions des cordes ¢ et 1, la fonction g € C*(R,,R,) est supposée étre une fonction positive
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3.1 Introduction

décroissante définie sur R" et satisfait aux conditions suivantes :

t
71—/9(8)d5>0, 0(0)>0, ¢ () <0,
0

et les conditions initiales sont :

C(Zv O) = CO(Z)> Ct(z7 0) = Cl(z)
¥(z,0) = Vo(2),0:(2,0) = V1 (2).

(3.2)

La condition de transmission est :

C(go,t) :ﬁ(go,t); 1% (7’1 —/0 g(t—s) dS) Cz (60) :Tgﬁz (éo); Vt G]O, +OO[,

suivie par des conditions de compatibilité :

Co (fo) = (50) ,C1 (50) = (50) 5 PTGz (50) = 1200, (fo) .

Et les conditions aux limites
€(0,t) =0, 70, (L,t)+vpd""¥(L,t) =0 Vt€]0,4o0],

comme dans [23], la notation 9;"" représente la dérivée fractionnaire généralisée de Caputo
d’ordre « € (0, 1] par rapport a la variable temporelle ¢. Elle peut étre définie comme :

Ve, pour a« =1,1 >0

FMI(t) = 1 &9

e [ =9 et = ) T s, pour a e (0,102 0

L’équation des ondes simple
G =Cny, 2€(0,L), t>0,
est considérée dans [44] avec un contrdle non local aux limites
¢(0,8) =0, G(L,t) +707"G (L, t) = 0.

L’auteur a examiné la question du taux de décroissance de 1’énergie associée et a trouvé une
forte stabilité asymptotique sous certaines conditions et un taux de décroissance de type
polynomial dans d’autres conditions.

De plus, dans [2], I’équation de la poutre d’Euler-Bernoulli avec dissipation aux limites de
type non local est examinée. La stabilité non uniforme est montrée par ’analyse spectrale.
Les résultats de stabilité de divers problémes de transmission amortie en thermo élasticité

sont étudiés sous différents points de vue, nous passons en revue ici les travaux [40], 61, 8 [63].
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3.1 Introduction

Lemma 3.1. [/4l] Considérons la fonction p définie comme :
(&) = €] V2 —co <€ < 4000 <a< .

Alors, la relation entre ’entrée et la sortie O du systéme est décrite par :

Od(&.1) + (€ +n) (1) —UH)u(€) =0, —o0 <& < +o0,n>0,t>0

$(£,0)=0
+oo
Ot) = (m) sinfam) [ ue)ole. s
ce qui peut étre exprimé comme :
O =17,

ol
1

1110) = gy | (=7t ey

Cette tache est organisé comme suit. Dans le Théoréme|3.1} nous énoncons la fonctionnelle

d’énergie associée et sa dérivée pour assurer la dissipativité du systéme. Ensuite, aprés avoir

introduit les espaces nécessaires et le produit scalaire de notre probléme, le bien-fondé de

notre modele est analysé dans la Section [3.2] Théoréme [3.2] en utilisant la théorie des semi-

groupes. Dans la Section [3.3, nous montrons la forte stabilité de ’énergie lorsque le temps

tend vers 'infini, comme indiqué dans le Théoréme [3.3
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3.2 Bien-fondé

3.2 Bien-fondé

Nous sommes maintenant en mesure de reformuler le systéme (3.1)). En effet, en utilisant

le Lemme , le systéme (3.1)) devient

(Ctt(z,t) — 110 (2, 1) —i—/o g(t—35)C.ds=0 dans (0, £y) x]0, +o0],
pOu(z,t) — 20..(2,t) =0 dans (¢y, L) x]0, +o0],
at¢(£a t) + (52 + 77) (b(g, t) - 1975([’7 t)u(f) =0 dans (_007 OO)X]Ov +OO[7
¢ (o, t) =1 (Lo, 1), p (7’1 — /0 g(t—s) ds) C. (by) = 10, (by)  sur |0, +o0],
¢(0,t) =0 sur |0, +o00|

+o00
mi(Lot) +wp [ p(€0(€ € =0 sur ]0, +o0.
C(Zv O) = CO(Z)> Ct(z7 0) = Cl(z) sur (O, EO) ,

\19(2, 0) = Jo(2),04(2,0) = 91(2) sur (4, L),

(3.3)

Ot w = (7) ' sin(am)y.

Theoreme 3.1. Pour une solution ((, v, ¢) de (3.3), nous définissons l’énergie comme suit :

_1€°21L222> @ M P
B = [ 6l [ (108 + 2 ) ae g [ lotenpa -

+§<gocz><t>+§(ﬁ—/otg@)ds) /Oéor@(t) 2 d,

Et Uénergie E(t) satisfait :

B = [ (@ n) o6 nPae+ (o)1)~ 300 [ 1600 deds <0, (35)

00 2 0

avec

t I4)
<go<z><t>=/0 g<t—s>/ G (8) - G (1) P deds.

0

Démonstration. En multipliant (3.3, par (,, puis en ajoutant son conjugué, nous obtiendrons

[(CttZt + ZttCt) - T <<zzZt + Zzzct> + I] = Oa (36)

DN —

t t

Avec I = / g (t - S) <szSZt + / g (t - 8) Zzzdsct'
0 0
En intégrant par parties sur (0, ¢y) 1’équation (3.9)), nous avons
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3.2 Bien-fondé

1d to fo _ 1 Lo
2 dt [/0 | ¢ dz+T1/0 | ¢ )P dz} — 7R (¢ (o) ¢, (o)) —1—5/0 Idz =0, (3.7)

et

/Idz /f/og 8) Cor (8) G, (s dsdz+/zo/ (t—$)C.. (5) G (s) dsdz

:/g (t—s) {CZ (6o) €, (Lo) — /0 (G- (s) = ¢ (1)) Cp () d }ds
(t) G (1) d2ds
/0 g(t—s) [ (Lo) Gt (Lo) — /0 ’ (C. () =C. (1) e (t)dz] ds (3.8)

/Ogt—s/ (t) G (t) dzds

= [e-9 [ + & [M 166 -0

—AE@(%AW@@F@)m

Ce qui implique qu’en multipliant (3.3, par (,, puis en ajoutant son conjugué, nous obtien-

c\
Q
H—
|
03

_l_

drons :

[(CuCy + Cue) = 71 (GG + Cone) + 1] =0, (3.9)

N | —

mvee 1= [ g9 Cat+ [ gt 9Tadst

0 0
En intégrant par parties sur (0, {y) I'équation (3.9)), nous avons

Ld [ [* ‘o _ L o
5@[/0 \Ctyzdz+n/0 \Czdez]—n%(cz(éo)ct(eo))+§/o Idz=0,  (3.10)
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3.2 Bien-fondé

J— ZO —_ J—
[@@@g&»—é «A@—@u»gxww}m (3.11)

ce qui implique que :

[ 1 —2/E<—s><<<>z< s+ [ [ate- u/ 69 = G (1) I deds]
U / | ¢, (t ]%szs}—/ / | ¢, (s t) | dzds
/|< )2 dds

—z/wt@%@%MMMw+%@wmwj%ME@AﬁngWM

0
— (g’ o ¢, L (t) |* dzds.
(g ow+Agsl|<t|zs

(3.12)
Enfin, I’équation (3.9)) sera :
Qﬁ[/’|<|d +r/)|<|d]
CnR (G ()T, (b)) + /wt R (C (60) T, (60)) ds
(3.13)

—l—%%(g ° () —éal/ / | G (t |dd}
s / /|c ) |2 deds = 0.

Nous utilisons la méthode appliquée dans [33], puis (3.3), devient

2dt [/ | 0 |* dz +—/ | 9. |? d]+ =R (9. (bo) U (ﬁo))—z%(ﬁz(L)ﬁt(L)):(3(),14>
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3.2 Bien-fondé

en ajoutant (3.13) et (3.14]), puis en utilisant les conditions de transmission, nous obtiendrons :

vd [ fo 1d [ (" m ("
—— d L2 d —— Oy > dz + = 9, |*d
th{/o | ¢ | z+71/0 | ¢ | z]—l—th{/eO]t] Z+pgol | z}

T - 1d d /t /ZO )
— =RV, (L)v; (L —— ) () — — L (t) |7 dzd

2R (0. (0T (1) + 5 000 5 | [a) [T 160 deas

1 t Lo )
5@ ®+ [96) [ 160 P dads =0

0 0

A partir des conditions aux limites, nous avons :

Ld [ [, t 1d [ - n [t
- d 24 - 9, 12 d = 9. 12 d
th[/o Grdzen [ 16 z}+2dt[/€0| P2 [0, }

v (30 [ n@oen) 3 (Swewro- 5[ [a0) [1eores))

-3 (<g'o<z> <t>+/0tg<s> / A0 dzds) =0,

(3.15)
Nous appliquons la méthode utilisée dans [33], puis (3.3); devient
w d “+o0o “+oo _
Salolt+e [ @) o Pae-w (0 [ n@DE0dE) 0. 319

En ajoutant (3.15)) et (3.16]), nous obtiendrons :

vd [ [ ., fo 1d [ [* m [*
—— d L2 d —— Y, > d — 9. |2 d
s [ 1araen [Crera] g g | [apas2 [ L g

Lo
w d t

s2 I +w [ (@) 1o Pl (<g'ocz> W+ [ 9o [ 1 |2dzds)

2 (Lwecro- 2190 [ 160 Paas]) =0
— | —=(goC. - — s . zds| | = 0.
2 \ar ¥ at )y 7 ),
(3.17)
Par conséquence, le Théoréme ([3.1]) est un résultat de I’équation (3.17)) . O

Nous discutons du caractére bien posé de (3.3). Pour ce faire, nous introduisons ’espace

suivant :
HN0,00) = {u € Hy(0,6) : u(0) =0} . (3.18)

Ensuite, nous reformulons (3.3) dans un cadre de semigroupe. Soit Z = (, 9 = J; et posons

H = {H(0,05) x Ly(0,€o) x H'({o, L) X La(lo, L) x La(—00,+00) : u(ly) = v(ly)},
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3.2 Bien-fondé

équipé du produit scalaire suivant :

b, — Ly — To _
(U,UL),, = / (gg) dz + / (79191 + —1921912) dz + w
0 Lo P _

t bo
ty00 o+ (n [a@as) [M i

+oo
PP1dg
o0 (3.19)

@000 = [ 9t=9 [ (€)= ) @s). = 70).) deds

~ ~ ~ ~ T ~ ~
Pour tout U = (¢, C, 9,9, 6)T et Uy = (gl, C1,191,191,¢1> . Soit U = (¢, ¢, 9,3,6)T et réécri-
vons ([3.3]) comme :

U = AU,
(3.20)
{ U(O) = UO = (€0a€1719071917¢0)7
Ou l'opérateur A est défini par :
¢ . ¢
<~ Tlsz - /0 g (t - 3) szds
Al v | = J . (3.21)
i 29
¢ p zZz
— (&% +n) ¢ +I(L)n(8)

Le domaine de A est :

(

(¢,C.0.0,0)T dans H : ¢ € HX(0,L) N HL(0,40),C € HL(0,6,) )
¥ e H?(Ly,L),0 € H (o, L), ¢ () =0 (4),

p (ﬁ - / g(t—s) dS) Gz (bo) = 720 (L)
DAy ={ /o ) L (3.22)
¢ (bo) =V (o), : (& +n) ¢+ L)) € L*(—o0, +00)

r0.(L) + wp / W(E)B(E)dE = 0

— 00

|£|¢ S L2(_007 +OO>
Le caractére bien posé du probléme (3.3) est garanti par le théoréme suivant.

Theoreme 3.2. (Existence et unicité)

1. Si Uy € D(A), alors le systéeme (3.20) admet une solution forte unique
U€C” Ry, D(A)NC! (R4, H).
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3.2 Bien-fondé

2. St Uy € H, alors le systeme (3.20) admet une solution faible unique
UecC"(Ry,H).

Démonstration. Nous devons montrer que A est un opérateur maximal monotone. Pour com-

mencer, nous avouns :

B(t) = 5(U, Uy,

Ce qui donne :

E(t) = (<U’, Uy + (O, U>H> — R{AU, Uy,

1
2
D’autre part, nous avons :

E'(t) <0. (3.23)

Pour la maximalité, soit F = (f1, fa, fs, f1, fs)" € H et cherchons U = (¢, (9,0, ¢)T € D(A)
satisfaisant \U — AU = F', pour X\ > 0, c’est-a-dire :

(

)‘C_é:: f17
AE_TIsz_F/ g(t—S) szds = an
0
M) — 0 = fs, (3.24)

A — %0ZZ — {0
A+ (8 +n) ¢ —D(L)u) = fs.

\

En supposant que nous avons trouvé ( et 9 avec la régularité appropriée, alors :

EZAC_fb
=\ — f.

Il est clair que ¢ € H} (0, 4p) et e H (4o, L). De plus, par (3.24) 5, nous pouvons trouver ¢

comme :

I(L
5 Q)+ i) .
E24+n+A
D’aprés (3.24)2 et (3.24])4, les fonctions ¢ et ) satisfont le systéme
t
NC Gt [ gt 9) Gads = ot Af
0 (3.26)

A2 — %ﬁzz = fit Mfs
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3.2 Bien-fondé

Cela signifie que résoudre le systéme (3.26) équivaut a trouver ¢ € H* N H! (0,4,) et ¥ €
H? (¢, L) tel que :

4 t Lo
/o ()\QCw — (rlgzz — /0 g(t—s) szds) w) dz = /o (fo+ Af1)wdz

. ) . (3.27)
N p N

Alors :

4 t L Ty
/ ()\2@7 + (11 — / g(t—s) ds)CZu_)z) dz + / <)\219)Z + —19z)_<z> dz + @ v(L)x(L)
0 0 o p

(3]

2 L
:/0 (f2+)\f1)@d2+/60 (f4+>\f3))_CdZ—W/OO mfs(f)dfi([/)"‘@f:s@)i(m»

3.28)

ol

@:w/%oﬂdf.

o E+n+A
Par conséquent, le probléme (3.28) est équivalent au probléme

a((¢, V), (w, x)) = L(w, x),

ou la forme bilinéaire
a: [HN0,6) x H' (6, L)]* > R,
et la forme linéaire

L:H!0,0y) x H ({y, L) — R,

sont définies par :
o t
a ¥), (w = NG+ (1 — —s8)ds)(,w, | dz
(€O = [ (et [a-sdcn.)
L
+ /B 0 (mx + %ﬁzxz) dz + oMI(L)X(L),
et 0 .
L(w = 2 A 1 wdz 4 A Ydz
w0 = [ anyadt [y

oo pu(€) _ - .
w / ey OMEX(I) + af(LX (L)

Il est facile de confirmer la continuité et la coercivité de a, ainsi que la continuité de L. En
appliquant le théoréme de Lax-Milgram.

Nous déduisons que pour tout (w,x) € H} (0,4y) x H' (¢, L), le probléme posséde
une solution unique (¢,9) € H! (0,4y) x H* ({y, L). Et en utilisant la régularité elliptique
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3.3 Stabilité forte du systéme

classique, il découle de (3.27) que (¢,9) € H?(0,4y) x H? (¢y, L).
Par conséquent, 'opérateur A\ — A est surjectif pour tout A > 0. Finalement, le résultat du

Théoréme découle du théoréme de Hille-Yosida. O

3.3 Stabilité forte du systéme

Dans cette section, nous utilisons les critéres généraux d’Arendt-Batty de [23] pour dé-

A

montrer la stabilité forte du Cp-semi-groupe e associé¢ au systéme (3.1]), méme en 'absence

de la compacité du résolvant de A. Notre principal résultat est encapsulé dans le théoréme

suivant.

Theoreme 3.3. Le Cy-semi-groupe e est fortement stable dans H, ¢’est-a-dire, pour tout
Co € H, la solution de satisfait :
. tA _
Jim || €4 lx=0.
Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin de ce lemme.

Lemma 3.2. A n’a pas de valeur propre sur iR.

Démonstration. Nous distinguons les cas ot iA = 0 et ¢\ # 0.

Etape 01 Résolution de AU = 0. A partir de (3.21)) nous avons

(

(=0
zz - zzd — 0
nGe— [ olt=s)Gas
=0 (3.29)
2ﬂzz =0
P
|~ (& +n) o+ I(L)u(€) =0.

Cela implique que { =9 = ¢ = 0
Et grace aux conditions aux limites dans ([3.22)) nous avons ¢ = ¢ = 0.

Ainsi, A n’est pas une valeur propre de A.

Etape 02 Nous allons raisonner par I’absurde, supposons qu’il existe A\ € R* et U # 0

tels que :
AU — AU = 0.
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3.3 Stabilité forte du systéme

Alors, nous avons :

iN—C(=0
MZ —1(. + / g(t—38)(.ds=0
0
M — 3 =0 (3:30)

ixd — 29, =0
p

| A+ (€ +n) ¢ = D(L)u(E) = 0.
Alors, a partir de (3.5) nous avons :

En utilisant (3.30)5

Ainsi, par (3.30))3 et (3.22]), nous obtiendrons :

9 (L) = 0,9, (L) = 0. (3.31)
En insérant (3.30))3 dans (3.30))4, nous obtiendrons :
—A2 — %ﬁu = 0. (3.32)

A A
La solution de ’équation (3.32)) est donnée par ¥ (z) = ¢ycos (—z) +ca81n (—z) = 3
r r p

En utilisant les conditions aux limites (3.31)), nous concluons que :

¥ =0.

De plus, des conditions de transmission, nous obtiendrons :

¢ (lo) = G (lo) = 0.

D’une maniére similaire, pour

r:\/ﬁ—/otg(t—s)ds.

Nous concluons que :

¢=0.

Par conséquent, U = 0. Cela signifie que, A ne posséde pas de valeurs propres purement

imaginaires. O
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3.3 Stabilité forte du systéme

Lemma 3.3. Nous observons les cas suivants :
— Lorsque A =0 et n # 0, Uopérateur i\l — A est surjectif.
— Lorsque A\ # 0, l'opérateur i\l — A est surjectif.

Démonstration. Cas 01 : Pour X\ # 0. Soit F = (f1, fo, fs, f1, f5) € H, et soit U =
(¢,,9,9,6)" € D(A), tel que :

iAU— AU = F. (3.33)
Equivalente nous avons :
( ~
I —C=fi
t
l)‘C - Tlsz + / g (t - 3) szds - f2
0
ixv—1 = f (3.34)

| Ao+ (£ +m) o= AL)u(€) = fs.

En insérant (3.34); et (3.34)3 dans (3.34))2 et (3.34))4, nous obtiendrons :

_/\2C - Tlsz + / g (t - S) szds - f2 + Z)\fl
0

i, (3.35)
—A\% — fﬁu = fu+i)fs.

Résoudre le systéme ([3.35) revient a trouver ¢ € H> N H} (0,4y) et ¥ € H? (¢, L) tels que :

4o t Lo
/ (—)\QCw — (Tlg“zz — / g(t—s) szds) w) dz = / (fo +i\f1) wdz
0 0 0
L L (3.36)

/EO (—A%%z - %ﬁzzx) dz = / (t iMfa) xde.

Lo

Nous trouvons les fonctions ( et ¢ satisfaisant le systéme suivant :

4 t L Ty
/ (—)\2C1I) +(m — / g(t—s) ds)g;wz> dz + / (—A%ﬂ;‘( + —z9z;‘<z) dz + @i (L) x(L)
0 0 Lo P

o u(E)

% L
:/0 (f2+i)\f1)wdz+/€0 (f4+i/\f3)>2dz—w/oo mfs(f)dfi([/)"‘@f?)(L)X(L)-

(3.37)
Nous pouvons réécrire (3.37) comme :

—(L\U, V>H11a + (U, V>H11a =1(V), (3.38)

Hp (0,L) = {(¢,9) € H} (0,4) x H' (b, L) /¢ (o) = ¢(lo) }
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3.3 Stabilité forte du systéme

Avec le produit interne défini par :
2o t T L N _
(U, VY = / (7‘1 — / g(t—s) ds) Cw,dz + — V. X.dz + &N (L) x (L),
" Jo 0 P Je,

Et

o L

(LU V), = 22 Cwdz + )\2/ Iydz.

0 I
En utilisant I'incorporation compacte de (L*(0,€) x L*({y, L)) dans (H}, (0, L))/ et de (Hy, (0,L))
dans (LQ(O,KO) x L*(¢y, L)), nous déduisons que I'opérateur Ly est compact de L*(0, ) x
L*({y, L) dans L*(0,4y) x L*({y, L).
Par conséquent, par l'alternative de Fredholm, prouver l'existence de U solution de (|3.38))

revient a prouver que 1 n’est pas de L.

En effet, si 1 est une valeur propre, alors il existe U # 0 tel que :

(LAU, V) = (U, V)1, ¥V € Hp,. (3.39)

En particulier pour U = V| on en déduit que :

t
T2
2 (1€ o + 19 W] = (7= [ 96 =905) 16 gy +2 102 B
+ &N V(L) .
Ainsi, nous avons :
9 (L) = 0. (3.40)
A partir de (3.39) et (3.22)), nous obtiendrons :
9, (L) = 0. (3.41)
Et
_)\2 — TGz = 07
e (3.42)
—>\2’l9 - 7’2192Z = O,

t
Ouri=mn-— / g(t—s)dsetry= 2. Les solutions générales pour (3.42) sont de la forme :
0

0 =nem () e (22). o

v (2) = 3 cos <%z) + egsin (%z) |

En utilisant les conditions aux limites ¢ (0) = 0 et ¥ (L) = 9, (L) = 0, nous obtiendrons
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3.3 Stabilité forte du systéme

¢ = c3 = ¢4 = 0. De plus, en utilisant les conditions de transmission ¢ ({y) = ¥ ({y) et
(. (L) = 129, (o), nous trouvons cg = 0.

Alors U = 0. Par conséquent, i\ — A est surjectif pour tout A € R*. n

Cas 02 A =0 et n # 0. Le systéme (3.34)) se simplifie comme suit :

;

—(=h
_Tlgzz +/ g (t - 8) gzzds = f2
0
== fs (3.44)
_Bﬁzz = f4
p ~
(€ +n) 6 = I(L)u(&) = f5.

\

Avec les deuxiéme et quatriéme équations de (3.44]), on obtient

((2) = —%/OZ/OZfQ(T) drds + Cz,
¥(z) = L fa(r)drds +C'z + C".

T2 Jeoy Jug

A partir des équations (3.44))s et (3.44)5, on a :
) f5(6)

—777a_1f3(L) + 71219,2([1) + (JJ/_OO W df =0.

(3.45)

On trouve

L[t - 2 (€) f5(€)
= | e [ CEgER]

Par les conditions de transmission aux limites, on obtient :
1 Lo s
C(lo) = 0 (L) = LyC — C" = —/ / Folr) dr ds + C'ly.
1 Jo Jo

Lo s
Tlgz (fo) = 7”2192 (EO) = CTl = / / fQ(T) dr + C/Tg.
0 0

czr—ll[/o%/osﬁ(r)dwcwg],

Lo s
C"=14y(C—-C")— 7”_11/0 /o fa(r)dr.

En conséquence, A est surjective, ce qui conclut la preuve. Preuve du Théoréme (3.3) Selon

On trouve :

le Lemme , Iopérateur A ne posséde pas de valeurs propres purement imaginaires.

De plus, le Lemme établit que R(iA — A) = H pour tout A € R* et R(iA — A) =H
pour A = 0 et pour tout n > 0.

Par conséquent, le théoréme du graphe fermé de Banach implique que : o(A) NiR = § si

n >0, et o(A)NiR =0 sin=0,ce qui compléte la preuve.

56



Chapitre 4

Etude de I’existence et comportement de
la solution de I’équation des ondes avec

termes de retard et de logarithmique

Dans cet chapitre, nous examinons le probléme d’onde viscoélastique suivant avec terme

retardé
(ﬁtt + 9 4+ A% — /t g(t — 8)A*V(s) ds + p19s(z,t) + pods(w,t —to) = adInd  dans O x (0, 00),
0
Yz, t) =0 sur 00 x [0, 00),
V(z,0) = Yo(z), Ji(x,0) =0 (x) dans O,
k1975(x, —to) = folz,to) dans O,
(4.1)

Ou O est régulier et borné dans RY, avec N > 1, y11 est un nombre non négatif, 15 € R, et
to > 0 représente le retard temporel. Les fonctions vg, 1, et fy sont données et appartiennent

a des espaces fonctionnels appropriés.

Problémes viscoélastiques

Depuis les travaux pionniers de Dafermos en 1970 [25, 26], qui ont exploré les taux de
décroissance générale, les problémes de viscoélasticité ont suscité un intérét considérable.
Une vaste gamme de résultats concernant l’existence et le comportement a long terme des
solutions a été développée depuis lors.

L’importance des propriétés des matériaux viscoélastiques est devenue de plus en plus évi-

dente, en grande partie grace a la croissance rapide des industries du caoutchouc et des
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plastiques. Au cours des vingt derniéres années, des avancées substantielles ont été réalisées
dans I'analyse des relations constitutives, des théories de défaillance, et des prédictions de
durée de vie des matériaux et structures viscoélastiques, comme le souligne [24]. Hrusa [34]

a également étudié une équation viscoélastique non linéaire unidimensionnelle de la forme

Dt — cla + / mlt — 5) (D(0.())), ds = f(x.1).

Problémes impliquant la non-linéarité logarithmique

La non-linéarité logarithmique revét une grande importance en physique, car elle apparait
naturellement dans plusieurs domaines, notamment la cosmologie inflationnaire, les théories
de champs supersymétriques, la mécanique quantique et la physique nucléaire |5, [30].

Ce type de probléme a des applications variées dans différents champs de la physique, tels
que la physique nucléaire, 'optique et la géophysique |7, O BT]. Une contribution notable est

venue de Birula et Mycielski [9], qui ont exploré le probléme suivant

Vit — Vo + 09 — e In [9]* = 0, dans [a,b] x (0,7,
Ya,t) = 9(b,t) =0, dans (0,7,
W(z,0) =Yo(z), Ui(x,0) =0 (x), dans [a,b].
L’équation est une version relativiste de la mécanique quantique logarithmique et peut éga-

lement étre obtenue en prenant la limite p — 1 dans ’équation des cordes p-adiques [32], [59).

Dans [12], Cazenave et Haraux ont étudié

Oy — AY =91n (|9]¥), dans R?, (4.2)

ou ils ont prouvé l'existence et I'unicité des solutions pour le probléme de Cauchy. Gorka [31]
a appliqué des méthodes de compacité pour démontrer 'existence globale de solutions faibles
pour tout (9y,9;) € Hy x L* dans le probléme de valeurs initiales-frontiéres (4.2) pour le cas

unidimensionnel.

Probléme avec terme retardé

Les équations aux dérivées partielles (EDP) avec effets de retard temporel ont suscité un
intérét considérable dans les recherches récentes ; voir par exemple, [I, B5] et les références
qui y sont citées.

Dans [27], les auteurs ont démontré qu’'un simple retard dans le controle aux frontiéres peut
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entrainer une instabilité. Pour stabiliser les systémes hyperboliques avec entrée retardée, des
mécanismes de controle supplémentaires sont nécessaires; voir |45, 46, 60] pour des études
connexes.

Dans [45], les auteurs ont étudié un systéme d’équations d’ondes avec un terme d’amortisse-

ment linéaire aux frontiéres soumis & un retard. Plus précisément, ils ont considéré le systéme

suivant : )
Py — AV =0, re O, t>0,
V(z,t) =0, z ey, t>0,
%(x, t) = wd(x,t) + poy(x, t — 1), x €Ty, t >0, (4.3)
V(z,0) = Yo(z), Di(x,0) = 01(x), z e O,
\Q?(l‘,t—T):gg([L’,t—T% re O, te(0,71),

Et ont prouvé, sous I’hypothese
p2 < f1, (4.4)

Que I’énergie est exponentiellement stable, cependant si la condition (4.4)) n’est pas satisfaite,
ils ont identifié¢ une séquence de retards pour laquelle la solution de (4.3)) devient instable.
La méthode principale utilisée dans [45] repose sur une inégalité d’observabilité combinée a

une estimation de Carleman, nous considérons les hypothéses suivantes :

(H1) g:R" — R est une fonction C' décroissante, satisfaisant :

g(0) >0 et 1—/ g(s)ds=1>0
0

existe une fonction décroissante et différentiable ( : — , avec > 0 et une
H2) Il exi fi ion d i diff iabl RT — R 0 0

3
constante 1 < p < 5 telles que :

g(t) < —=C(t)g"(t), VteRT.

4.1 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons des éléments qui seront utilisés pour prouver notre

résultat principal.

Lemma 4.1. ([22], Inégalité de Sobolev logarithmique). Soit ¥ € H;(O) et r un nombre

réel positif qui sera défini plus tard.
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Alors, nous avons
1 r?
/0192 In [9] dz < §H19H§1n 19113 + %I\Vﬁ!@ — (14 Inn)[[9]]5. (4.5)

Lemma 4.2. ([12], Inégalité de Gronwall logarithmique). Soientc > 0, f € L'(0,T;R™)

et supposons que la fonction ¥ : [0, T] — [1,00) vérifie :
t
W(t) <c (1 +/ f(8)9(s) Inv(s) ds) , tel0,T].
0
Alors,
t
I(t) < cexp <c/ f(s)ds), 0<t<T.
0

Lemma 4.3. [3] Les inégalités suivantes sont valides :
3
—adyy/]0|c3||AY||3 < / P In [9)* de < acl|AY|f3, V9 € H(O), (4.6)
o

Ou dy = sup /s|Ins|, |O] est la mesure de Lebesque de O, et ¢, est la plus petite constante
0<s<1
d’injection.

([1opa) <clai, wemo), (47)
@
(ot ¢, existe grice a linjection de H3(O) dans L=(0)).

Lemma 4.4. ([36], [{3]) Supposons que g vérifie (H1).
Alors, pour ¥ € Hy(O), nous avons

2

/O (/Otg(t — 5)(0(t) — 9(s)) ds) dz < (g o VI)(t)

t 2
/ (/ gt —s) () —I(s)) ds) dr < —c(g' o V9) (t).
o \Jo
Corollaire 4.1. Supposons que g vérifie (H1).
Alors, pour ¥ € H3(O), nous avons

2

/O < /0 tg(f — 5)(0(t) —9(s)) ds) dz < c(g o AY)(¢)

Et )

/O(/Otg’(t—s)(ﬁ(t)—ﬁ(s))ds) dr < —c(g o AY) (1).

Démonstration. La preuve découle directement de 'utilisation du Lemma (4.4)) et de I'inéga-

lité de Poincaré.
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4.2 Existence d’une solution locale

4.2 Existence d’une solution locale

Dans cette section, nous allons prouver I’existence locale d’une solution pour le probléme

D).
Tout d’abord, nous transformons le probléme (4.1]) en un probléme équivalent (4.8)) ci-dessous.
Pour établir I'existence d’une solution au probléme (4.8)), nous introduisons une nouvelle

variable définie par
2(x, p,t) =0(x, t —top), €O, pe(0,1), t>0.
Cela conduit a 1’équation :
toze(z, p,t) + 2z,(z, p,t) =0, dans O x (0,1) x (0, +00).

Ainsi, le probléme (4.1)) devient équivalent a ce qui suit :

( t
Dy + 9 + A% — / g(t — 8)A*I(s) ds + (2, t) + poz(z,1,t) = ad Ind, dans O x (0, 00),
0
tozi(z, p,t) + 2,(z, p,t) =0 dans O x (0,1) x (0, 00),
\ 2(x, p,0) = folx, —pto) dans O x (0,1),
Yz, t) =0 sur 00 x [0, 00),
(9(z,0) = do(z), Vi(z,0) =v1(2) dans O.
(4.8)

Définition 4.1. Une fonction
0 € O([0,T], H;(0)) N C([0,T], L*(0)) N C*([0, T], H*(0))

Est définie comme une solution faible de ([&.8) sur[0,T]. Pour chaque ¥ € HZ(O) ett € [0,T],

nous avons :

(Gues9) + (9, 9) + (AD, AD) + i1 (0, 9) — /tg(t — 8) (Vi(s), V) ds

+ p2 (2(2,1,1),9) = (ad In[d], 9),
Px,0) =1y, V(x,0) =131, z(z,p,0)= folx,—ptoy). (4.9)

Theoreme 4.1. Supposons que (H,) et (Hy) soient vérifices et que (9o, V1, fo) € HE(O) x
L*(0) x L*(O). Alors le probleme ([4.9) admet une solution.
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4.2 Existence d’une solution locale

Démonstration. Pour prouver le théoréme (4.1]), nous utilisons la méthode standard de Faedo-
Galerkin pour établir I'existence de la solution locale.
Nous introduisons une suite de fonctions {w;}>2, comme une base orthogonale de H3(0),

ou chaque w; satisfait :
—Aw; = \w;, €0, w;=0, z€d0.

Soit Wy, = span {wy, ..., w,} 'espace vectoriel généré par les k premiers vecteurs de la base

{w;}5°.
Par normalisation, nous avons |w;ljs = 1.

Maintenant, nous définissons pour 1 < j < k la suite v;(x, p) comme suit :
vj(x,0) = w;(x).

Nous prolongeons v;(x, 0) par v;(z, p) sur L*(O x [0,1]), et notons V}, = span {vy, v, . . ., v }.
Soit, (9%, 2F) = (9%(t), 2¥(t)) la solution approximative du probléme ([£.9), telle que :

k

I (z,t) = Zcf(t)wj(x), (z, p,t) Zbk vi(x, p),

j=1

Qui satisfait le systéme suivant pour 1 < j < k :
(V5 w;) + (9%, w;) + (AGF, Awy) + (97, Vawy)
— [ ot =) (806), ) s+ (Ho 1,00,
= (a?*In [9"],w;) ,

Pour ¢ € [0, 7], qui est un systéme non linéaire d’équations différentielles ordinaires et sera

complété par les conditions initiales suivantes :

k
O* (2,0) = 9 = ZM?wj — 9y lorsque k — oo dans HG(O), pourtout w; € Wy,

j=1
(4.10)
¥ (z,0) ijwj — ¥, lorsque k — oo dans L*(0), pour tout w; € Wy,
(4.11)
Et
F(z,p,0 ZB v; — fo lorsque k— oo dans L*(Ox(0,1)), pourtout v; € Vj.
(4.12)
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D’apres la théorie standard des équations différentielles ordinaires, nous déduisons que
le systéme ([4.10)-(4.12) admet une solution (céC (t),b5(t)) sur Dintervalle de temps [0, ], ou
tr > 0.

Par conséquent, nous obtiendrons une solution approchée 9¥*(t) pour le probléme dans

I'espace de dimension finie Vj, sur Uintervalle de temps [0, ;).

4.2.1 Estimates A Priori

Nous commengons par multiplier I’équation (4.10]) par 8,50? et en faisant la somme sur j :

1 t
I+ 5o Avk(e) — A A /O M2, 1,t) de < 0,

2

En intégrant cette inégalité sur (0,7) et en appliquant I'intégration par parties, nous obtien-

drons

EF(t) < £%(0), (4.13)

Ot £¥(t) est un fonctionnel d’énergie défini comme :
EX(E) = 9511 + A2 + 197> + (g 0 9)(t / 12*113 dp.

En appliquant I'inégalité de Sobolev logarithmique, nous réécrivons (4.13[) comme :

acyr o+ 2
||ﬁf||§+(Z— 2 javti+ {2 +a<1+1nr>}|w'f||2

+ (g0 AV C// (2, p, )2 dpde < = ||q9k|| In [[9*]2 + C,

Ou C est une constante dépendant uniquement des données initiales.

1

—3a-2 27l 2

e o<r< ),
ac,

En choisissant :

Nous nous assurons que :

2
ot +a(l+1Inr) >0
Et ,
ac,r
e — 0.
2m
Ainsi, nous obtiendrons :
[9F115 + IADE(I3 + 19713 + (g 0 9*)(t / 1215dp < C (1 + 9" In [9%]%) . (4.14)
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En utilisant 1’égalité
I*(z,t) —9(x,0) = /t Vi(x,s)ds, Vxe O,
0
Et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que 2(a*+b?) > (a+b)?, nous trouvons :
[9%113 < 2[[9*(0)]I3 + QCT/Ot 197 () ]1* ds. (4.15)
En substituant le résultat de I'inégalité dans , nous aurons :
941 <20 (14 [ 1m0ty as) (4.16)
0

Ot C" = max{2CT, 2||9*(0)||3}.
En appliquant le Lemme (4.2)) a I'inégalité (4.16)), nous obtiendrons I'estimation

[9*]) < Ch.
De plus, a partir de I'inégalité (4.14]), nous obtenons I'estimation
1
(g0 0")(&) + 197112 + 1 A0*]3 + [[9°]13 +/0 1213 dp < Ca,
Ou Cy = C(1+ CyIn (). Cela conduit &

195113 < Cs,
19112 < Cs,
1A9*H]]3 < Cs,

1
| 1130 < o
0

Ainsi, nous concluons que
V¥ est bornée dans L™ (O,T; Hg((?)) ,
Y% est bornée dans L™ (O,T; LQ(O)) , (4.17)
¥ est borné dans L™ (0,73 L*(O x (0,1)))..
Par (4.17)), nous pouvons inférer I'existence d’une sous-séquence {0*, z*} de {9, 2*} telle
que :
¥ — ¥ faiblement* dans L>(0,T; HZ(0)),
¥ — ¥, faiblement* dans L>(0,T; L*(O)),
2" — 7 faiblement* dans L*°(0,T; L*(O x (0, 1))). (4.18)
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En utilisant le théoréeme d’Aubin-Lions, nous trouvons que :
" — ¥ fortement dans L>°(0,T; L*(0)),

et
W — ¥ presque partout dans O x (0,7).

Puisque la fonction f(z) = 2 In |x| est continue sur la droite réelle, nous pouvons extraire

une sous-séquence Y qui satisfait la convergence
Y#1In [9#|* — ¥ 1n |9|* presque partout dans O x (0, 7).
En suivant les étapes utilisées par Al-Gharabli et Guesmia dans [3], nous concluons que :
Uy € L([0,T], H*(0)).

Ainsi, nous avons complété la preuve du Théoréme (4.1)). O]

4.3 Existence Globale

Dans cette section, nous énongons et prouvons le théoréeme d’existence globale de la so-
lution pour le probleme (4.8).

Nous définissons 1’énergie modifiée comme suit :

1 t a2
)= 3 {103+ (1= [ gtoras) ool + ||0||2}
1 1 2 C 2
+ =(go AY)(t) — = [ P*In|Y|*dz+ 2 |z(z, p, t)|* dp dz.
2 2 Jo 2JoJo

Lemma 4.5. Soit (U, z) une solution du probleme (P1).

Alors, nous avons :
1
£(1) < ~Co (uvtn% e 101 + 2 o) - Lo o A0yt >) 0. (4.19)

ot (1 — |pal) > 0.

Démonstration. Nous commengons par multiplier la premiére équation de (4.8) par wu; et
en intégrant sur O. Ensuite, nous multiplions la deuxiéme équation de (4.8)) par t£ z et

0
intégrons sur (0,1) x O par rapport a p et z.

Cela nous donne :

E't) = —ul||19t|\2+%(g’oA19)(t)—@||A19|]2—u2/ Vz(x,1,1) dx——// 2z,(x, p,t) dpde.
(4.20)
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Ensuite, nous estimons les deux derniers termes & droite de I’équation (4.20)) :
1
—g// zzp(w,p,t)dpdx———// (x,p,t)dpdx
to Jo Jo 2t

= i/ 22(,0,t) — 22 (a:,l,t)) dx
2t Jo
¢ 2 2

= — (||9¢]|" — 1,t :
T (9el* = ll=(=, 1,0)]1%)

En appliquant I'inégalité de Young, nous avons :
—/1/2/ Vez(x, 1,t)dr < % (|]19t||2 + ||2(=, 1,t)\|2) )
o

Ainsi, nous obtiendrons :

<= (-5 =22 e (4:21)
+% (g 0 AD)() — (;)||A19||2 (4.22)
- (5 - ) et 0 (4.29

Etant donné que to|pua| < ¢ < to(2u1 — |p12]), nous obtiendrons :
/ 2 o 1. g(t) 2
/1) < ~Co (I + 122 1,012 = 50 0 A0 (1) + L2202 <0

. . ¢ pel € pel
On Cy = S N (o 1N S R Y 0
o = {“ YT % T 2 2 2

Introduisons les fonctionnelles :

=5 ((1-f tg(s)ds) 8018 + 1018 + (goa0)() ~ [ o)

(4.24)
«
T
Et
t
10 = (1= [ oas) 180+ 103 + o a0 =3 [ Pmpopan. (429
0 o
Lemma 4.6. Supposons que (H1) et (H2) restent valides. Soit ug € H3(O) et uy € L*(O)
tels que :
6E(0
I(0) > 0 et 3ac? l§ ) <1 (4.26)
Alors,
I(t) > 0 pour tout t € [0,T). (4.27)
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Démonstration. D’aprés la définition de [ et J, nous avons :

)= 5 10+ 108+ (g0 a0+ (1= [ glas)1a0B + 108 (@29

Puisque la fonctionnelle I est continue sur [0, 7] et que I(0) > 0, il existe 7 € (0,77 tel que :
I(t) > 0 pour tout t € [0, 7).
Nous considérons deux cas :

Cas 1 : Lorsque 7 =T, (4.27) est vérifiée.

Cas 2 : Lorsque 7 < T, nous montrons par 1’absurde que I(7) > 0. Supposons que I(7) = 0.

Si [|AY(7)|5 = 0, alors (4.6)-(4.7) impliquent :
| ats) o) s = (1.29)
En conséquence, si g # 0 sur l'intervalle [0, 7), nous obtiendrons :
|AY(s)||5 =0, sur [0, 7).
Ceci conduit a :
I(t) =0,Vt € [0,7).

Cela contredit le fait que I > 0 sur [0, 7). S'il existe 7" € [0, 7) tel que g(7*) = 0,
Alors, soit 71 € [0,7) le plus petit réel tel que : g(7) = 0.

Puisque ¢(0) > 0 et que g est positif, décroissant et continu sur R, alors g = 0 sur
[T1, +00).

Par conséquent, d’apres , nous en déduisons que :

/0 ()| A0(s) |3ds = / " g(s)1A0(s)|2ds = 0.

Comme mentionné précédemment, cela contredit le fait que I > 0 sur [0, 7).

Par conséquent, nous concluons que : ||AJ(7)[|3 > 0.

D’aprés (4.25]), nous avons :

I(1) > 1|AY(7)]|3 — 3a/ 92(7) In [9(7)|d. (4.30)
0
Remarque 4.1. Nous avons I(t) > 0 sur [0,7), et

E(0), Vtelo,7). (4.31)
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En utilisant (4.6) dans le Lemme (4.3)), nous obtiendrons :
I(r) > 1| AY(T)]3 = 3acl| Ad(7)|3-

En utilisant (4.31]), nous obtiendrons :

() > 1 (1 3 6EZ§O)> 1A9(7)]2

Sous la condition (4.26)) du Lemme, nous en déduisons que I(7) > 0, ce qui contredit
I'hypothése I(7) = 0. Ainsi, 7 = T et donc :

I(t) > 0,Vt € [0, 7).

Ceci compléte la preuve du Lemme (4.2)).

O
Theoreme 4.2. Soit (¥, z) une solution locale de ([L.8). Alors (9, z) est globale.
Démonstration. Pour prouver le théoréme , en utilisant le lemme (4.6]), nous avons :
J(t) > 0,Vt € [0,7).
Alors
7(0) < L1003 + C// o, 1) dpds < (1) < £(0), Ve [0,7),
Ainsi, la preuve du théoréme est établie. O

4.4 Reésultat de stabilité

Dans cette section, nous analysons le comportement asymptotique de la solution au pro-
bléme (4.1). Pour établir notre résultat principal, nous construisons une fonctionnelle de
Lyapunov F' qui est équivalente & £. Pour ce faire, nous définissons plusieurs fonctionnelles

qui nous aideront a obtenir I’estimation désirée.

Lemma 4.7. Soit (U, z) une solution du systeme (4.8). Alors,le fonctionnel

Uy (t) :/Oﬂtud:z: (4.32)

Satisfait l'estimation :

, 1
W0 < (14 50 ) 1008 - (0= b — el 915 (5 - (1401 = 1) ol
1 1
-, (1+5> o(g o AV)(t /1921n\19|ad + '“2||y (2, 1,0)|2. (4.33)
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Démonstration. Nous différencions le fonctionnel ¥, par rapport a ¢, obtiendrons :

o

En utilisant la premiére équation du systéme , nous pouvons facilement observer que :
W (1) = ||94]15 + /O (/Otg(t — 5)A%9(s)ds — ¥ — 0y (2, t) — poz(x,1,t) + ad In |19|> udz
= ([0l = 12115 — Ad]5 + /Otg(t = s)AY(s)AY(t)ds — m/@ﬁtudaf
- ,ug/(r)z(x, 1,t)udz+oz/0192 In |9|dz. (4.34)

[]

Maintenant, nous estimons certains termes dans la derniére égalité. En utilisant I'inégalité

de Young, nous avons :

2

/(9A19(t)~/0tg(t—s)m9(s)ds dz < %/Om(t)y? dx+%/@ (/Otg(t—s)Aﬁ(s)ds> dz

2

< %/OIAﬁ(t)P dx+%/@(/0 g(t—s)mﬁ(s)_M(t)|+g(t_s)|m9(t)|ds) e

t o]
Nous utilisons le lemme (4.4]), I'inégalité de Young et le fait que / g(s)ds < / g(s)ds =
0 0

1 — [, et nous obtenons pour tout § > 0

2

/0 (/Otf’(t — 5)|A0(s) — AI(t)] + g(t — s)|A19(t)|ds) da

< [ ( /Otg<t—s>rm9<s>—M<t>rds)2 as [ (| tg(t—s)!M(t)\dsf s
+2/O (/Otg(t—s)]Aﬁ(s) —Aﬂ(t)]ds) x (/Otg(t—s)\m?(t)\ds) dz
< (1+5)/O (/Otg(t—s)mﬂ(t)]ds)Z dz + <1+§) /O (/Otg(t—s)mﬁ(s)—Aq?(t)|ds)2 dz

< <1 + %) c(go AY)(t) + (1 +6)(1—1)? /O |AY(t)]* da
(4.35)

Par conséquent, nous arrivons a :

t 1 , , 1 |
/OAu(t) -/0 g(t —s)Au(s)ds dz < 5 (1+ (146)(1 =17 ||Aul3+ 3 (1 + 5) c(goA(u(t))).
4.36
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Ensuite, I'inégalité de Young implique que, pour tout ¢; > 0, nous avons :

“u [ wds < il + £ (437
o
Et
2
—p [ (o 1ty < ol + 1 'H (@ 193 (4.38)
0
En insérant les estimations (4.36)), (4.37) et (4.38) dans ([.34), on obtient alors le résultat
souhaité. ]
Lemma 4.8. Soit (u, z) une solution du systéme (4.8). Alors, le fonctionnel
1
:/ / exp(—27p)2%(x, p, t)dpdz. (4.39)
0Jo
vérifie inégalité suivante :
Wh(t) < —pWa(t) + iHu 12— o=z, 1, 1)1 (4.40)
2 = 2 27 tl2 27 ) 2 .

Démonstration. En différentiant (4.39)) par rapport a ¢ et en utilisant la deuxiéme équation

du systéme (4.8]), nous avons :

1 1 /1o
4 (/ / exp(—2top) 2% (x, p, t)dpdx) = ——/ / exp(—2top)zz,(z, p, t)dpda
dt \Jo Jo to Jo Jo

1
—// pexp(—2typ)22(z, p,t)dpda

// (exp(—2top)z*(z, p, t)) dpda
T2,

Ensuite, en utilisant une intégration par parties, la formule ci-dessus conduit a :

1
Uh(t) < —pWs(t) + g/ 97 (z,t)dz — % 22(z,1,t)dx
0 0

Ol ¢ est une constante positive.

Lemma 4.9. Soit (9, z) une solution du probléme (4.8)), alors le fonctionnel

3(t) = —/Out/o g(t — s)(9(t) — I(s))dsdz (4.41)

Satisfait pour tout g9 € (0,1) et 0; > 0,7 = 2,..,8 l'estimation

! ¢ 1
Wi(t) < (52 + 105 — / 9(3)d5> ||19t||§ + (53 + 04 + 5(1 +65)(1—1)* + 58) [SE
0
3 01 1 1 | 1
S T L L I A A
+ (2 T T, s T 456 T T 458) clge AV)(H) + 452 (=90 A0) (1)

(4.42)
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Démonstration. Nous dérivons (4.41)) par rapport a ¢ et en utilisant la premiére équation du

systéme (4.8)), nous obtiendrons :

/ﬁtt/ (t—s)( dsdx—/ﬂt/ (t—s)( —1¥(s))dsdx
—/Oﬁt/o g(t — s)uy(t)dsdx

En utilisant le lemme (4.4)) et I'inégalité de Young pour tout 6 > 0, nous avons :

(4.43)

_/Oﬁt/o gt —5)(0(t) — V(s))dsdz < &[0 + }5 (=g 0 9)(t)

< Ga||9||3 + ——c(—g" o AY)(t) ( par I'inégalité de Poincaré).

(4.44)

1
46,
Ensuite, en utilisant la premiére équation du systéme (4.8)), nous obtiendrons :

/ﬁtt/ (t— s)( dsdx—/ / (t— 5) (0(t) — 0(s)) dsda
+ /O A% /O ot —_s)l (9(t) — 9(s)) dsdz
/O/Otg(ts)AQQS‘(:) /Otg(t—s) W(t) — 9(s)) dsda

>

~
=T,

" /O n / ot =) (910) = () do
s /O : / g(t — 5) (O(1) — 9(s)) dsdz

—oz\/01911r1|19|/0 g(t —s) (19(t)—19(s))dsdai

Vv
=T

(4.45)
Ensuite, nous estimons les termes du coté droit de ’équation (4.45)) en utilisant I'inégalité

de Young, I'inégalité de Poincaré, et le lemme (4.4), nous obtiendrons :

1

I, < 63]|AV]]5 + @0(9 o AJ)(t), (4.46)
1

I, < (54HA19H§ + Ec(g o AY)(t), (4.47)
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Ty < ud )3 + £5-clg 0 AV) (2), (4.48)
6
And
T < sl 01 + L2ty 0 200, (1.49)

Par conséquent, pour Z3, nous utilisons I'inégalité de Young et effectuons le méme calcul

que dans (4.35)), ce qui donne pour tout d5 > 0

2

zgg%dgoAﬁxw4-%A;<Agxp—@Aﬁ@yu)<u o
< (54 35 ) oo A00 + 50+ 30 (1 0 ol

Ensuite, pour Zg, voir la référence [3], nous avons :

c 1
Ts < 58||A19||g + 4—58(9 0 AY)(t) + cep.65 (g 0 AV)TH=0 (1) (4.51)

En insérant I'inégalité (4.44) et les inégalités (4.46[)-(4.51)) dans (4.43)), puis obtenir (4.37))
O

Lemma 4.10. Soit (¢, z) une solution du systéeme (4.8)) et supposons que (H1) — (H3) et
(4.26]) soient vérifiés et que g9 € (0,1). Alors, pour k suffisamment petit, il existe trois

constantes positives 1y, 1o et 13 telles que la fonctionnelle

A(t) = E@) +m U (1) +12Wa(t) + nsWs(t)

Satisfait :

A~E (4.52)

et, pour tout T > 0, il existe une constante positive v tel que :

A(t) < —vE(t) + c(goAu)(t) + coy (goAu) T (), Vit > T. (4.53)

Démonstration. Nous commengons par établir (4.52)). En utilisant des calculs similaires a

ceux effectués précédemment, nous avons :
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JA(t) = E@)] = [mWi(t) +n2Ps(t) + nsWs(t)]

/utudx+ng// exp(—27p) 2% (x, p,t dpdx+773/ut/ (t—s)( — u(s))dsdx

el + 2l + / / (.. )z + g+ Selg o Au)()

<C(m+mn+mn) <HUtH§+// z2(x,p,t)dpdx+||Au||§+c(goAu)(t))
oJo

1
< C(m+ s+ 9) (uutuz w [ [ tdpe+ J<t>) (grice & (EZ7) et ()
O JO
< 0(771 + 12 + 773)E(t)

Alinsi,

(I—c(m+m+mn3) E(t) <At) < (L+c(m +n+mn3)) E(t)

Par conséquent, nous choisissons 7y, 75 et 13 suffisamment petits pour que :

L—c(m+mn+mn) >0
Ainsi, (4.52)) est vérifice.
Ensuite, nous montrons I'inégalité(4.53)).

Remarque 4.2. Comme g est une fonction positive et g(0) > 0, alors, pour tout T > 0, nous

avons : t
0<g, = / g(s)ds < / g(s)ds, Vt>r.
0 0

En utilisant (4.19), (4.33), (4.40) et (4.42), pour tout ¢t > 7, nous obtenons

A'(t) < E(t) +mWy(t) +maWh(t) + n3Ps(t)

< aq|[9e]]5 + | A9 + as||9]]5 + auc(g o AY)(t)
(4.54)
+ asc(g' o AV)(t) + agl|z(z, 1, 1) )3 +m / 9 In |0|*dx
o

_1
- 772/)‘1’2(75) + N3Ce,65 (g © Aﬁ) +eo ’

Ou
M2

ap =1 (1 + Z(ls) + 2_750 + n3(62 + 1105 — g7),

R (% T l)2> 7 (53 N %(1 + o) (1 — D)2 + 58> |
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ag = = (1 — p161 — |p2]d1),

1 301 1 1
a4:m(1+5)+773( +—+—+—+M+—>

2 405 465 | 48 | 40, | 4dg
_ G m
ST 45y
Et
—plel e g
Y45, 22750 0

En utilisant le Lemma et I'inégalité de Poincaré, nous ajoutons —5 / 9% In [9|“dx +

g/ 92 In [9|*dz a Dinégalité (4.54), nous avons :
o

A'(t) < ar[[ 0]l + 0ol AD|[; + as|| 95 + cuc(g o AD)(2)

+ asc(g’ o AV)(t) + agl|z(z, 1,1)|)3 + 5 / 9 In |9|*dx
(4.55)

(m — ) v.r? Cp

a2 o3 9] + alm — 2)SZIADIE — aln — 2)(1+1nr) 9]

- ?72/)‘1’2(’5) + 73Ceq,05 (g © Aﬁ) 1+EO :
Alors

rCp

14
A1) <l + (e +a (m— 5) —) |AD]3 + s [9]3 + aselg 0 AD) (1)

2/ 2
+ aselg o AW (E) + ag|l 2@, 1, )2 + / 92 1n [9]°dz

(m — %)
2

(4.56)

(a0t 52 m1og - o= )01+ 0)) 1913

1
- 772p\ll2 (t) + 73C<,65 (g © Aﬁ) treo,
En choisissant 9,0;,7 = 1,..,8,m;,¢ = 1,..,3 et « suffisamment petits, nous pouvons obtenir

(4.53) (voir [3],[36]). Alors, la preuve du Lemma (4.10]) est établie. O

Lemma 4.11. Soit (U, z) une solution du systéme (4.8)), alors il existe une constante non
négative m tel que :

E(1)] < m.
Démonstration. En utilisant , et le Lemma ([4.6]), nous avons :
£(1) = 2103 + (1) = 213 + Lo
Alors, I'inégalité ci-dessus conduit a :
1913 < 2£(0), [|AD]3 < ?5(0)- (4.57)

74



4.4 Résultat de stabilité

Par conséquent, en utilisant le Lemma (4.19)) et I'inégalité de Young, nous obtiendrons :
g/ <C 9 2 9 2 g(t) AU 2 1 / A
£ < Co 193+ 9z, — 103+ L A0] — Lo 0 Ad) (1)

o (103 + 191Gt = )l + S18018 = 5 [ 6= 5) (ot + o)) )

<G (45(0) + ? {@5(0) +2g(0)€(0) — zg(t)D .
(4.58)

Alors, nous prenons m = sup 4 Cj (45(0) +? {?5(0) +2¢(0)€(0) — Zg(t)]) }, ce qui
0<t<T
Lﬁl 1)

compléte la preuve du Lemma O

Lemma 4.12. [3] Assumons que (H1) — (H3) tiennent et que (U,2) est une solution du

systéeme . Alors :
() (go AV)(t) < c(=E'(t)> T,

Et, pour tout €y € (0, 1),

C(t)(g 0 AD)F= (1) < e, (~E' ()T .

Theoreme 4.3. Soit (¥, z) une solution du systéme (4.8)) avec ¢ € (0,2p — 1) et 7 > 0.
Supposons que les conditions du Lemma (4.6]) soient vérifiées. Alors, pour o suffisamment

petit, il existe une constante positive M tel que ’énergie € satisfait :

t 2p:2+5
E(t) < M (1 + / g2p1+€(s)ds> R (4.59)
Démonstration. Multipliant maintenant 'inégalité (4.53)) par (1),

COA(E) < —vC(DE®R) + e (t)(g 0 AI)(E) + oy ((8) (g 0 AD) T (1), WE > 7.
Alors, en utilisant le Lemma , la derniére inégalité devient
COA (L) < —vC(E(E) + ¢ (=€ ()T + ¢ (—&'(t)) T DT
—UCH)ER) + ¢ (—E'(t)) Tl (— & (1)) D
Sl(t))@p 1)(1+£0)
—VC(B)E®H) + o (€' ()T | Vi 7

(4.60)

A

| /\

Multipliez la derniére inégalité par ¢?(t)E%(t), ot = (2p — 1) (1 + &) — 1, et remarquez que
¢’ <0 pour obtiendrons :

1

CHOE (A (t) < —vCTHOE(E) + c(CB) (1) (€' (1)), vt =7
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e . . +1
L’utilisation de l'inégalité de Young, avec ¢ = 0 + 1 et ¢* = 5 donne, pour tout

/

g >0,
C9+1(t)50(t)A/(t) < _I/C9+1(t)59+1(t) +e (€/C9+1(t)59+1 . Ce/gl(t))
= — (v =) OTH)ENMT —cE'(t), Vt>T
Nous choisissons alors 0 < & < 2 et rappelons que ¢’ < 0 et & < 0, pour obtenir, pour
c
o =v—_¢c,
((PHEAY (1) < PHHE DA < —ei"HHEN (W) — (D), it 7

Ce qui implique :

(CHEPA+ cE) (1) < —er P B)EM (), VE> T

Soit N = ¢?T1E% A + €, nous rappelons qu'avec [#.52), A ~ &, donc nous avons N ~ &
et

N'(t) < _CC0+1(t)N9+1(t) - _c<(2p—1)(1+ao)(t)N(2p—1)(1+50)(t)’Vt > -
Ainsi,
N/(t>N—(2P—1)(1+Eo) < —CC(QP_I)(H_EO).

En intégrant sur (7,t) et en utilisant le fait que A et £ sont équivalents, nous obtenons

(4.59) avec e = (2p — 1)eo. ]
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, Nous avons mis en évidence un certain nombre des EDP évolutives,
En utilisant parfois des méthodes numériques approchées telles que la méthode de Routh
combinée a les éléments finis mixtes, et parfois en utilisant des approches analytiques telles
que les semi-groupes, La méthode Faedo-Galerkin et I’approche de stabilité des solutions de
de Lyapunov. En tant que projets futurs, Nous aspirons a étendre nos études aux EDP a
exposant variables, Et nous visons également a étudier les questions mathématiques liées a

I'intelligence artificielle et & I'informatique quantique.
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