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Introduction

Suite à l’évaporation des eaux des océans et des eaux des mers et suc-

cessivement à la condensation de la vapeur dans l’atmosphère, se forment

des nuages ; quand les gouttelettes qui forment les nuages deviennent suffi-

samment denses, se déclenche le phénomène de coagulation des gouttelettes

d’eau. A la suite de quoi, les gouttelettes suffisamment grandes tombent sous

forme de pluie. L’équation dite équation de Smoluchowski, proposée par Smo-

luchowski (voir [31]) et Müller (voir [26]), décrit le processus de coagulation ;

cependant cette équation dans sa version communément considérée ne tient

pas compte de l’effet de la chute des gouttelettes comme dans les travaux [9],

[10], [11], [24], [25].

D’autre part, nous pouvons citer les travaux qui ont marqué la recherche

concernant cette problématique, à savoir Galkin [14], [15], [16] et Dubovskii

[5], [6], [7], [8]. En effet, ils ont pris en compte le processus de coagulation-

fragmentation des gouttelettes dans leur déplacement pour démontrer l’exis-

tence et l’unicité de la solution de l’équation, en précisant les conditions sur

le taux de coagulation non borné. Nous rappelons que dans leurs travaux

ils se sont intéressés à l’évolution par rapport au temps et ils ont construit

la solution suivant le temps. Dans nos travaux nous proposons l’étude du

problème stationnaire de l’équation de coagulation des gouttelettes en chute
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en certains déplacements, et la construction de la solution suivant la position

sur les trajectoires des gouttelettes.

Dans cette thèse, on propose d’étudier le phénomène, qui correspond à

la chute des gouttelettes en présence d’un vent, c’est-à-dire on va considérer

des gouttelettes qui, se coagulant avec une certaine probabilité, tombent avec

une vitesse qui sera déterminée par la force gravitationnelle, la friction entre

ces gouttelettes et l’air ainsi que la vitesse de ce dernier. Les gouttelettes

considérées doivent être distribuées selon la masse m de chacune d’elles,

tandis que la friction avec l’air ainsi que la probabilité de coagulation dépend

de la masse m.

Dans le premier chapitre on va rappeler le système d’équations développé

dans [12] et [29]. Ce système d’équations modélise le mouvement de l’air

contenant la vapeur d’eau et prend en considération toute les transitions de

phase de l’eau, y compris la présence des gouttelettes et des morceaux de

glace dans l’atmosphère (pour le détail voir [12] et [29]).

Dans le deuxième chapitre on va étudier l’équation de coagulation des

gouttelettes qui se déplaçant dans l’air, dans le cas de l’absence du vent (vi-

tesse du vent nulle) et dans le cas de la présence d’un vent horizontal constant

(vitesse du vent non nulle). Du point de vue technique, on va considérer une

équation intégro-différentielle pour une fonction inconnue σ = σ(m,x, z) re-

présentant la densité (par rapport au volume de l’air) de l’eau liquide conte-

nue dans les gouttelettes de masse m ; dans le cas d’absence de transition de

phase de l’eau, on va montrer, dans un domaine de dimension deux, l’exis-

tence et l’unicité de la solution stationnaire avec une condition au limite. La

démonstration s’appuie sur la transformation de l’équation en une équation
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différentielle ordinaire dans un espace de Banach, transformation réalisée par

un changement de variables, par lequel la fonction σl = σ devient fonction

définie sur une famille de courbes, ce qui nous ramène à mettre au point

une variante du théorème de Fubini, qui va servir à surmonter les difficultés

techniques rencontrées.

Dans le troisième chapitre on va étudier l’équation pour la distribution

des gouttelettes qui se déplaçant par un vent vertical et par la force gravi-

tationnelle et subissent le processus de coagulation et celui d’accroissement

de poids dû à la condensation de la vapeur sur leur surface. Du point de vue

physique, ceci concerne processus essentiel dans une précipitation intensive

conséquente à la condensation de la vapeur accélérée causée par un vent ver-

tical croissant (voir par exemple [4]). Du point de vue mathématique notre

équation est une équation de transport avec les opérateurs intégraux pour une

fonction inconnue σ, qui représente la densité de l’eau liquide (par rapport au

volume de l’air) contenue dans les gouttelettes de massem. Le résultat princi-

pal de notre recherche est l’existence d’une solution stationnaire de l’équation

en considération sous certaines hypothèses appropriées ; partiellement on va

utiliser la technique développée dans l’étude de l’équation de coagulation

des gouttelettes en chute (voir [1], [5], [23]), où la démonstration s’appuie

sur la transformation de l’équation en une équation différentielle ordinaire

en utilisant la technique des caractéristiques. Du point de vue technique,

il est crucial d’obtenir dans toutes les étapes une estimation convenable de

σ(m; z). Or, ces estimations ne s’obtiennent pas facilement, en particulier,

dans le voisinage des points (m; z) où la vitesse u(m; z) des gouttelettes de

masse m s’annule, et pour les obtenir, nous avons besoin d’une élaboration
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considérable des estimations, ce qui constitue le point technique principal de

notre travail.

Le contenu du chapitre deux est correspond au travail [23], tandis que l’étude

exposé dans le chapitre trois est développée dans [22].
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Chapitre 1

Rappel du modèle mathématique
du mouvement de l’atmosphère
avec la transition de phase de
l’eau : gaz-liquide-solide

La base de la modélisation mathématique est, d’un côté, la mécanique

des fluides, et d’autre côté, la description microphysique, en particulier la

description des processus de la transition de phase de l’eau et de la formation

des gouttelettes et des morceaux de glace de H2O qui en résultent. Dans la

suite et avant de rappeler le système d’équations qui modélise le mouvement

de l’atmosphère avec la transition de phase de l’eau développé dans [12], [13]

et [29] (voir aussi [1], [17], [19], et [28]), il est utile de rappeler les processus

microphysiques et leurs possibles descriptions mathématiques. (On tient à

remercier le Professeur Hisao Fujita Yashima pour la traduction des parties

qui nous intéressent des livres [20] et [30]).
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1.1 Transition de phase de l’eau

On rappelle qu’aux températures de notre environnement l’eau dans l’at-

mosphère peut se présenter en trois états : gazeux, liquide et solide. La tran-

sition de phase de H2O, c’est-à-dire transformation d’un des trois états à un

autre, peut se produire même dans l’atmosphère, comme on l’observe dans

la formation des nuages et les différentes formes de précipitations (pluie,

neige, etc...). La transition de phase de l’eau dans l’atmosphère concerne les

trois états et tous les six types de transitions, c’est-à-dire : condensation-

évaporation, solidification-fusion, sublimation et son inverse.

Rappelons (voir [17]) les aspects essentiels des transitions de phase de

l’eau : la condensation de la vapeur d’eau se réalise lorsque, à une tempéra-

ture supérieure à celle de la fusion de H2O, la pression de la vapeur dépasse

une valeur critique au-de-la de laquelle les molécules de H2O en état gazeux

tendent à s’établir en état liquide, cette valeur est appellée pression de la

vapeur saturée, et elle est notée pvs(l)(T ) ; dans le cas contraire on aura le

phénomène d’évaporation, où les molécules de H2O quittent la surface du

liquide. De manière analogue au cas de la condensation (resp. de l’évapora-

tion), aux températures inférieures à celle de la fusion il y aura la sublimation

inverse (resp. la sublimation), où la pression de la vapeur saturée doit être

considérée sur la surface de la glace ; on la notera pvs(s)(T ).

Il est également utile de rappeler (voir [17]) que les processus de transition

de phase de l’eau s’accompagne d’un dégagement ou d’une absorption de

l’énergie ; ce phénomène est connu sous le nom de "chaleur latente". Ainsi

on désigne par Lgl, Lls et Lgs respectivement la chaleur latente relative à

la transition gaz-liquide, liquide-solide et gaz-solide ; ces valeurs vérifient la
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relation

Lgs = Lgl + Lls.

Pour les traitements mathématiques il nous est commode de définir, à l’aide

de l’expression générale de la pression, la densité de la vapeur saturée relative

à la suface de l’eau liquide πvs(l)(T ) et celle relative à la surface de la glace

πvs(s)(T ) par

πvs(l)(T ) =
µhpvs(l)(T )

R0T
, πvs(s)(T ) =

µhpvs(s)(T )

R0T
,

où R0 et µh sont respectivement la constante universelle des gaz et la masse

molaire de H2O (voir [12], [29]).

1.2 Formulation mathématique de la formation
des gouttelettes et des cristaux de H2O

En suivant la formulation donnée dans [29], on introduit la description

mathématique de la formation des gouttelettes et des cristaux de H2O. On

désigne par σl(m) = σl(m,x, t) (resp. σs(m) = σs(m,x, t)) la densité de l’eau

liquide (resp. solide) contenue dans les gouttelettes (resp. les morceaux de

glace) de masse m dans l’air.

On rappelle d’abord que, selon les affirmations des météorologues, à cause

de la pression de la vapeur saturée élevée pour les gouttelettes très petites due

à la grande courbure, les gouttelettes de diamètre inférieur à une valeur cri-

tique (à l’ordre de 0, 1µ) ne se forment pas, et que la réalisation des processus

de condensation et de la sublimation inverse est conditionnée par la présence

du "support" dans l’air, appelé aérosol, sur lequel les molécules de H2O en
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état gazeux peuvent se condenser ou se déposer. Ces circonstances ont amené

les auteurs de [29] à introduire une probabilité relative à la création d’une

nouvelle gouttelette de masse m

g0(m)[N∗ − Ñ(σ)]+[π − πvs(l)(T )]+, (1.1)

et une probabilité concernant la disparition de cette dernière

g1(m)[π − πvs(l)(T )]−. (1.2)

Dans (1.1), N∗ représenterait le nombre total de gouttelettes qui peuvent

être formées dans l’unité de volume, tandis que Ñ(σ) serait le nombre dans

l’unité de volume des aérosols qui se trouvent déjà dans des gouttelettes ou

dans des morceaux de cristaux ; dans [29] on propose la formule

Ñ(σ) =

∫ ∞
0

σl(m)

m
dm+

∫ ∞
0

σs(m)

m
dm+Cl

∫ ∞
0

σl(m)dm+Cs

∫ ∞
0

σs(m)dm.

Quant aux morceaux de cristaux de H2O, il faut tenir compte du fait

particulier : même aux températures inférieures à 0oC, se forment d’abord

des gouttelettes d’eau liquide et puis ces gouttelettes se solidifient (pour les

détails voir [29], [20]). Ainsi on a introduit une probabilité de disparition de

morceaux de cristaux de masse m

g2(m)[π − πvs(s)(T )]−, (1.3)

mais pas de probabilité d’apparition de morceaux de cristaux.

Suivant la notation de [29], désignons par Sl(m) la surface d’une goutte-

lette de masse m et par Ss(m) la surface d’un morceau de cristal de H2O de

masse m. Comme, au moins jusqu’à un certain poids, les gouttelettes sont
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presque sphériques et que l’on peut estimer que la distribution des aérosols

susceptibles à la formation d’une gouttelette est essentiellement contenue

dans un certain intervalle [m̃a, m̃A], les auteurs de [29] ont supposé que

Sl(m) ∈ C1([0;∞[), (1.4)

Sl(m) = 0 pour 0 ≤ m ≤ m̃a

2
, Sl(m) = 3

2
3 (4π)

1
3m

2
3 pour m ≥ m̃A.

(1.5)

Pour donner une formulation mathématique conforme, ils ont proposé de

considérer Ss(m) comme une surface statistiquement établie d’un morceau

de cristal de H2O avec les propriétés

Ss(m) ∈ C1([0;∞[), (1.6)

Ss(m) = 0 pour 0 ≤ m ≤ m̃a

2
, Ss(m) = csm

2
3 pour m ≥ m̃A, (1.7)

où cs est une constante supérieure à 32/3(4π)1/3.

Conformément à ceci, pour les fonctions g0(m), g1(m), g2(m) introduites

dans (1.1)-(1.3), ils supposent que

g0(m) = 0 pour m 6∈ [m̃a, m̃A],

g1(m) = 0, g2(m) = 0, pour m > m̃A.

Pour la quantité hgl(T, π;m) de H2O qui se condense sur les gouttelettes

de masse m (ou bien qui s’évapore) et la quantité hgs(T, π;m) de H2O qui se

dépose sur un morceau de glace de masse m (ou bien qui se sublime), dans

[29] on propose les formules

hgl = hgl(T, π;m) = K1
Sl(m)

m
(π − πvs(l)(T )), (1.8)
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hgs = hgs(T, π;m) = K2
Ss(m)

m
(π − πvs(s)(T )), (1.9)

où K1 et K2 sont deux constantes positives, et T , π représentent respective-

ment la température et la densité de la vapeur d’eau. Ils introduisent égale-

ment le coefficient de solidification Kls(T ;m) et celui de la fusion Ksl(T ;m).

1.3 Processus de coagulation

Outre les processus de transition de phase de l’eau, les processus de coagu-

lation contribuent aussi à la variation des densités σl(m) et σs(m). En effet,

la rencontre de deux gouttelettes peut donner la naissance à une nouvelle

gouttelette, qui est l’union de deux gouttelettes. Analoguement la rencontre

de deux morceaux de glace ou d’une gouttelette et d’un morceau de glace

peut elle aussi former un nouveau morceau de glace (les rencontres entre une

gouttelette et un morceau de glace se produisent normalement à une tempé-

rature inférieure à celle de fusion en présence de gouttelettes d’eau liquide en

état de sur-fusion). Pour formuler ces processus en termes mathématiques,

on introduit les probabilités βl, βs et Zls relativement à la formation d’une

nouvelle gouttelette par les rencontres de deux gouttelettes, à la formation

d’un nouveau morceau de glace par les recontres de deux morceaux de glace,

et celle d’un morceau de glace par les recontres d’une gouttelette et d’un

morceau de glace.

1.4 Système d’équations

Les quantités physiques qu’on va considérer sont la densité de l’air sec %,

la densité de la vapeur d’eau π, la densité de l’eau liquide σl(m) contenue
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dans les gouttelettes de masse m, la densité de l’eau solidifiée σs(m) contenue

dans les morceaux de glace de masse m, la vitesse v = (v1, v2, v3) de l’air,

la vitesse ul(m) = (ul,1(m), ul,2(m), ul,3(m)) des gouttelettes de masse m, la

vitesse us(m) = (us,1(m), us,2(m), us,3(m)) des morceaux de glace de masse

m, la température T et la pression p. On rappelle que dans les conditions

usuelles de l’atmosphère, le comportement de l’air est similaire à celui du gaz

idéal, ce qui nous permet d’écrire l’équation de la pression dans la forme

p = R0(
%

µa
+

π

µh
)T, (1.10)

où R0, µa et µh sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse

molaire moyenne de l’air sec et la masse molaire de H2O. Pour la vitesse

ul(m,x, t) des gouttelettes de masse m et la vitesse us(m,x, t) des morceaux

de glace de masse m, on adopte les approximations

ul(m,x, t) = v(x, t)− 1

αl(m)
∇Φ, (1.11)

us(m,x, t) = v(x, t)− 1

αs(m)
∇Φ, (1.12)

où αl(m) (resp. αs(m)) est le coefficient de friction d’une gouttelette (resp. un

morceau de glace) de masse m avec l’air, tandis que Φ est le potentiel (pour

les détails, voir [12], [29]). Il est bon de rappeler que le coefficient de friction

αl(m) (resp. αs(m)) est une fonction décroissante de la masse m et que la

relation (1.11) (resp. (1.12)) correspond, dans une bonne approximation, à

la vitesse réelle des gouttelettes (resp. des morceaux de glace) (voir [1], [27],

[28], [29], [30]). Les équations (1.10), (1.11) et (1.12) nous permettent de

réduire le nombre des inconnues dans le système d’équations à définir dans

la suite.
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Dans la suite nous citons les équations du modèle développé dans [29].

L’équation de la quantité de mouvement de l’air dans ce système aura la

forme

(%+π)(
∂v

∂t
+ (v ·∇)v) = η∆v+ (ζ+

η

3
)∇(∇·v)−R∇((

%

µa
+
π

µh
)T )+ (1.13)

−[

∫ ∞
0

(σl(m) + σs(m))dm+ %+ π]∇Φ,

où η et ζ sont les coefficients de viscosité. Le terme
∫∞

0
(σl(m)+σs(m))dm∇Φ

découle du principe de l’action-réaction correspondant aux effets de friction

décrits dans (1.11)–(1.12).

Pour la conservation de l’énergie dans ce système d’équations on aura

(%+ π)cv(
∂T

∂t
+

3∑
j=1

vj
∂T

∂xj
) = κ∆T −R0(

%

µa
+

π

µh
)T∇ · v+ (1.14)

+η
3∑

i,j=1

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 2

3
δij∇ · v)

∂vi
∂xj

+ ζ(∇ · v)2 + Erad+

+LglHgl(T, π, σl) + LlsHls(T, σl, σs) + LgsHgs(T, π, σs),

où cv et κ sont respectivement la chaleur spécifique et le coefficient de la ther-

moconductibilité de l’air , Erad est la source de la chaleur (principalement due

à la radiation), et le terme LglHgl(T, π, σl)+LlsHls(T, σl, σs)+LgsHgs(T, π, σs)

représente la chaleur fournie à l’air par tous les processus de transition de

phase de l’eau, tandis que Hgl(T, π, σl), Hls(T, σl, σs), Hgs(T, π, σs) désignent

respectivement la quantité totale de H2O qui se transforme de gaz en liquide,

de liquide en solide et de gaz en solide.

La loi de la conservation de la masse pour l’air sec (dont la densité est

notée %) est exprimée par l’équation de continuité classique (absence de tran-
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sition de phase)
∂%

∂t
+∇ · (%v) = 0. (1.15)

Pour la vapeur d’eau (dont la densité est notée π), compte tenu de la quantité

de H2O qui resulte de la transition de phase, le principe de la conservation

de la masse est exprimé par l’équation

∂π

∂t
+∇ · (π(t, x)v(t, x)) = −Hgl(T, π, σl)−Hgs(T, π, σs). (1.16)

En ce qui concerne la densité σl de l’eau liquide, rappelons que, si nous sui-

vons dans son déplacement et dans son processus de condensation ou d’éva-

poration une gouttelette qui a la masse m0 à l’instant t = t0 la fonction

masse m = m(m0; t) à l’instant t, jusqu’à l’éventuelle rencontre avec une

autre gouttelette, doit satisfaire l’équation (voir[29])

d

dt
m(m0; t) = m(m0; t)hgl(T, π;m). (1.17)

En considérant la masse de gouttelettes m comme une variable "spatiale"

et (m,x) comme un point de l’espace R+ × R3 (voir [29]), la relation (1.17)

nous permet de traiter l’ensemble des gouttelettes comme ensemble de points

matériels qui se déplaçant dans R+ × R3 avec la vitesse

Ũ4(u, T, π;m) = (mhgl(T, π;m);u1(m), u2(m), u3(m))T . (1.18)

Comme σl(m,x, t) est une densité non seulement par rapport à dx, mais

aussi par rapport à dm, de manière analogue au cas de % et de π, la loi de

conservation de la masse de l’eau σl(m,x, t) peut être exprimée par

∂σl
∂t

+∇ · (σlul) +
∂(mhglσl)

∂m
= [hgl −Kls]σl +Ksl(T,m)σs+ (1.19)
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+g0(m)[N∗ − Ñ(σl, σs)]
+[π − πvs(l)(T )]+ − g1(m)[π − πvs(l)(T )]−σl+

+
m

2

∫ m

0

βl(m−m′,m′)σl(m′)σl(m−m′)dm′−mσl(m)

∫ ∞
0

βl(m
′,m)σl(m

′)dm′+

−mσl(m)

∫ ∞
0

Zls(m,m
′)σs(m

′)dm′.

Pour la densité σs de l’eau solidifiée, les raisonnements analogues à la

déduction de (1.19) nous conduisent à l’équation

∂σs
∂t

+∇ · (σsus) +
∂(mhgsσs)

∂m
= [hgs(m)−Ksl]σs+ (1.20)

+Kls(T,m)σl +
m

2

∫ m

0

βs(m−m′,m′)σs(m′)σs(m−m′)dm′+

−mσs(m)

∫ ∞
0

βs(m
′,m)σs(m

′)dm′ −mσs(m)

∫ ∞
0

Zls(m,m
′)σl(m

′)dm′+

+m

∫ m

0

Zls(m−m′,m′)σs(m−m′)σl(m′)dm′ − g2(m)[π − πvs(s)(T )]−σs(m).
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Chapitre 2

Solution stationnaire de
l’équation de coagulation de
gouttelettes avec un vent
horizontal constant

La complexité du système d’équations introduit dans le chapitre précédent

correspondant aux phénomènes réels qui se produisent dans l’atmosphère et

la difficulté conséquente de l’étude nous suggèrent l’utilité de l’étude de sys-

tèmes partiels d’équations correspondant à des phénomènes partiels dans des

conditions caractéristiques. Dans le présent chapitre, comme un des cas ca-

ractéristiques intéressants, on propose d’étudier l’équation décrivant la chute

de gouttelettes en présence d’un vent horizontal constant, ce qui nous es-

perons contribuera à montrer que le modèle proposé jouit d’une cohérence

mathématique et physique et qu’il y a une bonne possibilité que dans des

recherches futures on puisse obtenir la preuve de sa majeure cohérence.

Plus précisément on va considérer l’équation intégro-différentielle (1.19)

pour une fonction inconnue σl(m,x, z) qui décrit le processus de coagula-
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tion de gouttelettes qui se déplaçant avec l’air dans un domaine de deux

dimension, en supposant l’équilibre entre la condensation et l’évaporation,

c’est-à-dire dans le cas où il n’y a pas de transition de phase de l’eau. Si

nous supposons que le mouvement de l’air est un vent horizontal constant,

la position dans la direction horizontale et orthogonale à la direction du vent

ne nous intéresse pas particulièrement. L’équation dans la forme précise va

être formulée dans le paragraphe suivant (voir (2.4)). Nous allons démon-

trer l’existence et l’unicité de la solution stationnaire de l’équation avec une

condition aux limites dans le cas de l’absence du vent (vitesse du vent nulle)

et dans le cas de la présence du vent (vitesse du vent non nulle et constante).

Dans les chapitres 2 et 3 on notera σ, u, α, et β au lieu de σl, ul, αl, et

βl.

2.1 Position du problème

Désignons par σ(m,x, z, t) la densité de l’eau liquide contenue dans les

gouttelettes de masse m au point (x, z) ∈ Ω(⊂ R2) à l’instant t ∈ R, c’est-

à-dire, la masse de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m

qui se trouvent dans l’unité de volume de l’air. Le nombre, au sens purement

statistique, des gouttelettes de masse m dans l’unité de volume sera alors

donné par

ñ(m,x, z, t) =
σ(m,x, z, t)

m
.

L’équation de Smoluchowski est souvent formulée par rapport au nombre

ñ = ñ(m, t) de gouttelettes de masse m, mais nous préférons utiliser la

densité σ comme dans le cas de la modélisation générale des phénomènes

météorologiques (voir [1], [9], [27]).

18



Université 8 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

Nous considérons la densité σ dans le domaine

Ω = R×]0, 1[= {(x, z) ∈ R2 | 0 < z < 1}. (2.1)

On suppose que le mouvement de l’air est un vent horizontal constant, c’est-

à-dire (si on le représente dans R2)

v = ( v, 0 ), v : constante;

la vitesse des gouttelettes donnée dans (1.11) se réduite alors à

u = u(m) = (v,− g

α(m)
), (2.2)

où g est une constante (g > 0) qui désigne l’accélération gravitationnelle,

tandis que α(m) est le coefficient de friction entre les gouttelettes et l’air.

Si on considère la variation de σ(m,x, z, t) due au déplacement avec la

vitesse u(m) des gouttelettes et au processus de coagulation, et on prend

en considération l’état d’équilibre (absence de transition de phase de l’eau),

l’équation (1.19) se réduite à

∂tσ(m,x, z, t) +∇(x,z) · (σ(m,x, z, t)u(m)) = (2.3)

=
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, x, z, t)σ(m−m′, x, z, t) dm′+

−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m,x, z, t)σ(m′, x, z, t) dm′,

où ∇(x,z) = (∂x, ∂z). Si dans l’équation (2.3) on néglige la dépendance de

(x, z) ∈ Ω, l’équation sera réduite à l’équation de Smoluchowski où la densité

σ(m, t) = mñ(m, t) est une fonction seulement de m et de t.

En renvoyant l’étude de l’équation d’évolution (2.3) à des recherches fu-

tures, dans ce chapitre nous considérons l’équation stationnaire

∇(x,z) · (σ(m,x, z)u(m)) = (2.4)
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=
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, x, z)σ(m−m′, x, z) dm′+

−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m,x, z)σ(m′, x, z) dm′,

avec la condition

σ(m,x, 1) = σ(m,x). (2.5)

Comme les gouttelettes tombent de {z = 1} vers {z = 0} avec la vitesse

u = u(m) (voir (2.2)), la condition (2.5) est une condition “initiale” (ou

condition d’entrée) pour les gouttelettes qui partent de la position (x, 1).

Nous nous intéressons à la fonction de densité σ(m,x, z) avec m entre

deux extrémités ma et mA,

0 < ma ≤ m ≤ mA <∞.

Cette condition peut être considérée conforme à la nature physique du pro-

blème ; en effet, la courbure élevée des gouttelettes très petites ne leur permet

pas de subsister dans l’atmosphère (voir [12], [26]), d’autre part les goutte-

lettes très grandes se fragmentent à cause de la friction avec l’air environnant.

En ce qui concerne la fonction α(m), qui représente l’effet de la friction

entre les gouttelettes et l’air, on suppose que α(m) est une fonction stricte-

ment positive et suffisamment régulière (par exemple α(m) ∈ C1(R+)).

Il est utile de rappeler que, dans l’état normale de l’atmosphère, α(m)

est une fonction décroissante et ses valeurs varient sensiblement selon les

valeurs de m (pour les données expérimentales, voir [28] ). Même si l’effet de

la friction (par l’unité de masse) croît rapidement quand m s’approche de 0,

compte tenu de l’absence de gouttelettes très petites (m < ma), on suppose
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que

sup
m∈R+

α(m) <∞. (2.6)

Pour la fonction β(m1,m2) on suppose que

β(·, ·) ∈ C(R+ × R+), β(m1,m2) ≥ 0 ∀ (m1,m2) ∈ R+ × R+, (2.7)

β(m1,m2) = β(m2,m1), (2.8)

β(m1,m2) = 0 pour m1 +m2 ≥ mA. (2.9)

Les conditions (2.7) et (2.8) sont des conditions naturelles de la fonction

de probabilité de rencontre de gouttelettes. D’autre part, la condition (2.9)

est une approximation motivée par le fait que, comme on l’a déjà évoqué,

dans l’atmosphère les grandes gouttelettes subissent également le processus

de fragmentation, qui contrebalance la croissance de la population de goutte-

lettes de masse élevée due à la coagulation (cette approximation a été adoptée

même dans [1], [9], [27] ).

2.2 Cas de l’absence du mouvement de l’air

Dans le cas où v = 0, le problème (2.4)–(2.5) se réduit à une famille de

problèmes dans le domaine 0 < z < 1, paramétrisée par x ∈ R. En effet,

si v = 0, u(m) se réduite à

u(m) = (0,− g

α(m)
),

ce qui nous permet d’envisager le problème (2.4)–(2.5) séparément pour

chaque x ∈ R. Donc, en posant σ(m) = σ(m,x) pour chaque x ∈ R et

en écrivant σ(m, z) au lieu de σ(m,x, z), on obtient l’équation

−∂z(σ(m, z)
g

α(m)
) =

m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z) dm′+ (2.10)
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−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z) dm′,

σ(m, 1) = σ(m). (2.11)

Comme α(m) ne dépend pas de z, l’équation (2.10) peut être écrite dans la

forme

∂zσ(m, z) = −mα(m)

2g

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z) dm′+ (2.12)

+
mα(m)

g

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z) dm′.

Avant de nous occuper de la solution du problème (2.10)–(2.11), rappelons

une propriété importante de l’opérateur intégral figurant au second membre

de (2.10).

Lemme 2.1. Soit β(·, ·) la fonction vérifiant (2.7)–(2.9). Alors, quelque

soit σ(·, z) ∈ L1(R+), on a∫ ∞
0

m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z) dm′dm+ (2.13)

−
∫ ∞

0

m

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z) dm′dm = 0.

Démonstration. On pose

I =

∫ ∞
0

m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′dm+

−
∫ ∞

0

m

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm.

En faisant le changement de variables q = m−m′, r = m′ dans la première

intégrale, et en remarquant que le déterminant jacobien de ce changement

de variables est égale à 1, on voit que

I =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

q + r

2
β(q, r)σ(q, z)σ(r, z)drdq+
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−
∫ ∞

0

∫ ∞
0

mβ(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm.

On a évidamment∫ ∞
0

∫ ∞
0

q + r

2
β(q, r)σ(q, z)σ(r, z)drdq =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

q

2
β(q, r)σ(q, z)σ(r, z)drdq+

+

∫ ∞
0

∫ ∞
0

r

2
β(q, r)σ(q, z)σ(r, z)drdq.

En substituant q = m, et r = m′, on a∫ ∞
0

∫ ∞
0

q

2
β(q, r)σ(q, z)σ(r, z)drdq =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

m

2
β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm,

et en substituant q = m′, r = m et en tenant compte de la symétrie de la

fonction β et du théorème de Fubini, on a∫ ∞
0

∫ ∞
0

r

2
β(q, r)σ(q, z)σ(r, z)drdq =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

m

2
β(m′,m)σ(m′, z)σ(m, z)dmdm′ =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

m

2
β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm.

Ce qui implique

I =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

m

2
β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm+

+

∫ ∞
0

∫ ∞
0

m

2
β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm+

−
∫ ∞

0

∫ ∞
0

mβ(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm.
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d’où

I = 0.

Le lemme est démontré.

Remarque 2.1. L’égalité (2.13) n’est autre que la loi de la conservation

de la masse pour l’eau liquide contenue dans les gouttelettes.

Proposition 2.1. Soit σ(·) ∈ L1(R+) avec supp(σ) ⊂ [ma,mA].

Alors le problème (2.10)– (2.11) admet une unique solution σ ∈ C([0, 1];L1(R+))

(c’est-à-dire, l’application z 7−→ σ(·, z) est une fonction continue de [0, 1] à

valeurs dans L1(R+) ).

Démonstration. Pour résoudre le problème (2.10)–(2.11), on consi-

dère σ(·, z) comme élément de L1(R+), de sorte que l’équation (2.12) peut

être écrite dans la forme
dσ

dz
= F (σ), (2.14)

où

F (σ) = F (σ)(m) = −mα(m)

2g

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′+

+
mα(m)

g

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′.

Posons

Cβ = max
[

sup
0<m′<m<∞

mα(m)

2g
β(m−m′,m′) , sup

m,m′∈R+

mα(m)

g
β(m,m′)

]
.

(2.15)

Alors, en rappelant l’expression de F (σ), on a pour σ1, σ2 ∈ L1(R+),

‖F (σ1)− F (σ2)‖L1(R+) =

∫ ∞
0

|F (σ1)(m)− F (σ2)(m)|dm ≤ (2.16)
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≤ Cβ

∫ ∞
0

∫ m

0

∣∣σ1(m′)σ1(m−m′)− σ2(m′)σ2(m−m′)
∣∣dm′dm+

+Cβ

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∣∣(σ1(m)σ1(m′)− σ2(m)σ2(m′)
∣∣dm′dm ≤

≤ Cβ

∫ ∞
0

∫ m

0

∣∣σ1(m′)(σ1(m−m′)−σ2(m−m′))+(σ1(m′)−σ2(m′))σ2(m−m′)
∣∣dm′dm+

+Cβ

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∣∣(σ1(m)(σ1(m′)− σ2(m′)) + (σ1(m)− σ2(m))σ2(m′)
∣∣dm′dm ≤

≤ Cβ
(
‖σ1 ∗ (|σ1 − σ2|)‖L1 + ‖(|σ1 − σ2|) ∗ σ2‖L1

)
+

+Cβ

∫ ∞
0

(|σ1(m)|‖σ1 − σ2‖L1 + |σ1(m)− σ2(m)|‖σ2‖L1)dm ≤

≤ 2Cβ‖σ1 − σ2‖L1(‖σ1‖L1 + ‖σ2‖L1),

(pour la propriété de la convolution, voir [3]), ce qui montre que F (·) vé-

rifie localement la condition de Lipchitz dans la topologie de L1(R+) ; par

conséquent, l’équation (2.14) avec la condition initiale (2.11) admet une so-

lution σ(·, z) et une seule dans un intervalle 1 − δ ≤ z ≤ 1 avec un δ > 0

(suffisamment petit).

D’autre part, du lemme 2.1 et de l’équation (2.10) on déduit que∫ ∞
0

(σ(m, z)
g

α(m)
)dm =

∫ ∞
0

(σ(m, 1)
g

α(m)
)dm, (2.17)

pourvu que σ(·, z) existe. Or, la condition (2.9) et l’hypothèse supp(σ) ⊂

[ma,mA] impliquent que supp(σ(·, z)) ⊂ [ma,mA]. Donc, de la relation

0 < c1 ≤
g

α(m)
≤ c2 <∞ ∀m ∈ [ma,mA]

avec deux constantes c1, c2 (qui résulte de l’hypothèse sur α(m)), on déduit

que ‖σ(·, z)‖L1(R+) est uniformément bornée en z (pourvu que σ(·, z) existe),

ce qui, joint à la condition de Lipschitz locale, nous donne la solution σ(·, z)

de l’équation (2.14) dans tout l’intervalle [0, 1].

La proposition est démontrée.
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2.3 Préliminaires pour le cas général

Pour résoudre l’équation (2.4) avec la condition (2.5), on va transformer

l’équation (2.4) en une équation différentielle ordinaire (comme dans la dé-

monstration de la proposition 2.1), pour cela, on introduit le changement de

variables (m,x, z) 7→ (m̃, ξ, z̃) défini par
m̃ = m,

ξ = x− vα(m)
g

(1− z),

z̃ = z.

Définissons

σ̃(m̃, ξ, z̃) = σ(m,x, z) = σ(m, ξ + v
α(m)

g
(1− z), z).

Dans la suite, on note simplement m, et z au lieu de m̃, et z̃ et encore

σ(m, ξ, z) au lieu de σ̃(m̃, ξ, z̃). Dans les coordonnées (m, ξ, z) l’équation (2.4)

se transforme en
∂

∂z
σ(m, ξ, z) = (2.18)

= −mα(m)

2g

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, η(m,m′, ξ, z), z)×

×σ(m−m′, η(m,m−m′, ξ, z), z)dm′ + mα(m)

g

∫ ∞
0

β(m,m′)×

×σ(m, ξ, z)σ(m′, η(m,m′, ξ, z), z)dm′,

où

η(m,m′, ξ, z) = ξ + v
α(m)− α(m′)

g
(1− z).

Pour réformuler l’équation (2.18) en une équation différentielle ordinaire et

établir des propriétés utiles de l’opérateur intégral du deuxième membre de

cette équation, on introduit pour chaque z ∈ [0, 1] fixé, la famille des courbes

γτ = {(m, ξ) ∈ R+ × R | ξ = τ − v α(m)

g
(1− z)}, τ ∈ R (2.19)
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On désigne en outre

γ = γ0. (2.20)

On voit alors que les intégrales du second membre de l’équation (2.18) pour-

ront être exprimées comme des intégrales sur les courbes γτ(m,ξ) ; cependant

il nous faut préciser la mesure avec laquelle on effectué l’intégration.

Désignons par PR+ la projection de γτ sur R+, ainsi pour les sous-ensembles

A′ de γτ , on a

PR+A
′ = {m ∈ R+ | ∃ ξ tel que (m, ξ) ∈ A′ }.

La régularité de la fonction ξ(m) = τ−v α(m)
g

(1−z) nous permet de définir les

ensembles mesurables de γτ et la mesure µγ sur γτ par les relations suivantes :

i) A′ ⊂ γτ est mesurable si et seulement si PR+A
′ est mesurable selon Le-

besgue sur R+,

ii) µγ(A
′) = µL,R+(PR+A

′), où µL,R+(·) est la mesure de Lebesgue sur R+.

Comme les courbes γτ , τ ∈ R, sont parallèles (c’est-à-dire, définies par la

translation de γ0 par τ dans la direction de ξ), on voit immédiatement que

la projection PR+ et la mesure µγ(·) ne dépendent pas de τ ∈ R. La mesure

µγ(·) étant définie sur les courbes γτ , on va éclaircir les relations entre µγ(·)

et la mesure sur R+ × R ; pour ce faire, on pose

τ(m, ξ) = ξ + v
α(m)

g
(1− z)

( où τ(m, ξ) ∈ R avec (m, ξ) ∈ γτ ), et on considère la famille A des ensembles

A ayant la forme

A = {(m, ξ) ∈ R+ × R |m ∈ [m1, m2 [, τ(m, ξ) ∈ [τ1, τ2 [ } (2.21)
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avec 0 ≤ m1 ≤ m2 <∞, −∞ < τ1 ≤ τ2 <∞.

On définit la fonction µ̃ : A→ R+ par la relation

µ̃(A) = (m2 −m1)(τ2 − τ1), (2.22)

pour A ∈ A.

Remarque 2.2. Pour tout ensemble A ⊂ R+×R mesurable selon Lebesgue,

on a

µ̃(A) = µL,R+×R(A).

En effet, si A ∈ A, on constate facilement que

µ̃(A) = (m2 −m1)(τ2 − τ1) = µL,R+×R(A).

De la même manière que la construction de la mesure de Lebesgue sur R+×R

à partir de la famille des rectangles, on constate que le prolongement de µ̃ sur

R+ × R défini une mesure qui coïncide avec la mesure de Lebesgue µL,R+×R

sur R+ × R.

Pour les mesures µγ et µ̃ ainsi définies et les mesures de Lebesgue µL,R+ , µL,R

et µL,R+×R respectivement sur R+, R et R+ × R, on a les lemmes suivants.

Lemme 2.2. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de R+×R.

On pose

Aτ = {m ∈ R+ | ∃ξ ∈ R tel que (m, ξ) ∈ γτ ∩ A },

Am = {τ ∈ R | ∃ξ ∈ R tel que (m, ξ) ∈ γτ ∩ A}.

Alors on a

µL,R+×R(A) = µ̃(A) =

∫ ∞
−∞

µγ(Aτ )dτ = (2.23)

=

∫
γ0

µL,R(Am)µγ(dm) =

∫ ∞
0

µL,R(Am)dm,
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(ici et dans la suite l’élément d’intégration par rapport à la mesure de Le-

besgue s’écrit directement dm, dτ etc... sans utiliser les notations µL,R+(dm),

µL,R(dτ), µL,R(dξ) etc...).

Démonstration. On démontre d’abord l’égalité

µ̃(A) =

∫
R
ϕA(τ)dτ, (2.24)

où ϕA(τ) = µγ(Aτ ). Si A ∈ A (A étant la famille des ensembles A ayant la

forme (2.21)), alors la formule (2.24) est évidente, car dans ce cas on a

ϕA(τ) =

{
µγ(Aτ ) pour τ ∈ ∪m∈R+Am,
0 pour τ 6∈ ∪m∈R+Am.

On désigne par <(A) l’ensemble de tous les ensembles A ⊂ R+ × R tels que

∃N ∈ N\{0}, Ai ∈ A, i = 1, ..., N,

A =
N⋃
i=1

Ai, Ai ∩ Aj = ∅ pour i 6= j.

L’égalité (2.24) est également vérifiée pour des ensembles de <(A).

Dans le cas général, la démonstration de l’égalité (2.24) est fondée sur le

lemme suivant, qui est la version pour la mesure µ̃ du lemme présenté à la

page 309 de [18].

Lemme 2.3. Pour tout ensemble µ̃−mesurable A, il existe un ensemble

B de la forme

B =
∞⋂
n=1

Bn, B1 ⊃ B2 ⊃ ... ⊃ Bn ⊃ ...,

Bn =
∞⋃
k=1

Bnk, Bn1 ⊂ Bn2 ⊂ ... ⊂ Bnk ⊂ ...,
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où les ensembles Bnk appartiennent à <(A), tel que A ⊂ B et

µ̃(A) = µ̃(B). (2.25)

Démonstration. On le démontre de manière analogue au lemme pré-

senté à la page 309 de [18], plus précisement, en remplaçant les rectangles

par des ensembles de type (2.21) dans la démonstration du lemme. �

Suite de la démonstration du lemme 2.2. L’égalité (2.24) s’étend

facilement des ensembles Bnk ∈ <(A) aux ensembles Bn et B ; en effet

ϕBn(τ) = lim
k−→∞

ϕBnk(τ), ϕBn1 ≤ ϕBn2 ≤ ...,

ϕB(τ) = lim
n−→∞

ϕBn(τ), ϕB1 ≥ ϕB2 ≥ ....

Pour Bnk ∈ <(A), on a

µ̃(Bnk) =

∫
R
ϕBnk(τ)dτ,

donc on a aussi

lim
k→∞

µ̃(Bnk) = lim
k→∞

∫
R
ϕBnk(τ)dτ.

En vertu de la continuité de la mesure et du théorème de Beppo Levi

(voir [18]), on a

µ̃(Bn) =

∫
R
ϕBn(τ)dτ.

De la même manière, pour n qui tend vers l’infini, on obtient

µ̃(B) =

∫
R
ϕB(τ)dτ.

Ce qui montre que la formule (2.24) est vraie pour un ensemble B qui vérifié

les propriétés indiquée dans le lemme 2.3.
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D’autre part si µ̃(A) = 0, alors d’après le lemme 2.3 il existe un ensemble

B ayant les propriétés mentionnées dans l’énoncé du lemme 2.3, en particulier

en vertu de l’égalité (2.25)

µ̃(A) = µ̃(B) = 0,

ce qui implique

ϕB(τ) = µγ(Bτ ) = 0.

Comme Aτ ⊂ Bτ pour presque tous τ , l’ensemble Aτ est mésurable et

ϕA(τ) = µγ(Aτ ) = 0,

ce qui implique que ∫
R
ϕA(τ)dτ = 0 = µ̃(A),

c’est-à-dire, pour un ensemble A de mesure nulle la formule (2.24) est vraie.

Dans le cas général, on met A sous la forme A = B\C, avec B ayant la

propriété indiquée dans le lemme 2.3. En vertu de l’égalité (2.25) on a

µ̃(C) = 0.

Comme la formule (2.24) est vraie pour les ensembles B et C, il est aisé

de voir qu’elle est vraie aussi pour l’ensemble A. La démonstration de la

deuxième partie du lemme est parfaitement analogue à la première.

Le lemme est démontré.

Lemme 2.4. Soit σ(m, ξ) ∈ L1(R+ × R). Alors, pour tout τ ∈ R la

restriction de σ(m, ξ) à γτ appartient à L1(γτ , µγ).

La démonstration du lemme 2.4 résulte immédiatement du lemme suivant.
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Lemme 2.5 (variante du théorème de Fubini).Soit σ(m, ξ) ∈ L1(R+×R).

Alors on a ∫
R+×R

σ(m, ξ)dmdξ =

∫
R+×R

σ(m, ξ)dµ̃ =

=

∫ ∞
−∞

(∫
γτ

σ(m, ξ)µγ(dm)
)
dτ =

∫
γ0

(∫ ∞
−∞

σ(m, ξ(m, τ))dτ
)
µγ(dm) =

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
−∞

σ(m, ξ)dξ
)
dm =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
0

σ(m, ξ)dm
)
dξ,

où ξ(m, τ) = τ − v α(m)
g

(1− z).

Pour démontrer le lemme 2.5, nous rappelons le théorème suivant.

Théorème 2.1. L’intégrale de Lebesgue d’une fonction sommable, non

négative f(x) est égale à la mesure µ = µx ⊗ µz de l’ensemble A, définie par

A = {(x, z) ∈M × R, 0 ≤ z ≤ f(x)},

où M est un ensemble µx−mesurable quelconque et f(x) est une fonction

intégrable non négative.

Pour la démonstration voir [18].

Démonstration du lemme 2.5. On pose

W = {(m, ξ, ζ) ∈ R+ × R× R | 0 ≤ ζ ≤ σ(m, ξ)}.

En appliquant le théorème 2.1 avec µx = µL,R+×R et µx = µ̃, et en utilisant

le lemme 2.2,

µ̃⊗ µ1(W ) = µL,R+×R ⊗ µ1(W ) =

=

∫
R+×R

σ(m, ξ)dmdξ =

∫
R+×R

σ(m, ξ)dµ̃,
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où µ1 est la mesure de Lebesgue sur R (pour ζ ∈ R).

En outre d’après le théorème de Fubini classique (dans un espace euclidien)

on a ∫
R+×R

σ(m, ξ)dmdξ =

=

∫ ∞
0

( ∫ ∞
−∞

σ(m, ξ)dξ
)
dm =

∫ ∞
−∞

( ∫ ∞
0

σ(m, ξ)dm
)
dξ.

Pour établir les égalités

µ̃⊗ µ1(W ) =

∫ ∞
−∞

( ∫
γτ

σ(m, ξ)µγ(dm)
)
dτ =

=

∫
γ0

( ∫ ∞
−∞

σ(m, ξ(m, τ))dτ
)
µγ(dm),

il suffit de rappeler que d’après le lemme 2.2 on a

µ̃ = µγ ⊗ µτ

(où µτ est la mesure de Lebesgue sur R pour τ ∈ R), et que le raisonnement

du lemme 2.2 peut être généralisé sans difficulté au produit de mesures

(µγ ⊗ µ1)⊗ µτ .

Cela étant, on peut démontrer les égalités en appliquant le raisonnemant de

la démonstration du théorème de Fubini (voir par exemple [17]), auquel, une

fois bien définies les mesures, n’intervient pas la structure géométrique des

ensembles sur lesquels les mesures sont définies.

Le lemme est démontré. Par conséquent le lemme 2.4 est démontré.

Maintenant on est en mesure de transformer l’équation (2.18) en une

équation différentielle ordinaire. Pour cela on pose

τ(m, ξ, z) = ξ + v
α(m)

g
(1− z), γ[0,m]

τ = γτ ∩ [0,m]× R.
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Alors l’équation (2.18) s’écrit dans la forme

∂

∂z
σ(m, ξ, z) = Fz(σ(z)), (2.26)

avec

Fz(σ(m, ξ, z)) =

= −mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ(m,ξ,z)

β(m−m′,m′)σ(m′, η′, z)σ(m−m′, η′′, z)µγ(dm′)+

+
mα(m)

g

∫
γτ(m,ξ,z)

β(m,m′)σ(m′, η′, z)σ(m, ξ, z)µγ(dm
′),

où η′ et η′′ sont tels que

(m′, η′) ∈ γτ(m,ξ,z), (m−m′, η′′) ∈ γτ(m,ξ,z).

L’équation (2.26) doit être envisagée avec la condition (2.11), c’est-à-dire

σ(1) = σ(m, ξ, 1) = σ(m, ξ). (2.27)

2.4 Existence et unicité de la solution avec les
données dans L1

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.26)–

(2.27), on a besoin de préciser les conditions sur σ(m, ξ). On suppose que

σ(·, ·) ∈ L1(R+ × R) ∩ L∞(R+ × R), (2.28)

σ(m, ξ) ≥ 0 p.p. dans R+ × R, (2.29)

supp (σ) ⊂ [ma,mA]× R (0 < ma < mA <∞), (2.30)

‖σ‖L∞(R+×R) <
1

M1(mA −ma)
, (2.31)
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où

M1 = sup
2ma≤m≤mA,ma≤m′≤m−ma

mα(m)

2g
β(m−m′,m′). (2.32)

On a alors le résultat suivant.

Proposition 2.2. Si σ(m, ξ) satisfait aux conditions (2.28)–(2.31), alors

l’équation (2.26) avec la condition (2.27) admet une solution σ et une seule

dans la classe

σ ∈ C([0, 1];L1(R+ × R)) ∩ L∞(R+ × R× [0, 1]). (2.33)

Pour démontrer la proposition 2.2, commençons par la propriété de la

convolution sur les courbes γτ .

Lemme 2.6. Soient f et g deux fonctions appartenant à L1(γτ , µγ). On

pose

(f ∗ g)(m, ξ) =

∫
γτ

f(m−m′, ξ)g(m′, ξ)µγ(dm
′).

Alors on a f ∗ g ∈ L1(γτ , µγ) et

‖f ∗ g‖L1(γτ ,µγ) ≤ ‖f‖L1(γτ ,µγ)‖g‖L1(γτ ,µγ).

Comme la mesure µγ ne dépend pas de τ , le lemme 2.6 est vérifié de la même

manière pour tout τ .

Démonstration. La mesure µγ étant bien définie sur γτ , le lemme se

démontre de la même manière (avec des modifications purement formelles)

que dans le cas des fonctions sommables par rapport à la mesure de Lebesgue

(voir [3]). Soit

F (m,m′, ξ) = f(m−m′, ξ) g(m′, ξ).
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Pour presque tout (m′, ξ) ∈ γτ on a∫
γτ

| F (m,m′, ξ) | µγ(dm) =

∫
γτ

| f(m−m′, ξ) g(m′, ξ) | µγ(dm) =

=| g(m′, ξ) |
∫
γτ

| f(m−m′, ξ) | µγ(dm) =

=| g(m′, ξ) | ‖ f ‖L1(γτ ,µγ),

et∫
γτ

∫
γτ

| F (m,m′, ξ)) | µγ(dm)µγ(dm
′) =

∫
γτ

| g(m′, ξ) | ‖ f ‖L1(γτ ,µγ) µγ(dm
′) =

=‖ f ‖L1(γτ ,µγ)‖ g ‖L1(γτ ,µγ)<∞.

Appliquant le théorème de Tonelli, on voit que F ∈ L1(γτ × γτ ). Grâce au

théorème de Fubini, on obtient∫
γτ

| F (m,m′, ξ) | µγ(dm′) <∞ p.p (m, ξ) ∈ γτ ,

c’est-à-dire ∫
γτ

(f ∗ g)(m, ξ)µγ(dm) ≤‖ f ‖L1(γτ ,µγ)‖ g ‖L1(γτ ,µγ),

donc on aura

‖ f ∗ g ‖L1(γτ )≤‖ f ‖L1(γτ ,µγ)‖ g ‖L1(γτ ,µγ) .

Le lemme est démontré.

A la différence du cas v = 0 (proposition 2.1) où on a considéré la solution

σ(m; z) comme fonction de z à valeurs dans L1(R+), pour la proposition 2.2

on a besoin de construire la solution σ(·, ·, z) comme fonction de z à valeurs
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dans L1(R+ ×R) ∩ L∞(R+ ×R). On construit la solution σ(m, ξ, z) à l’aide

de la méthode des approximations successives. Posons

σ[0](m, ξ, z) = σ(m, ξ), (2.34)

et définissons σ[n], n = 1, 2, · · · , par les relations

∂

∂z
σ[n] = Fz(σ

[n−1]), σ[n](m, ξ, 1) = σ(m, ξ), (2.35)

où Fz(·) est l’opérateur défini dans (2.26).

Lemme 2.7. Quelque soit n ∈ N, σ[n] est bien définie dans la classe

σ[n](·, ·, z) ∈ L1(R+ × R) ∩ L∞(R+ × R), 0 ≤ z ≤ 1,

et on a

supp (σ[n](·, ·, z)) ⊂ [ma,mA]× R pour 0 ≤ z ≤ 1, (2.36)

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(R+×R) ≤
‖σ‖L∞(R+×R)

1− (M1 +M2)(mA −ma)‖σ‖L∞(R+×R)(1− z)
,

(2.37)

pour
(M1+M2)(mA−ma)‖σ‖L∞(R+×R)−1

(M1+M2)(mA−ma)‖σ‖L∞(R+×R)
< z ≤ 1, où

M2 = sup
m,m′∈R

mα(m)

g
β(m,m′). (2.38)

Démonstration. Remarquons d’abord que, si σ[n] (n ≥ 1) est bien

définie par les relations (2.35) et si supp (σ[n−1](·, ·, z)) ⊂ [ma,mA]× R pour

0 ≤ z ≤ 1, alors σ[n] vérifie la condition (2.36). En effet, la condition (2.9)

implique que la première intégrale de l’opérateur Fz(·) (voir (2.26)) s’annule,

pour m ≥ mA. D’autre part, si m < ma, alors sous le signe d’intégration
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σ[n−1](m−m′, ·, z) et σ[n−1](m′, ·, z) s’annulent, donc l’intégrale s’annule. En

outre par hypothèse σ[n−1] s’annule pourm < ma etm > mA, ce qui implique

que même la seconde intégrale de l’opérateur Fz(·) s’annule pour m < ma et

m > mA, on en déduit alors (2.36) pour σ[n].

Examinons maintenant l’opérateur Fz(·) appliqué à σ[n−1](·, ·, z). En sup-

posant que le support de σ[n−1](·, ·, z) est contenu dans [ma,mA] × R et en

rappelant (2.32) et (2.38), on a (avec la notation η′, η′′ comme dans (2.26))∣∣∣mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ(m,ξ,z)

β(m−m′,m′)σ[n−1](m′, η′, z)σ[n−1](m−m′, η′′, z)µγ(dm′)
∣∣∣ ≤

≤M1 µγ(γ
[0,m]
τ ) sup

(m′,η′)∈γ[0,m]
τ(m,ξ,z)

σ[n−1](m′, η′, z) sup
(m−m′,η′′)∈γ[0,m]

τ(m,ξ,z)

σ[n−1](m−m′, η′′, z) ≤

≤M1(mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)‖2
L∞(γτ(m,ξ,z),µγ),

et ∣∣∣mα(m)

g

∫
γτ(m,ξ,z)

β(m,m′)σ[n−1](m′, η′, z)σ[n−1](m, ξ, z)µγ(dm
′)
∣∣∣ ≤

≤M2 µγ(γτ ) sup
(m′,η′)∈γτ(m,ξ,z)

σ[n−1](m′, η′, z) sup
(m,ξ)∈γτ(m,ξ,z)

σ[n−1](m, ξ, z) ≤

≤M2(mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)‖2
L∞(γτ(m,ξ,z),µγ).

oùM1 etM2 sont les constantes définies dans (2.32) et (2.38) respectivements.

On en déduit que, pour σ[n] définie par

σ[n](m, ξ, z) = σ(m, ξ)−
∫ 1

z

Fz′(σ
[n−1](·, ·, z′))dz′,

on a

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(R+×R) ≤ ‖σ‖L∞(R+×R)+ (2.39)

+(M1 +M2)(mA −ma)

∫ 1

z

‖σ[n−1](·, ·, z′)‖2
L∞(R+×R)dz

′.
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En outre, en utilisant le lemme 2.6 et en tenant compte de la condition (2.9),

on a∥∥∥mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ

β(m−m′,m′)σ[n−1](m′, η′, z)σ[n−1](m−m′, η′′, z)µγ(dm′)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

+

+
∥∥∥mα(m)

g

∫
γτ

β(m,m′)σ[n−1](m′, η′, z)σ[n−1](m, η, z)µγ(dm
′)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

≤

≤M1

∥∥∥(σ[n−1]∗σ[n−1]
)
(·, ·, z)

∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

+M2

∥∥∥σ[n−1](·, ·, z)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

∥∥∥σ[n−1](·, ·, z)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

≤

≤ C‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖2
L1(γτ ,µγ),

où C est une constante indépendante de z (et η, η′ et η′′ sont tels que (m, η),

(m′, η′), (m−m′, η′′) ∈ γτ comme dans (2.26)). Comme on a en outre

‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖L1(γτ ,µγ) ≤ (mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)

∣∣
γτ
‖L∞(γτ ,µγ) ≤

≤ (mA−ma)‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(R+×R) (pour presque tout τ ∈ R), (2.40)

à l’aide du lemme 2.5 on en déduit que

‖Fz(σ[n−1](·, ·, z))‖L1(R+×R) = ‖F (σ[n−1](·, ·, z))‖L1(γτ×R) = ‖F (σ[n−1](·, ·, z))‖L1(R×γτ ) ≤

≤
∫
R

∥∥∥mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ

β(m−m′,m′)σ[n−1](m′, η′, z)σ[n−1](m−m′, η′′, z)µγ(dm′)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

+

+
∥∥∥mα(m)

g

∫
γτ

β(m,m′)σ[n−1](m′, η′, z)σ[n−1](m, ξ, z)µγ(dm
′)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

dτ ≤

≤ C

∫
R

‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖L1(γτ ,µγ)‖σ[n−1](·, ·, z)

∣∣
γτ
‖L1(γτ ,µγ)dτ.

En utilisant l’inégalité (2.40), on obtient

‖F (σ[n−1](·, ·, z))‖L1(R+×R) ≤ C(mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(R+×R)×
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×
∫
R

‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖L1(γτ ,µγ)dτ,

≤ C ′‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(R+×R)‖σ[n−1](·, ·, z)‖L1(R×γτ ),

ce qui implique que

‖F (σ[n−1](·, ·, z))‖L1(R+×R) ≤ C ′‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(R+×R)‖σ[n−1](·, ·, z)‖L1(R+×R),

(2.41)

avec une constante C ′ indépendante de z.

Définissons une suite de fonctions yn(z), 0 ≤ z ≤ 1, n ∈ N, par les

relations récursives

y0(z) = ‖σ‖L∞(R+×R) pour 0 ≤ z ≤ 1, (2.42)

yn(z) = ‖σ‖L∞(R+×R) + (M1 +M2)(mA −ma)

∫ 1

z

yn−1(z′)2dz′, (2.43)

pour 0 ≤ z ≤ 1, n = 1, 2, · · ·

On va démontrer par l’induction mathématique que, quelque soit n ∈ N, la

fonction σ[n] est bien définie et vérifie, outre la condition (2.36), les relations

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(R+×R) ≤ yn(z), (2.44)

sup
0≤z≤1

‖σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) <∞. (2.45)

En effet, pour n = 0, les relations (2.36), (2.44) et (2.45) résultent immédia-

tement de la définition (2.34), (2.35) et des hypothèses (2.28) et (2.30).

Supposons maintenant que σ[n−1] vérifie les relations (2.36), (2.44) et

(2.45) (dans lesquelles on substitue naturellement n− 1 à la place de n). On

remarque que, dans ces hypothèses, σ[n] vérifie la condition (2.36). D’autre

part, de l’hypothèse sur σ[n−1] c’est-à-dire

‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(R+×R) ≤ yn−1(z),
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on obtient ∫ 1

z

‖σ[n−1](·, ·, z′)‖2
L∞(R+×R)dz

′ ≤
∫ 1

z

y2
n−1(z′)dz′,

de l’inégalité (2.39) et de la définition de yn, on constate que

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(R+×R) ≤ yn(z),

d’où σ[n] vérifie (2.44).

Enfin, de la définition (2.35) et d’après le théorème de Fubini, on a

∂z‖σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) = ‖F (σ[n−1](·, ·, z))‖L1(R+×R),

utilisant l’inégalité (2.41), on obtient∫ 1

z

∂z′‖σ[n](·, ·, z′)‖L1(R+×R)dz
′ ≤

≤ C ′
∫ 1

z

‖σ[n−1](·, ·, z′)‖L∞(R+×R)‖σ[n−1](·, ·, z′)‖L1(R+×R)dz
′,

ce qui implique que

sup
0≤z≤1

‖σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) ≤ ‖σ̄‖L1(R+×R) +C ′ sup
0≤z≤1

‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(R+×R)×

× sup
0≤z≤1

‖σ[n−1](·, ·, z)‖L1(R+×R),

ou

sup
0≤z≤1

‖σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) ≤ ‖σ̄‖L1(R+×R)+C
′ sup

0≤z≤1
‖σ[n−1](·, ·, z)‖L1(R+×R) sup

0≤z≤1
yn−1(z).

En utilisant les hypothèses sur σ[n−1], on aura

sup
0≤z≤1

‖σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) ≤ C <∞,
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ce qui implique que σ[n] vérifie également (2.45). On remarque que la suite

{yn(z)}n∈N, 0 ≤ z ≤ 1, est une suite croissante et est l’approximation suc-

cessive de la solution Y (z) du problème de Cauchy (pour z ≤ 1)

Y ′(z) = −(M1 +M2)(mA −ma)Y (z)2, Y (1) = ‖σ‖L∞(R+×R).

Ce qui implique que

− Y
′(z)

Y 2(z)
= (M1 +M2)(mA −ma),

en plus ∫ 1

z

∂

∂z

( 1

Y (z)

)∣∣
z=z′

dz′ = (M1 +M2)(mA −ma)(1− z),

d’où la fonction Y (z) a la forme explicite

Y (z) =
‖σ‖L∞(R+×R)

1− (M1 +M2)(mA −ma)‖σ‖L∞(R+×R)(1− z)
.

Y (z) est bien définie pour
(M1+M2)(mA−ma)‖σ‖L∞(R+×R)−1

(M1+M2)(mA−ma)‖σ‖L∞(R+×R)
< z ≤ 1, ce qui nous

permet de démontrer que (2.44) implique l’inégalité (2.37). Le lemme est

démontré.

Maintenant on va démontrer la proposition 2.2.

Démonstration de la proposition 2.2. On va démontrer avant

tout l’existence et l’unicité de la solution dans un intervalle [1 − δ, 1] (avec

δ > 0 et suffisament petit). Considérons deux fonctions σ1 et σ2 appartenant

à L1(R+ × R) et la différence Fz(σ1)− Fz(σ2). D’après le lemme 2.5 on a

‖Fz(σ1)− Fz(σ2)‖L1(R+×R) =

∫
R+×R

|Fz(σ1)− Fz(σ2)|dmdξ = (2.46)
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=

∫
R

(∫
γτ

|F (σ1)− F (σ2)|µγ(dm)
)
dτ =

=

∫
R

∫
γτ

∣∣∣mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ

β(m−m′,m′)
[
σ1(m−m′, η′′, z)σ1(m′, η′, z)+

−σ2(m−m′, η′′, z)σ2(m′, η′, z)
]
µγ(dm

′)− mα(m)

g
×

×
∫
γτ

β(m,m′)
[
σ1(m, ξ, z)σ1(m′, η′, z)−σ2(m, ξ, z)σ2(m′, η′, z)

]
µγ(dm

′)
∣∣∣µγ(dm)dτ,

alors, on a

‖Fz(σ1)−Fz(σ2)‖L1(R+×R) ≤
∫
R

∫
γτ

∣∣∣M1

∫
γ

[0,m]
τ

[
(σ1(m−m′, η′′, z)−σ2(m−m′, η′′, z))×

×σ1(m′, η′, z) +
(
σ1(m′, η′, z)− σ2(m′, η′, z)

)
σ2(m−m′, η′′, z)

]
µγ(dm

′)+

+M2

∫
γτ

[
σ2(m′, η′, z)

(
σ1(m, ξ, z)− σ2(m, ξ, z)

)
+ σ1(m, ξ, z)×

×
(
σ1(m′, η′, z)− σ2(m′, η′, z)

)]
µγ(dm

′)
∣∣∣µγ(dm)dτ ≤

≤M1

∫
R

∫
γτ

(∣∣σ1 − σ2

∣∣ ∗ σ1

)
(m, ξ, z) +

(∣∣σ1 − σ2

∣∣ ∗ σ2

)
(m, ξ, z)µγ(dm)dτ+

+M2

[ ∫
R

∫
γτ

(∣∣σ1(m, ξ, z)− σ2(m, ξ, z)
∣∣ ∫
γτ

σ2(m′, η′, z)µγ(dm
′)+

+σ1(m, ξ, z)

∫
γτ

∣∣σ1(m′, η′, z)− σ2(m′, η′, z)
∣∣µγ(dm′))µγ(dm)dτ

]
,

≤M1

∫
R

‖σ1 − σ2‖L1(γτ )

(
‖σ1‖L1(γτ ) + ‖σ2‖L1(γτ )

)
dτ+

+M2

∫
R

‖σ1 − σ2‖L1(γτ )

(
‖σ1‖L1(γτ ) + ‖σ2‖L1(γτ )

)
dτ,
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d’où

‖Fz(σ1)− Fz(σ2)‖L1(R+×R) ≤ (M1 +M2)

∫
R

‖σ1 − σ2‖L1(γτ ,µγ)× (2.47)

×
(
‖σ1‖L1(γτ ,µγ) + ‖σ2‖L1(γτ ,µγ)

)
dτ

avec M1 et M2 sont les deux constantes définies dans (2.32) et (2.38).

Encore une fois à l’aide du lemme 2.5, on déduit de (2.47) que

‖Fz(σ1)− Fz(σ2)‖L1(R+×R) ≤ (2.48)

≤ (M1 +M2) sup
τ∈R

ess
(
‖σ1‖L1(γτ ,µγ) + ‖σ2‖L1(γτ ,µγ)

)
‖σ1 − σ2‖L1(R+×R).

Maintenant on substitue σ1 = σ[n] et σ2 = σ[n−1] dans (2.48), on obtient

‖Fz(σ[n])− Fz(σ[n−1])‖L1(R+×R) ≤ (M1 +M2) ‖σ[n] − σ[n−1]‖L1(R+×R)×

× sup
τ∈R

ess
[
‖σ[n]‖L1(γτ ,µγ) + ‖σ[n−1]‖L1(γτ ,µγ)

]
,

de (2.40), on en déduit

‖Fz(σ[n])− Fz(σ[n−1])‖L1(R+×R) ≤ (M1 +M2)(mA −ma)×

×‖σ[n] − σ[n−1]‖L1(R+×R) sup
τ∈R

ess
(
‖σ[n]‖L∞(R+×R) + ‖σ[n−1]‖L∞(R+×R)

)
.

Alors en vertu de (2.37)

‖Fz(σ[n])− Fz(σ[n−1])‖L1(R+×R) ≤ Λσ(z)‖σ[n] − σ[n−1]‖L1(R+×R), (2.49)

avec Λσ(z) =
2(M1 +M2)(mA −ma)‖σ‖L∞(R+×R)

1− (M1 +M2)(mA −ma)‖σ‖L∞(R+×R)(1− z)
,

pour
(M1+M2)(mA−ma)‖σ‖L∞(R+×R)−1

(M1+M2)(mA−ma)‖σ‖L∞(R+×R)
< z ≤ 1 .

C’est-à-dire, parmi les fonctions σ[n], n ∈ N, l’opérateur Fz(·) satisfait à
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la condition de Lipschitz dans l’espace L1(R+ × R) avec le coefficient de

Lipschitz Λσ(z) et 1− δ < z < 1 (avec δ > 0 suffisament petit).

Nous allons montrer dans le suite que σ[n] converge, quand n tend vers

l’infini, vers la solution σ dans l’intervalle [1− δ, 1]. De la définition (2.35) de

σ[n], on a

‖σ[n+1] − σ[n]‖L1(R+×R) ≤
∫ 1

z

‖F (σ[n])− F (σ[n−1])‖L1(R+×R)dz
′.

En vertu de (2.49), pour z ∈ [1− δ, 1]

‖σ[n+1](·, ·, z)− σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) ≤

≤
∫ 1

z

Λσ(z′)‖σ[n](·, ·, z′)− σ[n−1](·, ·, z′)‖L1(R+×R)dz
′ ≤

≤ Λσ

∫ 1

z

‖σ[n](·, ·, z′)− σ[n−1](·, ·, z′)‖L1(R+×R)dz
′,

avec Λσ = sup
1−δ≤z≤1

Λσ(z). Alors, pour tout m ∈ N, avec m ≥ n on déduit que

‖σ[n+m](·, ·, z)− σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) ≤ (2.50)

≤ Λσ

∫ 1

z

‖σ[m+n−1](·, ·, z′)− σ[n−1](·, ·, z′)‖L1(R+×R)dz
′.

En répétant une procédure analogue, on arrive à l’inégalité

‖σ[n+m](·, ·, z)− σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) ≤

≤ (Λσ)n
(1− z)n

n!
sup

1−δ≤z≤1
(‖σ[m](·, ·, z)− σ[0](·, ·, z)‖L1(R+×R)).

Comme en vertu de (2.45), il existe un nε ∈ N tel que

(Λσ)n
(1− z)n

n!
sup

1−δ≤z≤1
(‖σ[m](·, ·, z)− σ[0](·, ·, z)‖L1(R+×R)) ≤ ε, ∀n ≥ nε
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on déduit que

‖σ[n+m](·, ·, z)− σ[n](·, ·, z)‖L1(R+×R) ≤ ε

c’est-à-dire {σ[n]}n∈N est une suite de Cauchy dans C([1− δ, 1], L1(R+×R)),

et donc il existe un δ > 0 tel que σ[n] converge, quand n tend vers l’infini,

vers une fonction σ dans la topologie de

C([1− δ, 1];L1(R+ × R)),

et que la limite σ satisfait, dans l’intervalle [1 − δ, 1], à l’équation (2.26) et

à la condition (2.27). On voit aisément que l’unicité de la solution σ dans

l’intervalle [1− δ, 1] se démontre d’une manière analogue à la démonstration

du théorème classique, c’est-à-dire nous supposons que σ1 et σ2 sont deux

solutions de l’équation (2.26) dans l’intervalle [1− δ, 1], alors on a

‖σ1 − σ2‖L1(R+×R) ≤
∫ 1

z

‖F (σ1)− F (σ2)‖L1(R+×R)dz
′,

de l’inégalité (2.48), on a

‖σ1 − σ2‖L1(R+×R) ≤ (M1 +M2)

∫ 1

z

‖σ1 − σ2‖L1(R+×R)×

× sup
τ∈R

ess
(
‖σ1‖L1(γτ ,µγ) + ‖σ2‖L1(γτ ,µγ)

)
dz′.

Dans l’intervalle de l’existence de la solution, et du lemme de Granwall, on

en déduit que

‖σ1 − σ2‖L1(R+×R) ≤ 0,

ce qui prouve l’unicité de la solution dans l’intervalle [1− δ, 1].

Une fois obtenue la solution locale σ dans l’intervalle [1 − δ, 1], examinons
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ses propriétés. Avant tout on remarque que (2.36) pour tout n ∈ N implique

que la limite de la suite σ[n] vérifié

supp (σ) ⊂ [ma,mA]× R× [1− δ, 1]. (2.51)

D’autre part, pourvu que σ ≥ 0, la première intégrale de l’opérateur Fz(·)

(voir (2.26)) est négative (≤ 0), tandis que la seconde intégrale de Fz(·) est

de la forme

σ(m, ξ, z)
mα(m)

g

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m′, η(m,m′, ξ, z), z)dm′.

donc on peut écrire l’équation (2.26) sous la forme

∂zσ = Aσ −B,

avec A et B sont deux fonctionnelle positives, de manière analogue aux cas

des équations différentielles ordinaires, on a

σ(m, ξ, z) = σ(m, ξ) exp(−
∫ 1

z

A(z′)dz′) +

∫ 1

z

B(z′) exp(−
∫ z′

z

A(z′′)dz′′)dz′,

ce qui montre que

σ ≥ 0 p.p. dans R+ × R× [1− δ, 1]. (2.52)

Les relations (2.51) et (2.52) étant démontrées, on peut refaire l’estimation

de ‖σ(·, ·, z)‖L∞(R+×R) ; pour cela on considère le deuxième membre Fz(σ(z))

de (2.26). En vertu de (2.52) on a

mα(m)

g

∫
γτ(m,ξ,z)

β(m,m′)σ(m′, η′, z)σ(m, ξ, z)µγ(dm
′) ≥ 0,

ce qui nous permet de déduire de (2.26) que

∂

∂z
σ(m, ξ, z) ≥ −mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ(m,ξ,z)

β(m−m′,m′)σ(m′, η′, z)σ(m−m′, η′′, z)µγ(dm′),
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alors

∂

∂z
σ(m, ξ, z) ≥ −M1

∫
γ

[0,m]
τ(m,ξ,z)

σ(m′, η′, z)σ(m−m′, η′′, z)µγ(dm′), (2.53)

(ici η′ et η′′ sont comme dans (2.26)). Donc, si on pose

ϕ(z) = ‖σ(·, ·; z)‖L∞(R+×R),

alors, compte tenu de (2.51), il résulte de (2.53)

∂

∂z
σ(m, ξ, z) ≥ −M1(mA −ma)ϕ(z)2 p.p. dans R+ × R, (2.54)

on obtient

σ(m, ξ, z) ≤ σ(m, ξ) +M1(mA −ma)

∫ 1

z

ϕ(z′)2dz′ p.p. dans R+ × R,

d’où

ϕ(z) ≤ ‖σ‖L∞(R+×R) +M1(mA −ma)

∫ 1

z

ϕ(z′)2dz′ p.p. dans R+ × R.

Cette inégalité implique que

‖σ(·, ·; z)‖L∞(R+×R) = ϕ(z) ≤ Ỹ (z), (2.55)

pour z ≤ 1 dans l’intervalle de l’existence de σ(·, ·; z) et de Ỹ (z), où Ỹ (z) est

la solution de l’équation intégrale

Ỹ (z) = ‖σ‖L∞(R+×R) +M1(mA −ma)

∫ 1

z

Ỹ (z′)2dz′,

ou, ce qui revient au même, du problème de Cauchy

dỸ (z)

dz
= −M1(mA −ma)Ỹ (z)2, Ỹ (1) = ‖σ‖L∞(R+×R).
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On a d’ailleurs

Ỹ (z) =
‖σ‖L∞(R+×R)

1− ‖σ‖L∞(R+×R)M1(mA −ma)(1− z)
. (2.56)

On rappelle que la condition (2.31) implique que le deuxième membre de

(2.56) est bien défini pour tout z ∈ [0, 1]. Donc l’inégalité (2.55) est valable

pour tout z ∈ [0, 1] tel que σ(·, ·, z) existe.

Rappelons que l’on a construit la solution locale σ(·, ·; z) dans un intervalle

[1− δ, 1] et que l’on peut prolonger la solution σ(·, ·, z) pour tout l’intervalle

où les conditions pour la construction de la solution locale continuent à être

vérifiées. Or, de (2.48) on déduit si ‖σ(·, ·; z)‖L∞(R+×R) < ∞, alors on peut

encore prolonger la solution. Par conséquent, en vertu de (2.55) et (2.56), la

solution σ(·, ·, z) peut être prolongée dans tout l’intervalle [0, 1].

L’unicité de la solution résulte de l’unicité de la solution locale, ce qui achève

la démonstration de la proposition.
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Chapitre 3

Solution stationnaire de
l’équation de coagulation de
gouttelettes avec un vent vertical

Il est vrai que dans la Nature la composante verticale de la vitesse de

l’air est généralement, assez petite par rapport aux composantes horizon-

tales. Mais il y a aussi des cas où le mouvement vertical ascendant de l’air

constitue l’élément fondamental du phénomène, comme dans le cas des orages

ou dans la partie centrale d’un cyclone tropical. En effet, dans ces cas, l’écou-

lement ascendant de l’air cause une forte condensation de vapeur, créant des

gouttelettes très nombreuses, qui se coagulant en formant des gouttelettes

plus grandes et tombent comme pluie intense (voir [4]).

Pour contribuer à l’analyse et l’éclaircissement de ces phénomènes, dans

ce chapitre on va étudier l’équation pour la distribution des gouttelettes qui

se déplaçant par un vent vertical et par la force gravitationnelle et subissent

le processus de coagulation et celui d’accroissement de poids dû à la conden-

sation de la vapeur sur leur surface. Plus précisément, on considère l’équation
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intégro-différentielle (1.19) pour une fonction inconnue σ = σ(m, z) se trouve

à la hauteur z (0 ≤ z ≤ 1). Comme notre intérêt principal concerne le com-

portement de la densité σ en présence d’un vent vertical ascendant (ou de la

composante verticale positive d’un vent), nous concentrons notre attention

sur la variation de σ par rapport à l’hauteur z, en négligeant son éventuelle

dépendance de la position horizontale. L’équation dans la forme précise va

être formulée dans le paragraphe suivant (voir (3.1)). On va démontrer, dans

la suite, l’existence d’une solution stationnaire de cette équation avec les

“conditions d’entrée” pour σ(m, z).

3.1 Position du problème

On va considérer la densité σ = σ(m, z) de l’eau liquide contenue dans

les gouttelettes de masse m à la hauteur z ∈ [0, 1]. En désignant par hgl =

hgl(m, z) la quantité de condensation sur les gouttelettes de masse m par

unité de temps et par unité de masse de gouttelettes.

Nous considérons l’équation

∂z
(
σ(m, z)u(m, z)

)
+ ∂m

(
mhgl(m, z)σ(m, z)

)
= hgl

(
m, z

)
σ(m, z)+ (3.1)

+
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′+

−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′,

dans le domaine

Ω = { (m, z) ∈ R2 |m > ma, 0 < z < 1 }, ma > 0; (3.2)

Le choix d’une constante ma strictement positive et convenablement petite

et du domaine Ω donné dans (3.2) est conforme à la nature physique du
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problème ; en effet, la courbure élevée des gouttelettes très petites ne leur

permet pas de subsister dans l’atmosphère et les gouttelettes se forment ex-

clusivement sur des aérosols ayant une masse supérieure à une valeur critique

(voir [17], [28]).

Pour la vitesse des gouttelettes, en adoptant l’approximation (voir [28], [30])

u(m, z) = v(z)− g

α(m)
, (3.3)

avec v(z), g et α(m) représentent respectivement la vitesse de l’air (dans la

direction de l’axe z), l’accélération gravitationnelle et le coefficient de friction

entre les gouttelettes et l’air.

L’équation (3.1) va être envisagée dans Ω avec les conditions d’entrée

σ(m, z) = σ0(m, z) pour (m, z) ∈ S0 ∪ S1 ∪ Sa, (3.4)

où

S0 = { (m, z) ∈ Ω |m ≥ ma, z = 0, u(m, 0) ≥ 0 }, (3.5)

S1 = { (m, z) ∈ Ω |m ≥ ma, z = 1, u(m, 1) < 0 }, (3.6)

Sa = { (m, z) ∈ Ω |m = ma, 0 ≤ z ≤ 1 }. (3.7)

On suppose que σ0(m, z) est continue sur S0 ∪ Sa et uniformément continue

sur S1 et que

σ0(m, z) ≥ 0 ∀(m, z) ∈ S0 ∪ S1 ∪ Sa, (3.8)

σ0(m, z) = 0 si m ≥ mA (mA > ma). (3.9)

On remarque que S0 ∪ S1 ∪ Sa est la partie de la frontière de Ω où le vecteur

(mhgl, u)T est orienté vers l’intérieur de Ω ; on précise que, d’après la condi-

tion (3.16) (voir aussi (3.15)) formulée dans la suite, on auramahgl(ma, z) > 0
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pour tout z ∈ [0, 1], ce qui nous garantit que le vecteur (mhgl, u)T est orienté

vers l’intérieur de Ω même sur Sa. L’hypothèse de la continuité de σ0(m, z)

garantira que le problème ne sera pas influencé par la convention sur l’appar-

tenance ou non à S0 du point (m, 0) tel que u(m, 0) = 0 et sur l’appartenance

du point (ma, 0) à S0 ou à Sa. Quant au point (m,1) tel que u(m, 1) = 0,

nous convenons qu’il n’appartient pas à S1 et nous formulerons le problème

conformément à cette convention.

On suppose que les fonctions u(m, z) et hgl(m, z) sont données, et que

v(·) ∈ C1([0, 1]), inf
z∈[0,1]

v(z) > 0, (3.10)

α(·) ∈ C1([ma,∞[ ),
d

dm
α(m) < 0 ∀m ≥ ma, (3.11)

0 < inf
m≥ma

α(m) < sup
m≥ma

α(m) <∞, (3.12)

inf
z∈[0,1]

(v(z)− g

α(ma)
) > 0, (3.13)

∃m1 > ma tel que sup
z∈[0,1]

(v(z)− g

α(m1)
) < 0. (3.14)

Pour la fonction hgl(m, z) on suppose que

hgl(·, ·) ∈ C1(Ω), (3.15)

0 < inf
(m,z)∈Ω

mhgl(m, z) ≤ sup
(m,z)∈Ω

mhgl(m, z) <∞. (3.16)

En ce qui concerne β(m1,m2) on suppose qu’elle vérifie les conditions (2.7),(2.8),

et (2.9) introduites dans le chapitre précédent.

Rappelons que l’écoulement ascendant de l’air cause généralement, par

la transformation adiabatique de l’air, la diminution de la température de

chaque partie de l’air qui se déplace ; la diminution de la température, à
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son tour, implique la diminution de la densité de la vapeur saturée, ce qui

cause la condensation de la vapeur, si l’humidité de l’air est déjà au niveau

de la saturation. Pour que la position de notre problème correspond à cette

situation, on suppose que v(z) > 0 et hgl > 0 (voir (3.10), (3.16)).

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant.

Théorème 3.1. Sous les hypothèses (2.7)-(2.9) et (3.10)-(3.16), il

existe une constante A0 > 0 telle que, si

‖σ0‖L∞(S0∪S1∪Sa) ≤ A0, (3.17)

alors l’équation (3.1) avec les conditions (3.4)–(3.9) admette une solution σ

dans la classe L∞(Ω) ; cette solution σ est non-négative, bornée et continue

à morceaux dans Ω.

La constante A0 mensionnée dans l’énoncé du théorème 3.1 pourra être

mieux déterminée, comme on le verra dans la remarque 3.2.

3.2 Division du domaine et caractéristiques

On définit d’abord la division du domaine Ω en trois parties Ω1, Σint, Ω2
Ω1 = { (m, z) ∈ Ω |u(m, z) > 0 },
Σint = { (m, z) ∈ Ω |u(m, z) = 0 },
Ω2 = { (m, z) ∈ Ω |u(m, z) < 0 }.

(3.18)

On pose également

Σ = { (m, z) ∈ Ω |u(m, z) = 0 }.

En vertu des conditions (3.3), (3.10) et (3.11) la relation

u(mΣ(z), z) = 0, z ∈ [0, 1],
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définit une fonction mΣ(z) de classe C1([0, 1]) de sorte que Σ est représentée

par

Σ = { (m, z) ∈ Ω |m = mΣ(z), z ∈ [0, 1] }, (3.19)

et on a

ma < m−Σ < m+
Σ <∞

où

m−Σ = inf
0≤z≤1

mΣ(z), m+
Σ = sup

0≤z≤1
mΣ(z). (3.20)

La fonction mΣ(z) jouit de la propriété suivante.

Lemme 3.1. On a

dmΣ(z)

dz
= −

α(m)2 dv(z)
dz

g dα(m)
dm

. (3.21)

Démonstration. Comme mΣ(z) est définie par la relation

u(mΣ(z), z) = v(z)− g

α(m)
= 0,

en désignant par ~wΣ = (dmΣ(z)
dz

, 1)T le vecteur tangent à la courbe Σ, de la

relation

∇u · ~wΣ =
g

α(m)2

dα(m)

dm

dmΣ(z)

dz
+
dv(z)

dz
= 0

on obtient (3.21).

Le lemme est démontré.

Maintenant on va définir les caractéristiques pour l’équation (3.1), qui

peut être écrite dans la forme

u(m, z)∂zσ(m, z) +mhgl(m, z)∂mσ(m, z) = (3.22)
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= −σ(m, z)
(
∂zu(m, z) +m∂mhgl(m, z)

)
+

+
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′+

−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′.

De l’expression de l’équation (3.22) il résulte que les caractéristiques sont

déterminées par le système d’équations

dz(t)

dt
= u(m(t), z(t)), (3.23)

dm(t)

dt
= m(t)hgl(m(t), z(t)) (3.24)

avec les conditions initiales pour (m(t0), z(t0)). Comme le second membre

des équations (3.23)–(3.24) est de classe C1 par rapport à (m, z), pour tout

(m, z) ∈ Ω il existe une courbe et une seule qui est définie par les équations

(3.23)–(3.24) et qui passe par (m, z). On désigne ces courbes par

γ = {(mγ(t), zγ(t)) ∈ Ω | t ∈ [t0, t1]}, (3.25)

et par Γ l’ensemble de toutes ces caractéristiques γ ; dans (3.25) mγ(t) et

zγ(t) sont des fonctions qui satisfont au système d’équations (3.23)-(3.24),

tandis que t0 et t1 sont tels que zγ(t0) = 0 ou 1 ou mγ(t0) = ma et zγ(t1) = 0

ou 1, mais, comme on le voit aisément, t0 peut être choisi arbitrairement.

Lemme 3.2. Chaque courbe γ ∈ Γ, définie par les équations (3.23)-

(3.24) et les conditions initiales, peut être représentée par une fonction conti-

nue z̃(m) = z̃γ(m) de m ∈ [m0,m1] à valeurs dans [0, 1] (avec certains

m0, m1 ∈ [ma,∞[ ) et la fonction z̃γ(m) est strictement croissante dans

la partie où (m, z̃γ(m)) ∈ Ω1 et strictement décroissante dans la partie où

(m, z̃γ(m)) ∈ Ω2.
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Démonstration. Commemhgl(m, z) > 0 pour tout (m, z) ∈ Ω (voir(3.16)),

l’équation (3.24) implique que sur γ la fonction mγ(t) est strictement crois-

sante, ce qui nous permet de représenter γ par une fonction z̃(m) = z̃γ(m)

pour m ∈ [m0,m1], m0 = m(t0),m1 = m(t1). Des équations (3.23)–(3.24) on

déduit que
dz̃(m)

dm
=

u(m, z)

mhgl(m, z)
pour (m, z) ∈ γ. (3.26)

La définition des sous-domaine Ω1 et Ω2 et la relation (3.26) entraînent que
dz̃(m)
dm

> 0 si (m, z̃(m)) ∈ Ω1 et que dz̃(m)
dm

< 0 si (m, z̃(m)) ∈ Ω2, ce qui prouve

la deuxième partie de l’énoncé du lemme. �

On voit aisément que, quelque soit γ ∈ Γ, Σ et γ possèdent au plus un

point commun, qu’on note (mΣ(γ), zΣ(γ)). Si on définit tΣ par la relation

(mγ(tΣ), zγ(tΣ)) ∈ Σ,

on a

(mΣ(γ), zΣ(γ)) = (mγ(tΣ), zγ(tΣ)).

On remarque que mΣ(γ) et zΣ(γ) vérifient les relations

mΣ(γ) = mΣ(zΣ(γ)) = mγ(tΣ), zΣ(γ) = max
m0≤m≤m1

z̃γ(m).

On pose

γ(1) = γ ∩ Ω1, γ(2) = γ ∩ Ω2, (3.27)

Γ(1) = { γ(1) = γ ∩ Ω1 | γ ∈ Γ }, Γ(2) = { γ(2) = γ ∩ Ω2 | γ ∈ Γ },

(le fait que Γ(1) et Γ(2) contiennent l’ensemble vide ne causera pas d’obstacle

à nos raisonnements). Comme z̃γ(m) est strictement croissante pour
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m0 ≤ m ≤ mΣ(γ) et strictement décroissante dans mΣ(γ) ≤ m ≤ m1 (voir le

lemme 3.2), on peut définir les fonctions m(1)
γ (z) et m(2)

γ (z) par les relations

m = m(1)
γ (z) ⇔ (m, z) ∈ γ(1), m = m(2)

γ (z) ⇔ (m, z) ∈ γ(2). (3.28)

Lemme 3.3. On suppose que Σ ∩ γ 6= ∅. Alors, quelque soit ε > 0, il

existe un δ = δ(ε) > 0 tel que∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−δ

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ ε,

∫ zΣ(γ)−δ

zΣ(γ)

1

u(m
(2)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ ε.

(3.29)

Démonstration. En vertu des conditions (3.10)-(3.12) on peut choisir

un voisinage UΣ de Σ et quatre constantes c1, c2, c3, c4 tels que

− c2 ≤
g

α(m)2

dα(m)

dm
≤ −c1 < 0 dans UΣ, (3.30)

mhgl(m, z) ≥ c3 > 0 dans UΣ, (3.31)∣∣∣dv(z)

dz

∣∣∣ ≤ c4 <∞ ∀z ∈ [0, 1]. (3.32)

On se limite d’abord à la partie de γ contenue dans Ω1 et donc à [t0, tΣ] pour

t. On pose

ζ(t) = zγ(tΣ)− zγ(t) = zΣ(γ)− zγ(t) pour t ∈ [t0, tΣ]. (3.33)

On a alors
dζ(t)

dt
= −u(mγ(t), zγ(t)). (3.34)

Or, comme on a u(m, z) = 0 sur Σ, en utilisant la fonction mΣ(z) (voir

(3.19)), on a

u(mγ(t), zγ(t)) = u(mγ(t), zγ(t))− u(mΣ(zγ(t)), zγ(t)) = (3.35)
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= −
∫ mΣ(zγ(t))

mγ(t)

∂u

∂m
dm = −

∫ mΣ(zγ(t))

mγ(t)

g

α(m)2

dα(m)

dm
dm.

D’autre part, d’après le lemme 3.1, on a

mγ(tΣ)−mΣ(zγ(t)) = mΣ(zγ(tΣ))−mΣ(zγ(t)) = −
∫ zγ(tΣ)

zγ(t)

α(mΣ(z))2 dv(z)
dz

g dα(m)
dm
|m=mΣ(z)

dz.

(3.36)

Maintenant nous nous limitons à t tels que (mγ(t), zγ(t)) ∈ Ω1∩UΣ. Alors,

de (3.30), (3.34) et (3.35) on déduit que

dζ(t)

dt
≤ −c1(mΣ(zγ(t))−mγ(t)). (3.37)

Or, comme en vertu de (3.30) et (3.32) on a

−
∫ zγ(tΣ)

zγ(t)

α(mΣ(z))2 dv(z)
dz

g dα(m)
dm
|m=mΣ(z)

dz ≤ c4

c1

(zγ(tΣ)− zγ(t)) =
c4

c1

ζ(t),

de (3.36) on obtient

mΣ(zγ(t))−mγ(t) = mγ(tΣ)−mγ(t)− (mγ(tΣ)−mΣ(zγ(t))) ≥

≥ mγ(tΣ)−mγ(t)−
c4

c1

ζ(t),

ce qui, joint à (3.37), nous donne

dζ(t)

dt
≤ −c1(mγ(tΣ)−mγ(t)) + c4ζ(t). (3.38)

En outre, en vertu de (3.24) et(3.31), on a

mγ(tΣ)−mγ(t) ≥ c3(tΣ − t),

ce qui nous permet de déduire de (3.38) que

dζ(t)

dt
≤ −c1c3(tΣ − t) + c4ζ(t) pour tΣ − δ̃ ≤ t ≤ tΣ (3.39)
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avec un certain δ̃ > 0. Comme la fonction

ζ(t) = c1c3

∫ tΣ

t

(tΣ − t′)e−c4(t′−t)dt′,

vérifie l’égalité
dζ(t)

dt
= −c1c3(tΣ − t) + c4ζ(t),

et que

ζ(tΣ) = ζ(tΣ) = 0,

d’après le théorème de comparaison, on déduit de (3.39) que

ζ(t) ≥ c1c3

∫ tΣ

t

(tΣ − t′)e−c4(t′−t)dt′ ≥ c1c3

2
(tΣ − t)2e−c4(tΣ−t),

pour tΣ− δ̃ ≤ t ≤ tΣ ; en particulier, pour tΣ− δ̃1 ≤ t ≤ tΣ, δ̃1 = min(δ̃, log 2
c4

),

on a

ζ(t) ≥ c1c3

4
(tΣ − t)2,

ou

tΣ − t ≤
2
√
c1c3

√
ζ(t) =

2
√
c1c3

√
zγ(tΣ)− zγ(t). (3.40)

On rappelle que d’après la définition de la vitesse u(m, z), on a

tΣ − t =

∫ zγ(tΣ)

zγ(t)

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′

(pour la fonction m(1)
γ (z), voir (3.28)). Donc, de (3.40) on déduit que∫ zγ(tΣ)

zγ(t)

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ 2
√
c1c3

√
zγ(tΣ)− zγ(t),

ce qui implique que, étant donné ε > 0, on peut choisir

δ = δ(ε) =
ε2c1c3

4
,
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de sorte que la première inégalité de (3.29) sera vérifiée.

La deuxième inégalité de (3.29) se démontre de manière analogue.

Le lemme est démontré.

Corollaire.3.1. On pose

z
(γ)
1 = zΣ(γ) si Σ ∩ γ 6= ∅, z

(γ)
1 = 1 si γ ⊂ Ω1,

z
(γ)
2 = zΣ(γ) si Σ ∩ γ 6= ∅, z

(γ)
2 = 1 si γ ⊂ Ω2.

Alors, quelque soit ε > 0, il existe un δ = δ(ε) > 0 tel que∫ z
(γ)
1

z
(γ)
1 −δ

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ ε,

∫ z
(γ)
2 −δ

z
(γ)
2

1

u(m
(2)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ ε. (3.41)

Démonstration. Le corollaire résulte immédiatement du lemme et

des hypothèses sur u(m, z). �

3.3 Transformation de l’équation

Les caractéristiques γ étant définies, on peut écrire l’équation (3.22)

comme la famille d’équations sur γ ∈ Γ

d

dt
σ(mγ(t), zγ(t)) = (3.42)

= −σ(mγ(t), zγ(t))
(
mγ(t)∂mhgl(mγ(t), zγ(t)) + ∂zu(mγ(t), zγ(t))

)
+

+
mγ(t)

2

∫ mγ(t)

0

β(mγ(t)−m′,m′)σ(m′, zγ(t))σ(mγ(t)−m′, zγ(t))dm′+

−mγ(t)

∫ ∞
0

β(mγ(t),m
′)σ(mγ(t), zγ(t))σ(m′, zγ(t))dm

′;

ici, pour ne pas alourdir l’écriture, on a écrit

∂mhgl(mγ(t), zγ(t)), ∂zu(mγ(t), zγ(t))
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au lieu de

∂mhgl(m, z)
∣∣
(m,z)=(mγ(t),zγ(t))

, ∂zu(m, z)
∣∣
(m,z)=(mγ(t),zγ(t))

.

Si on introduit les opérateurs K[m, z;σ, σ] et L[m, z;σ] par

K[m, z;σ, σ] =

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m−m′, z)σ(m′, z)dm′, (3.43)

L[m, z;σ] =

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m′, z)dm′, (3.44)

on peut écrire l’équation (3.42) sur γ dans la forme

d

dt
σ(mγ(t), zγ(t)) = (3.45)

= −σ(mγ(t), zγ(t))
(
mγ(t)∂mhgl(mγ(t), zγ(t)) + ∂zu(mγ(t), zγ(t))

)
+

+mγ(t)
(1

2
K[mγ(t), zγ(t);σ, σ]− σ(mγ(t), zγ(t))L[mγ(t), zγ(t);σ]

)
.

Si on considère l’équation (3.45) séparément sur γ(1) = γ ∩ Ω1 et sur

γ(2) = γ ∩Ω2, on peut même transformer (3.45) dans une forme relative à la

variable z. On rappelle que sur γ = γ(1) ∪ γ(2) on a

dσ

dt
=
dσ

dz

dz

dt
=
dσ

dz
u(mγ(t), zγ(t)). (3.46)

Considérons d’abord l’équation sur γ(1) et utilisons la fonction m
(1)
γ (z)

(voir (3.28)). Si on introduit les notations σ(γ; z), hgl(γ; z), u(γ; z) par

σ(γ; z) = σ(m(1)
γ (z); z), hgl(γ; z) = hgl(m

(1)
γ (z); z), u(γ; z) = u(m(1)

γ (z); z),

(3.47)

compte tenu de la relation (3.46), on peut écrire l’équation (3.45) dans la

forme

dσ(γ; z)

dz
= −σ(γ; z)

u(γ; z)

(
m(1)
γ (z)∂mhgl(γ; z) + ∂zu(γ; z)

)
+ (3.48)
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+
m

(1)
γ (z)

u(γ; z)

(1

2
K[m(1)

γ (z), z;σ, σ]− σ(γ; z)L[m(1)
γ (z), z;σ]

)
.

L’équation (3.48) doit être envisagée sur l’intervalle [z
(γ)
0 , z

(γ)
1 ] et avec la condi-

tion initiale

σ(γ; z
(γ)
0 ) = σ0(m(1)

γ (z
(γ)
0 ), z

(γ)
0 ), (3.49)

où z(γ)
0 (resp. z(γ)

1 ) est la valeur la plus petite (resp. grande) de z sur γ(1). La

condition (3.49) n’est autre que la condition (3.4) restreinte sur S0 ∪ Sa et

exprimée par rapport à γ(1) ∈ Γ(1).

Sur γ(2), en utilisant la fonction m(2)
γ (z) et les notations σ(γ; z), hgl(γ; z),

u(γ; z) tout analogues (avec m(2)
γ (z) au lieu de m(1)

γ (z) dans (3.47)), compte

tenu de (3.46), l’équation (3.45), de manière tout analogue à (3.48), peut être

écrite dans la forme

dσ(γ; z)

dz
= −σ(γ; z)

u(γ; z)

(
m(2)
γ (z)∂mhgl(γ; z) + ∂zu(γ; z)

)
+ (3.50)

+
m

(2)
γ (z)

u(γ; z)

(1

2
K[m(2)

γ (z), z;σ, σ]− σ(γ; z)L[m(2)
γ (z), z;σ]

)
.

L’équation (3.50) doit être considérée sur l’intervalle [0, z
(γ)
2 ], où z

(γ)
2 est la

valeur la plus grande de z sur γ(2). Si γ(2)∩Σ = ∅, alors z(γ)
2 = 1 ; si γ(2)∩Σ 6=

∅, alors z(γ)
2 = zΣ(γ). La condition (3.4) se traduit en

σ(γ; z
(γ)
2 ) = σ(γ; 1) = σ0(m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) si (m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ S1.

(3.51)

D’autre part, si (m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ Σ, alors la valeur de σ(γ; z

(γ)
2 ) doit être

égale à la valeur au point z = z
(γ)
2 = z

(γ)
1 de la fonction σ(γ; z) qui satisfait

à (3.48).

Il est utile de rappeler que dans Ω1 on a u(m, z) > 0 et dans Ω2 on a

u(m, z) < 0. Donc, même si formellement (3.50) ne diffère de (3.48) que par
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la présence dem(2)
γ (z) au lieu dem(1)

γ (z), les signes des facteurs σ(γ;z)
u(γ;z)

et m
(1)
γ (z)

u(γ;z)

(respectivement m
(2)
γ (z)

u(γ;z)
) dans leur second membre sont opposés l’un à l’autre.

3.4 Résolution de l’équation dans Ω1

Pour résoudre l’équation (3.1) (ou (3.48)) avec les conditions (3.4), nous la

résolvons d’abord dans Ω1, en supposant que dans Ω2 la fonction σ est égale

à une fonction donnée σ2 et puis on va résoudre l’équation dans Ω2 avec la

fonction σ = σ1 dans Ω1, σ1 étant la solution obtenue dans l’étape précédente.

On cherchera ensuite un point fixe de l’opérateur qui, à σ2, associe la solution

σ2 de la seconde étape.

Pour construire la solution σ = σ1 dans Ω1 avec la donnée σ2 dans Ω2, on

suppose qu’une fonction σ2(m, z) est donnée dans Ω2 et vérifie les conditions

0 ≤ inf
(m,z)∈Ω2

σ2(m, z) ≤ sup
(m,z)∈Ω2

σ2(m, z) <∞. (3.52)

σ2(m, z) = 0 pour m ≥ mB, (3.53)

où

mB = sup{m(2)
γ (0) |m(2)

γ (z
(γ)
2 ) ≤ mA, γ(2) ∈ Γ(2)}. (3.54)

Pour préciser les conditions sur l’existence et l’unicité de la solution σ dans

Ω1 avec σ2 dans Ω2, on pose

Ch = sup
(m,z)∈Ω

|m∂mhgl(m, z) + ∂zu(m, z)|, (3.55)

Cβ = sup
m,m′∈R+

mβ(m,m′). (3.56)

En vertu du lemme 3.3 on peut choisir un δ1 > 0 tel que∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−δ1

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ (3.57)
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≤ 1

4 max(Ch + Cβ‖σ2‖L∞(Ω2)(mB −m−Σ),
3Cβ

2
(m+

Σ −ma))
,

(pour m−Σ, m
+
Σ voir (3.20)). Posons encore

M1 = sup
(m,z)∈Ω

(δ1)
1

1

u(m, z)
, Ω

(δ1)
1 =

⋃
γ(1)∈Γ(1)

{(m, z) ∈ γ(1) | z ≤ zΣ(γ)− δ1 }.

(3.58)

Proposition 3.1. On suppose que σ2 vérifie la condition (3.52) et que

‖σ0‖L∞(S0∪Sa) <
1

2(ec1 + c2
c1

(ec1 − 1))
, (3.59)

où

c1 = 2(Ch +Cβ‖σ2‖L∞(Ω2)(mB−m−Σ))M1, c2 = 3Cβ(m+
Σ −ma)M1. (3.60)

Alors il existe une fonction σ(m, z) = σ1(m, z) qui vérifie dans Ω1 l’équation

(3.1) dans laquelle on substitue σ2(m, z) à la place de σ(m, z) pour (m, z) ∈

Ω2 et la condition (3.4) (restreinte à S0 ∪Sa) ; cette solution est unique dans

la classe L∞(Ω1).

Démonstration. Pour construire la solution σ dans Ω1, on construit

d’abord une approximation successive {σ[n]}n∈N, en utilisant la structure de

l’équation (3.48) (et de la condition (3.49)). On pose

σ[0](γ; z) = σ0(m(1)
γ (z

(γ)
0 ), z

(γ)
0 ) (3.61)

et, si σ[n] est bien définie, on pose

σ[n+1](γ; z) = σ0(m(1)
γ (z

(γ)
0 ), z

(γ)
0 ) +R1(σ[n])(γ; z), (3.62)
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où R1(·) est l’opérateur intégral défini par

R1(σ)(γ; z) = −
∫ z

z
(γ)
0

σ(γ; z′)

u(γ; z′)
(m(1)

γ (z′)∂mhgl(γ; z′) + ∂zu(γ; z′))dz′+ (3.63)

+

∫ z

z
(γ)
0

m
(1)
γ (z′)

u(γ; z′)

(1

2
K[m(1)

γ (z′), z′;σ, σ]− σ(γ; z′)L[m(1)
γ (z′), z′;σ]

)
dz′.

Lemme 3.4. Quelque soit n ∈ N, σ[n] est bien définie et on a

‖σ[n](·, z)‖L∞(ma,mΣ(z)) ≤
2‖σ0‖L∞(S0∪Sa)e

c1z

1− 2 c2
c1
‖σ0‖L∞(S0∪Sa)(ec1z − 1)

pour 0 ≤ z ≤ 1.

(3.64)

Démonstration du lemme. On déduit de (3.62) (voir aussi (3.63))

que

|σ[n+1](γ; z)| ≤ σ0(m(1)
γ (z

(γ)
0 ), z

(γ)
0 )+ (3.65)

+

∫ z

z
(γ)
0

|σ[n](γ; z′)|
u(γ; z′)

|m(1)
γ (z′)∂mhgl(γ; z′) + ∂zu(γ; z′)|dz′+

+

∫ z

z
(γ)
0

m
(1)
γ (z′)

u(γ; z′)

(1

2
|K[m(1)

γ (z′), z′;σ[n], σ[n]]|+|σ[n](γ; z′)L[m(1)
γ (z′), z′;σ[n]]|

)
dz′.

En écrivant ‖σ[n](·, z)‖L∞ et ‖σ0‖L∞ au lieu de ‖σ[n](·, z)‖L∞(ma,mΣ(z)) et

‖σ0‖L∞(S0∪Sa), on déduit de (3.65) (voir aussi (3.55), (3.56)) que

|σ[n+1](γ; z)| ≤ σ0(m(1)
γ (z

(γ)
0 ), z

(γ)
0 ) + Ch

∫ z

z
(γ)
0

|σ[n](m
(1)
γ , z′)|

u(m
(1)
γ ; z′)

dz′+ (3.66)

+
Cβ
2

∫ z

z
(γ)
0

1

u(m
(1)
γ ; z′)

∫ m

0

|σ[n](m(1)
γ −m′, z′)σ[n](m′, z′)|dm′dz′+

+Cβ

∫ z

z
(γ)
0

1

u(m
(1)
γ ; z′)

∫ mΣ

0

|σ[n](m(1)
γ , z′)σ[n](m′, z′)|dm′dz′+
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+Cβ

∫ z

z
(γ)
0

1

u(γ; z′)

∫ ∞
mΣ

|σ[n](m(1)
γ , z′)σ[n](m′, z′)|dm′dz′,

comme σ(m, z) = σ2 pour (m, z) ∈ Ω2, alors

|σ[n+1](γ; z)| ≤ ‖σ0‖L∞ + Ch

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖L∞
u(γ; z′)

dz′+ (3.67)

+
Cβ
2

(m+
Σ−ma)

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞

u(γ; z′)
dz′+Cβ(m+

Σ−ma)

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞

u(γ; z′)
dz′+

+Cβ(mB −m−Σ)‖σ2‖L∞(Ω2)

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖L∞
u(γ; z′)

dz′,

d’où

|σ[n+1](γ; z)| ≤ ‖σ0‖L∞+ (3.68)

+(Ch + Cβ‖σ2‖L∞(Ω2)(mB −m−Σ))

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖L∞
u(γ; z′)

dz′+

+
3Cβ

2
(m+

Σ −ma)

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞

u(γ; z′)
dz′.

Donc, en vertu de (3.57), (3.58) et (3.60) on a

|σ[n+1](γ; z)| ≤ ‖σ0‖L∞+ (3.69)

+
c1

2

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖L∞dz′ +
1

4
sup

z
(γ)
0 ≤z′≤z

‖σ[n](·, z′)‖L∞+

+
c2

2

∫ z

z
(γ)
0

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞dz

′ +
1

4
sup

z
(γ)
0 ≤z′≤z

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞ ,

où c1 et c2 sont les constantes définies dans (3.60). Comme (3.68) est va-

lable pour tout γ(1) ∈ Γ(1), en définissant de manière naturelle la fonction

σ[n+1](m, z) sur Ω1 et les normes ‖σ[n+1](·, z)‖L∞(ma,mΣ(z)) (pour mΣ(z) voir

(3.19)), on déduit de (3.69) que

‖σ[n+1](·, z)‖L∞ ≤ ‖σ0‖L∞+ (3.70)
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+
c1

2

∫ z

0

‖σ[n](·, z′)‖L∞dz′ +
1

4
sup

z
(γ)
0 ≤z′≤z

‖σ[n](·, z′)‖L∞+

+
c2

2

∫ z

0

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞dz

′ +
1

4
sup

z
(γ)
0 ≤z′≤z

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞ .

On considère la fonction

X(z) =
2‖σ0‖L∞ec1z

1− 2 c2
c1
‖σ0‖L∞(ec1z − 1)

, 0 ≤ z ≤ 1. (3.71)

On constate que X(z) vérifie les relations

d

dz
X(z) = c1X(z) + c2X

2
(z), X(0) = 2‖σ0‖L∞

et donc

X(z) = 2‖σ0‖L∞ + c1

∫ z

0

X(z′)dz′ + c2

∫ z

0

(X(z′))2dz′. (3.72)

D’après (3.59) et (3.71) on a également

X(1) ≤ 1.

On va montrer que, quelque soit n ∈ N, la fonction σ[n] vérifie l’inégalité

‖σ[n](·, z)‖L∞ ≤ X(z). (3.73)

En effet, pour n = 0, l’inégalité (3.73) résulte immédiatement de la définition

(3.61). Supposons maintenant que σ[n] vérifie (3.73). En substituant (3.73)

dans (3.70), on a

‖σ[n+1](·, z)‖L∞ ≤ ‖σ0‖L∞+
c1

2

∫ z

0

X(z′)dz′+
c2

2

∫ z

0

X
2
(z′)dz′+

1

4
X(z)+

1

4
X

2
(z),

compte tenu de la relation X(z) ≤ X(1) ≤ 1, on a

‖σ[n+1](·, z)‖L∞ ≤ ‖σ0‖L∞ +
c1

2

∫ z

0

X(z′)dz′ +
c2

2

∫ z

0

X
2
(z′)dz′ +

1

2
X(z).
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Cette inégalité et l’égalité (3.72) entraînent

‖σ[n+1](·, z)‖L∞ ≤ X(z) pour z ∈ [0, 1],

ce qui démontre (3.73) et donc (3.64). Le lemme est démontré.

Continuation de la démonstration de la proposition 3.1.

En faisant la différence entre la n+m-ième approximation σ[n+m] et la n-ième

approximation σ[n], des définitions (3.62) et (3.63) on obtient

σ[n+m](γ; z)− σ[n](γ; z) =

∫ z

z
(γ)
0

1

u(γ; z′)
D(z′)dz′, (3.74)

où

D(z) = −(σ[n+m−1] − σ[n−1])(m(1)
γ (z)∂mhgl(γ; z) + ∂zu(γ; z))+

+
m

(1)
γ (z)

2

(
K[m(1)

γ (z), z;σ[n+m−1], σ[n+m−1]]−K[m(1)
γ (z), z;σ[n−1], σ[n−1]]

)
+

−m(1)
γ (z)

(
σ[n+m−1](γ; z)L[m(1)

γ (z), z;σ[n+m−1]]−σ[n−1](γ; z)L[m(1)
γ (z), z;σ[n−1]]

)
.

D’après les définitions (3.43), (3.44) et l’inégalité (3.64) ainsi que l’hypothèse

sur σ2, il existe deux constantes C0 et C1 telles que

|D(z)| ≤ C0, (3.75)

|D(z)| ≤ C1‖σ[n+m−1](·, z)− σ[n−1](·, z)‖L∞ . (3.76)

Soit ε un nombre réel strictement positif. D’après le lemme 3.3 il existe

un δ(ε) > 0 tel que∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−δ(ε)

1

u(γ; z′)
dz′ =

ε

2eC0

∀γ(1) ∈ Γ(1). (3.77)

On pose

L1(ε) = sup
γ(1)∈Γ(1)

{ 1

u(γ; z)
| (m, z) ∈ γ(1), z ≤ zΣ(γ)− δ(ε) }. (3.78)
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Des relations (3.74)-(3.78) on déduit que

|σ[n+m](γ; z)−σ[n](γ; z)| ≤ L1(ε)C1

∫ z

0

‖σ[n+m−1](·, z′)−σ[n−1](·, z′)‖L∞dz′+
ε

2e
,

d’où

‖σ[n+m](·, z)− σ[n](·, z)‖L∞([ma,mΣ(z)]) ≤

≤ L1(ε)C1

∫ z

0

‖σ[n+m−1](·, z′)− σ[n−1](·, z′)‖L∞dz′ +
ε

2e
.

En répétant une procédure analogue, on arrive à l’inégalité

‖σ[n+m](·, z)− σ[n](·, z)‖L∞ ≤ (L1(ε)C1)n
zn

n!
‖σ[m] − σ[0]‖L∞(Ω1) +

ε

2e

n−1∑
k=0

1

k!
.

(3.79)

Comme, en vertu du lemme 3.4, il existe un nε ∈ N tel que

(L1(ε)C1)n
zn

n!
‖σ[m] − σ[0]‖L∞(Ω1) ≤

ε

2
∀n ≥ nε,

on déduit de (3.79) que

‖σ[n+m](·, z)− σ[n](·, z)‖L∞(Ω1) ≤ ε ∀n ≥ nε, ∀m ≥ 1. (3.80)

C’est-à-dire, {σ[n]}n∈N est une suite de Cauchy dans la topologie de L∞(Ω1)

et donc, quand n tend vers l’infini, σ[n] converge vers une fonction σ = σ1

dans L∞(Ω1).

Il n’est pas difficile à démontrer que la limite σ = σ1 satisfait à l’équation

(3.1) dans laquelle on substitue σ2(m, z) à la place de σ(m, z) pour (m, z) ∈

Ω2 et à la condition (3.4) et que la solution est unique. �

3.5 Résolution de l’équation dans Ω2

Maintenant on se propose de résoudre l’équation (3.1) dans Ω2, en sup-

posant que dans Ω1 la fonction σ est égale à une fonction donnée σ1 (plus
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tard on substituera à σ1 la solution σ1 de l’équation (3.1) dans Ω1 avec σ2

donnée dans Ω2). On suppose que

σ1 ∈ C(Ω1), 0 ≤ inf
(m,z)∈Ω1

σ1(m, z) ≤ sup
(m,z)∈Ω1

σ1(m, z) <∞ (3.81)

et, à l’aide du corollaire du lemme 3.3 on choisit un δ2 > 0 tel que∫ z
(γ)
2

z
(γ)
2 −δ2

1

|u(m
(2)
γ (z′), z′)|

dz′ ≤ (3.82)

≤ 1

4 max(Ch +
3Cβ

2
‖σ1‖L∞(Ω1)(m

+
Σ −ma) +

Cβ
2
‖σ1‖L∞(Ω1)(mB −m−Σ),

3Cβ
2

(mB −m−Σ))

où m−Σ, m
+
Σ, Ch et Cβ sont les constantes introduites dans (3.55), (3.56) et

(3.20) respectivement. On pose en outre

M2 = sup
(m,z)∈Ω

(δ2)
2

1

|u(γ; z)|
, Ω

(δ2)
2 =

⋃
γ(2)∈Γ(2)

{(m, z) ∈ γ(2) | z ≤ zΣ(γ)− δ2 }.

(3.83)

T2 = sup
γ(2)∈Γ(2)

∫ 0

z
(γ)
2

1

u(γ, z′)
dz′; (3.84)

on voit aisément que, en vertu de (3.3),(3.11), et (3.16), on a T2 <∞.

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution σ = σ2 dans Ω2, on

suppose, de manière analogue à (3.59), que

max
(
‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞(Σ)

)
+
CβT2

2
‖σ1‖2

L∞(Ω1)(m
+
Σ −ma) ≤ (3.85)

≤ 1

2(ec3 + c4
c3

(ec3 − 1))
,

où σ1

∣∣
Σ
est la restriction de σ1 à Σ et

c3 = (2Ch+3Cβ‖σ1‖L∞(Ω1)(m
+
Σ−ma)+Cβ‖σ1‖L∞(Ω1)(mB−m−Σ))M2, (3.86)

c4 = 3Cβ(mB −m−Σ)M2.
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Proposition 3.2. On suppose que les conditions (3.81) et (3.85) sont

vérifiées. Alors il existe une fonction σ(m, z) = σ2(m, z) qui vérifie dans Ω2

l’équation (3.1) dans laquelle on substitue σ1(m, z) à la place de σ(m, z) pour

(m, z) ∈ Ω1 et la condition (3.4) sur S1 et la condition σ(m, z) = σ1(m, z)

pour (m, z) ∈ Σ ; cette solution σ est unique dans la classe L∞(Ω2).

Démonstration. Comme pour la proposition 3.1, on va utiliser la

forme (3.50) sur γ(2) de l’équation. Or, dans le cas où le point de départ

(m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) de γ(2) se trouve sur Σ, on pose la condition

σ(γ; z
(γ)
2 ) = σ1(m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) si (m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ Σ, (3.87)

tandis que, dans le cas où (m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ S1, on considère la condition

(3.51) déjà introduite précédemment.

Toujours comme dans la démonstration de la proposition 3.1, on construit

une approximation successive {σ[n]}n∈N. On choisit σ[0](γ; z) égale à la donnée

initiale (3.51) ou (3.87), c’est-à-dire

σ[0](γ; z) = σi(m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ), (3.88)

où

σi = σ1 si (m(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ Σ, σi = σ0 si (m(2)

γ (z
(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) ∈ S1,

et, si σ[n] est bien définie, on pose (avec la même notation σi(m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 )

utilisée dans (3.88))

σ[n+1](γ; z) = σi(m
(2)
γ (z

(γ)
2 ), z

(γ)
2 ) +R2(σ[n])(γ; z), (3.89)

où R2(·) est défini par

R2(σ)(γ; z) = −
∫ z

z
(γ)
2

σ(γ; z′)

u(γ; z′)
(m(2)

γ (z′)∂mhgl(γ; z′) + ∂zu(γ; z′))dz′+ (3.90)
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+

∫ z

z
(γ)
2

m
(2)
γ (z′)

u(γ; z′)

(1

2
K[m(2)

γ (z′), z′;σ, σ]− σ(γ; z′)L[m(2)
γ (z′), z′;σ]

)
dz′.

Lemme 3.5. Quelque soit n ∈ N, σ[n] est bien définie et on a

σ[n](m, z) = 0 si m > mB, (3.91)

‖σ[n](·, z)‖L∞(mΣ(z),mB) ≤
2A0,1e

c3(1−z)

1− 2 c4
c3
A0,1(ec3(1−z) − 1)

pour 0 ≤ z ≤ 1,

(3.92)

avec

A0,1 = max
(
‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞(Σ)

)
+
T2Cβ

2
‖σ1‖2

L∞(Ω1)(m
+
Σ −ma).

Démonstration du lemme. Des conditions (3.9), (2.9), de la défi-

nition demB (voir (3.53)) et de la définition de σ[n] on déduit immédiatement

que σ[n](m, z) = 0 pour m > mB.

De manière analogue à la déduction de (3.68), en écrivant ‖σ[n](·, z)‖L∞

au lieu de ‖σ[n](·, z)‖L∞(mΣ(z),mB), on déduit de (3.55), (3.56), (3.89) et (3.90),

que

|σ[n+1](γ; z)| ≤ max
(
‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞(Σ)

)
+ Ch

∫ z

z
(γ)
2

|σ[n](m
(2)
γ , z′)|

u(m
(2)
γ , z′)

dz′+

+
Cβ
2

∫ z

z
(γ)
2

1

u(m
(2)
γ , z′)

∫ mΣ(z)

0

|σ[n](m(2)
γ −m′, z′)σ[n](m′, z′)|dm′dz′+

+
Cβ
2

∫ z

z
(γ)
2

1

u(m
(2)
γ , z′)

∫ m

mΣ(z)

|σ[n](m(2)
γ −m′, z′)σ[n](m′, z′)|dm′dz′+

+Cβ

∫ z

z
(γ)
2

1

u(m
(2)
γ , z′)

∫ mΣ(z)

0

|σ[n](m(2)
γ , z′)σ[n](m′, z′)|dm′dz′+
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+Cβ

∫ z

z
(γ)
2

1

u(m
(2)
γ , z′)

∫ ∞
mΣ(z)

|σ[n](m(2)
γ , z′)σ[n](m′, z′)|dm′dz′,

alors

|σ[n+1](γ; z)| ≤ max
(
‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞(Σ)

)
+ (3.93)

+
Cβ
2
‖σ1‖2

L∞(Ω1)(m
+
Σ −ma)

∫ z

z
(γ)
2

1

u(γ; z′)
dz′+

+(Ch+
3Cβ

2
‖σ1‖L∞(Ω1)(m

+
Σ−ma)+

Cβ
2
‖σ1‖L∞(Ω1)(mB−m−Σ))

∫ z

z
(γ)
2

‖σ[n](·, z′)‖L∞
u(γ; z′)

dz′+

+
3Cβ

2
(mB −m−Σ)

∫ z

z
(γ)
2

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞

u(γ; z′)
dz′.

Or, en décomposant l’intégrale
∫ z
z

(γ)
2

en

∫ z

z
(γ)
2

=

∫ max(z
(γ)
2 −δ2, z)

z
(γ)
2

+

∫ z

max(z
(γ)
2 −δ2, z)

,

et en utilisant (3.82), (3.83) et (3.86), de manière analogue à l’obtention de

(3.70) on déduit de (3.93) que

‖σ[n+1](γ; z)‖L∞ ≤ A0,1+ (3.94)

+
c3

2

∫ 1

z

‖σ[n](·, z′)‖L∞dz′ +
1

4
sup
z≤z′≤1

‖σ[n](·, z′)‖L∞+

+
c4

2

∫ 1

z

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞dz

′ +
1

4
sup
z≤z′≤1

‖σ[n](·, z′)‖2
L∞ .

Ayant obtenu une inégalité similaire à (3.70), on peut procéder de la même

manière, en définissant

Y (z) =
2A0,1e

c3(1−z)

1− 2 c4
c3
A0,1(ec3(1−z) − 1)

pour 0 < z < 1,

et en démontrant

‖σ[n](·, z)‖L∞ ≤ Y (z),
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ce qui nous amène à l’énoncé du lemme.

Continuation de la démonstration de la proposition 3.2.

Une fois construite la suite de solutions approchées σ[n] vérifiant les relations

(3.91), (3.92), on peut procéder de manière tout analogue à la démonstration

de la proposition 3.1, en faisant la différence σ[n+m](γ; z)−σ[n](γ; z) (pour σ[n]

construites dans le lemme 3.5) comme dans (3.74) et en l’estimant comme

dans (3.75)-(3.80), de sorte que la démonstration de la proposition 3.2 sera

complétée. �

3.6 Estimations de σ1 sur Ω1 et de σ2 sur Ω2

Même si la démonstration des propositions 3.1 et 3.2 contient implicite-

ment (voir les lemmes 3.4 et 3.5) une majoration de la norme de σ1 dans

L∞(Ω1) et de celle de σ2 dans L∞(Ω2), pour nos ultérieurs raisonnements il

nous convient d’améliorer ces estimations. On commençe par la démonstra-

tion de la positivité de σ1.

Lemme 3.6. Soit σ = σ1 la solution de l’équation (3.1) dans Ω1, obtenue

dans la proposition 3.1 (sous les conditions de la proposition 3.1).

Alors on a

σ1(m, z) ≥ 0 ∀(m, z) ∈ Ω1. (3.95)

En outre, σ1 est continue dans Ω1.

Démonstration. On rappelle que σ = σ1 satisfait, sur chaque γ(1) ∈

Γ(1), à l’équation (3.48) et que, en vertu de la définition (3.43) de K, on a

m
(1)
γ (z)

u(γ; z)
K[m(1)

γ (z), z;σ, σ] ≥ 0.
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Donc la condition σ(γ; z
(γ)
0 ) ≥ 0 (voir (3.49), (3.4)) et l’expression du se-

cond membre de l’équation (3.48), considérée comme équation différentielle

ordinaire, impliquent que σ(γ; z) ≥ 0 là où σ(γ; z) est bien définie.

La continuité de σ1 résulte de la continuité de σ0 sur S0 ∪ Sa et du fait

que, sur chaque γ(1) ∈ Γ(1), σ1 est la solution de l’équation (3.48), dont les

coefficients sont continus. �

A l’aide du lemme 3.3 on choisit un ϑ1 > 0 tel que∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−ϑ1

1

u(m
(1)
γ (z′), z′)

dz′ ≤ 1

4 max(Ch, Cβ(m+
Σ −ma))

(3.96)

et on pose

µ1 = sup
(m,z)∈Ω

(ϑ1)
1

1

u(m, z)
, Ω

(ϑ1)
1 =

⋃
γ(1)∈Γ(1)

{(m, z) ∈ γ(1) | z ≤ zΣ(γ)− ϑ1 },

(3.97)

a1 = 2Chµ1, a2 = 2Cβ(m+
Σ −ma)µ1. (3.98)

On a le lemme suivant.

Lemme 3.7. Soit σ = σ1 la solution de l’équation (3.1) dans Ω1, obtenue

dans la proposition 3.1 (sous les conditions de la proposition 3.1). Alors on

a

σ1(m, z) ≤ A1 ∀(m, z) ∈ Ω1, (3.99)

où

A1 =
2ea1‖σ0‖L∞(S0∪Sa)

1− 2a2

a1
‖σ0‖L∞(S0∪Sa)(ea1 − 1)

. (3.100)

Démonstration. On considère de nouveau l’équation (3.48) vérifiée

par σ. En vertu de la condition (3.52) et du lemme 3.6 on a

σ(γ; z)L[m(1)
γ (z), z;σ] ≥ 0,
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ce qui nous permet de déduire de (3.48) que

|σ(γ; z)| ≤ ‖σ0‖L∞ + Ch

∫ z

z
(γ)
0

‖σ(·, z′)‖L∞
u(γ; z′)

dz′+ (3.101)

+Cβ(m+
Σ −ma)

∫ z

z
(γ)
0

‖σ(·, z′)‖2
L∞

u(γ; z′)
dz′,

où on a écrit ‖σ(·, z)‖L∞ et ‖σ0‖L∞ au lieu de ‖σ(·, z)‖L∞(ma,mΣ(z)) et ‖σ0‖L∞(S0∪Sa).

L’inégalité (3.101) étant établie, on peut procéder d’une manière analogue

à la démonstration du lemme 3.4 (en particulier, à partir de (3.68)), en y

remplaçant c1 et c2 par a1 et a2 définis dans (3.98) (vois aussi (3.96), (3.97)).

De la sorte on aura

‖σ(·, z)‖L∞ ≤
2‖σ0‖L∞(S0∪Sa)e

a1z

1− 2a2

a1
‖σ0‖L∞(S0∪Sa)(ea1z − 1)

pour 0 ≤ z ≤ 1,

d’où le lemme. �

Remarque 3.1. La valeur A1 donnée dans (3.100) ne dépend pas σ2.

En effet, a1 et a2 ne dépendent pas de σ2 (voir (3.96)-(3.98)).

Maintenant on considère l’équation (3.1) dans Ω2 avec σ = σ1 dans Ω1,

où σ1 est la solution de l’équation (3.1) dans Ω1 obtenue dans la proposition

3.1. Pour mieux caractériser la solution σ = σ2 de ce problème, en désignant

par γb la caractéristique qui passe par le point (mΣ(1), 1) (pour la notation

mΣ(z), voir (3.19)), on divise Ω2 en deux parties

Ω2,1 = { (m, z) ∈ Ω2 |mΣ(z) < m ≤ m
(2)
γb

(z) }, (3.102)

Ω2,2 = Ω2\Ω2,1 = { (m, z) ∈ Ω2 |m > m
(2)
γb

(z) }, (3.103)

où m(2)
γ (z) est la fonction définie dans (3.28).
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Lemme 3.8. Soit σ = σ2 la solution de l’équation (3.1) dans Ω2, obtenue

dans la proposition 3.2 (sous les conditions de la proposition 3.2) avec σ1 = σ1

dans Ω1, où σ1 est la solution de l’équation (3.1) dans Ω1 obtenue dans la

proposition 3.1. Alors on a

σ2(m, z) ≥ 0 ∀(m, z) ∈ Ω2. (3.104)

En outre, σ2 est continue dans Ω2,1 et continue dans Ω2,2.

Démonstration. On procède d’une manière analogue à la démons-

tration du lemme 3.6. On rappelle d’abord que σ = σ2 satisfait, sur chaque

γ(2) ∈ Γ(2), à l’équation (3.50) et que, en vertu de la définition de K, on a

m
(2)
γ (z)

|u(γ; z)|
K[m(2)

γ (z), z;σ, σ] ≥ 0.

Rappelons que les conditions initiales sur S1 sont données par (3.51) et elles

sont non-négatives par l’hypothèse (3.8), tandis que celles sur Σ sont don-

nées par (3.87) et elles sont non-négatives en vertu du lemme 3.6. Par suite

l’expression du second membre de l’équation (3.50) implique que σ(γ; z) ≥ 0

là où σ(γ; z) est bien définie.

La continuité de σ2 résulte de la continuité de σ0 sur S1, de celle de σ1

sur Σ et du fait que, sur chaque γ(2) ∈ Γ(2), σ2 est la solution de l’équation

(3.48), dont les coefficients sont continus. �

Analoguement au cas précédent, on choisit un ϑ2 > 0 tel que∫ zΣ(γ)

zΣ(γ)−ϑ2

1

|u(m
(2)
γ (z′), z′)|

dz′ ≤ (3.105)

≤ 1

4 max(Ch + CβA1(m+
Σ −ma), Cβ(mB −m−Σ))

,
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et on pose

µ2 = sup
(m,z)∈Ω

(ϑ2)
2

1

|u(m, z)|
, Ω

(ϑ2)
2 =

⋃
γ(2)∈Γ(2)

{(m, z) ∈ γ(2) | z ≤ zΣ(γ)− ϑ2 },

(3.106)

a3 = 2(Ch + CβA1(m+
Σ −ma))µ2, a4 = 2Cβ(mB −m−Σ)µ2. (3.107)

On a le lemme suivant.

Lemme 3.9. Soit σ = σ2 la solution de l’équation (3.1) dans Ω2, obtenue

dans la proposition 3.2 (sous les conditions de la proposition 3.2) avec σ1 = σ1

dans Ω1, où σ1 est la solution de l’équation (3.1) dans Ω1 obtenue dans la

proposition 3.1. Alors on a

σ2(m, z) ≤ A2 ∀(m, z) ∈ Ω2, (3.108)

où

A2 =
2ea3 max(‖σ0‖L∞(S1), A1)

1− 2a4

a3
max(‖σ0‖L∞(S1), A1)(ea3 − 1)

. (3.109)

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme 3.7, on

considère l’équation (3.50) vérifiée par σ sur γ(2). En vertu des lemmes 3.6

et 3.8 on a σ1 ≥ 0 et σ2 ≥ 0, et donc

σ(γ; z)L[m(2)
γ (z), z;σ] ≥ 0.

Compte tenu de cette relation, on déduit de (3.50) que

|σ(γ; z)| ≤ max
(
‖σ0‖L∞(S1), ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞(Σ)

)
+ Ch

∫ z

z
(γ)
2

|σ(m
(2)
γ , z′)|

u(m
(2)
γ , z′)

dz′+

+Cβ

∫ z

z
(γ)
2

1

u(m
(2)
γ , z′)

∫ mΣ

0

|σ(m(2)
γ , z′)σ(m′, z′)|dm′dz′+
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+Cβ

∫ z

z
(γ)
2

1

u(m
(2)
γ , z′)

∫ ∞
mΣ

|σ(m(2)
γ , z′)σ(m′, z′)|dm′dz′,

ce qui implique que

|σ(γ; z)| ≤ max(‖σ0‖L∞ , ‖σ1

∣∣
Σ
‖L∞)+ (3.110)

+(Ch+CβA1(m+
Σ−ma))

∫ z

z
(γ)
2

‖σ(·, z′)‖L∞
u(m

(2)
γ , z′)

dz′+Cβ(mB−m−Σ)

∫ z

z
(γ)
2

‖σ(·, z′)‖2
L∞

u(m
(2)
γ ; z′)

dz′.

L’inégalité (3.110) étant établie, on peut procéder d’une manière analogue

à la démonstration du lemme 3.5 (en particulier, à partir de (3.93)), en y

remplaçant c3 et c4 par a3 et a4 définis dans (3.107). De la sorte, en rappelant

la continuité de σ1 sur chaque γ(1) ∈ Γ(1), on aura

‖σ(·, z)‖L∞ ≤
2ea3(1−z) max(‖σ0‖L∞(S1), A1)

1− 2a4

a3
(ea3(1−z) − 1) max(‖σ0‖L∞(S1), A1)

pour 0 ≤ z ≤ 1.

A l’aide du lemme 3.7 on en déduit le lemme. �

3.7 Existence de la solution dans Ω

On va maintenant compléter la démonstration du théorème 3.1. On com-

mence par définir l’ensemble

B0 =
{
σ2 ∈ L∞(Ω2), 0 ≤ σ2(m, z) ≤ A2

}
(3.111)

où A2 est la constante définie dans (3.109).

Si σ2 ∈ B0, alors en vertu de la proposition 3.1 et des lemmes 3.6 et

3.7 il existe une unique fonction σ1(m, z) qui vérifie dans Ω1 l’équation (3.1)

dans laquelle on substitue σ2(m, z) à la place de σ(m, z) pour (m, z) ∈ Ω2,

la condition (3.4) (restreinte à S0 ∪ Sa) et l’inégalité

0 ≤ σ1(m, z) ≤ A1 ∀(m, z) ∈ Ω1,
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où A1 est la constante définie dans (3.100). Ceci nous permet de définir

l’opérateur

G1 : B0 → L∞(Ω1), (3.112)

qui, à σ2 ∈ B0, associe la solution σ1 ∈ L∞(Ω1) obtenue dans la proposition

3.1 et on a

G1(B0) ⊂ {σ1 ∈ L∞(Ω1) | 0 ≤ σ1(m, z) ≤ A1 ∀(m, z) ∈ Ω1 }. (3.113)

Maintenant, à l’aide de la proposition 3.2, on peut définir l’opérateur

G2 : G1(B0)→ L∞(Ω2), (3.114)

qui, à σ1 ∈ G1(B0), associe la fonction σ2 ∈ L∞(Ω2) qui vérifie dans Ω2

l’équation (3.1) dans laquelle on substitue σ1(m, z) à la place de σ(m, z) pour

(m, z) ∈ Ω1 et la condition (3.4) sur S1 et la condition σ(m, z) = σ1(m, z)

pour (m, z) ∈ Σ. En outre, en vertu des lemmes 3.8 et 3.9, on a

G2(G1(B0)) ⊂ B0. (3.115)

On pose

G = G2 ◦G1, (3.116)

B = conv(G(B0)), (3.117)

où la fermeture · est prise par rapport à la topologie induite par la norme

‖ϕ‖ = sup
(m,z)∈Ω2

|ϕ(m, z)|,

tandis que “conv(A)” désigne l’ensemble convexe le plus petit qui contient A.

Lemme 3.10. On a

G(B) ⊂ B, (3.118)
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et

B est convexe. (3.119)

Démonstration. L’affirmation (3.119) résulte immédiatement de la

définition (3.117), tandis que (3.118) se déduit de (3.115) et des définitions

(3.116)-(3.117). �

On va démontrer l’équicontinuité de G(B0) dans Ω2,2 et celle dans Ω2,1.

Lemme 3.11. Il existe une fonction continue ε̃(·) : R+ → R+ telle que

ε̃(r)→ 0 pour r → 0 (3.120)

et que, quelque soit σ2 ∈ G(B0) et quelque soit ((m1, z1), (m2, z2)) ∈ Ω2,2×Ω2,2

ou ∈ Ω2,1 × Ω2,1, on ait

|σ2(m1, z1)− σ2(m2, z2)| ≤ ε̃(|m1 −m2|+ |z2 − z1|). (3.121)

Démonstration. Comme la démonstration de (3.121) pour ((m1, z1), (m2, z2)) ∈

Ω2,1×Ω2,1 ne diffère pas beaucoup de celle pour ((m1, z1), (m2, z2)) ∈ Ω2,2×

Ω2,2, on examine de manière détaillée le cas de ((m1, z1), (m2, z2)) ∈ Ω2,2 ×

Ω2,2 et nous nous limiterons à des commentaires essentielles pour le cas de

((m1, z1), (m2, z2)) ∈ Ω2,1 × Ω2,1.

Considérons deux points (m1, z1) et (m2, z2) appartenant à Ω2,2 et suppo-

sons, sans restreindre la généralité, que z1 ≤ z2. Désignons par γ1 (resp. γ2)

la caractéristique qui passe par (m1, z1) (resp. (m2, z2)). On pose en outre

m
(z2)
1 = m(2)

γ1
(z2).
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En rappelant la définition des caractéristiques γ (voir (3.23)-(3.24)) et les

hypothèses sur u(m, z) et hgl(m, z), on voit aisément qu’il existe une fonction

d̃m telle que

|m(z2)
1 −m2| = |m(2)

γ1
(z2)−m2| ≤ d̃m(|m1 −m2|+ |z2 − z1|). (3.122)

En vertu de (3.122), pour démontrer l’existence d’une fonction ε̃(·) vérifiant

(3.120) et (3.121), il suffit de montrer l’existence d’une fonction continue ε̃z(·)

telle que

ε̃z(r)→ 0 pour r → 0, (3.123)

|σ2(γ; z1)− σ2(γ; z2)| ≤ ε̃r(|z2 − z1|) (3.124)

(ici σ2(γ; z) désigne la valeur de σ2(m, z) sur la courbe γ comme dans (3.50))

et l’existence d’une fonction continue ε̃m(·) telle que

ε̃m(r)→ 0 pour r → 0, (3.125)

|σ2(m1, z)− σ2(m2, z)| ≤ ε̃m(|m1 −m2|). (3.126)

Or, de l’équation (3.50) on déduit que

|σ2(γ; z1)− σ2(γ; z2)| =
∫ z2

z1

∣∣Φ(γ; z)

u(γ; z)

∣∣dz,
où Φ(γ; z) est le second membre de (3.50) multiplié par u(γ; z). Comme on le

voit aisément, les hypothèses sur hgl, u, β implique qu’il existe une constante

C1 telle que

|Φ(γ; z)| ≤ C1

pour tout γ ∈ Γ et pour tout z ∈ [0, 1]. Donc, d’après le corollaire du lemme

3.3, il existe une fonction continue ε̃z(·) : [0, 1] → R+ vérifiant (3.123) et

(3.124).
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Pour montrer l’existence de la fonction ε̃m(·), on considère un nombre ε

strictement positif. Si (m1, z), (m2, z) ∈ Ω2,2, (m1, z) ∈ γ1, (m2, z) ∈ γ2, alors

il résulte de l’équation (3.50) que

σ2(m1, z)− σ2(m2, z) = σ(γ1; z)− σ(γ2; z) = (3.127)

= σ2(m(2)
γ1
, 1)− σ2(m(2)

γ2
, 1) +

∫ z

1

(Φ(γ1; z′)

u(γ1; z′)
− Φ(γ2; z′)

u(γ2; z′)

)
dz′.

En vertu du corollaire du lemme 3.3 il existe un δ1,ε tel que∫ 1

max(z,1−δ1,ε)

∣∣∣Φ(γ1; z′)

u(γ1; z′)
− Φ(γ2; z′)

u(γ2; z′)

∣∣∣dz′ ≤ ε

3
. (3.128)

D’autre part, comme les hypothèses sur u(m, z) implique que

sup
(m,z)∈Ω2,2,z≤1−δ1,ε

1

|u(m, z)|
<∞,

les hypothèses de la régularité des coefficients qui figurent dans le second

membre de (3.50) impliquent que∫ max(z,1−δ1,ε)

z

∣∣∣Φ(γ1; z′)

u(γ1; z′)
− Φ(γ2; z′)

u(γ2; z′)

∣∣∣dz′ ≤ ϕ1,ε(dist(γ1, γ2)), (3.129)

où ϕ1,ε(·) est une fonction continue telle que ϕ1,ε(r)→ 0 pour r → 0, tandis

que

dist(γ1, γ2) = sup
z∈[0,1]

|m(2)
γ1

(z)−m(2)
γ2

(z)|. (3.130)

On rappelle en outre que, comme le système d’équations (3.23)-(3.24) peut

être résolu avec les conditions “initiales” (m(t0), z(t0)) = (m1, z) ou (m(t0), z(t0)) =

(m2, z) dans toutes les deux directions de t et les coefficients sont des fonc-

tions lipschitziennes, il existe une fonction continue δ̃m : R+ → R+ telle

que

dist(γ1, γ2) ≤ δ̃m(|m1 −m2|) (3.131)
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et que

δ̃m(r)→ 0 pour r → 0.

Enfin, en vertu de la régularité supposée pour σ0, il existe une fonction

continue ϕ0 telle que ϕ0(r)→ 0 pour r → 0 et que

|σ0(m1, 1)− σ0(m2, 1)| ≤ ϕ0(|m1 −m2|).

On a donc

|σ2(m(2)
γ1
, 1)− σ2(m(2)

γ2
, 1)| ≤ ϕ0(dist(γ1, γ2)). (3.132)

Des relations (3.127)-(3.132) on déduit qu’il existe un δε > 0 tel que, si

|m1 −m2| ≤ δε,

alors on ait

|σ2(m1, z)− σ2(m2, z)| ≤ ε,

ce qui implique l’existence d’une fonction continue ε̃m(·) vérifiant (3.125) et

(3.126). �

Corollaire.3.2. L’ensemble B est compact dans la topologie induite

par la norme ‖ϕ‖ = sup(m,z)∈Ω2
|ϕ(m, z)|.

Démonstration. D’après le lemme 3.11, G(B0) est équicontinu. Donc

l’est aussiB. D’autre part, en vertu des lemmes 3.8 et 3.9,B est uniformément

borné. Donc d’après le théorème d’Ascoli-Arzelà l’ensemble B est compact.

�

Maintenant on va démontrer que l’opérateur G est continu.
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Lemme 3.12. L’opérateur G est continu de B dans lui même dans la

topologie induite par la norme

‖ϕ‖ = sup
(m,z)∈Ω2

|ϕ(m, z)|.

Démonstration. On va montrer la continuité de G1 et celle de G2,

qui impliqueront la continuité de G.

On va d’abord montrer que G1 est continu. On remarque que, comme les

fonctions appartenant à B sont continues à morceaux et celles de G1(B) sont

continues, ici on peut utiliser la norme de L∞. En effet, si on pose

σ1 = G1(σ2), σ∗1 = G1(σ∗2), Ξ = σ1 − σ∗1, Π = σ2 − σ∗2, (3.133)

on déduit de (3.48) (voir aussi (3.43), (3.44)) que, en désignant Ξ(γ; z) =

σ1(γ; z)− σ∗1(γ; z), etc..., on a

|Ξ(γ; z)| ≤ Ch

∫ z

z
(γ)
0

|Ξ(γ; z′)|
u(γ; z′)

dz′+ (3.134)

+Cβ

∫ z

z
(γ)
0

1

u(γ; z′)

∫ mγ(z′)

0

(
|σ1(m′, z′)Ξ(m−m′, z′)|+|σ∗1(m−m′, z′)Ξ(m′, z′)|

)
dm′dz′+

+Cβ

∫ z

z
(γ)
0

σ1(γ; z′)

u(γ; z′)

[ ∫ mΣ(z′)

0

|Ξ(m′, z′)|dm′ +
∫ ∞
mΣ(z′)

|Π(m′, z′)|dm′
]
dz′+

+Cβ

∫ z

z
(γ)
0

|Ξ(γ; z′)|
u(γ; z′)

[ ∫ mΣ(z′)

0

σ∗1(m′, z′)dm′ +

∫ ∞
mΣ(z′)

σ∗2(m′, z′)dm′
]
dz′,

où Ch et Cβ sont les constantes définies dans (3.55)-(3.56).

Comme en vertu des lemmes 3.7-3.11 et de la définition de B les va-

leurs σ1(m, z), σ∗1(m, z), σ2(m, z), σ∗2(m, z) sont uniformément bornées et

σ2(m, z) = σ∗2(m, z) = 0 pour m ≥ mB, en vertu du corollaire du lemme 3.3
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il existe un certain δ > 0 tel que le second membre de (3.134) restreint à l’inté-

grale sur l’intervalle [min(z, z
(γ)
1 −δ), z] est majoré par 1

2
sup0≤z′≤z(‖Ξ(·, z′)‖L∞+

‖Π(·, z′)‖L∞) et donc, compte tenu que 1
u(m,z)

avec z ≤ z
(γ)
1 − δ est uniformé-

ment borné, on déduit de (3.134) que

|Ξ(γ; z)| ≤ 1

2
sup

0≤z′≤z
(‖Ξ(·, z′)‖L∞ + ‖Π(·, z′)‖L∞)+

+C

∫ min(z,z
(γ)
1 −δ)

z
(γ)
0

‖Ξ(·, z′)‖L∞dz′ + C ′
∫ min(z,z

(γ)
1 −δ)

z
(γ)
0

‖Π(·, z′)‖L∞dz′,

où C et C ′ sont deux constantes. Comme cette inégalité est valable pour tout

γ(1) ∈ Γ(1), on en déduit que

y(z) ≤ 1

2
y(z) + C

∫ z

0

y(z′)dz′ +
(1

2
+ C ′

)
‖Π‖L∞(Ω2),

où

y(z) = sup
0≤z′≤z

‖Ξ(·, z′)‖L∞ .

On en déduit qu’il existe une constante C ′′ telle que

‖Ξ‖L∞(Ω2) ≤ C ′′‖Π‖L∞(Ω2),

ce qui prouve la continuité de G1.

En ce qui concerne la continuité de G2, on verra qu’elle peut être démon-

trée d’une manière analogue à celle de G1. �

Démonstration du théorème 3.1. En vertu des lemmes 3.10-3.12 et

leur corollaire, B est convexe et compact, on a G(B) ⊂ B et l’opérateur

G est continu. Par conséquent d’après le théorème de Schauder il existe un

élément σ2 ∈ L∞(Ω2) tel que G(σ2) = σ2, c’est-à-dire σ2 = σ2, ce qui achève

la démonstration. �
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Remarque 3.2. La constante A0 mensionnée dans l’énoncé du théo-

rème 3.1 pourra être mieux déterminée. En effet la constante doit vérifier les

conditions (3.59) et (3.85), qui peuvent être réécrites par

A0 <
1

2(ec1(A0) + c2
c1(A0)

(ec1(A0) − 1))
= ψ1(A0), (3.135)

max(A0, A1(A0)) +
Cβ
2
T2A

2

1(A0)(m+
Σ −ma) ≤ (3.136)

≤ 1

2(ec3(A0) + c4
c3(A0)

(ec3(A0) − 1))
= ψ2(A0)

où

A1(A0) =
2ea1A0

1− 2a2

a1
A0(ea1 − 1)

,

c1(A0) = 2(Ch + CβA1(A0)(mB −m−Σ))M1

c3(A0) = (2Ch + 3CβA1(A0)(m+
Σ −ma) + CβA1(A0)(mB −m−Σ))M2.

Comme ψ1(0) > 0, ψ2(0) > 0, et que ψ1(·) et ψ2(·) sont continues, on peut

trouver A0 > 0 tel que les inégalités (3.135) et (3.136) soient vérifiées.
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Conclusion

Lors de ce travail sur le système d’équations qui modélise le mouvement

de l’air développé dans [12], [13] et [29], on a étudié l’équation de continuité

de l’eau liquide pour une fonction inconnue σ, avec la vitesse des goutte-

lettes et le tau de condensation sont des fonctions données. Cette considéra-

tion nous permettent d’étudier l’équation de la chute des gouttelettes dans

l’atmosphère dans des conditions caractéristiques. Premièrement dans le cas

d’équilibre, et dans un domaine de dimension deux, on a montré l’existence

et l’unicité de la solution stationnaire de l’équation, dans le cas de l’absence

du mouvement de l’air ce qui correspond à la chute verticale des gouttelettes,

et dans le cas de présence d’un vent horizontal constant, et les gouttelettes

se déplaçant toujours dans le sens du haut vers le bas. Deuxièment, on a

montré l’existence de la solution stationnaire de l’équation dans le cas de

la présence d’un vent vertical ascendant avec la croissance des gouttelettes

due à la condensation, où la vitesse des gouttelettes légères est dans la direc-

tion du bas vers le haut, tandis que celle des gouttelettes lourdes est dans le

sens du haut vers le bas, ce qui nous ont permis de comprendre l’aspect de

phénomène orage.
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