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Introduction

Suite a ’évaporation des eaux des océans et des eaux des mers et suc-
cessivement & la condensation de la vapeur dans l'atmosphére, se forment
des nuages; quand les gouttelettes qui forment les nuages deviennent suffi-
samment denses, se déclenche le phénomeéne de coagulation des gouttelettes
d’eau. A la suite de quoi, les gouttelettes suffisamment grandes tombent sous
forme de pluie. L’équation dite équation de Smoluchowski, proposée par Smo-
luchowski (voir [31]) et Miiller (voir [26]), décrit le processus de coagulation ;
cependant cette équation dans sa version communément considérée ne tient
pas compte de Ueffet de la chute des gouttelettes comme dans les travaux [9],
[10], [111, [24], [25].

D’autre part, nous pouvons citer les travaux qui ont marqué la recherche
concernant cette problématique, a savoir Galkin [14], [15], [16] et Dubovskii
5], [6], [7], [8]. En effet, ils ont pris en compte le processus de coagulation-
fragmentation des gouttelettes dans leur déplacement pour démontrer 1’exis-
tence et 'unicité de la solution de I’équation, en précisant les conditions sur
le taux de coagulation non borné. Nous rappelons que dans leurs travaux
ils se sont intéressés a I’évolution par rapport au temps et ils ont construit
la solution suivant le temps. Dans nos travaux nous proposons l’étude du

probléme stationnaire de I’équation de coagulation des gouttelettes en chute
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en certains déplacements, et la construction de la solution suivant la position
sur les trajectoires des gouttelettes.

Dans cette thése, on propose d’étudier le phénomeéne, qui correspond a
la chute des gouttelettes en présence d'un vent, c¢’est-a-dire on va considérer
des gouttelettes qui, se coagulant avec une certaine probabilité, tombent avec
une vitesse qui sera déterminée par la force gravitationnelle, la friction entre
ces gouttelettes et 'air ainsi que la vitesse de ce dernier. Les gouttelettes
considérées doivent étre distribuées selon la masse m de chacune d’elles,
tandis que la friction avec I’air ainsi que la probabilité de coagulation dépend
de la masse m.

Dans le premier chapitre on va rappeler le systéme d’équations développé
dans [12] et [29]. Ce systéme d’équations modélise le mouvement de air
contenant la vapeur d’eau et prend en considération toute les transitions de
phase de l'eau, y compris la présence des gouttelettes et des morceaux de
glace dans 'atmosphére (pour le détail voir [12] et [29]).

Dans le deuxiéme chapitre on va étudier I’équation de coagulation des
gouttelettes qui se déplagant dans 'air, dans le cas de I’absence du vent (vi-
tesse du vent nulle) et dans le cas de la présence d’un vent horizontal constant
(vitesse du vent non nulle). Du point de vue technique, on va considérer une
équation intégro-différentielle pour une fonction inconnue o = o(m, x, z) re-
présentant la densité (par rapport au volume de l'air) de I'eau liquide conte-
nue dans les gouttelettes de masse m ; dans le cas d’absence de transition de
phase de I’eau, on va montrer, dans un domaine de dimension deux, ’exis-
tence et 1'unicité de la solution stationnaire avec une condition au limite. La

démonstration s’appuie sur la transformation de 1’équation en une équation



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

différentielle ordinaire dans un espace de Banach, transformation réalisée par
un changement de variables, par lequel la fonction o, = o devient fonction
définie sur une famille de courbes, ce qui nous raméne & mettre au point
une variante du théoréme de Fubini, qui va servir & surmonter les difficultés
techniques rencontrées.

Dans le troisiéme chapitre on va étudier ’équation pour la distribution
des gouttelettes qui se déplagant par un vent vertical et par la force gravi-
tationnelle et subissent le processus de coagulation et celui d’accroissement
de poids dii & la condensation de la vapeur sur leur surface. Du point de vue
physique, ceci concerne processus essentiel dans une précipitation intensive
conséquente a la condensation de la vapeur accélérée causée par un vent ver-
tical croissant (voir par exemple [4]). Du point de vue mathématique notre
équation est une équation de transport avec les opérateurs intégraux pour une
fonction inconnue o, qui représente la densité de I’eau liquide (par rapport au
volume de ’air) contenue dans les gouttelettes de masse m. Le résultat princi-
pal de notre recherche est ’existence d’une solution stationnaire de I’équation
en considération sous certaines hypothéses appropriées ; partiellement on va
utiliser la technique développée dans 1’étude de 1’équation de coagulation
des gouttelettes en chute (voir [I], [5], [23]), ou la démonstration s’appuie
sur la transformation de I’équation en une équation différentielle ordinaire
en utilisant la technique des caractéristiques. Du point de vue technique,
il est crucial d’obtenir dans toutes les étapes une estimation convenable de
o(m;z). Or, ces estimations ne s’obtiennent pas facilement, en particulier,
dans le voisinage des points (m;z) ou la vitesse u(m; z) des gouttelettes de

masse m s’annule, et pour les obtenir, nous avons besoin d’une élaboration
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considérable des estimations, ce qui constitue le point technique principal de
notre travail.
Le contenu du chapitre deux est correspond au travail [23], tandis que 'étude

exposé dans le chapitre trois est développée dans [22].



Chapitre 1

Rappel du modéle mathématique
du mouvement de ’atmospheére
avec la transition de phase de
I’eau : gaz-liquide-solide

La base de la modélisation mathématique est, d’'un c6té, la mécanique
des fluides, et d’autre coté, la description microphysique, en particulier la
description des processus de la transition de phase de ’eau et de la formation
des gouttelettes et des morceaux de glace de HoO qui en résultent. Dans la
suite et avant de rappeler le systéme d’équations qui modélise le mouvement
de I'atmospheére avec la transition de phase de ’eau développé dans [12], [13]
et [29] (voir aussi [1, [17], [19], et |28]), il est utile de rappeler les processus
microphysiques et leurs possibles descriptions mathématiques. (On tient a
remercier le Professeur Hisao Fujita Yashima pour la traduction des parties

qui nous intéressent des livres [20] et [30]).
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1.1 Transition de phase de 'eau

On rappelle qu’aux températures de notre environnement 1’eau dans I’at-
mosphére peut se présenter en trois états : gazeux, liquide et solide. La tran-
sition de phase de H50, c’est-a-dire transformation d’un des trois états a un
autre, peut se produire méme dans ’atmosphére, comme on ’observe dans
la formation des nuages et les différentes formes de précipitations (pluie,
neige, etc...). La transition de phase de I'eau dans ’atmosphére concerne les
trois états et tous les six types de transitions, c’est-a-dire : condensation-
évaporation, solidification-fusion, sublimation et son inverse.

Rappelons (voir [17]) les aspects essentiels des transitions de phase de
I’eau : la condensation de la vapeur d’eau se réalise lorsque, a une tempéra-
ture supérieure a celle de la fusion de H,O, la pression de la vapeur dépasse
une valeur critique au-de-la de laquelle les molécules de H50O en état gazeux
tendent a s’établir en état liquide, cette valeur est appellée pression de la
vapeur saturée, et elle est notée P, (T); dans le cas contraire on aura le
phénoméne d’évaporation, ot les molécules de HyO quittent la surface du
liquide. De maniére analogue au cas de la condensation (resp. de ’évapora-
tion), aux températures inférieures a celle de la fusion il y aura la sublimation
inverse (resp. la sublimation), ou la pression de la vapeur saturée doit étre
considérée sur la surface de la glace; on la notera p, ) (7).

Il est également utile de rappeler (voir [17]) que les processus de transition
de phase de l'eau s’accompagne d'un dégagement ou d’une absorption de
I’énergie ; ce phénomeéne est connu sous le nom de "chaleur latente". Ainsi
on désigne par Ly, Ljs et Ly respectivement la chaleur latente relative a

la transition gaz-liquide, liquide-solide et gaz-solide ; ces valeurs vérifient la
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relation

Lys = Ly + Lys.

Pour les traitements mathématiques il nous est commode de définir, a I'aide
de 'expression générale de la pression, la densité de la vapeur saturée relative
a la suface de l'eau liquide 7,s;)(T) et celle relative a la surface de la glace
Tos(s)(T') par

_ lu’h]_)vs(l) (T)
R

. /”Lhz_?vs(s) (T)

_’US T )
Tus(t) (1) RoT

fvs(s) (T)

ou Ry et uy, sont respectivement la constante universelle des gaz et la masse

molaire de H,O (voir [12], [29]).

1.2 Formulation mathématique de la formation
des gouttelettes et des cristaux de H,O

En suivant la formulation donnée dans [29], on introduit la description
mathématique de la formation des gouttelettes et des cristaux de H,O. On
désigne par g;(m) = o;(m, z,t) (resp. o5(m) = os(m, z,t)) la densité de 'eau
liquide (resp. solide) contenue dans les gouttelettes (resp. les morceaux de

glace) de masse m dans l'air.

On rappelle d’abord que, selon les affirmations des météorologues, a cause
de la pression de la vapeur saturée élevée pour les gouttelettes trés petites due
a la grande courbure, les gouttelettes de diamétre inférieur a une valeur cri-
tique (a l'ordre de 0, 1) ne se forment pas, et que la réalisation des processus
de condensation et de la sublimation inverse est conditionnée par la présence

du "support" dans 'air, appelé aérosol, sur lequel les molécules de HyO en
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état gazeux peuvent se condenser ou se déposer. Ces circonstances ont amené
les auteurs de [29] & introduire une probabilité relative a la création d’une

nouvelle gouttelette de masse m

go(m)[N™ = N(o)]"[m — Ty (T)] ", (1.1)
et une probabilité concernant la disparition de cette derniére
gr(m)[m = Ty (T)] ™. (1.2)

Dans , N* représenterait le nombre total de gouttelettes qui peuvent
étre formées dans 1'unité de volume, tandis que N (o) serait le nombre dans
I'unité de volume des aérosols qui se trouvent déja dans des gouttelettes ou
dans des morceaux de cristaux ; dans [29] on propose la formule

N(o) = /Ooo Mder/Ooo mdm—kC’l /000 or(m)dm+Cj /000 os(m)dm.

m m

Quant aux morceaux de cristaux de H,O, il faut tenir compte du fait
particulier : méme aux températures inférieures a 0°C', se forment d’abord
des gouttelettes d’eau liquide et puis ces gouttelettes se solidifient (pour les
détails voir [29], [20]). Ainsi on a introduit une probabilité de disparition de

morceaux de cristaux de masse m

G2(m)[m = Tus(s) (1)) (1.3)

mais pas de probabilité d’apparition de morceaux de cristaux.
Suivant la notation de [29], désignons par S;(m) la surface d’une goutte-
lette de masse m et par Ss(m) la surface d'un morceau de cristal de H,O de

masse m. Comme, au moins jusqu’a un certain poids, les gouttelettes sont

10
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presque sphériques et que 1'on peut estimer que la distribution des aérosols
susceptibles & la formation d’une gouttelette est essentiellement contenue

dans un certain intervalle [m,, m 4], les auteurs de [29] ont supposé que

Si(m) € C([0; 00]), (1.4)

Si(m) =0 pour 0 <m < %, Si(m) = 3%(47r)

W=

m% pour m > Mmay.
(1.5)

Pour donner une formulation mathématique conforme, ils ont proposé de

considérer Ss(m) comme une surface statistiquement établie d’un morceau

de cristal de HyO avec les propriétés

Ss(m) € C([0; 00]), (1.6)

Ss(m) =0 pour 0 <m < %, Ss(m) = cymi pour m > fig, (1.7)

oil ¢, est une constante supérieure a 32/3(4r)!/3.

Conformément & ceci, pour les fonctions go(m), g1(m), ga(m) introduites

dans ((1.1))-(L.3)), ils supposent que
go(m) =0 pour m & [Mmg, mal,

gi(m) =0, g2(m) =0, pour m > my.

Pour la quantité hy (T, m;m) de H,O qui se condense sur les gouttelettes
de masse m (ou bien qui s’évapore) et la quantité h, (7', m;m) de HO qui se
dépose sur un morceau de glace de masse m (ou bien qui se sublime), dans
[29] on propose les formules

Sitm)

hgl = hgl(Tu Up m) = Kl m

(ﬂ- - ﬁvs(l) (T>>, (18)

11
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Ss(m)

m

hgs = hygs(T, m;m) = Ko (T — Tus(s) (1)), (1.9)

ou K, et Ky sont deux constantes positives, et T', m représentent respective-
ment la température et la densité de la vapeur d’eau. Ils introduisent égale-

ment le coefficient de solidification K5(T;m) et celui de la fusion Kq(7;m).

1.3 Processus de coagulation

Outre les processus de transition de phase de I'eau, les processus de coagu-
lation contribuent aussi & la variation des densités o;(m) et o5(m). En effet,
la rencontre de deux gouttelettes peut donner la naissance a une nouvelle
gouttelette, qui est I'union de deux gouttelettes. Analoguement la rencontre
de deux morceaux de glace ou d'une gouttelette et d’'un morceau de glace
peut elle aussi former un nouveau morceau de glace (les rencontres entre une
gouttelette et un morceau de glace se produisent normalement a une tempé-
rature inférieure a celle de fusion en présence de gouttelettes d’eau liquide en
état de sur-fusion). Pour formuler ces processus en termes mathématiques,
on introduit les probabilités (;, s et Z;, relativement & la formation d’une
nouvelle gouttelette par les rencontres de deux gouttelettes, a la formation
d’un nouveau morceau de glace par les recontres de deux morceaux de glace,
et celle d’'un morceau de glace par les recontres d’une gouttelette et d'un

morceau de glace.

1.4 Systéme d’équations

Les quantités physiques qu’on va considérer sont la densité de I'air sec g,

la densité de la vapeur d’eau 7, la densité de l'eau liquide o;(m) contenue

12
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dans les gouttelettes de masse m, la densité de I'eau solidifiée o4(m) contenue
dans les morceaux de glace de masse m, la vitesse v = (vy,vq,v3) de air,
la vitesse u;(m) = (u1(m), u2(m), u;3(m)) des gouttelettes de masse m, la
vitesse us(m) = (us1(m), us2(m), us3(m)) des morceaux de glace de masse
m, la température T' et la pression p. On rappelle que dans les conditions
usuelles de I'atmospheére, le comportement de 'air est similaire a celui du gaz

idéal, ce qui nous permet d’écrire ’équation de la pression dans la forme

T
p=Ro(=-+ T, (1.10)
Ha M
ol Ry, [, €t pup, sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse
molaire moyenne de l'air sec et la masse molaire de H>O. Pour la vitesse

w(m, z,t) des gouttelettes de masse m et la vitesse us(m, z,t) des morceaux

de glace de masse m, on adopte les approximations

w(m,x,t) =v(x,t) — LVCD, (1.11)
ay(m)
us(m,x,t) = v(x,t) — ﬁvq (1.12)

ot ay(m) (resp. as(m)) est le coefficient de friction d’une gouttelette (resp. un
morceau de glace) de masse m avec lair, tandis que ® est le potentiel (pour
les détails, voir [12], [29]). Il est bon de rappeler que le coefficient de friction
ay(m) (resp. as(m)) est une fonction décroissante de la masse m et que la
relation (1.11]) (resp. ) correspond, dans une bonne approximation, a
la vitesse réelle des gouttelettes (resp. des morceaux de glace) (voir [I], [27],
28], [29], [30]). Les équations (L.10)), et nous permettent de
réduire le nombre des inconnues dans le systéme d’équations a définir dans

la suite.

13
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Dans la suite nous citons les équations du modeéle développé dans [29].
L’équation de la quantité de mouvement de I'air dans ce systéme aura la

forme

(g+7r)(a;) (v-V)o) = nm+(g+g)v<v-v>—RV((%+%)T>+ (1.13)

] / (ou(m) + ou(m))dm + o + 7]V,

ou 7 et ¢ sont les coefficients de viscosité. Le terme [ (oy(m)+0s(m))dmV®

découle du principe de 'action-réaction correspondant aux effets de friction

décrits dans ((1.11)—(1.12)).

Pour la conservation de I’énergie dans ce systéme d’équations on aura

oT . aT 0 T
— i—) = KAT — — 4+ —)T'V- 1.14
(0+m)eul, +;”Jaxj) RAT = Ro(-+ )TV -0+ (L14)

61}1 av] ov;
+”Z oz " 7, Séwv v) o o +¢(V - 0)? + Erat

i,j=1
+LyHy(T,7,01) + LisHis(T, 01,05) + LysHys (T, 7, 05),

ol ¢, et Kk sont respectivement la chaleur spécifique et le coefficient de la ther-
moconductibilité de l'air , F, .4 est la source de la chaleur (principalement due
alaradiation), et le terme Ly Hy (T, w, 00)+LisHis(T, 01, 05)+Lys Hys (T, 7, 05)
représente la chaleur fournie a l'air par tous les processus de transition de
phase de l'eau, tandis que Hy (T, 7, 01), His(T,01,05), Hys(T, 7, 0,) désignent
respectivement la quantité totale de HoO qui se transforme de gaz en liquide,
de liquide en solide et de gaz en solide.

La loi de la conservation de la masse pour l'air sec (dont la densité est

notée p) est exprimée par ’équation de continuité classique (absence de tran-

14
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sition de phase)

do B

Pour la vapeur d’eau (dont la densité est notée ), compte tenu de la quantité
de H,O qui resulte de la transition de phase, le principe de la conservation

de la masse est exprimé par 1’équation

g_: +V- (W(t? [B)U(t, .1')) = _Hgl(T>7Tv Jl) - HQS(T’W’ OS)' <1'16>

En ce qui concerne la densité g; de I'eau liquide, rappelons que, si nous sui-
vons dans son déplacement et dans son processus de condensation ou d’éva-
poration une gouttelette qui a la masse mgy a l'instant ¢t = ¢, la fonction
masse m = m(mo;t) a l'instant ¢, jusqu'a I’éventuelle rencontre avec une

autre gouttelette, doit satisfaire I’équation (voir[29])

d
Em(mo;t) = m(mg; t)hg(T,7;m). (1.17)

En considérant la masse de gouttelettes m comme une variable "spatiale"
et (m,x) comme un point de espace R, x R3 (voir [29]), la relation ((1.17)
nous permet de traiter I’ensemble des gouttelettes comme ensemble de points

matériels qui se déplacant dans R, x R? avec la vitesse

Us(u, T, ;m) = (mhg(T, w5 m); uy(m), ug(m), us(m))?. (1.18)
Comme oy(m, x,t) est une densité non seulement par rapport a dx, mais
aussi par rapport & dm, de maniére analogue au cas de o et de 7, la loi de

conservation de la masse de I'eau o;(m, x,t) peut étre exprimée par

15)
§+V~(a,ul)+

3(mhglal)

om = [hgl — Kls]al -+ K31<T, m)as—i— (119)

15
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+90(m)[N* = N(o1,0)]* [ = Tosy(T)]* = gr(m)[m — T ()] 01+

Lo / " B, Yoy (m Yo (m—m )i~ (m) / " Byl m)oy(m! '+
2 Jo 0

—man(m) | " Zia(m, )y ()

Pour la densité o, de l'eau solidifiée, les raisonnements analogues a la

déduction de ((1.19) nous conduisent a I’équation

do,
ot

d(mhysos)
om

+ V- (o5us) + = [hgs(m) — Kg|os+ (1.20)
+Ks(T,m)o; + %/ Bs(m —m',m"o,(m'o,(m —m')dm’'+
0

~mar(m) [ " B! m)ar (! )dm! — may(m) / " i, Yoy +

+m /Om Zis(m —m',m")os(m —m") oy (m")dm' — go(m)[m — Tps(e)(T)] " 05(m).

16



Chapitre 2

Solution stationnaire de
I’équation de coagulation de
gouttelettes avec un vent
horizontal constant

La complexité du systéme d’équations introduit dans le chapitre précédent
correspondant aux phénoménes réels qui se produisent dans I’atmospheére et
la difficulté conséquente de I’étude nous suggérent 1'utilité de 1’étude de sys-
temes partiels d’équations correspondant a des phénomeénes partiels dans des
conditions caractéristiques. Dans le présent chapitre, comme un des cas ca-
ractéristiques intéressants, on propose d’étudier I’équation décrivant la chute
de gouttelettes en présence d’un vent horizontal constant, ce qui nous es-
perons contribuera a montrer que le modéle proposé jouit d’une cohérence
mathématique et physique et qu’il y a une bonne possibilité que dans des
recherches futures on puisse obtenir la preuve de sa majeure cohérence.

Plus précisément on va considérer 1’équation intégro-différentielle (|1.19))

pour une fonction inconnue oy(m,z,z) qui décrit le processus de coagula-

17
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tion de gouttelettes qui se déplagant avec 'air dans un domaine de deux
dimension, en supposant l’équilibre entre la condensation et 1’évaporation,
c’est-a-dire dans le cas ou il n’y a pas de transition de phase de l'eau. Si
nous supposons que le mouvement de l’air est un vent horizontal constant,
la position dans la direction horizontale et orthogonale a la direction du vent
ne nous intéresse pas particulierement. L’équation dans la forme précise va
étre formulée dans le paragraphe suivant (voir (2.4)). Nous allons démon-
trer I'existence et 'unicité de la solution stationnaire de I’équation avec une
condition aux limites dans le cas de 'absence du vent (vitesse du vent nulle)
et dans le cas de la présence du vent (vitesse du vent non nulle et constante).

Dans les chapitres 2 et 3 on notera o, u, a, et 8 au lieu de oy, u;, oy, et

B

2.1 Position du probléme

Désignons par o(m,x, z,t) la densité de 'eau liquide contenue dans les
gouttelettes de masse m au point (z,z) € Q(C R?) a l'instant ¢ € R, c’est-
a-dire, la masse de I'eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m
qui se trouvent dans I'unité de volume de l'air. Le nombre, au sens purement
statistique, des gouttelettes de masse m dans 1'unité de volume sera alors
donné par
o(m,x,z,t)

n(m,x, z,t) =
m

L’équation de Smoluchowski est souvent formulée par rapport au nombre
n = n(m,t) de gouttelettes de masse m, mais nous préférons utiliser la
densité ¢ comme dans le cas de la modélisation générale des phénomeénes

météorologiques (voir [1], [9], [27]).
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Nous considérons la densité o dans le domaine
Q=Rx]0,1[= {(z,2) e R*|0 < z < 1}. (2.1)

On suppose que le mouvement de I'air est un vent horizontal constant, ¢’est-

a-dire (si on le représente dans R?)
v= (7, 0), v : constante;
la vitesse des gouttelettes donnée dans ((1.11)) se réduite alors a

—umzi—i .
w=u(m) = (0, -7 (2:2)

ol g est une constante (g > 0) qui désigne l'accélération gravitationnelle,

tandis que a(m) est le coefficient de friction entre les gouttelettes et I'air.
Si on considére la variation de o(m,x, z,t) due au déplacement avec la

vitesse u(m) des gouttelettes et au processus de coagulation, et on prend

en considération I’état d’équilibre (absence de transition de phase de I'eau),
I’équation ((1.19) se réduite a
Owo(m,x,2,t) + Vg - (0(m,x, 2, t)u(m)) = (2.3)

— %/ B(m —m/,m"o(m' z, z,t)o(m —m' x, 2, t)dm'+
0

—m/ B(m,m"o(m,x, z,t)o(m’, z, z,t) dm/,
0

ot V(g = (0,,0.). Si dans I'équation (2.3 on néglige la dépendance de
(x,z) € Q, I'équation sera réduite a I’équation de Smoluchowski ot la densité

o(m,t) = mn(m,t) est une fonction seulement de m et de t.

En renvoyant I’étude de I’équation d’évolution (2.3)) a des recherches fu-

tures, dans ce chapitre nous considérons 1’équation stationnaire
Vi (o(m, 2, 2)u(m)) = (2.4)
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= % / B(m —m',m"o(m' x,2)o(m —m' z, z)dm'+
0

—m/ B(m,m"o(m,x, 2)o(m’, z,z)dm/,
0

avec la condition

o(m,z,1) =a(m,x). (2.5)

Comme les gouttelettes tombent de {z = 1} vers {z = 0} avec la vitesse
u = u(m) (voir (2.2))), la condition (2.5) est une condition “initiale” (ou

condition d’entrée) pour les gouttelettes qui partent de la position (z, 1).

Nous nous intéressons a la fonction de densité o(m,z,z) avec m entre

deux extrémités m, et My,
0<m, <m<my < oo.

Cette condition peut étre considérée conforme a la nature physique du pro-
bléme ; en effet, la courbure élevée des gouttelettes tres petites ne leur permet
pas de subsister dans atmosphére (voir [12], [26]), d’autre part les goutte-
lettes trés grandes se fragmentent & cause de la friction avec I'air environnant.

En ce qui concerne la fonction a(m), qui représente l'effet de la friction
entre les gouttelettes et 1'air, on suppose que a(m) est une fonction stricte-
ment positive et suffisamment réguliére (par exemple a(m) € C*(R,)).

Il est utile de rappeler que, dans I’état normale de I’atmosphére, a(m)
est une fonction décroissante et ses valeurs varient sensiblement selon les
valeurs de m (pour les données expérimentales, voir [28] ). Méme si U'effet de
la friction (par I'unité de masse) croit rapidement quand m s’approche de 0,

compte tenu de l'absence de gouttelettes trés petites (m < m,), on suppose
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que

sup a(m) < oco. (2.6)

meR 4

Pour la fonction [3(m;,ms) on suppose que
B() € CRy xRy),  Blmi,m2) 20V (my,me) €Ry xRy, (2.7)

B(mi, my) = B(ma, my), (2.8)

B(my,my) =0 pour my + ms > Tiy. (2.9)

Les conditions et sont des conditions naturelles de la fonction
de probabilité de rencontre de gouttelettes. D’autre part, la condition ({2.9))
est une approximation motivée par le fait que, comme on I’'a déja évoqué,
dans I'atmosphére les grandes gouttelettes subissent également le processus
de fragmentation, qui contrebalance la croissance de la population de goutte-
lettes de masse élevée due a la coagulation (cette approximation a été adoptée

méme dans [I], [9], [27] ).

2.2 Cas de 'absence du mouvement de ’air

Dans le cas ou v = 0, le probléme — se réduit a une famille de
problémes dans le domaine 0 < z < 1, paramétrisée par = € R. En effet,
si v =0, u(m) se réduite a
ulm) = (0.~ %),
ce qui nous permet d’envisager le probléme f séparément pour
chaque = € R. Donc, en posant a(m) = &(m,z) pour chaque x € R et
en écrivant o(m, z) au lieu de o(m, x, z), on obtient I’équation

7 )) = %/Omﬂ(m—m/,m')a(m’,z)a(m—m’,z) dm'+ (2.10)

—az(a(m, Z)Og(—m
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—m /000 B(m,m")o(m, z)a(m’, z)dm/,
o(m,1) =a(m). (2.11)

Comme «(m) ne dépend pas de z, I'équation ([2.10) peut étre écrite dans la

forme
d,0(m, z) = _mo;(gm) /Om B(m —m',m"o(m',2)o(m —m', z)dm'+ (2.12)
+moz;m) /000 B(m,m" )o(m, z)o(m', z) dm'.

Avant de nous occuper de la solution du probléme (2.10)—(2.11)), rappelons

une propriété importante de 'opérateur intégral figurant au second membre

e (ET0).

LEMME 2.1. Soit (-, ) la fonction vérifiant (2.7)—(2.9). Alors, quelque
soit o(-,z) € L'(Ry), on a

/OO o /m pm —m/,m)o(m', z)o(m —m', z) dm'dm+ (2.13)
o 2 Jo

— /OO m/ooﬁ(m,m’)a(m, z)o(m',z)dm/dm = 0.
0 0

DEMONSTRATION. On pose

=[5 [ ot otm — . 2)dm'dms
0 0

— /Oom/oo B(m, m")o(m, z)o(m’, z)dm'dm.
0 0

En faisant le changement de variables ¢ = m —m/, r = m’/ dans la premiére
intégrale, et en remarquant que le déterminant jacobien de ce changement

de variables est égale & 1, on voit que
1= [ [ s rete 2ot )drde+
o Jo
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_/OO /Oo mB(m, m')o(m, =)o (m’, =)dm'dm.
0 0

On a évidamment
/ / Tﬁ(q, r)a(q, 2)o(r, z)drdg =
0o Jo

_ /O N /O " L8(q.r)ol. )o(r. 2)drdg
+/OOO /OOO gﬁ(q,r)a(q,z)a(fr, z)drdq.

En substituant ¢ = m,et r =m/, on a
o0 o0 q B
/ / §B(q, rYo(q, z)o(r, z)drdq =
o Jo

o o m
— / / Eﬂ(m, m')o(m, z)o(m', z)dm'dm,
o Jo
et en substituant ¢ = m/, r = m et en tenant compte de la symétrie de la

fonction S et du théoréme de Fubini, on a
o0 o0 r
/ / —B(q,m)o(q, z)o(r, z)drdq =
o Jo 2

— /OO /00 @5(7’)7/, ’fn)(f(rnl7 Z)U(m, Z)dmdm, _
0 0 2

:/oo /OO ™ 8(m, m")o (m, =)o (m, 2)dm'dm.
0 0 2

Ce qui implique
o o0 m , ) )
I :/ / gﬁ(m,m)o(m,z)a(m,z)dm dm+
o Jo
o0 [e.e] m , , )
+/ / 55(77%77@ Yo (m, z)a(m/, z)dm'dm+
o Jo

- /OO /OO mB(m,m")o(m, z)o(m', z)dm'dm.
o Jo
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d’on

Le lemme est démontré.

Remarque 2.1. L’égalité (2.13) n’est autre que la loi de la conservation

de la masse pour 'eau liquide contenue dans les gouttelettes.

PROPOSITION 2.1. Soit 5(-) € L*(Ry) avec supp(d) C [Mg, M4l
Alors le probleme (2.10) — (2.11)) admet une unique solution o € C([0,1]; L}(R,))
(c’est-a-dire, Uapplication z — o(-, z) est une fonction continue de [0,1] a

valeurs dans L*(Ry) ).

DEMONSTRATION. Pour résoudre le probléme ([2.10)—(2.11)), on consi-
dére o(-,z) comme élément de L'(R,), de sorte que 1'équation (2.12]) peut
étre écrite dans la forme

do
5= F(o), (2.14)

ou

F(o) = F(o)(m) = —%(gm) /0 " B(m —m!,m)o(m', 2)o(m — m', 2)dm'+

ma(m)/ B(m,m")o(m, z)o(m’, z)dm’.
g 0
Posons
ma(m) ;o ma(m) :
C'B:max[ sup 5 B(m—m',;m'), sup ﬂ(m,m)]
0<m’/ <m<oco g m,m'€R 4
(2.15)

Alors, en rappelant expression de F(¢), on a pour oy, 0o € L'(R,),
[1F(or) = F(oo)ll 1@y = / |F'(01)(m) = F(o)(m)|dm < (2.16)
0
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< Cp /000 /Om o1 (m/)o1(m —m') — oa2(m/)oz(m — m')|dm’dm+
-%hAmmemmmnmﬁ—amMQ@ﬁwm%ng
< Cp /000 /Om o1 (m/) (o1 (m—m/)—o2(m—m))+(o1(m') =02 (M) ) o2 (m—m") |dm/ dm~+

+Cs [ [ l(ontmtertm) = aam) + (1m) = oa(m)raon' ' <
< Cs(llor* (lon = aal)[er + (o1 = oal) * ool 1) +
+Cs [ Uortmll = oals -+ o (m) = on(m) a2 )m <
< 2Cglo1 — ol (ol + llozllzr),
(pour la propriété de la convolution, voir [3]), ce qui montre que F(-) vé-
rifie localement la condition de Lipchitz dans la topologie de L'(R,); par
conséquent, 1’équation avec la condition initiale admet une so-

lution o(+, z) et une seule dans un intervalle 1 — 6 < z < 1 avec un 6 > 0

(suffisamment petit).

D’autre part, du lemme 2.1 et de I’équation (2.10)) on déduit que

A(dm@MmMm_A((,U \dm, (2.17)

a(m)

pourvu que o(-, z) existe. Or, la condition (2.9) et ’hypothése supp(a) C

(M4, M 4] impliquent que supp(o(-,2)) C [Mg, ma]. Donc, de la relation

O<01§L§02<oo Vm € [Mg, A
a(m)

avec deux constantes c¢j, ¢o (qui résulte de ’hypothése sur a(m)), on déduit
que |lo(-, 2)|[z1(r,) est uniformément bornée en z (pourvu que o(-, z) existe),
ce qui, joint & la condition de Lipschitz locale, nous donne la solution o (-, 2)

de 'équation (2.14]) dans tout U'intervalle [0, 1].

La proposition est démontrée.
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2.3 Préliminaires pour le cas général

Pour résoudre 1’équation avec la condition , on va transformer
I’équation (2.4)) en une équation différentielle ordinaire (comme dans la dé-
monstration de la proposition 2.1), pour cela, on introduit le changement de
variables (m, x, z) — (m, &, Z) défini par

ﬁz—m,
zZ =z

Définissons
o . «
g(m, & 2) =o(m,z,2) =o(m,§ + 1——=

Dans la suite, on note simplement m, et z au lieu de m, et Z et encore
o(m, &, z) au lieu de 6(m, &, Z). Dans les coordonnées (m, £, z) 'équation ([2.4])

se transforme en

0
aa(m,g, z) = (2.18)
= /)U(m/’n(m>m,7€a Z),Z)X
xa(m—m’,n(m,m—m',&,z),z)dm’—l— / B(m,m’)

a(m,¢&, z)o(m’,n(m,m',¢, ),

a(m) — a(m’)

(1—2).

Pour réformuler I'équation ([2.18]) en une équation différentielle ordinaire et

nim,m',&,2) =6+

établir des propriétés utiles de l'opérateur intégral du deuxiéme membre de

cette équation, on introduit pour chaque z € [0, 1] fixé, la famille des courbes

’yT:{(m,f)ERJFXR]f:T—Ea(;n)(l—Z)}, reR (2.19)
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On désigne en outre
Y= 0. (2.20)

On voit alors que les intégrales du second membre de ’équation pour-

ront étre exprimées comme des intégrales sur les courbes (¢ ; cependant

il nous faut préciser la mesure avec laquelle on effectué 'intégration.
Désignons par Pr. la projection de 7, sur R, ainsi pour les sous-ensembles

A’ de v,, on a

Pr, A'={m e Ry |3E tel que (m,§) € A’ }.

La régularité de la fonction £(m) = 7—0 %m)(l —z) nous permet de définir les

ensembles mesurables de 7, et la mesure ji, sur 7, par les relations suivantes :
i) A’ C 7, est mesurable si et seulement si Pgr, A" est mesurable selon Le-
besgue sur R,

i) py(A") =prr, (Pr,A’), ol pip g, (-) est la mesure de Lebesgue sur Ry,
Comme les courbes v,, 7 € R, sont paralléles (c’est-a-dire, définies par la
translation de vy par 7 dans la direction de &), on voit immédiatement que
la projection Pg, et la mesure p,(-) ne dépendent pas de 7 € R. La mesure
p(+) étant définie sur les courbes 7,, on va éclaircir les relations entre ji.(-)

et la mesure sur R, X R; pour ce faire, on pose
alm
dm@>=5+vi?la—z>

(ou7(m,&) € Ravec (m,§) € 7,), et on considére la famille 2 des ensembles

A ayant la forme

A={(m, §) e Ry xR|m € [my, my [, 7(m, &) €[m, 72 [} (2.21)
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avec 0 <m; <myp <00, —00 <7 <7y < 00.

On définit la fonction fi : A — R, par la relation
fi(A) = (my —mq)(r2 — 1), (2.22)

pour A € 2.
Remarque 2.2. Pour tout ensemble A C R, x R mesurable selon Lebesgue,

on a
f(A) = prr, xr(A).

En effet, si A € A, on constate facilement que
ﬂ(A) = (m2 - ml)(TQ - 7'1) = NL,R+XR(A)-

De la méme maniére que la construction de la mesure de Lebesgue sur R, xR
a partir de la famille des rectangles, on constate que le prolongement de ji sur
R4 x R défini une mesure qui coincide avec la mesure de Lebesgue pir g, «r

sur R, x R.

Pour les mesures /i, et fi ainsi définies et les mesures de Lebesgue jip g, , pirr

et purr, xr respectivement sur Ry, R et Ry x R, on a les lemmes suivants.

LEMME 2.2. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de Ry xR.

On pose
A, ={meR,| I R tel que (m,&) € v, N A},
A, ={7 e R|3 € R tel que (m,§) € v, N A}.
Alors on a
e ) = i(4) = [ (A0 = (2.23)
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(ici et dans la suite I’élément d’intégration par rapport a la mesure de Le-

besgue s’écrit directement dm, dr etc... sans utiliser les notations i g, (dm),
prr(dr), prr(dé) ete...).

DEMONSTRATION. On démontre d’abord 1’égalité

fa(A) = / wa(T)dr, (2.24)
R
ol w4(T) = py(Ar). ST A € A (2 étant la famille des ensembles A ayant la
forme ([2.21))), alors la formule ([2.24]) est évidente, car dans ce cas on a

— M'Y(AT) pour T € Um€R+Am7
palr) = { 0 pour 7 & Uper, Am.

On désigne par R(2A) 'ensemble de tous les ensembles A C Ry x R tels que

AN e N\{0}, A; e, i=1,..,N,

N
A=JA, AinA;=0 pour i#j.
=1

L’égalité ([2.24]) est également vérifiée pour des ensembles de R(2A).
Dans le cas général, la démonstration de 1'égalité (2.24)) est fondée sur le
lemme suivant, qui est la version pour la mesure i du lemme présenté a la

page 309 de [18].

LEMME 2.3. Pour tout ensemble fi—mesurable A, il existe un ensemble

B de la forme

B:ﬂ B,, BiD>DBy>..DB,D..,
n=1

o0
B, = U Bni, Bpi C Bna C ... C By C ...,
k=1
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ot les ensembles By appartiennent a R(), tel que A C B et

i(A) = i B). (2.25)

DEMONSTRATION. On le démontre de maniére analogue au lemme pré-
senté a la page 309 de [I8], plus précisement, en remplagant les rectangles

par des ensembles de type (2.21)) dans la démonstration du lemme. [

Suite de la démonstration du lemme 2.2. L’égalité (2.24) s’étend

facilement des ensembles B, € R(2() aux ensembles B, et B; en effet

5, (1) = M 05, (), ©Ba < ¢B. S -

(,03(7') = lim (an<T)7 ©B; Z © B, Z

n—-oo

Pour B, € £(A), on a

A(B) = / o, ()dr,

donc on a aussi
R
En vertu de la continuité de la mesure et du théoréme de Beppo Levi
(voir [1§]), on a

A(B,) = / o5, (7).

De la méme maniére, pour n qui tend vers 'infini, on obtient

i(B) = [ pnlriar

Ce qui montre que la formule (2.24)) est vraie pour un ensemble B qui vérifié

les propriétés indiquée dans le lemme 2.3.
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D’autre part si i(A) = 0, alors d’aprés le lemme 2.3 il existe un ensemble
B ayant les propriétés mentionnées dans I’énoncé du lemme 2.3, en particulier

en vertu de I'égalité (2.25))

ce qui implique
v5(T) = 11y(Br) = 0.

Comme A, C B, pour presque tous 7, ’ensemble A, est mésurable et

pa(T) = 1y (45) =0,

ce qui implique que
[ eatryir = 0= ta)
R
c’est-a-~dire, pour un ensemble A de mesure nulle la formule ([2.24]) est vraie.

Dans le cas général, on met A sous la forme A = B\C, avec B ayant la

propriété indiquée dans le lemme 2.3. En vertu de 'égalité (2.25)) on a
i(C) = 0.

Comme la formule (2.24]) est vraie pour les ensembles B et C, il est aisé
de voir qu’elle est vraie aussi pour l'ensemble A. La démonstration de la
deuxiéme partie du lemme est parfaitement analogue a la premiére.

Le lemme est démontré.

LEMME 2.4. Soit o(m,£) € LY(R, x R). Alors, pour tout 7 € R la

restriction de o(m,€) a v, appartient a L*(v-, p).

La démonstration du lemme 2.4 résulte immédiatement du lemme suivant.
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LEMME 2.5 (variante du théoréme de Fubini).Soit o(m, ¢) € L' (R xR).

Alors on a

[ otmgyimdc= [ om.ein-
R4 xR Ry xR

= [ (] otmem, dm))de [/ "~ om, glm. 7))dr ), (dm) =

oo

/0 o(m 5>d5)dm J / " olm. §)dm) de,
(1),

Pour démontrer le lemme 2.5, nous rappelons le théoréme suivant.

ot &(m,T) =

THEOREME 2.1. L’intégrale de Lebesque d’une fonction sommable, non

négative f(x) est égale a la mesure p = p, @ p, de l'ensemble A, définie par
A={(z,z) e M xR, 0 <z < f(x)},

ot M est un ensemble p,—mesurable quelconque et f(x) est une fonction
intégrable non négative.

Pour la démonstration voir [I§].

Démonstration du lemme 2.5. On pose
W= {(m,&,() e By x RxR| 0< (< o(mE))

En appliquant le théoréme 2.1 avec p, = prr, xr €t p; = fi, et en utilisant
le lemme 2.2,

i@ (W)= ppr, «r®p (W)=

_ / o (m, £)dmdé = o(m. €)dji,
Ry xR

R+ xR
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ou u! est la mesure de Lebesgue sur R (pour ¢ € R).
En outre d’aprés le théoréme de Fubini classique (dans un espace euclidien)

on a

/ o €ydmas =
:/OOO(/Za(m,g)dg)dm:/Z(/Oooo(m,f)dm) de

Pour établir les égalités

i) = [

—00

([ ot dm))r =

::L;</Wxﬂ"“ﬂ”%7”dﬁu%dm%

o0

il suffit de rappeler que d’apres le lemme 2.2 on a

fo= py @ pir

(ont p, est la mesure de Lebesgue sur R pour 7 € R), et que le raisonnement

du lemme 2.2 peut étre généralisé sans difficulté au produit de mesures

(1y @ ') @ pis.

Cela étant, on peut démontrer les égalités en appliquant le raisonnemant de
la démonstration du théoréme de Fubini (voir par exemple [I7]), auquel, une
fois bien définies les mesures, n’intervient pas la structure géométrique des
ensembles sur lesquels les mesures sont définies.

Le lemme est démontré. Par conséquent le lemme 2.4 est démontré.

Maintenant on est en mesure de transformer 1’équation (2.18) en une

équation différentielle ordinaire. Pour cela on pose

a(m)

T(m,f,Z):f—F@—(l—Z), ,y‘[ro,m] :’YTH[Oam] X R.
g
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Alors I'équation (2.18]) s’écrit dans la forme

0
9 =F 2.2
azo—(m?€7z) z(U(Z)), ( 6)
avec
FZ<U(m’ ’Z)) =
- _ngym) / oy Blm = sm)o(m’ ) (m =m0, 2) s (dm)+
Vr(m,€,2)
+mag(m) [ Bt o 2)atm . s ),
Vr(m,€,2)

ou 7’ et n” sont tels que
(m/7 77/) S Vr(m,€,2)s (TTL - m/v 7]//) € Vr(m,€,2)-
L’équation (2.26)) doit étre envisagée avec la condition ([2.11f), c’est-a-dire

o(1) =o(m,&,1) =a(m,¢). (2.27)

2.4 Existence et unicité de la solution avec les
données dans L!

Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution du probléme ([2.26))—
(2.27)), on a besoin de préciser les conditions sur a(m, ). On suppose que

() € LY(Ry x R) N L®°(R, x R), (2.28)

a(m,&) >0 p.p.dans Ry x R, (2.29)

supp (7) C [, ma] x R (0 <M, <My < 00), (2.30)
1

17|z gy xm) < 77 (2.31)

1<mA - ma)’
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ou
ma(m)

M, = sup B(m —m',m'). (2.32)

2Mq <M< A e </ <m—T1g 29

On a alors le résultat suivant.

Proposition 2.2. Sia(m,§) satisfait auz conditions (2.28)—(2.31)), alors
Uéquation (2.26) avec la condition (2.27) admet une solution o et une seule

dans la classe

o €C([0,1); L*( Ry x R)) N LR, x R x [0, 1]). (2.33)

Pour démontrer la proposition 2.2, commencons par la propriété de la

convolution sur les courbes ;.

LEMME 2.6. Soient f et g deuz fonctions appartenant a L' (7, p,). On

pose
(f * g)(m, &) = / F(m — ', €) gl €)1 (dm).

Alors on a f*g € L*(vr, py) et

||f *9||L1(7T,/M,) < ||f||L1(vT,/w)“9”L1(%,uw)'

Comme la mesure ji, ne dépend pas de 7, le lemme 2.6 est vérifié de la méme

maniére pour tout 7.

DEMONSTRATION. La mesure p., étant bien définie sur v, le lemme se
démontre de la méme maniére (avec des modifications purement formelles)
que dans le cas des fonctions sommables par rapport a la mesure de Lebesgue
(voir [3]). Soit

F(m,m',§) = f(m —m', &) g(m',§).
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Pour presque tout (m/,§) € v, on a

/ | F(m, m,€) | o (dm) = / | fm — ', €) gm',€) | sy (dm) =

1 gn,9) | [ 1 fm— ) | (am) =
1 900, |1 £ 111

et

| 1t o) |y = [ 1900, 1 £ sy o) =

:H f HLI(’Yan)H g HLI(%,M)< 0.

Appliquant le théoréme de Tonelli, on voit que F € L'(v, x 7;). Grace au

théoréme de Fubini, on obtient

/ | F(m,m',€) | py(dm) < oo pap (m,€) € 7,
Yr

c’est-a-dire

/ (f * 9)(m, ) (dm) <I| F 26| 9 12160

Yr
donc on aura

| f gl <l f el 9 12 -

Le lemme est démontré.

A la différence du cas v = 0 (proposition 2.1) ot on a considéré la solution
o(m; z) comme fonction de z a valeurs dans L'(R, ), pour la proposition 2.2

on a besoin de construire la solution o(-, -, z) comme fonction de z a valeurs

36



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

dans L'(R, x R)N L®(R, x R). On construit la solution o(m, &, z) a l'aide

de la méthode des approximations successives. Posons

o(m, €, z) = a(m,¢), (2.34)
et définissons o™, n =1,2,- -, par les relations
0
a—a["} = F, (o1, o"l(m, €,1) =7 (m, &), (2.35)
z

ol F.(-) est Popérateur défini dans (2.26]).
LEMME 2.7. Quelque soit n € N, ¢l est bien définie dans la classe
oM., 2) e LRy x R)NL®(R. xR), 0<z<1,
et on a

supp (o(-, -, 2)) C [a, 4] X R pour 0<z<1, (2.36)

17| oo (R xR)
My 4 My)(Ma — Ma)||T|| Loy xr) (1 — 2)

||O-[n](.’-7z)||Loo(R+XR) < 1 _(

Y

(2.37)
(M1+Mz)(ma—ma) |5l Loo (R, xr)—1 .
POUT T ) A ol oy~ ¢ = 1y Ol
ma(m) :
M, = sup B(m,m'). (2.38)

m,m’ER g

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que, si o™ (n > 1) est bien
définie par les relations et si supp (c" (-, 2)) C [Ma, Ma] x R pour
0 <z <1, alors oMl vérifie la condition . En effet, la condition
implique que la premiére intégrale de 'opérateur F, () (voir (2.26])) s’annule,

pour m > m4. D’autre part, si m < m,, alors sous le signe d’intégration
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o U(m —m’, -, 2) et o~ U(m/, -, 2) s’annulent, donc I'intégrale s’annule. En
outre par hypothése o~ s’annule pour m < M, et m > M4, ce qui implique
que méme la seconde intégrale de 'opérateur F,(-) s’annule pour m < m, et
m > My, on en déduit alors pour o,

Examinons maintenant 'opérateur F,(-) appliqué a o™~ U(-, -, 2). En sup-
posant que le support de o U(- - z) est contenu dans [f,,M4] X R et en

rappelant (2.32)) et (2.38), on a (avec la notation n’, ” comme dans (12.26)))
‘ma(m)
29

/ o Blm=m Yol 2)o N m—m ) ()| <

Tr(m.g,z2)

S Ml oy (7[07771}) sup O-[n_l] (m/7 77,7 Z) sup O[n_l] (m_m/a 77”7 Z)

-
(0,m]
m,

(M )EV (2 (m—m’ ")

7(m.g,2)
< MyTs = T 2) By
et

ma(m)

; / Bm, m Yo"Vl of, 2)o " (m, €, 2o (dim')| <
’VT(m,f,z)

<Mops(v,)  sup o Uml n,z)  sup o"N(m, & 2) <
(mlvnl)e'YT(m,g,z) (m7£)€77(m,§,2>

< MQ(mA - ma)HO-[n_l]('? R 2) ||%°°(’77(m,§,z)7#w)'

ot M7 et M, sont les constantes définies dans ([2.32)) et (2.38]) respectivements.

On en déduit que, pour o™ définie par

1
U[n}(m7 ga 2) = 5(m7 g) - / le(o_[n—l](" ) Z/))dzla

on a

oG, )y xmy < 1T o ey + (2.39)

1
(M, + M) (04 — 1) / 102 2o s ey 2
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En outre, en utilisant le lemme 2.6 et en tenant compte de la condition ([2.9)),

on a

‘ ma(m)
29 )

ﬂ(m—m', m/)o.[n—l] (m/’ ?7/’ Z)O.[n—l] (m_m/’ 77”7 z)uv(dm’)‘ +

L (vr54)

<
LY (vr,py)

[n 1](’ ,Z)

+" ma(m)

/ B(m, m! Yo" 1f, 2)0™ (1, p, =)y ()
'YT

<

< MIH(J[n_l]*U[n—l])(.7 " 2) | =
L ’YT::“"/

+M2H0'[n_1}('7 . Z)

LY (7 ,py) L (yr 1)

< Ollo™" (-, 2)|

2
| FATSER
ou C' est une constante indépendante de z (et 7, i’ et n” sont tels que (m,n),

(m/,n), (m —m’,n") € v, comme dans (2.26))). Comme on a en outre

1o 2] Nty < 4 =)0 2)] i) <
< (i —10) || 0" 2) || Lo, <) (pour presque tout 7 € R), (2.40)

a ’aide du lemme 2.5 on en déduit que

IIFZ(J["‘”(-, '72))”L1<R+xR> = [1E(@" 00, )l my = IE (@706 )@y <

/ 725 g Bt )=t 230l g )|

L ('YT nu’Y)

dr <
L (yropy)

Hma / Bm,m" om0, )0 (m, €, 2) py (dm)

< C/ ||0_n 1] 2 } ||L1 (roin) ||O-[” 1]<.7"Z){%—HLl(%'“u'V)dT'
En utilisant l'inégalité (2 , on obtient

1E (o1 )o@y sy < Ca = )07 -, 2) |z, ) X
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X / ||0'[n_1}<'7'72)‘,YT||L1(%-7M'Y)dT’
R

< Ol 2 ooy xm 10T 2) 2t @
ce qui implique que

IF (@00 )y xmy < Clot (s 2) lpe@exmllo™ 0 2) ey xry.s
(2.41)
avec une constante C’ indépendante de z.
Définissons une suite de fonctions y,(z2), 0 < z < 1, n € N, par les

relations récursives
0o(#) = [Flli=eoxmy  powr 0< 2 <1, (2.42)
1
yn(z) = H5|’L°°(R+><R) + (Ml + M2)(mA - ma)/ yn—l('z/)dela (2'43)
pour 0<2<1, n=1,2,---

On va démontrer par I'induction mathématique que, quelque soit n € N, la

fonction o™ est bien définie et vérifie, outre la condition ([2.36)), les relations

Ha[n](" 5 2) || ey xm) < Yn(2), (2.44)
sup Ha[n}('v '>Z)HL1(]R+><R) < o0. (2.45)
0<z<1

En effet, pour n = 0, les relations (2.36)), (2.44) et (2.45) résultent immédia-

tement de la définition (2.34)), (2.35)) et des hypothéses (2.28)) et (12.30)).
Supposons maintenant que o™~ vérifie les relations ([2.36), (2.44) et

(2.45) (dans lesquelles on substitue naturellement n — 1 & la place de n). On

remarque que, dans ces hypothéses, o vérifie la condition (2.36]). D’autre

=1] @est-a-dire

part, de ’hypotheése sur o
||g[n_1]('7 ) Z)|’L°°(R+><R) S yn—l(z)a
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on obtient

1 1
/ [P, 2 B, 2 < / v ()d,

de I'inégalité (2.39)) et de la définition de y,, on constate que

o 2o xmy < 9a(2),

d’ou ol veérifie (2.44).
Enfin, de la définition (2.35) et d’aprés le théoréme de Fubini, on a

aZHO-[n](? "Z)HLl(RJrXR) = ||F(J[n_1}('7 "Z))HLl(RJrXR)y

utilisant I'inégalité (2.41)), on obtient

1
/ aZ’HO'[n](, . 2/)||L1(R+xR)dZ, S

1
<c / 1o, ) el 2 o ey

ce qui implique que

sup [lo™ (- 2) | @exr) S 1811y + € sup [l 1(, - 2) |y <) X
0<z<1 0<z<1

X sup ||U[n71]('7 g Z)|’L1(R+><R)a
0<2<£1

ou

sup ||U[n](‘a'7z)||L1(R+xR) < ||5||L1(R+><R)+Cl sup ||U[n_1]('7',Z)||L1(R+xn{) SUp Yn—1(2).
0<2<1 0<2<1 0<2<1

En utilisant les hypothéses sur ¢»~!, on aura

sup ||U[n]('7'uz)“L1(R+><IR) <(C < oo,
0<2<1

41



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

ce qui implique que o™ vérifie également (2.45). On remarque que la suite
{Yn(2) }nen, 0 < z < 1, est une suite croissante et est 'approximation suc-

cessive de la solution Y'(z) du probléme de Cauchy (pour z < 1)
Y'(2) = =(My 4 My)(Mia —Ma)Y (2)%, Y (1) = [T 2o xr)-

Ce qui implique que

en plus

/z %(Yéz))b:z,dz/ — (Ml + Mg)(mA —ma)(l _ Z),

d’ou la fonction Y'(z) a la forme explicite

_ 1| Lo (R, xR)
1 — (M + Ma)(ma — M) |7 ooy xr) (1 — 2)

Y(z)

(My+M2) (M a—ma)||o|| Loo v, xR)—
(M1+M2)(ma—ma)l|ol| Loo (r xR)

permet de démontrer que (2.44) implique l'inégalité (2.37). Le lemme est

démontré.

1
Y (z) est bien définie pour < z <1, ce qui nous

Maintenant on va démontrer la proposition 2.2.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.2. On va démontrer avant
tout l'existence et l'unicité de la solution dans un intervalle [1 — §, 1] (avec
d > 0 et suffisament petit). Considérons deux fonctions o; et oy appartenant

a L' (R, x R) et la différence F, (o) — F.(03). D’aprés le lemme 2.5 on a

1Fa(01) = Fo(02) o1 sy = / Fu(01) — Fu(ow)|dmde = (2.46)

Ry xR
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- / </% |F(o1) — F(02)|uy(dm)>d7 _

= // ‘moé(m) / ﬂ(m . m’, m/) [al(m _ m/’ n//’ z)al(m', 77/’ Z)‘l‘
g
R - L0l

ma(m)
g

—os(m —m', 0", z)oa(m ', 2)| o (dm) — X

x/ﬁ(m,m') [01(m, &, 2)o1(m!, 1, z)—0a(m, &, 2)oa(m, 1, 2)] iy (dm) | 1 (dm)dT,

Vr

alors, on a

|1F(01) = Fx(02)[ 1 (=, x®) //‘Ml / (o1(m—m/, 0", 2)—oa(m—m', 0", 2)) X

R -
xoy(m',n', z) + (al(m',n', 2) — ao(m/, 1, z))ag(m —m/,n", z)},uv(dm')%—

+M2/ loa(m/, 1, 2) (01(m, €, 2) — 02(m, €, 2)) + o1(m, &, 2) %

Yr

(01(m 0, z) —oa(m' 1, Z))},uy(dm/) py(dm)dr <

= Ml// |01 _02‘ *‘71) m,§, 2) (‘01 —02‘ *02)(m,§,2)uﬂ,(dm)d7+

R ~r
—|—M2 // ‘almf, —agmfz‘/@mnzuﬂ,(dm)
R vr
+amnuazy/hnwwmﬁz>—axnuncahhamvﬁuxdmyh}
’\/T

Ml/HUl—UQHLl(%)(HUlHLl(%)+”02HL1(%))dT+

A@/Mm—amnmxwmuwrwwmym»m
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d’ou
| F.(01) = F.(02) || prm, xry < (M1 + Ms) / o1 = oallLry, < (2:47)
R

X (”01 21 (3 1) ||J2||L1(777N7))d7

avec My et My sont les deux constantes définies dans (2.32)) et (2.38).
Encore une fois a I'aide du lemme 2.5, on déduit de (2.47) que

[F2(01) = Fr(o2) | xr) < (2.48)

< (M + M) supess (01135, + lolliry) 07 = 02120 )
TE

Maintenant on substitue o = o™ et oy = ¢! dans (2.48)), on obtient
| (o) — Fz(o'[n_l])HLl(RerR) < (M + M) ||o™ — O'[n_l]||L1(R+><R)X

8 Sgg eSS[HU[n”lLl(%,M) + ||‘7[n_1]HL1(%M)}7

de (2.40)), on en déduit

1FL (o) = FL(o" )1, xmy < (My + M) (4 — ) %

x[lot — o e Sub e ([0 | oo iy iy + 0" || Lo ey xm)) -
TE

Alors en vertu de ([2.37))

1E- (o) = Eo(a" Dl mixry < Ao(2) 0™ = 0"Vl wmy, (2:49)

avec Ay(2) = 2(My + Ma)(ma — ma)||5||L°°(R+xR)
’ 1= (My + M) (Ma — Ma) |5 ooy xry (1 = 2)

(My+M2)(ma—ma)||o||Loo v, xr)—1

— <1.
O i) Aoy~ 2 = 1

pour

C’est-a-dire, parmi les fonctions o™, n € N, l'opérateur F,(-) satisfait a
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la condition de Lipschitz dans l'espace L'(R, X R) avec le coefficient de
Lipschitz A,(2) et 1 —d < z < 1 (avec 0 > 0 suffisament petit).
Nous allons montrer dans le suite que ¢l converge, quand n tend vers

I'infini, vers la solution o dans U'intervalle [1 — 4, 1]. De la définition (2.35)) de

o on a
1
lo? 1 — o™ 1wy < / 1F (™) = F(o" )| 1y wmyd?'.

En vertu de (2.49), pour z € [1 — ¢, 1]

[n+1] (

||0 '7'72)_U[n]('u'az)HLl(RJ,_XR) <

1

= / AU(Z,)HUM(W ) Z/) - U[n_l]('7 ) ZI)HLI(R+XR)dZ, B
. 1

< AU/ Ha[n](, '7 Zl) - U[nil}('a ) Z/)HLl(R+><]R)dZ/7

avec A, = sup A, (z). Alors, pour tout m € N, avec m > n on déduit que
1-6<2<1

ot 2) — o 2) | o r) < (2.50)

1
< KO‘ / HO-[ernil]('a Y Zl) - 0[n71]('7 ) Z/) HLl(]R+ XR)dZ/'
z
En répétant une procédure analogue, on arrive a l'inégalité

[n+m] (

HU '7'72) _U[n]('7'7Z>HL1(R+><R) <

— 1—2)"
< &2 G (I 2) = 0 ) ).
n! 1-6<2<1

Comme en vertu de (2.45)), il existe un n. € N tel que

— 1—2)"
<%VL77L1%&wau»@—awwﬁmummmSa Vn > n.
. —_Z_
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on déduit que

||O_[n+m](" " Z) - 0[n]<_’ " Z)||L1(R+><R) <e

c’est-a-dire {0}, o est une suite de Cauchy dans C([1 —§,1], L} (R, x R)),
et donc il existe un § > 0 tel que o™ converge, quand n tend vers I'infini,

vers une fonction o dans la topologie de
C([1 - 8,1); L'(R, X R)),

et que la limite o satisfait, dans l'intervalle [1 — §, 1], & I"équation ([2.26]) et
a la condition ([2.27)). On voit aisément que 'unicité de la solution ¢ dans
I'intervalle [1 — 0, 1] se démontre d’une maniére analogue a la démonstration

du théoréme classique, c’est-a-dire nous supposons que o; et g9 sont deux

solutions de I'équation (2.26)) dans 'intervalle [1 — 4, 1], alors on a
1
o1 — ool L1 (m, xr) < / | F (1) — F(o2)l| 1 (m, xr)d?’,
z
de I'inégalité (2.48)), on a
1
s = all ey < s+ 345) [ o = oallae e

x sup ess([1o1l|z1rcr) + Nolz101,)) 42"
:

Dans l'intervalle de I'existence de la solution, et du lemme de Granwall, on
en déduit que

lo1 — 02|l 1y xr) <0,
ce qui prouve 'unicité de la solution dans I'intervalle [1 — 4, 1].

Une fois obtenue la solution locale o dans l'intervalle [1 — 4, 1], examinons
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ses propriétés. Avant tout on remarque que (2.36) pour tout n € N implique

que la limite de la suite o™ vérifié
supp (o) C [Mg, 4] x R x [1 —4,1]. (2.51)

D’autre part, pourvu que ¢ > 0, la premiére intégrale de 'opérateur F,(-)
(voir ([2.26))) est négative (< 0), tandis que la seconde intégrale de F,(-) est
de la forme

mao

o(m, &, 2)

(m) [ o | |
g /05<m’m>0<mm<m,m,§,z>,z)dm.

donc on peut écrire 1'équation (2.26|) sous la forme
0,0 = Ao — B,

avec A et B sont deux fonctionnelle positives, de maniére analogue aux cas

des équations différentielles ordinaires, on a

/

1 1 z
o(m,&,2) =a(m,§) exp(—/ A(2")dz") +/ B(Z") exp(—/ A(2")dz")d~,
ce qui montre que
>0 p.p. dans R, x R x [1 —4,1]. (2.52)

Les relations (2.51)) et (2.52)) étant démontrées, on peut refaire Iestimation

de ||o (-, -, 2)|| Lo (r, x®) ; pour cela on considére le deuxiéme membre F,(0(2))

de (2.26)). En vertu de (2.52) on a

M m,mo(m’. 0. 2)o(m, &, 2 m’
: / Blm, (' o, 2)(m, &, 2) iy (di) > 0,

7(m,€,2)

ce qui nous permet de déduire de (2.26) que

0
—o(m,& z) > _ma(m) / B(m—m/,m")o(m', 0, z)o(m—m',n", 2)pu,(dm’),
0z 2g Ao,
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alors

0

aa(m,f,z) > — M, /[0 ] a(m’,n',2)o(m —m', 0" 2)u,(dm'), (2.53)
5 ,m

T(m,€,2)

(ici ' et " sont comme dans ([2.26])). Donc, si on pose

SD(Z) = ||0('7 B Z)||L°°(R+xR),

alors, compte tenu de (2.51)), il résulte de (2.53)

%a(m,ﬁ, 2) > — M (ma — mg)e(2)? p.p. dans R, x R, (2.54)

on obtient
1
o(m,&,z) <a(m,&) + Mi(ma — ma)/ ©(2)*ds p.p. dans R, x R,
d’ou
1
©(2) < ||| Lo (ryxr) + M1 (T4 — ma)/ ¢0(¢)?dZ’  p.p.dans R, x R.

Cette inégalité implique que

IN

||U('7 ° Z)||L°°(R+><]R) = SO(Z> ?<Z)7 (255)

pour z < 1 dans Pintervalle de 'existence de o (-, -; z) et de Y (2), ot Y (2) est

la solution de 1’équation intégrale

1
Y(2) = |G| @, xr) + M1 (T4 — ma)/ Y (2)2d?,

ou, ce qui revient au méme, du probléme de Cauchy

= _Ml(mA - ma)}}(Z')Q, }7(1) = ||EHL°°(R+><IR)~
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On a d’ailleurs

Y 15| oo (., xR)
Y(z) = = . 2.56
) L — |7 ooy xry M1 (A — ) (1 — 2) ( )

On rappelle que la condition implique que le deuxiéme membre de
(2.56)) est bien défini pour tout z € [0, 1]. Donc I'inégalité (2.55|) est valable
pour tout z € [0, 1] tel que o(-, -, z) existe.

Rappelons que l'on a construit la solution locale o (-, -; z) dans un intervalle
[1 — 9, 1] et que 'on peut prolonger la solution o(-, -, z) pour tout 'intervalle
ol les conditions pour la construction de la solution locale continuent a étre
vérifiées. Or, de on déduit si ||o(-,;2)||Lem, xr) < 00, alors on peut
encore prolonger la solution. Par conséquent, en vertu de et , la
solution o(+, -, z) peut étre prolongée dans tout l'intervalle [0, 1].

L’unicité de la solution résulte de 'unicité de la solution locale, ce qui achéve

la démonstration de la proposition.
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Chapitre 3

Solution stationnaire de
I’équation de coagulation de
gouttelettes avec un vent vertical

Il est vrai que dans la Nature la composante verticale de la vitesse de
I’air est généralement, assez petite par rapport aux composantes horizon-
tales. Mais il y a aussi des cas ou le mouvement vertical ascendant de I'air
constitue I’élément fondamental du phénomeéne, comme dans le cas des orages
ou dans la partie centrale d’un cyclone tropical. En effet, dans ces cas, I’écou-
lement ascendant de I’air cause une forte condensation de vapeur, créant des
gouttelettes trés nombreuses, qui se coagulant en formant des gouttelettes

plus grandes et tombent comme pluie intense (voir [4]).

Pour contribuer a I'analyse et 1’éclaircissement de ces phénomeénes, dans
ce chapitre on va étudier ’équation pour la distribution des gouttelettes qui
se déplacant par un vent vertical et par la force gravitationnelle et subissent
le processus de coagulation et celui d’accroissement de poids di a la conden-

sation de la vapeur sur leur surface. Plus précisément, on considére I’équation
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intégro-différentielle pour une fonction inconnue o = o(m, z) se trouve
a la hauteur z (0 < z < 1). Comme notre intérét principal concerne le com-
portement de la densité o en présence d’'un vent vertical ascendant (ou de la
composante verticale positive d'un vent), nous concentrons notre attention
sur la variation de o par rapport a ’hauteur z, en négligeant son éventuelle
dépendance de la position horizontale. L’équation dans la forme précise va
étre formulée dans le paragraphe suivant (voir (3.1)). On va démontrer, dans
la suite, l'existence d’une solution stationnaire de cette équation avec les

“conditions d’entrée” pour o(m, z).

3.1 Position du probléme

On va considérer la densité o = o(m, z) de 'eau liquide contenue dans
les gouttelettes de masse m a la hauteur z € [0, 1]. En désignant par hy =
hg(m, z) la quantité de condensation sur les gouttelettes de masse m par
unité de temps et par unité de masse de gouttelettes.

Nous considérons 1’équation
9. (o(m, z)u(m, 2)) + O (mhg(m, z)o(m, 2)) = hg(m, z)o(m,z)+ (3.1)
—i—% /Om B(m —m',m"o(m', z)a(m —m’, z)dm'+
—n [ B, )am, oo 2)d
dans le domaine 0
Q={(m,2) eR*|m>m, 0<z<1}, M, > 0; (3.2)

Le choix d’une constante m, strictement positive et convenablement petite

et du domaine €2 donné dans (3.2) est conforme & la nature physique du

o1



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

probléme; en effet, la courbure élevée des gouttelettes trés petites ne leur
permet pas de subsister dans ’atmosphére et les gouttelettes se forment ex-
clusivement sur des aérosols ayant une masse supérieure a une valeur critique
(voir [17], [28]).

Pour la vitesse des gouttelettes, en adoptant I’approximation (voir [2§], [30])

(3.3)

u(m, z) = v(z) —

g
a

a(m)’
avec v(z), g et a(m) représentent respectivement la vitesse de l'air (dans la
direction de 'axe z), 'accélération gravitationnelle et le coefficient de friction
entre les gouttelettes et I'air.

L’équation (3.1) va étre envisagée dans 2 avec les conditions d’entrée

o(m,z) =ao(m, 2) pour (m,z) € SpUS;US,, (3.4)

ou
So={(m,z) € Q|m >Mm,, z=0, u(m,0) >0}, (3.5)
Si={(m,2) €Q|m >y, 2=1,u(m,1) <0}, (3.6)
Sa={(m,2)€Q|m=m,, 0<z<1} (3.7)

On suppose que 7o(m, z) est continue sur Sy U S, et uniformément continue
sur S; et que
oo(m,z) >0  VY(m,z) € SyUS;US,, (3.8)

Go(m,z) =0 st m>ma (M4 >M,). (3.9)

On remarque que Sy U .S; U S, est la partie de la frontiére de €2 ou le vecteur
(mhg,u)" est orienté vers l'intérieur de 2; on précise que, d’apreés la condi-

tion (3.16)) (voir aussi (3.15])) formulée dans la suite, on aura m,hgy (Mg, 2) > 0
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pour tout z € [0,1], ce qui nous garantit que le vecteur (mhy, u)? est orienté
vers 'intérieur de 2 méme sur S,. L’hypothése de la continuité de (m, 2)
garantira que le probléme ne sera pas influencé par la convention sur I’appar-
tenance ou non a Sy du point (m, 0) tel que u(m,0) = 0 et sur 'appartenance
du point (m,,0) a Sy ou & S,. Quant au point (m,1) tel que u(m,1) = 0,
nous convenons qu’il n’appartient pas a S; et nous formulerons le probleme
conformément a cette convention.

On suppose que les fonctions u(m, z) et hgy(m, z) sont données, et que

v(-) € C'([0,1)), ir[}]fl]v(z) >0, (3.10)
z€|0,
1/ d —
a(+) € C ([, 00|), %a(m) <0 Vm >my,, (3.11)
0 < inf a(m) < sup a(m) < oo, (3.12)
mzZmMa m>mg
inf (v(z) — —2 ) >0 (3.13)
z€[0,1] a(my,) ’
_ g
dm; >m, tel que sup (v(z)— < 0. 3.14
! ze[o,1]< =) a(m1)> ( )
Pour la fonction hgy(m, z) on suppose que
ha(-,-) € CH(Q), (3.15)
0< inf mhy(m,z) < sup mhy(m,z) < oco. (3.16)

(m,z)eR (m,z)eQ
En ce qui concerne 3(mq, my) on suppose qu’elle vérifie les conditions (12.7)),(2.8)),
et (2.9) introduites dans le chapitre précédent.

Rappelons que 'écoulement ascendant de l'air cause généralement, par
la transformation adiabatique de l’air, la diminution de la température de

chaque partie de l'air qui se déplace; la diminution de la température, a
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son tour, implique la diminution de la densité de la vapeur saturée, ce qui
cause la condensation de la vapeur, si I’humidité de I'air est déja au niveau

de la saturation. Pour que la position de notre probléme correspond a cette

situation, on suppose que v(z) > 0 et hy > 0 (voir (3.10)), (3.16)).

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant.

THEOREME 3.1. Sous les hypothéses (2.7)-(2.9) et (3.10)-(3.16), il

existe une constante Ay > 0 telle que, si

[T0ll oo (s0Us1U8.) < Ao, (3.17)

alors Uéquation (3.1)) avec les conditions (3.4)—(3.9) admette une solution o
dans la classe L>(2) ; cette solution o est non-négative, bornée et continue

a morceauz dans €2.

La constante Ay mensionnée dans 1’énoncé du théoréme 3.1 pourra étre

mieux déterminée, comme on le verra dans la remarque 3.2.

3.2 Division du domaine et caractéristiques

On définit d’abord la division du domaine €2 en trois parties 21, 3., 2o

Ql —{(m,z) € Qlu(m,z) >0},
={(m,z) € Q|u(m,z) =0}, (3.18)
ng{(m,z) € Qlu(m,z) <0}.

On pose également
Y ={(m,z)€Qlu(m,z)=0}.
En vertu des conditions , et la relation
u(ms(z),2) =0, z € 10,1},

o4



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

définit une fonction myx(z) de classe C*(]0,1]) de sorte que X est représentée

par
S ={(m,z) € Q|m=mg(z), z€[0,1]}, (3.19)
et on a
M, < my < mg; < oo
ou
- L
my = 0%221 mx(z), My = 02221 ms(z). (3.20)

La fonction my(z) jouit de la propriété suivante.

LEMME 3.1. On a

dms(z) Oz(m)2dz(zz) 391
dz - gda(m) : ( ' )
dm

DEMONSTRATION. Comme my(z) est définie par la relation

u(ms(z2),2) =v(z) — g __ 0,

dms (2)

=2 1)T le vecteur tangent a la courbe ¥, de la

en désignant par Wy = (
relation
g da(m)dmsg(z) N dv(z)

=0
a(m)? dm dz dz

VU‘IUE:

on obtient (3.21]).

Le lemme est démontré.

Maintenant on va définir les caractéristiques pour I'équation (3.1)), qui

peut étre écrite dans la forme
u(m, z)0,0(m, z) + mhg(m, z)0po(m, z) = (3.22)
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= —o(m, 2)(D.u(m, 2) + MmO hg(m, )+

—i—% / B(m —m/,m"a(m’, z)o(m —m', 2)dm’+
0

-m /000 B(m,m")o(m, z)o(m’, z)dm'.

De l'expression de 1'équation (3.22)) il résulte que les caractéristiques sont

déterminées par le systéme d’équations

dz(t)
= = u(m(t).2(1)), (3.23)
) — (e (), (1) (3.24)

avec les conditions initiales pour (m(ty), z(tp)). Comme le second membre

des équations (3.23)-(3.24)) est de classe C' par rapport a (m, z), pour tout

(m, z) € Q il existe une courbe et une seule qui est définie par les équations

(3.23)—(3.24) et qui passe par (m, z). On désigne ces courbes par
v ={(m, (1), 2,(t)) € Q[ t € [to, 1]}, (3.25)

et par I' 'ensemble de toutes ces caractéristiques 7 ; dans (3.25) m.(t) et
2,(t) sont des fonctions qui satisfont au systéme d’équations (3.23)-(3.24),
tandis que ¢y et ¢; sont tels que z,(typ) = 0 ou 1 ou m,(tg) =M, et 2,(t;) =0

ou 1, mais, comme on le voit aisément, £, peut étre choisi arbitrairement.

LEMME 3.2. Chaque courbe v € I, définie par les équations (3.23))-
(13.24) et les conditions initiales, peut étre représentée par une fonction conti-
nue zZ(m) = zy,(m) de m € [mg,mq] a valeurs dans [0,1] (avec certains
mo, my € [M,,00[) et la fonction Z,(m) est strictement croissante dans
la partie ot (m,z,(m)) € 4 et strictement décroissante dans la partie ou

(m, zy(m)) € Q.
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DEMONSTRATION. Comme mhgy(m, z) > 0 pour tout (m, z) € Q (voir(3.16)),
I'équation (3.24]) implique que sur v la fonction m.(t) est strictement crois-
sante, ce qui nous permet de représenter v par une fonction z(m) = z,(m)

pour m € [mg, mi], mo = m(to), m; = m(t1). Des équations (3.23))—(3.24)) on

déduit que

dz(m) u(m, z)
= €. 3.26
dm mhg(m, z) pour (m, z) €y (3:26)
La définition des sous-domaine 2y et € et la relation (3.26) entrainent que
%ﬂrf) > 0si (m,z(m)) € Q et que % < 0si (m,z(m)) € s, ce qui prouve

la deuxiéme partie de I’énoncé du lemme. [
On voit aisément que, quelque soit v € I', ¥ et v possédent au plus un

point commun, qu’on note (mx(7y), zs(7y)). Si on définit ¢y, par la relation

(my(ts), 74 (1)) € X,
(ms(7), 20(7)) = (M, (ts), 2, (ts)).

On remarque que my(7y) et zx(7y) vérifient les relations

ms(7) = ms(s(1) =m(ts),  2s() = max Z(m).

On pose

IO ={yM=ynQ|yel}, TO={4®=yny|yel},

(e fait que '™ et T'® contiennent 1’ensemble vide ne causera pas d’obstacle

a nos raisonnements). Comme 2, (m) est strictement croissante pour
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mo < m < mx(y) et strictement décroissante dans my(y) < m < m; (voir le

lemme 3.2), on peut définir les fonctions mgl)(z) et m£,2)(z) par les relations

m = mgl)(z) & (m,z) € 4y, m= m(f)(z) & (m,z) e y?. (3.28)

LEMME 3.3. On suppose que X N~y # (. Alors, quelque soit € > 0, 1l

existe un § = 0(g) > 0 tel que

2z () 1 z53(7) =6 1
/ RO dZISE, / szlga
z(v)—s u(my’(2'), ) z(7) u(my”(2'), ')

DEMONSTRATION. En vertu des conditions (3.10))-(3.12)) on peut choisir

un voisinage Us; de ¥ et quatre constantes ¢, ¢, c3, ¢4 tels que

da(m
—cy < a(zl)Q d<m ) <—c1 <0 dans Us, (3.30)
mhg(m,z) > c3 >0  dans Uy, (3.31)
d
v(z) <y <00 Vz € [0,1]. (3.32)
dz
On se limite d’abord & la partie de v contenue dans Q; et donc a [ty, tx] pour
t. On pose
C(t) = 2y(ts) — 24(t) = 2n(7) — 2,(2) pour t € [ty,ts]. (3.33)
On a alors
d¢(t)
= —umy(t), 2(2)). (3.34)

Or, comme on a u(m,z) = 0 sur X, en utilisant la fonction my(z) (voir

(3-19)), on a

wlm (), % (1)) = u(m, (1), %,(8)) — ulms(s (1), 5 () = (3.35)
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ms(z (1) ms(zy(t)) d
= —/ —udm = —/ g a(m)dm.

mo@  Om moy  m)? dm

D’autre part, d’apres le lemme 3.1, on a

m, (ts) —ms(2,(t)) = ms(2,(ts)) —ms(2,(t) =

\/z,y(tz) Oé(mz (Z))2 dv(2)

dz
dz.
NORE oY M

(3.36)

Maintenant nous nous limitons a ¢ tels que (m.(t), z,(t)) € ;NUs. Alors,

de (3.30), (3.34) et (3.35) on déduit que

T < —alms (a1 (6) = o 1), 337

Or, comme en vertu de (3.30)) et (3.32) on a
/ %) a(my(2))* s

z C4
da(m) Lodz < —(zy(ts) — 2,(1)) = =C(1),
~&) 9 am |m:mg(z) ‘1 1

de (3.36]) on obtient

mx(2,(t)) = my(t) = my(ts) —m,(t) = (my(ts) —ms(z,(1))) 2

> i (1) = o) = Z0),
ce qui, joint a (3.37)), nous donne
L) < r(m 1) = o (1)) + exC(0) (3.38)

En outre, en vertu de (3.24) et(3.31)), on a
o (ts) — ma(t) = calts — 1),

ce qui nous permet de déduire de (3.38) que

déc-lgtt) < —ces(ts —t) + ca((2) pour ts—0 <t <ty (3.39)
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avec un certain 0 > (0. Comme la fonction

ts
C(t) = cies / (ty — e =Dy,
t

vérifie 1’égalité 3
d¢(t)

7 = —Clcg(tz) - t) + C4Z(t>7

et que

((ts) = ((tz) =0,

d’aprés le théoréme de comparaison, on déduit de (3.39) que

C(t) > cics /tZ (ts —te Dt > %(tz _p)2eealtn—t),
t
pour ts, — 0 < t < tx ; en particulier, pour ty, — &, <t < t5, &, = min(g, lc;g42)7
on a
() > = bm = 1)
ou

02103 Ve = \/c21_03 Zy(ts) = (). (3.40)

On rappelle que d’aprés la définition de la vitesse u(m, z), on a

2y (ts) 1
ty, —t = / szl
=) u(my’(2'),2)

(pour la fonction mgl)(z), voir (3.28))). Donc, de (3.40|) on déduit que

/Zw(tz) 1 ) 9 ) 0
——dZ' < 2y (ts) — 24(1),
2, (t) u(mgl) (2),2") Vees VT ’

ce qui implique que, étant donné £ > 0, on peut choisir

Iy —1t <

g2cicq

0 =0() = ——,
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de sorte que la premiére inégalité de (3.29) sera vérifiée.
La deuxiéme inégalité de (3.29) se démontre de maniére analogue.

Le lemme est démontré.

COROLLAIRE.3.1. On pose
AV =zs(y) si SNy#£0, A4V =1 siycQ,

2 = 2e(y) si SOy £, =1 si yc .

Alors, quelque soit € > 0, il existe un § = 6() > 0 tel que

gW) Zé"/) -5

# 1
/ T dZ/ S g, / T dZ/ S £. (341)
ZYY)_‘S u(mW (Z/)v ZI) Zéﬂ/) u(mW (Z/)> Z/)

DEMONSTRATION. Le corollaire résulte immédiatement du lemme et

des hypothéses sur u(m, z). O

3.3 Transformation de I’équation

Les caractéristiques 7 étant définies, on peut écrire I'équation (|3.22))
comme la famille d’équations sur v € I’

d
a(my(t), %(1)) = (3.42)

= _U(mv(t)a Ry () (mv(t)amhgl(mv(t)a Ry (t)) + 8zu(m7(t), Zv(t)))"f'

m M (t)
+# / 6<m7(t) - m/, m/)U(m/’ Zv(t))a(mv(t) - ml7 Zv(t))dm/+

0
i (®) [ Bl (0 ) 8 21 ()2 ()’
ici, pour ne pas alourdir I’écriture, on a écrit

Omhg(my(t), 2,(1)),  O.u(m,(t),2(t))
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au lieu de

Omhgi(m, 2) ‘

d.u(m, z

(m.2)=(m- (), 24(1))’ ) s @1.02 2

Si on introduit les opérateurs K|m, z; 0,0] et L|m, z; o] par

K[m, z;0,0] = /m B(m —m',m"o(m —m' 2)a(m’, 2)dm’, (3.43)
0

Lim, z;0] = /000 B(m,m")o(m’, z)dm/, (3.44)

on peut écrire I’équation (3.42)) sur v dans la forme

d
L (my(t), 5(1)) = (3.45)

= =0 (my (1), 25(£)) (1 (8)Dmhgr (1 (t), 2,(1)) + Ozu(my (t), 2(1))) +

s (6) (5 KT (1), 2 (0; 9,01 = o (6), (1) Ll (1), (1) ).

Si on considére 'équation séparément sur Y = 4 N Qy et sur
7?) = 4Ny, on peut méme transformer dans une forme relative a la
variable z. On rappelle que sur v =+ U~® on a

do do % do

_ = = — . .4
Considérons d’abord I’équation sur v et utilisons la fonction m(yl)(z)

(voir (3.28))). Si on introduit les notations o(v; z), hg(7; 2), u(vy; 2) par

o(0:2) = oD (2):2), hgri2) = hmD(2):2), i) = wlmlD (2);2),
(3.47)

compte tenu de la relation (3.46]), on peut écrire I'équation (3.45)) dans la

forme

do(v;z)  o(vi2), o ‘ |
dz u(y;2) (M (2)0mhgr (7: 2) + O:uly; 2)) + (3.48)
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mgl)(z) (EK (1) ) AT (1)( ‘
+ u(7:2) 2 [my(2), 2;0,0] — o(v; 2) L[m ) (2), z; g]),
M

L’équation (3.48)) doit étre envisagée sur l'intervalle [z;", 2] et avec la condi-

tion initiale

o(7:25") = To(m{P ("), %7), (3.49)
ot 237 (resp. 2\") est la valeur la plus petite (resp. grande) de z sur vV, La

condition (3.49) n’est autre que la condition ({3.4)) restreinte sur Sy U S, et

exprimée par rapport a vV e T,

Sur v, en utilisant la fonction mg)(z) et les notations o(7; 2), hg(7; 2),

u(y; z) tout analogues (avec m(f)(z) au lieu de mgl)(z) dans (3.47))), compte
tenu de (3.46)), 'équation (3.45]), de maniére tout analogue a (3.48)), peut étre

écrite dans la forme

do(v;2)  o(v:2) @ . .
L) S e onhgi) O D)+ (330

m® (>
(%< )) (EK[mSQ)(z), 210,0] = o(y;:2) Lm{P (2), 2 0]).

L’équation (3.50) doit étre considérée sur l'intervalle [0, 20"], ot 287 est la

valeur la plus grande de z sur v, Si v NY = (), alors 2y’ M =1 csiyDNY #£
(), alors zé M = z5(7y). La condition (3.4) se traduit en

o) = ol 1) =FomP (), 47)  si (mP (7). 47) € 51
(3.51)
D’autre part, si (m(vz)(zéw) (7)) € 3, alors la valeur de o(7; zé ) doit étre

égale a la valeur au point z = zéw = z1 ) de la fonction o(7; z) qui satisfait

A @),

Il est utile de rappeler que dans €; on a u(m,z) > 0 et dans Q3 on a

u(m, z) < 0. Donc, méme si formellement (3.50) ne différe de (3.48]) que par
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N m<1) z
la présence de mg) (z) au lieu de mgl) (2), les signes des facteurs % et #i))

@)
(respectivement ZZT(ZZ))) dans leur second membre sont opposés I'un a 'autre.

3.4 Reésolution de I’équation dans ()

Pour résoudre ’équation (i3.1]) (ou ) avec les conditions , nous la
résolvons d’abord dans €2y, en supposant que dans {2, la fonction o est égale
a une fonction donnée &, et puis on va résoudre 1’équation dans €2y avec la
fonction o = 07 dans €2y, 0y étant la solution obtenue dans I'étape précédente.
On cherchera ensuite un point fixe de 'opérateur qui, a 7, associe la solution
0o de la seconde étape.

Pour construire la solution ¢ = o7 dans ); avec la donnée 7, dans €1y, on

suppose qu’une fonction go(m, z) est donnée dans €25 et vérifie les conditions

0< inf da(m,z) < sup Ta(m,z) < 0. (3.52)
(m,z)€Q2 (m,z)€Ns
go(m,z) =0 pour m > mp, (3.53)
ou
mp = sup{mf)(()) | mﬁf)(zy)) <y, y?¥ er®}, (3.54)

Pour préciser les conditions sur I'existence et 'unicité de la solution o dans

() avec g9 dans (29, on pose

Cy = sup |monhg(m,z)+ 0,u(m, z)|, (3.55)
(m,z)eN
Cs= sup mpB(m,m). (3.56)
m,m’€R ¢

En vertu du lemme 3.3 on peut choisir un ¢; > 0 tel que

zn(7) 1
/ — G~ dz' < (3.57)
zm(y)—=a1 u(msy’(2'), 2')
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1
S — —_ —\ 3Cg + —
Amax(Cp + Csl|oa|| =, (Mp — mg), 5= (my, —Ma))

(pour mg;, my; voir (3.20)). Posons encore

1
M, = sup )
egg‘sl) U(m, Z)

o= | {m2)erV] z<amt)-a)

(m,z) ~Der@)

(3.58)

PROPOSITION 3.1. On suppose que G5 vérifie la condition (3.52) et que

1
2(car + 2 (e — 1))

150l Lo (s0usa) < (3.59)

ol
cCl = 2(Ch+05\|52\|,;oo(92)(m3 —mi))Ml, Cy = 305(771; —ma)Ml. (360)

Alors il existe une fonction o(m, z) = o1(m, z) qui vérifie dans 0y ’équation
dans laquelle on substitue Go(m, z) a la place de o(m,z) pour (m,z) €
Qs et la condition (restreinte a SoU S, ) ; cette solution est unique dans
la classe L>(y).

DEMONSTRATION. Pour construire la solution ¢ dans €2;, on construit

d’abord une approximation successive {ol™},cn, en utilisant la structure de

I’équation (3.48) (et de la condition (3.49))). On pose
(7 2) = 7o(m ("), %) (3.61)
et, si ol est bien définie, on pose

0" (y;2) = Fo(mD (25"), %) + Ra(01) (7: 2), (3:62)
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ot Ry(-) est I'opérateur intégral défini par

Rio)352) == [ S D (0003 + Dl )+ (369

z (1)
my () /1 L _ _ ) .
o ) )i

LEMME 3.4. Quelque soit n € N, ol est bien définie et on a

2(|50 | Lo (s0us) €
— 22|50 || oo (s9usa) (€17 — 1)

pour 0 <z <1.

(3.64)

o™ (-, 2) || oo (0 mms(2)) < .

DEMONSTRATION DU LEMME. On déduit de (3.62)) (voir aussi (3.63]))
que

ol (v 2)| < Eo(mil)(zm) 287))4— (3.65)

z |O-[n} (’Y; Z/)’ . ' |
N /zg” W'mg (&) 0mha (7 ) + O:u(y: )| d'+

z )
1
v %;(f,; (GO, 2501, 0P+l (3 ) Ll (1), #5017 ) o'

En écrivant HO—[TL}(‘,Z)HLOO et [|Tol|z~ au lieu de Ha[n](',Z)HLoo(mmmE(z)) et

|70l oo (sous.), on déduit de (3.65) (voir aussi (3.55)), (3.56])) que

[n]
m’Y 32
C 1 ™o
2/6 A /0 i ](mgl) m', 2o (m!, ) |dm'dz'+
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z 1 o
—}—Cg/ / o) (mgl), ol (m!, 2 |dm'd?

(()’Y) UJ(,Y? Z/) my

comme o(m, z) = G pour (m, z) € €y, alors

GRS

[n+1] N < ||o, =) C d ! 367
o s 2) < ol + O [ WEETIE A e
Cs, + _ [* o™ DR I [ CE ]/
== — T, 2™ 0+ Cy(md—m, 7 AP AL g
g e )/w u(izy O >/Z(V> ()
0 0
_ . = o A
C - oo ——d
+Cs(s —m) Pl [ H
d’ou
0" (33 2)] < [[Foll =+ (3.68)
— — — : Hg[n]<'>Z,)HL"° /
Ch,+C o0 - ——=d
+( ht ﬁHUQHL (92)(mB m2>)/z§ﬁ> u(%z,) 2+
305 + = - ||O-[n]('7zl)||%°° ’
— — My, ————dz.
i 2 (my; —™m )/Zéw u(y; 2') -
Dongc, en vertu de (3.57)), (3.58]) et (3.60]) on a
o (33 2)] < [[Foll =+ (3.69)
a [F 1
to5 [ Mo mdz + 7 sup (o™ ) et
2 2 4 ,
0 zq <2<z

co [ 1
+ 2ol Red + 5 s o2
zV) 4 () /
0 20 <<z

ol ¢; et co sont les constantes définies dans (3.60). Comme (3.68]) est va-
lable pour tout ¥(!) € T'M en définissant de maniére naturelle la fonction
o (m, z) sur Q; et les normes [|o" (-, 2)|| poo (mams(z)) (POUr msy(2) voir

(3.19)), on déduit de (3.69) que
o™ 2) |z < [0+ (3.70)
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1

5 [ 1o+ sup o) e
4 (’Y)SZ/SZ
1

/ o, 2)|2eds’ + = sup  |o™!(, 2)|]2w.
4 (’Y)SZ/SZ

On considére la fonction

2o [ oo e
[0ll-e 0<z<1. (3.71)

7(2): co ||l= 1z ? —
1= 22 5o~ (e — 1)

On constate que X (z) vérifie les relations
—X(2) = a1 X(2) + X (2), X(0) = 2|[Fo]|
et donc

X(2) = 2|50l + 1 ZY(Z/)dz’ + ¢y /Z(Y(z'))Zdz/. (3.72)

0 0
D’aprés et on a également
X(1)<1.
On va montrer que, quelque soit n € N, la fonction o™ vérifie I'inégalité
o™ (-, 2) |z < X(2). (3.73)

En effet, pour n = 0, I'inégalité (3.73)) résulte immédiatement de la définition

(3.61)). Supposons maintenant que o™ vérifie (3.73)). En substituant (3.73))
dans (3.70)), on a

c c 1— 12
o, 2l < Goll=+ [ X+ Z [ R+ R+

compte tenu de la relation X (z) < X(1) <1, on a

1—
ot Dl < IFolle+ {/X N2+ 2 [ X + 3R,
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Cette inégalité et 1'égalité (3.72) entrainent
| (, 2)|| e < X(2) pour z € [0, 1],

ce qui démontre (3.73) et donc (3.64]). Le lemme est démontré.

CONTINUATION DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1.

En faisant la différence entre la n+m-iéme approximation o"*™ et la n-iéme

approximation o™, des définitions ([3.62) et (3.63]) on obtient

o
oM (y;2) — o5 2) = /

NORUGED

D(z")dz', (3.74)

ou
D(z) = =(o" 1 = o) (miD (2) 0 (v 2) + O-u(7 )+
(1)
my’(2) el It S
+ 72 (K[mD(2), z; ofmrm=1 glrtm=1] _ Km0 (), 2 601 ol =1])

—m®(2) (" (5 2) Lm0 (2), 25 01— (s 2) LD (2), 25 011

D’aprés les définitions (3.43)), (3.44)) et 'inégalité (3.64)) ainsi que I'hypothése

sur oo, il existe deux constantes Cy et C telles que

|D(z)| < Co, (3.75)

D(2)] < Culle™ ™ (-, 2) = " 2) | e (3.76)

Soit € un nombre réel strictement positif. D’aprés le lemme 3.3 il existe

un §(g) > 0 tel que

/zz('y) 1 ds € v e T (3.77)
T gl : .
2w (7)—8(e) W73 %) 2¢C)
On pose
1
Ll(g) = | (m, Z) c p}/(l)7 2z < ZZ('V) _ (5(6) } (378)

= sup {———
7<1>er<1>{ U(’Y; 2)
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Des relations - on déduit que
s 2= (332 < La(e)Cr [ o )= ) e
0
d’ou
o7 (-, 2) = o 2) o () <

: £
< Ll(E)Cl/ ||g["+m—1](.7z’) _ J[n—l](.’ ZI)HLOOdZ/ 4 o
0

En répétant une procédure analogue, on arrive a l'inégalité

n—1
n 1
[ntm] (. .y _ (. o < (L nZ g gml _ S0y N2
Io771(.2) = ol < (L) Sl = oPlam + 5 X
(3.79)
Comme, en vertu du lemme 3.4, il existe un n, € N tel que
I nZ ) om0 £
(Li(e)Ch)" o™ =08 |i=y < 5 Vn 21,
on déduit de (3.79) que
o™i 2) — ol ()|l pe) <€ Yn>n., Vm > 1 (3.80)

Cest-a-dire, {o"},cn est une suite de Cauchy dans la topologie de L>(€2;)
et donc, quand n tend vers l'infini, ¢! converge vers une fonction o = oy
dans L>(€).

Il n’est pas difficile & démontrer que la limite o = o7 satisfait a I’équation
dans laquelle on substitue @y(m, z) a la place de o(m, z) pour (m, z) €
s et a la condition et que la solution est unique. [J

3.5 Reésolution de I’équation dans ()

Maintenant on se propose de résoudre I'équation (3.1]) dans 2, en sup-

posant que dans 2 la fonction o est égale & une fonction donnée @; (plus
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tard on substituera & @; la solution o; de I’équation (3.1)) dans €2y avec T
donnée dans €2s). On suppose que
71 € O(), 0< inf &i(m,2) < sup Gi(m,z) <oo  (3.81)
(m,z)€M (m,z)e

et, a I'aide du corollaire du lemme 3.3 on choisit un do > 0 tel que

(7)
2

: 1
/ 5 dz' < (3.82)
2562 Ju(my” (27), )]

(
2

1
= 3Cs 1= — Co= — =\ 305 — -
4max(Cy + Z2 71| Lo () (M — o) + Z2[T1 || Lo (0y) (s — my), 52 (M — my))

ol my, my, Cj, et Cg sont les constantes introduites dans (3.55)), (3.56) et

(3.20)) respectivement. On pose en outre

1

5
M; = sup Tu(r: o) Qg Y = U {(m,2) €4? |2 < 2s(7) — 62 }.
(m,z)eal® I\ 4@ er®
(3.83)
0
1
T, = sup / ~d?; (3.84)
~@er@ J) u(y, 2')

on voit aisément que, en vertu de (3.3)),(3.11), et (3.16)), on a T, < oo.

Pour démontrer 'existence et I'unicité de la solution ¢ = o9 dans {2y, on

suppose, de maniére analogue a (3.59)), que
CsTy

max ([|Go| (s, (71| o) + 511 Zoe ) (s = 77a) < (3.85)

1
2(e%s + (e — 1))

<
ol 61‘2 est la restriction de o a4 X et
¢z = (20, +3C3[T 1] oo (1) (M —TT00) + C [T [| L= (2,) (T — ) ) Mo, (3.86)
cq = 3Cs(Mmp — myg) M.
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PROPOSITION 3.2. On suppose que les conditions et sont
vérifiées. Alors il existe une fonction o(m, z) = oo(m, z) qui vérifie dans Qg
Iéquation dans laquelle on substitue @1 (m, z) a la place de o(m, z) pour
(m, z) € Q et la condition (3.4)) sur Sy et la condition o(m, z) = 71(m, 2)

pour (m, z) € X ; cette solution o est unique dans la classe L™(§)y).

DEMONSTRATION. Comme pour la proposition 3.1, on va utiliser la
forme ([3.50) sur v? de Iéquation. Or, dans le cas ot le point de départ

(mP (z7), 25 de v@ se trouve sur 3, on pose la condition

o(r;4)) =7(mP (L"), 27) st (mP), ) en,  (3.87)

tandis que, dans le cas ot (m{?(z{"), 24"} € 1, on considére la condition

(3.51]) déja introduite précédemment.
Toujours comme dans la démonstration de la proposition 3.1, on construit

une approximation successive {o™}, cy. On choisit o%)(v; 2) égale & la donnée

initiale (3.51)) ou (3.87)), c’est-a-dire

o¥(v;2) = 7 (mP (), 25, (3.88)
ou
o, =0, si (mgz)(zéw), zy)) €y, 0, =00 si (mg)(zy)), 25”) € S,

et, si 0" est bien définie, on pose (avec la méme notation Ei(m(f)(zy)), zy))
utilisée dans ((3.88))

(v 2) = (mP (257), 287) + Rl (7 2), (3.89)

ot Ry(-) est défini par

Rafo)iz) = - [ T

20 u(v;2')

z

mgz)(z')amhgl(’y; 2+ 0.u(y; 2))dz'+  (3.90)
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z ()
1
i /zéw ZLZW;(E’; <§K[m$)(z’>: Z50,0] = o(y; 2) L (), 2 U])dzl‘

LEMME 3.5. Quelque soit n € N, o™l est bien définie et on a

o™(m,z) =0 st m >Tmg, (3.91)

2A40,e3172)
[l . . _ 9.1
1o (s 2) | ms ) < 7= 25 Ag 1 (0 — 1)

pour 0 < z<1,
(3.92)

avec

Mg)-

T,Cs
||01||ioo(91)(m§ -

Ap1 = max (||50||L°o(sl), ||61‘2”L°°(E)) + 5

DEMONSTRATION DU LEMME. Des conditions (3.9)), (2.9), de la défi-
nition de 7 p (voir (3.53)) et de la définition de o on déduit immédiatement
que o™(m, z) = 0 pour m > mp.

De maniére analogue & la déduction de (3.68), en écrivant ||ol)(-, 2)|| =
au lieu de o™ (-, 2) || oo (i (2) ), O déduit de (3.55)), (3.56)), (3.89) et (3.90)),

que

z [n] 2
n ol™(my’, 2
|0 (; 2)] < max ([|Foll oo (sy)s 151 gl e (s)) Ch/ e )|dz/

Zéﬂ{) u<mg2)7 Z/)

CB z 1 mx(z) )
+—= _ o (mP —m! o™ (m!, 2)|dm'dz'+
2 () 2 v
2 u(my”, 2') Jo

Cs (7 1 "
+2£ —_— o™ (m® —m! e (m!, 2)|dmdz'+
2 (7) @ v
20 u(my”, 2') Jms(z)

z 1 myx(z)
+Cg/ —))/ |0[”](m,(y2),z’)a[”}(m’,z/ﬂdm/dzl—f-
z ,Z/ 0

@
¢ u(my
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z 1 o
+Cp / — / ot (m?), 2N ol™ (m, 2) | dm/d?,
Z2

™ u(mﬁf), 2) Jms(2)
alors
o (s 2)] < max ([T | (s1) 17|l (y) + (3.93)
CB —= 112 + _ = ’ 1 /
F RN iy =) [ o+
2
3C; e o 7 e ) e
(C’h—i-THUlHLoo Ql)(mér Ma)+ 7||01||L°°(91)<m3—m2))/m) Wdz/+
Zy )

lo?(:, 2/

_ [ e
8 (g — N7 2z g 1.
* 2 (75 mz)/zév) u(y; 2") -

” . - 4
Or, en décomposant l'intégrale fzgw en

/ /max z2 ") —d2,2) /z
)
() (v) max(zé’Y) —52, Z)

et en utilisant (3.82)), (3.83)) et (3.86]), de maniere analogue & 'obtention de
(3.70) on déduit de (3.93)) que

o107 )= < Ao+ (3:94)
1
/ 78 =’ 3 sup N7 )=+
. 1
/ 76 M+ 7 sup I )l

Ayant obtenu une inégalité similaire & (3.70]), on peut procéder de la méme
maniére, en définissant

o 2AO 1603 (1-=2)
Y(Z) 1 264A0 (603 (1-2) _ 1)

pour 0 <z <1,

et en démontrant

lo™ (-, 2) |z < Y (2),

74



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

ce qui nous ameéne a 1’énoncé du lemme.

CONTINUATION DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2.

Une fois construite la suite de solutions approchées o™ vérifiant les relations
(13-91)), (3.92)), on peut procéder de maniére tout analogue a la démonstration

el (3; 2) ~ 017, 2) (pour ol

de la proposition 3.1, en faisant la différence o!
construites dans le lemme 3.5) comme dans (3.74]) et en l'estimant comme
dans (3.75)-(3.80)), de sorte que la démonstration de la proposition 3.2 sera

complétée. [

3.6 Estimations de o; sur (); et de oy sur ()

Méme si la démonstration des propositions 3.1 et 3.2 contient implicite-
ment (voir les lemmes 3.4 et 3.5) une majoration de la norme de oy dans
L>(€) et de celle de o9 dans L*°(€);), pour nos ultérieurs raisonnements il
nous convient d’améliorer ces estimations. On commenge par la démonstra-

tion de la positivité de o.

LEMME 3.6. Soit 0 = 0y la solution de I’équation (3.1)) dans 21, obtenue
dans la proposition 3.1 (sous les conditions de la proposition 3.1).
Alors on a

o1(m,z) >0 V(m, z) € . (3.95)
En outre, o1 est continue dans €2;.

DEMONSTRATION. On rappelle que o = o satisfait, sur chaque vV €

', a I'équation ([3.48) et que, en vertu de la définition (3.43) de K, on a

[mﬁyl)(z), z;0,0] > 0.
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Donc la condition 0(7;287)) > 0 (voir (3.49)), (3.4)) et I'expression du se-
cond membre de I’équation (3.48]), considérée comme équation différentielle

ordinaire, impliquent que o(v;2) > 0 la ot o(7; 2) est bien définie.
La continuité de o; résulte de la continuité de oy sur Sy U S, et du fait
que, sur chaque v € T, g est la solution de I'équation (3.48)), dont les

coeflicients sont continus. O

A Taide du lemme 3.3 on choisit un ¥y > 0 tel que

/22(7) 1 , 1 ( )
— 4/ < — 3.96
en—01 u(m$P (), 2') 4 max(Ch, Cs(my; — )
et on pose
1
= sup A = | {m,2)erM| 2 <zm(y) =01},

)
u\m, z
(m,z)en(’) (m, z) A er)

ay = 2Cuq, ag = 2C5(ms; — Mg ) 11 (3.98)
On a le lemme suivant.

LEMME 3.7. Soit o0 = 0 la solution de [’équation dans €2y, obtenue
dans la proposition 3.1 (sous les conditions de la proposition 3.1). Alors on
a

o1(m,z) < A; V(m, z) € €, (3.99)
ot

i 2e™ (|7 || Los (55US4)

_ _ . 3.100
b T 28 g [ sy (e — 1) (3.100)

DEMONSTRATION. On considére de nouveau 1'équation (3.48|) vérifiée

par 0. En vertu de la condition (3.52)) et du lemme 3.6 on a

o(y; 2)LIm{)(2), z 0] > 0,
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ce qui nous permet de déduire de (3.48) que

_ ol
)] < o + C d 3.101
ot ) < Il +.€ O o
z 1|2
Com ey [ oG
+Oslms m)/zgﬂ u(ri)

otton a écrit ||o (-, 2)|| e et ||To| Lo aulieu de ||o(-, 2)| Lo (0 ,ms(2)) €t [|T0] Loo(SouS,)-
L’inégalité étant établie, on peut procéder d’'une maniére analogue

a la démonstration du lemme 3.4 (en particulier, & partir de ), en y

remplacant c¢; et co par a; et ay définis dans (vois aussi , )

De la sorte on aura

2|70 || oo (spus.) €™

O\, Z2)|| Lo S ao |1—
bt~ < T 5@ 7 L @sa e — 1)

pour 0 <2 <1,

d’ou le lemme. [

REMARQUE 3.1. La valeur A; donnée dans (3.100]) ne dépend pas 7.
En effet, a; et ay ne dépendent pas de 7o (voir (3.96)-(3.98)).

Maintenant on considére 1’équation dans )y avec 0 = oy dans {2,
ol o7 est la solution de I’équation dans €); obtenue dans la proposition
3.1. Pour mieux caractériser la solution 0 = o5 de ce probléme, en désignant
par 7, la caractéristique qui passe par le point (my(1),1) (pour la notation

myx(2), voir (3.19)), on divise €23 en deux parties

Qo = {(m,2) € Y| ms(z) <m <m&(2) }, (3.102)
Qoo = N\Qoy ={(Mm,2) € Qy|m > m%)(z) } (3.103)

ou mgz)(z) est la fonction définie dans (3.28)).
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LEMME 3.8. Soit 0 = 03 la solution de I’équation (3.1)) dans s, obtenue
dans la proposition 3.2 (sous les conditions de la proposition 3.2) avec 71 = o4
dans Qy, ou oy est la solution de l’équation (3.1) dans Qy obtenue dans la

proposition 3.1. Alors on a
oa(m,z) >0  V(m,z) € Q. (3.104)

En outre, oy est continue dans ;1 et continue dans a3.

DEMONSTRATION. On procéde d’une maniére analogue a la démons-
tration du lemme 3.6. On rappelle d’abord que o = o9 satisfait, sur chaque
+? e T® al'équation (3.50) et que, en vertu de la définition de K, on a

my () K

u(y; 2)]
Rappelons que les conditions initiales sur S; sont données par et elles
sont non-négatives par I'hypothése , tandis que celles sur > sont don-
nées par et elles sont non-négatives en vertu du lemme 3.6. Par suite
I’expression du second membre de I'équation implique que o(v;2) >0
la ot o(7y; ) est bien définie.

La continuité de o, résulte de la continuité de 7 sur Si, de celle de o

sur ¥ et du fait que, sur chaque 7? € T oy est la solution de 1’équation

(3.48), dont les coefficients sont continus. [J

Analoguement au cas précédent, on choisit un 5 > 0 tel que

zs(7) 1
/ dz' < (3.105)

st—va Ju(m$P (), 2] T

1
< —
o 4maX(Ch + C’BAl(mg — ma), Cg(mB - mg))

)
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et on pose
1 9
M2 = Sup m7 Qg ) = U {(m,2) €| 2 < zn(y) =¥},
(m,z)eﬂg%) ’ ~(2)er®

(3.106)
az = 2(Cp + Cg Ay (md — ) e, ay = 2Cs(mp — my )pua.  (3.107)

On a le lemme suivant.

LEMME 3.9. Soit 0 = 03 la solution de I’équation (3.1)) dans s, obtenue
dans la proposition 3.2 (sous les conditions de la proposition 3.2) avec 51 = 04
dans Qy, ou oy est la solution de l’équation (3.1) dans Qy obtenue dans la

proposition 3.1. Alors on a
o9(m, z) < Ay V(m, z) € Q, (3.108)
ot

—_— 2% max(||To || oo (s1), A1)

S1)»
2 = - - 1) '
1—2% max(||o| o< (s,), A1)(e® — 1)

. (3.109)

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du lemme 3.7, on
considére I'équation (3.50) vérifiee par o sur ¥, En vertu des lemmes 3.6

et 3.8 onao; > 0et oy >0, et donc
o(v; 2)LImP(2), z; 0] > 0.

Compte tenu de cette relation, on déduit de (3.50) que

z

i 2)] < e (1ol I ) + i |
2 u(my’, 2')

z 1 my
—i—C’B/ —/ lo(m®, 2o (m!, 2')|dm'dz'+
Y u(m(Z) 2") Jo !

Y o
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z 1 o
—1—0,6/ —/ lo(m@, 2o (m/, 2')|dm/d?’,
o0 u(mi? ) S

ce qui implique que

o (7; 2)| < max(|[Fol| o, [lon | [l 2=)+ (3.110)

Z 2V 7o z Ak
+(Ch+0521(m§—ma))/ o€ 2z dz'+05(m3—m§)/ ot 2

0 u(m, )

O u(m?; )

L’inégalité étant établie, on peut procéder d’'une maniére analogue
a la démonstration du lemme 3.5 (en particulier, & partir de (3.93)), en y
remplacant cs et ¢4 par az et ay définis dans . De la sorte, en rappelant
la continuité de oy sur chaque ¥V € 'V, on aura

F g L°°(51)7_1
oo D 2¢930-2) max (|7 || Ay)
) T 128 (es(-2) — 1) max(||5o| e (s,), A1)

pour 0 < z < 1.

A Taide du lemme 3.7 on en déduit le lemme. O

3.7 Existence de la solution dans )

On va maintenant compléter la démonstration du théoréme 3.1. On com-

mence par définir I’ensemble
By = {0'2 € LOO(QQ),O < UQ(TTL, Z) < ZQ} (3111)

ol A, est la constante définie dans .

Si o5 € By, alors en vertu de la proposition 3.1 et des lemmes 3.6 et
3.7 il existe une unique fonction o(m, z) qui vérifie dans €2y I’équation (3.1)
dans laquelle on substitue a3(m, z) a la place de o(m, z) pour (m, z) € Qo,

la condition (3.4]) (restreinte & SpU S,) et I'inégalité
0<o1(m,z) <A V(m, z) € ,
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ot A; est la constante définie dans ([3.100). Ceci nous permet de définir
I'opérateur

G1 : BO — LOO<Ql), (3112)

qui, & 79 € By, associe la solution o € L*(2;) obtenue dans la proposition

3.1 et on a
G1(By) C {01 € L™(Q) |0 < o1(m, 2) < Ay V(m, z) € Q1 }. (3.113)
Maintenant, & I'aide de la proposition 3.2, on peut définir 'opérateur
G : G1(By) — L™(Qy), (3.114)

qui, & o1 € G1(By), associe la fonction oo € L(€)y) qui vérifie dans €y
I’équation (3.1)) dans laquelle on substitue o;(m, z) a la place de o(m, z) pour
(m, z) € O et la condition (3.4)) sur S; et la condition o(m, z) = o1(m, 2)

pour (m,z) € ¥. En outre, en vertu des lemmes 3.8 et 3.9, on a

G2(G1(By)) C By. (3.115)

On pose
G =Gyoly, (3.116)
B = conv(G(By)), (3.117)

ou la fermeture ~ est prise par rapport a la topologie induite par la norme

[l = sup [p(m,2)],
(m,z)€EN2

tandis que “conv(A)” désigne ’ensemble convexe le plus petit qui contient A.

LEMME 3.10. On «
G(B) C B, (3.118)
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et
B est conveze. (3.119)

DEMONSTRATION. [’affirmation (3.119) résulte immédiatement de la
définition (3.117)), tandis que (3.118) se déduit de (3.115)) et des définitions
(3.116)-(3.117). O

On va démontrer 1'équicontinuité de G(By) dans €255 et celle dans € ;.

LEMME 3.11. ] existe une fonction continue £(-) : Ry — R telle que
g(r)—0 pour 1 — 0 (3.120)

et que, quelque soit 09 € G(By) et quelque soit ((my, 21), (Mg, 22)) € QaaXs o

ou € Qg1 X oy, on ait

’02<m1, 21) - O'Q(mQ, 22)| S §(|m1 — m2| -+ |ZQ — ZlD. (3121)

DEMONSTRATION. Comme la démonstration de (3.121)) pour ((mq, 21), (ma2, 22)) €
Q91 % Q91 ne différe pas beaucoup de celle pour ((my, z1), (Mma, 22)) € Qoo X
295, on examine de maniére détaillée le cas de ((my, z1), (M2, 22)) € Qoo X
(259 et nous nous limiterons & des commentaires essentielles pour le cas de
((ma, 21), (Ma, 22)) € Qa1 X Qa.
Considérons deux points (mq, z1) et (ma, 29) appartenant a s 5 et suppo-
sons, sans restreindre la généralité, que z; < zy. Désignons par 7y, (resp. 72)

la caractéristique qui passe par (mq, z1) (resp. (ma, 22)). On pose en outre

mgz2) — m’(fl) (22)_
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En rappelant la définition des caractéristiques v (voir (3.23))-(3.24))) et les

hypothéses sur u(m, z) et hy(m, z), on voit aisément qu’il existe une fonction

Jm telle que

M —ma| = [m? (20) — ma| < dn(jmy — ma| + |20 — z1]).  (3.122)

En vertu de (3.122)), pour démontrer l'existence d’une fonction £(-) vérifiant

(3.120) et (3.121]), il suffit de montrer I’existence d’une fonction continue €, (-)

telle que
g,(r)—=0 pour r — 0, (3.123)

o2 (7; 21) — 0a(7; 22)| < &[22 — 21]) (3.124)

(ici o9(y; 2) désigne la valeur de o9(m, z) sur la courbe v comme dans (3.50)))

et 'existence d’une fonction continue &,,(-) telle que
Em(r) — 0 pour r — 0, (3.125)

|oa(my, 2) — aa(ma, 2)| < (M1 — mal). (3.126)

Or, de I'équation (3.50) on déduit que

=207 2)
o2 (75 21) — 02(7; 22)| = / dz,
. | u(7; 2) |
ot ®(y; z) est le second membre de (3.50) multiplié par u(y; z). Comme on le
voit aisément, les hypothéses sur hgy, u, 8 implique qu’il existe une constante

C telle que
[©(y;2)| < Ch

pour tout v € I' et pour tout z € [0, 1]. Donc, d’aprés le corollaire du lemme
3.3, il existe une fonction continue &,(-) : [0,1] — Ry vérifiant (3.123]) et
(13.124)).
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Pour montrer I'existence de la fonction &,,(-), on considére un nombre
strictement positif. Si (my, 2), (mae, 2) € Qag, (M1, 2) € 71, (M2, 2) € 72, alors

il résulte de ’équation (3.50) que

o9(my, 2) — o9(ma, 2) = o(y1;2) — (25 2) = (3.127)

T(E) (7))
_ (2) 1 . (2) 1 / < ) . ) >d ’.
o2(m;), 1) — oa(m3)’, 1) + CNa( ) a2/

En vertu du corollaire du lemme 3.3 il existe un 4, . tel que

/1 O(yi;2) Pl ?)

dz <

. 3.128
max(z,1—01,¢) ‘ U’(’yh Z/) U(’)/Q, Z,) ( )

w| ™

D’autre part, comme les hypothéses sur u(m, z) implique que

1
sup

— < 00,
(m,z)€N2,2,2<1—081 ¢ ]u(m, Z)’

les hypothéses de la régularité des coefficients qui figurent dans le second

membre de (3.50) impliquent que

/«max(z,l—dl,a) (I)('717 Z/) (I)(’YQ, Z/)

— dz" < 1 (dist(y1, 72)), (3.129)
oll @1 (-) est une fonction continue telle que ¢; .(r) — 0 pour r — 0, tandis

u(v1;2)  ulye;2')

que

dist(y1,72) = sup |m,(y2l)(z) — m%)(z)| (3.130)
z€[0,1]

On rappelle en outre que, comme le systéme d’équations (3.23))-(3.24)) peut

étre résolu avec les conditions “initiales” (m(to), z(to)) = (m1, 2) ou (m(ty), z(ty))

(mg, z) dans toutes les deux directions de t et les coefficients sont des fonc-
tions lipschitziennes, il existe une fonction continue gm : Ry — R, telle
que

dist(v1, 12) < 0 (|m1 — mal) (3.131)
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et que

Om(r) — 0 pour r — 0.

Enfin, en vertu de la régularité supposée pour ay, il existe une fonction

continue ¢, telle que ¢y(r) — 0 pour r — 0 et que
[Go(ma, 1) — To(mz, 1)] < @o(|mi — mel).

On a donc

|02(m221), 1) — ag(mfy?, 1)| < wo(dist(y1,72))- (3.132)

Des relations (3.127))-(3.132]) on déduit qu’il existe un . > 0 tel que, si
imy — ma| < 0,

alors on ait

|02(mn1, 2) — 0a(ma, 2)| < ¢,
ce qui implique l'existence d'une fonction continue &,,(-) vérifiant (3.125)) et
B1%). O

COROLLAIRE.3.2. L’ensemble B est compact dans la topologie induite
par la norme [[¢|| = sup(,, .ycq, [©(m, 2)|.
DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 3.11, G(By) est équicontinu. Donc

I’est aussi B. D’autre part, en vertu des lemmes 3.8 et 3.9, B est uniformément

borné. Donc d’aprés le théoréeme d’Ascoli-Arzela 'ensemble B est compact.

O

Maintenant on va démontrer que l'opérateur GG est continu.
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LEMME 3.12. L’opérateur G est continu de B dans lui méme dans la
topologie induite par la norme

lell = sup [p(m, 2)|.
(m,z)€N2

DEMONSTRATION. On va montrer la continuité de Gy et celle de G,
qui impliqueront la continuité de G.

On va d’abord montrer que GG est continu. On remarque que, comme les
fonctions appartenant a B sont continues & morceaux et celles de G (B) sont

continues, ici on peut utiliser la norme de L. En effet, si on pose
O'lzGl(EQ), O'T:Gl(E;), E:O'l—O'T, HZEQ_EZ, (3133)

on déduit de (3.48]) (voir aussi (3.43)), (3.44)) que, en désignant =(v;z) =
o1(7;z) — o5 (7; 2), ete..., on a
- ©EM: )
Eoal<a [ 22

d'+ 3.134
20 u(y;2) (3.134)

z 1 my(2')
—1—05/ —)/0 (|01(m/,z/)5(m—m',z/)|+|0f(m—m/,z')5(m',z’)|)dm'dz/—|—

™ u(y; 2
z o my(2') 00
+C'5/ —01(%2,) [/ |=(m/, 2")|dm’ —|—/ |H(m’,z')|dm'} dz' +
zéw U(’j/, z ) 0 mx(2')
zZ T~ o mx(z") o
—f-Cﬁ/ —’4%2,)' [/ af(m',z')dm’Jr/ EE(m',z')dm’] dz,
z(()v) U(’y, z ) 0 myx(2')

ot C}, et Cp sont les constantes définies dans (3.55))-(i3.56).

Comme en vertu des lemmes 3.7-3.11 et de la définition de B les va-
leurs o1(m, z), o5(m,z), do(m,z), 3(m, z) sont uniformément bornées et

Go(m, z) = 75(m, z) = 0 pour m > Mg, en vertu du corollaire du lemme 3.3
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il existe un certain ¢ > 0 tel que le second membre de ([3.134]) restreint a I'inté-
grale sur I'intervalle [min(z, 29)—5), z] est majoré par 5 supg<i<(||[2(-, 2)| Lo+

()

IITL(-, 2")|| L) et donc, compte tenu que @ avec z < 2" — § est uniformé-

ment borné, on déduit de (3.134) que

=(v;2)] < %3 (IEC, 20 [z + TG, 2) |l )+

min zz1 min(z, Z%’Y) d)
+C/ ‘|E<~7Z/)|’Lood2/+0// ITI(-, 2") || Lo d?’,
(7) Z(()“/)

ot C' et C” sont deux constantes. Comme cette inégalité est valable pour tout

AW e TM on en déduit que

? ! ! 1 !
¥(2) £ 3u) 4 C [y + (5 +C) Mo
0

N | —

ou

y(z) = sup [I2(,2")] L.

0<z'<z

On en déduit qu’il existe une constante C” telle que
1Ell e (2) < C" T Lo (),

ce qui prouve la continuité de G.
En ce qui concerne la continuité de GG, on verra qu’elle peut étre démon-

trée d’'une maniére analogue a celle de G;. [J

Démonstration du théoréme 3.1. En vertu des lemmes 3.10-3.12 et
leur corollaire, B est convexe et compact, on a G(B) C B et l'opérateur
G est continu. Par conséquent d’aprés le théoréeme de Schauder il existe un
élément 5 € L™®(Qs) tel que G(73) = 79, c’est-a-dire Gy = 09, ce qui achéve

la démonstration. O
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REMARQUE 3.2. La constante A, mensionnée dans 1’énoncé du théo-

réme 3.1 pourra étre mieux déterminée. En effet la constante doit vérifier les

conditions (3.59) et (3.85]), qui peuvent étre réécrites par
1

b < e a = 11(A), 3.135
0 2(601('40)"‘%(601(‘40) 1) P1(Ao) ( )
- C@ o .
= : = vs(Ao)
" 20+ (e 1)) T

ou .
_ 2e® A

A, (Ay) = — ,

1— QﬁAo(e‘“ — ].)

(6] (Zo) = 2<Ch + ngl(ﬁo)(mB - mi))Ml

c3(Ag) = (2C, + 3C5A,(Ag)(md — Tig) + Cs A1 (Ag) (g — my)) Ms.

Comme 1(0) > 0, ¥(0) > 0, et que 1;(+) et 1o(-) sont continues, on peut

trouver Ay > 0 tel que les inégalités (3.135) et (3.136)) soient vérifiées.
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Conclusion

Lors de ce travail sur le systéme d’équations qui modélise le mouvement
de Pair développé dans [12], [13] et [29], on a étudié 'équation de continuité
de l'eau liquide pour une fonction inconnue o, avec la vitesse des goutte-
lettes et le tau de condensation sont des fonctions données. Cette considéra-
tion nous permettent d’étudier I'équation de la chute des gouttelettes dans
I’atmosphére dans des conditions caractéristiques. Premiérement dans le cas
d’équilibre, et dans un domaine de dimension deux, on a montré 1’existence
et I'unicité de la solution stationnaire de 1’équation, dans le cas de ’absence
du mouvement de I’air ce qui correspond a la chute verticale des gouttelettes,
et dans le cas de présence d'un vent horizontal constant, et les gouttelettes
se déplacant toujours dans le sens du haut vers le bas. Deuxiément, on a
montré 'existence de la solution stationnaire de I’équation dans le cas de
la présence d'un vent vertical ascendant avec la croissance des gouttelettes
due & la condensation, ol la vitesse des gouttelettes légéres est dans la direc-
tion du bas vers le haut, tandis que celle des gouttelettes lourdes est dans le
sens du haut vers le bas, ce qui nous ont permis de comprendre ’aspect de

phénomeéne orage.
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