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Résumé

Dans les travaux réunis dans la présente thése, on étudie la chute des
gouttelettes par la force gravitationnelle, gouttelettes qui subissent aussi le
processus de coagulation entre elles. Du point de vue mathématiques, il s’agit
d’une équation integro-différentielle pour une fonction inconnue représentant
la densité, par rapport a l'unité de volume, de ’eau liquide contenue dans les
gouttelettes. Cette fonction dépendra de la masse de gouttelettes, du temps
et de la position.

En considérant 1’équation dans un domaine d’une dimension spatiale en
absence du mouvement de 'air et sous d’autres conditions appropriées, on
montre I'existence et I'unicité de la solution globale ainsi que sa convergence
vers une solution stationnaire en utilisant la propriété de “cone de dépendan-
ce”.

Enfin, on traite I’équation dans un domaine tridimensionnel en présence
d’'un vent horizontal et on montre 'existence et 1'unicité de la solution sta-

tionnaire ainsi que la solution globale en utilisant des propriétés similaires a

celles utilisées dans le cas monodimensionnel.

Mathematics Subject Classification (2010). 45K05, 45G10, 86A10.
Mots clés. Equations integro-différentielles, coagulation des gouttelettes,

chute des gouttelettes.



Abstract

In the works joined in the present thesis, we study the fall of drops by the
gravitational force, drops for which there is also the process of coagulation
between them. From a mathematical point of view, it is an integro-differential
equation for an unknown function representing the density, with respect to
the unit volume, of the liquid water contained in the drops. This function
will depend on the mass of drops, the time and the position.

Considering the equation in one-dimensional domain in the absence of
the air motion and under appropriate conditions, we prove the existence and
the uniqueness of the global solution as well as its convergence towards the
stationary solution, using the “cone of dependence” property.

Finally, we treat the equation in three-dimensional domain with the pre-
sence of a horizontal wind and we prove the existence and the uniqueness of
the stationary solution as well as the global solution, using similar properties

of one-dimensional case.

Mathematics Subject Classification (2010). 45K05, 45G10, 86A10.
Keywords. Integro-differential equations, coagulation of droplets, fall of

droplets.
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Chapitre 1

Introduction

Depuis quelques décennies il y a eu des tentatives de modélisation mathé-
matique de 'atmosphére (voir par exemple [32], [16], [2], etc...) et & cause de
la complexité des phénomeénes atmosphériques, jusqu’a maintenant la majo-
rité des scientifiques se contentent des modéles partiels ou simplifiés. Méme
si ces tentatives étaient bien appréciables dans leurs aspects mathématiques
spécifiques, dans ces modéles la description globale des phénomeénes atmo-
sphériques comprenant la formation des nuages et la précipitation était loin
d’étre satisfaisante.

L’atmosphére, comme on le sait bien, contient l'eau (H,0) a l'état ga-
zeux et sa proportion dans 'air est trés variable. A la différence des autres
molécules comme Ny, O,... qui restent toujours a ’état gazeux dans les condi-
tions ordinaires de ’atmosphére, H,O peut avoir trois états, gazeux, liquide
et solide. La transition de phase de I'eau réalisée dans 1’atmosphére, don-
nant naissance a des nuages et provoquant la pluie et la neige, concerne
donc les trois états et les six types de transition de phase de 'eau, a savoir

entre I'état gazeux et liquide on a condensation-évaporation, liquide et solide
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on a solidification-fusion, gazeux et solide on a sublimation-sublimation in-
verse. Dans ce mécanisme la quantité appelée pression de la vapeur saturée
Dos(T') joue un role fondamental. En effet, la condensation de la vapeur d’eau
se réalise lorsque, & une température supérieure a celle de fusion de H>0, la
pression de la vapeur dépasse la pression de la vapeur saturée relative a I’état
liquide p,5)(T), valeur critique au-dela de laquelle les molécules de HyO a
I’état gazeux tendent a s’établir a 1’état liquide. Dans le cas contraire, les
molécules tendent & quitter la surface de ’eau liquide et il y a I’évaporation.
De maniére analogue, aux températures inférieures a celle de la fusion et a
la présence d’une surface de glace exposée dans I’air, il y aura la sublimation
(inverse) de la vapeur d’eau présente dans air; dans le cas contraire, a par-
tir de la surface de glace il y aura la sublimation de solide en gaz (pour les
détails de ces processus voir par exemple [21]). Ces processus de transition
s’accompagnent d’un dégagement ou d’une absorption de I’énergie ; ce phé-
nomene est connu sous le nom de chaleur latente, qui constitue un facteur
important dans les phénomeénes météorologiques.

D’autre part, la réalisation des processus de transition de phase nécessite
la présence d'un support. En effet, la condensation se réalise au niveau d’un
support constitué de noyaux secs appellé aérosols (voir [21], [31]), sur lesquels
les molécules de H,O gazeux peuvent se déposer ou se condenser en formant
une gouttelette d’eau. Méme a la température inférieure a 0° se forment
d’abord les gouttelettes d’eau puis ces gouttelettes se solidifient en formant
des morceaux de cristaux. Une fois formés des morceaux de cristaux dans

I’atmosphére, il y aura le processus de sublimation inverse : de gaz en solide

(voir [21], [31]).
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L’étude mathématique d'un systéme d’équations qui décrit d’une maniére
suffisamment compléte ces phénoménes atmosphériques impliquant la tran-
sition de phase de ’eau est donc ce que nous voulons développer dans notre
recherche. Dans [I6] les auteurs ont proposé un modéle mathématique as-
sez général modélisant le mouvement de ’air y compris la condensation et
I’évaporation de I’eau et le mouvement des gouttelettes d’eau. Ensuite, dans
[32], les auteurs ont fourni une description mathématique assez compléte qui
prend en charge toutes les transitions de phases et qui représente une généra-
lisation du modéle proposé dans [16]. En introduisant quelques modifications
dans la description des processus de condensation et d’évaporation de H,O
et en adoptant une approximation de la vitesse des gouttelettes (il semble
que cette approximation rende le modéle plus cohérent mathématiquement)
ils ont démontré I'existence et I'unicité de la solution locale. A partir de ce
modéle général une série de travaux récents ont été développés, en particulier
[, 121, 3], ], [25] et [33].

Notre étude concerne la chute due a la force gravitationnelle des gout-
telettes réalisant le processus de coagulation (ce processus décrit le mé-
canisme par lequel les gouttelettes s’unissent pour former une gouttelette
plus grande). En effet, comme il est bien connu, a partir des nuages for-
més dans I'atmospheére, les gouttelettes suffisamment grandes vont tomber
comme pluie, ce qui montre le role essentiel du processus de coagulation
des gouttelettes dans l'apparition de la pluie. L’équation dite équation de
Smoluchowski, proposée par Smoluchowski (voir [36]) et Miiller (voir [29]),
décrit le processus de coagulation; cependant cette équation dans sa ver-

sion communément considérée ne tient pas compte de l'effet de la chute des
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gouttelettes. On rappelle que I’équation de Smoluchowski et le processus de
coagulation (et de fragmentation) ont été étudiés par plusieurs auteurs (voir
[12], [13], [14], [27], [28], [30], [38], etc...). En outre, le probléme de 1’équation
de coagulation (et de fragmentation) des gouttelettes en tenant compte de
son déplacement a été étudié par plusieurs mathématiciens Russes comme
P. B. Dubovski, V. A. Galkin et W. Stewart ainsi que d’autres (voir par
exemple [§], [9] [10], [11], [17], [18], [19], etc.... ). Suite & ces travaux, nous
proposons d’étudier le processus des gouttelettes qui tombent dans I'air et se
coagulent entre elles dans les cas respectivement de 1’absence de mouvement
de T'air et de la présence d’un vent horizontal. Il s’agit de I’équation de la
conservation de la masse pour la densité noté o(m) de 'eau liquide contenue
dans les gouttelettes de masse m, densité par rapport a I'unité de volume de
I’air contenant d’éventuelles gouttelettes, ol la vitesse des gouttelettes sera
déterminée par la force gravitationnelle, la friction entre les gouttelettes et

Pair et la vitesse du vent.

Contenu de la thése

La présente thése est composée de cing chapitres. Le premier chapitre est
dédié a I'introduction.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle le systéme d’équations développé
dans [32] et [2] qui modélise le mouvement de I’atmosphére, en tenant compte
de toutes les transitions de phase de 'eau (dans [2] seulement des transitions
entre le gaz et le liquide), a partir des équations de mouvement d’'un gaz
visqueux en y insérant les termes décrivant les processus de transition de

phase; on y prend en considération tous les paramétres physiques a savoir,
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la densité, la température, la vitesse et la pression. On donne un résultat
d’existence et d’unicité de la solution locale du systéme proposé dans [2].

Dans le troisiéme chapitre, on étudie ’équation de coagulation des gout-
telettes qui se déplacent dans 'air par la force gravitationnelle dans le cas
d’équilibre, c’est-a-dire sans transition de phase de 1'eau, et en absence du
mouvement de 'air. Il s’agit de I’équation pour la densité des gouttelettes o
de type Smoluchowski avec le déplacement des gouttelettes déterminé par leur
masse. LL’équation est considérée dans un domaine d’'une dimension spatiale
qui représente l'axe verticale de 'atmospheére et la densité des gouttelettes
a I'entrée du domaine est supposé donnée. On montre ’existence et 'unicité
de la solution globale ainsi que sa convergence vers une solution stationnaire.
Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution globale, on transforme
I’équation en une équation différentielle ordinaire dans un espace de Banach
(ou dans un espace de Fréchet), en utilisant un changement de variables.
On considére 'opérateur intégral (de coagulation) sur une famille de courbes
et on utilise une variante du théoréme de Fubini. Pour obtenir la solution
globale on utilise I'idée du “cone de dépendance” pour la solution.

Ensuite, dans le quatriéme chapitre, nous donnons une généralisation du
résultat obtenu dans le chapitre précedent. Plus précisement on considére
I’équation pour la densité o dans un domaine tridimensionnel et en présence
d’'un vent horizontal. On montre I'existence et I'unicité d’une solution sta-
tionnaire ainsi qu'une solution globale en utilisant les techniques développées
dans le chapitre précedent.

Enfin, dans le dernier chapitre, on donne des perspectives concernant

I’étude de I'équation du déplacement des gouttelettes dans I'air en tenant
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compte de la transition de phase condensation-évaporation.



Chapitre 2

Modéle général de 'atmosphére

2.1 Considérations générales et préliminaires

Dans ce chapitre nous rappellerons le systéme d’équations qui, formulé
dans [32] (pour le modéle en deux états de HyO, gazeux et liquide, voir [2]),
modélise de maniére suffisamment cohérente le mouvement de I’atmospheére.
Du point de vue mécanique, ce modeéle s’appuie sur les équations du mouve-
ment d'un gaz visqueux (voir [23]), on on ajoute les éléments qui résultent
des processus de transition de phase de I’eau dans 'atmosphére.

Quant & ce dernier aspect, du point de vue physique, a cause de la transi-
tion de phase et de la différence des comportements mécaniques de la vapeur,
des gouttelettes et des morceaux de cristaux, ’eau présente dans l’atmo-
sphére devra étre considérée séparément en trois états : gazeux, liquide et
solide. Donc pour formuler les équations du mouvement de I’air de maniére
suffisamment compléte, il faut distinguer 'air sec qui rassemble toutes les
composantes gazeuses de l'air sauf HoO (c’est-a-dire des molécules de No,
O,, Ar et d’autre gaz en quantité infime), la vapeur d’eau, 'eau liquide se

trouvant dans les gouttelettes et 1’eau solide se trouvant dans les morceaux
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de cristaux.

Les quantités physiques que 1'on doit considérer dans cette modélisation
sont la vitesse v = (v, v2,v3), la température T, la pression p, la densité
de I'air sec o, la densité de la vapeur d’eau m, la densité de 'eau liquide se
trouvant dans les gouttelettes o; ainsi que l’eau solide se trouvant dans les
morceaux de cristaux . Les quantités v, T, p, o et 7 seront des fonctions
de la position x et du temps ¢, tandis que o; et o, seront des fonctions
de la masse de gouttelette ou de cristal m ainsi que de = et de ¢. Il est
bon de préciser que la fonction o;(m, t,x) doit étre définie de telle sorte que,
statistiquement, la masse totale de ’eau liquide contenue dans les gouttelettes
de masse m € [m*, m*+ Am]| se trouvant dans une région R = [z, 25+ Ax] X

(25, x5 + Axy] X [25, x5 + Axs] a instant ¢ soit donnée par

m*+Am
/ / o(m,t, z)dzdm
m* R

et de maniére analogue pour la fonction og(m,t,x).

On rappelle que dans les conditions usuelles de 'atmosphére le compor-
tement de l'air n’est pas beaucoup différent de celui du gaz idéal; compte
tenu de ces circonstances, dans cette modélisation on adopte I'’hypothése que
la pression p est donnée par la relation

p:R(ﬁJrl)T, (2.1)
Ha  Hn
ol R, i, pp sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse
molaire moyenne de l'air et celle de 1’'eau (pour les détails, voir par exemple
211).
D’autre part, les valeurs de la pression de la vapeur saturée relative a

la surface de l'eau liquide P,y (T') et celle relative a la surface de la glace

8
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Dus(s)(T) dependent fortement (presque exponentiellement) de la tempérture

T et sont données approximativement par

7.63(T—273.15)

Pusy(T) = Ep. 10 7=3125 — Ejy = 6.108(mbar), (2.2)

9.635(T—273.15)

1_71)5(5) (T) ~ E010 =165 . (23)

Mais, dans ce qui suit, nous utilisons la densité de la vapeur saturée, notée
Tos)(T') (relative a I’état liquide) ou T,s(s) (1) (relative a I’état solide), reliée
a la pression de la vapeur saturée par la relation

_ l’[’hpvs(l) (T)

. #hﬁvs(s) (T)
RT B '

7 (T
Tost) (1) BT

Tus(s) (1) (2.4)

2.2 Equation de la quantité de mouvement

On rappelle d’abord que I’équation de la quantité de mouvement pour un
gaz visqueux général (en désignant par o, v et p sa densité, sa vitesse et sa

pression) est donné par (voir [23])

0(8w; + (v-V)v;) + 0p,p = (2.5)

3
2
= Z@xk (1(02yvj + Onyvi — 3 iV -v)) + 0., (CV - v) + of;,

k=1

ou 7 et ¢ sont les coefficients de viscosité d’écoulement et volumique, tandis
que f = (f1, fa2, f3) est la force extérieure.
Pour le mouvement de l'air dans I’atmosphére 'unique force extérieure

qui intervient réellement, est celle de la gravitation

f = —V<I),
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® étant le géopotentiel. On rappelle en outre que l'air atmosphérique est
composé par l'air sec (Ng, Oq, Ar etc...) et la vapeur d’eau; de plus le com-
portement mécanique de la vapeur d’eau ne différe pas beaucoup de celui de
I’air sec, ce qui nous permet de considérer 'unique équation de la quantité

de mouvement avec la densité de l'air
o+ .
Donc, si on adopte 'approximation
n = Constante > 0, ¢ = Constante > 0,

alors, en utilisant 1’expression ([2.1)) de la pression, on obtient, dans le cas de

I’absence de gouttelettes et de cristaux de glace, I’équation

(0+m)(w+ (v- V) +Rv((£ + 1)T> _ (2.6)

Uq Up
=nAv+ ((+ g)V(V v) — (0 +m)VOo.

D’autre part, pour le mouvement de l'air en présence de gouttelettes et
de morceaux de cristaux de H,O, il faut tenir compte de 'effet de la friction
entre 'air et les gouttelettes de méme entre I’air et les morceaux de cristaux

de H,0. Pour représenter ces effets, on ajoute a ’équation (2.6|) les termes

/000 oY (m)ol(m)(v — ul(m))dm,

/ as(m)os(m) (v — us(m))dm,
0
ot (m) et as(m) sont des fonctions décroissantes par rapport a m represen-

tant respectivement le coefficient de la friction entre 'air et les gouttelettes

10
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de masse m et le coefficient de la friction entre 'air et les cristaux de masse
m, tandis que u;(m) et us(m) désignent la vitesse des gouttelettes de masse
m et celle des cristaux de glace de masse m respectivement.

Ainsi on aurait ’équation de la conservation de la quantité de mouvement
pour l'air composé de 'air sec et la vapeur d’eau de la forme (voir [16])

(04 m) (O + (v-V)v) =nAv+ (¢ + g)V(V v)+ (2.7)

—RV((ﬁ + 1)T) — /000 ay(m)o(m)(v — wy(m))dm+

Ugq Up
- / " aa(m)os(m) (v — wy(m))dm — (g + 1) V.

Dans [10] les auteurs ont considéré seulement le terme avec o;(m), en suppo-
sant que o4(m) = 0; d’autre part ils ont considéré ’équation de ’évolution
de la vitesse des gouttelettes u;(m).

Dans [2] (seulement pour u;(m)) et [32] (pour w;(m) et us(m)) on a pro-
posé I'utilisation d’une approximation, qui simplifie la formulation des équa-
tions et permet d’éviter une régularisation plutot artificielle, en proposant
qu’au lieu de considérer une équation propre pour la quantité de mouvement
des gouttelettes et des morceaux de cristaux, on adopte la détermination de

w(m) = w(m,t,x) et de us(m) = us(m, t, x) par les relations

w(m,t,x) =v(t,x) — ﬁvg (2.8)
us(m,t,z) =v(t,x) — - (1m)V<I>. (2.9)

Ces formulations sont motivées par le fait que la vitesse des gouttelettes
dans Patmosphére est, selon les observations effectuées (voir par exemple

[35]), presque celle de 'équilibre (c’est-a-dire, en absence de variation de la

11
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vitesse de l'air, la vitesse des gouttelettes ayant une masse constante reste
presque invariante). Quant a la vitesse des morceaux de cristaux de H5O,
a cause de leur forme géométrique assez variée, selon les résultats d’obser-
vations, elle n’est pas uniquement déterminée. Vues ces circonstances, les
auteurs de [32] ont adopté la formule en tant qu’'une approximation de
caractére statistique, en admettant une formule analogue a celle de la vitesse
des gouttelettes.

En substituant les relations ([2.8]) et ( . 2.9) dans I’équation . les auteurs

de [32] ont proposé I’équation de quantité de mouvement pour l'air

(0+m)(Ow+ (v-V)v) = nAv+ (¢ + g)V(V-vH (2.10)
—RV((U—QG + %)T) — [/Ooo (o1(m) + o5(m))dm + o + w] Vo.

2.3 Equation du bilan de I’énergie

Nous rappelons d’abord I’équation du bilan de ’énergie d’un gaz (voir
[23]), qui, exprimée en fonction de la température T et avec l'expression de
la pression donnée dans et le coefficient de conductibilité thermique
supposé constant, aura, en absence de source de chaleur, la forme

co(o+ ) (0T +v - VT) :mT—R(uﬁ U—)va (2.11)
a h

ov; 811]- 2 v, 9
1 ; ( L U v) 5. HCV 0P

ol ¢, est la chaleur spécifique de I'air.
Dans [32] (voir aussi [16] et [2] pour le cas ou il y a seulement la transition

de phase de H,O entre I'état gazeux et I’état liquide) on a proposé d’ajouter a

12
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(2.11)) le terme de la source de chaleur due a la chaleur latente de la transition
de phase de 'eau Ly (T)Hy + Lis(T)Hjs + Lgs(T) Hys et le terme de source de
chaleur générale due principalement a 'effet thermique de la radiation E,.q,

de sorte que l'on a

colo+m) (T +v-VT) ZRAT—R(£+1>TV-U+ (2.12)
Uq Up
3
8Ui an 2 avi )
25 9. B
Y ( 5t e 50 v) Gar OV 0+ Bt

+LQZ<T)HQZ + LlsHls + Lgs(T)Hgs;

dans V'expression Ly (T)Hy + Lis(T)H;s + Lys(T)H,ys utilisée ici, Hy, Hs,
H

gs représentent la quantité de H,O qui se transforment de gaz en liquide,

de liquide en solide et de gaz en solide respectivement ; tandis que Ly (T),
Lis(T'), Lys(T) désignent la chaleur latente de la transition de phase gaz-
liquide, celle de la transition de phase liquide-solide et celle de la transition
de phase gaz-solide de HyO. Quant aux valeurs de la chaleur latente, selon

les données expérimentalement établies, on a (voir [24], [31])
La(T) ~ (3244 — 2,727)10°  (J/kg),

(resp. Ljs =~ 332.10°3  (J/kg));

la chaleur latente Ly relative a la transition de phase gaz-solide vérifie la

relation (voir|21])

Lgs = Lo + L. (2.13)

13
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2.4 Equations de conservation de la masse

Pour l'air sec, qui n’est pas assujetti a la transition de phase, la loi de

conservation de la masse est exprimée par I’équation classique (voir [23])
o+ V- (pv) =0. (2.14)

Pour la densité de la vapeur 7, en tenant compte de la quantité de la vapeur
qui se transforme en liquide (Hy) ou en solide (H,), la loi de conservation

de la masse peut étre exprimée par ’équation (voir [16], [2], [32])
O+ V- (mv) = —Hy (T, 7,01(-)) — Hys (T, 7, 04(-)). (2.15)

D’autre part, pour la conservation de la masse de ’eau liquide et celle
des cristaux d’eau, dans [32] les auteurs proposent 1'équation pour la densité

de I’eau liquide o,
Do) + ¥ - (@u(m)ui(m)) + Dlmhyg(m)or(m)] = (2.16)
= [hg(m) = Ko (T m)loy(m) + KoL, m)o.+
5 [ o= oo = )+
—ma(m) / " Bulom, m)on ('Y’ — mon(m) / " Zua(ont m)o, (! +

+90(m)[N™ = N(o1,0)]* [ = Ty (1) — g1 (m) [ = Tos(y(T)] " eu(m)

et I’équation pour la densité de 1’eau solidifiée o
O0ros(m) + V - (g5(m)us(m)) + Op[mhys(m)os(m)] = (2.17)
= [hgs(m) — Kq(T,m)]os(m) + K;5(T, m)oy(m)+

14
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—i—% /Om Bs(m—m',m")os(m')os(m—m')dm'—maos(m) /000 Bs(m,m")os(m")dm'+
m o0
—i—m/o le(m—m’,m')as(m—m’)al(m’)dm'—mas(m)/O Zys(m,m" Yoy (m")dm/+
—g2(m)[m = Tus(s) (T)] " 05(m).

Nous allons expliquer ci-dessous ce que signifient les nouveaux termes
introduits dans —. Mais, pour ce faire, nous rappelons les rai-
sonnements qui nous conduisent a ces formulations. Rappelons d’abord que
dans I’atmosphere les gouttelettes se forment exclusivement sur les aérosols.
Pour le formuler convenablement, dans [2] (voir aussi [32]) on a introduit la
probabilité de création d’une nouvelle gouttelette ayant la forme

- +

go(m) [ = Fost(T)] " [N* = N(a1,0,) |
ou N* est le nombre total de gouttelettes ou de morceaux de cristaux qui
peuvent étre formés dans l'unité de volume, tandis que N représente le

nombre dans l'unité de volume des aérosols qui se trouvent déja dans des

gouttelettes ou dans des morceaux de cristaux; on propose

N(oy,0,) = /0 T oulm) ot /0 T oM /0 " o (m)dm+C, /O " o (m)dm

m m

avec deux constantes positives convenables ¢; et C,.
Pour formuler I’évaporation totale et la sublimation totale, on introduit

la probabilité de disparition des gouttelettes

(51 (m) |:7T - %vs(l) (T)]

et celle des morceaux de cristaux

gQ(m) [T( - %vs(s) (T)}

15
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Comme pour I'apparition et la disparition de gouttelettes et de morceaux de

cristaux de dimension d’aérosols, on suppose
go(m) =0, gi1(m) =0, ga(m) =0 pour m >y,

myp étant la masse maximale des aérosols concernés.

Pour formuler la condensation et I’évaporation sur la surface des goutte-
lettes, dans 2] (voir aussi [32]) on a introduit la fonction S;(m) qui représente
la surface des gouttelettes de masse m, ott m est considéré comme la somme
de la masse de H20 et de celle des noyaux (aérosols) a l'exception des gout-

telettes d’eau de diamétre trop petit. Plus précisement, on a supposé que

Sy(m) € C*([0, oo|), Sy (m)=0 pour 0<m< %,

Si(m) = 32/3(47r)1/3m% pour m >y >0

(e est la borne inférieure de la masse des aérosols concernés). Rappelons
que la surface S;(m) est considérée comme celle de 'eau et que donc la surface
d’un aérosol sans eau doit étre considérée comme nulle.

D’autre part, comme les morceaux de cristaux n’ont pas une forme iden-
tique (voir par exemple [21I], [31]), dans [32] les auteurs ont considéré la
surface statistique moyenne Ss(m) d’un morceau de cristal de HoO avec les
propriétés

Ss(m) € C*([0, o0[),

Ss(m) =0 pour 0<m< %, Ss(m) ~ csm% pour m >y

et ¢, > 33 (47)3.

16
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Avec Si(m) et Ss(m) ainsi définies, nous avons introduit dans [2] hy la
quantité de condensation sur les gouttelettes de masse m par :

Sl(m)

m

hgl = hgl(T, T, m) = K1 (71' - 7vs(l)(T)) (218)

et dans [32] la quantité h,s de sublimation sur les morceaux de cristaux de

masse m est donnée par :

hs = hys(T, 7w, m) = Ko Ss;m) (7 — Fus(s(T)), (2.19)

ou K et K5 sont les coeflicients positifs, respectivement, associés a la vitesse
de condensation ou d’évaporation et a celle de sublimation ou de sublimation

inverse. On introduit également la quantité totale de condensation ou de

sublimation
Hy(T, 7, 01(.) = Ky (1 — Ty (T)) /0 h S’;m) o1(m)dm, (2.20)
Hyo(T, 7, 01(.)) = Ko — Fou(s) (T)) /0 h Ss;m)as(m)dm. (2.21)

En outre les coefficients K, et K, qui figurent dans les équations et
, sont les coefficients de solidification et de fusion.

Outre les processus de transition de phase de ’eau on a le processus de
coagulation. En effet, la rencontre de deux gouttelettes implique I'union des
deux & cause de la tension superficielle, par contre, la rencontre de deux
morceaux de cristaux a une probabilité plus basse d’entrainer 'union des
deux. D’autre part, la rencontre entre une gouttelette et un morceau de
cristal, se produisent généralement a une température inférieure a 0°C' et

offre & ’eau liquide une structure cristalline sur laquelle ’eau liquide peut se

cristalliser. Dans (2.16)) et (2.17) 5;,(m’, m) désigne la probabilité de rencontre

17
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entre une gouttelette de masse m et une de masse m/, Gs(m’, m) celle de la
rencontre entre un morceau de cristal de masse m et un de masse m’ qui
engendre leur union et Z;s(m, m’,T) celle de la rencontre entre un morceau
de cristal de masse m et une gouttelette de masse m/'.

En rappelant la définition de hy et de hgys introduite dans et ,
la vitesse de croissance d’'une gouttelette de masse m et celle d’'un morceau de
cristal de masse m sont définis par mhg et mhy,, ce qui permet de considérer

les vecteurs de R*

Uy = (741(Ul7T,7T,<71) = (mhg, up1(m), upo(m), up3(m))"

et

[743 = [74s<us> T7 , Us) = (mhgs> us,1<m>7 us,2<m>; us,3(m>>T

comme la vitesse d'une gouttelette et d’'un morceau de cristal dans I'espace
R, x R3, dans lequel la masse m est considérée comme une variable spatiale.
D’une maniére similaire aux équations de continuité dans R?, en utilisant [741
et 1743, la loi de la conservation de la masse pour H>O liquide et solide est

exprimée dans la forme
040 + Vima) - (0¢U4i) = variation de la masse, aveci =1, s,

ou
g 0 0 0N\T
Vimez) = <—, YL —) .
(9m (99[:1 81’2 8$3
En rappelant les contributions a la variations de o; et o, définis ci-dessus, on

aura les équations (2.16)) et (2.17)).

18
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2.5 Solution locale du systéme monodimension-
nel dans [2]

I1 est souhaitable de trouver une solution du systéme d’équations introduit
dans la partie précédente qui soit cohérente du point de vue mathématique et
qui corresponde aux phénomeénes réels qui se produisent dans ’atmosphére.
Vue la difficulté des traitements mathématiques de ce systéme général, nous
avons étudié dans [2] (voir aussi [32] pour le modéle général) un systéme
d’équations légérement modifié avec des conditions convenables, pour mon-
trer que le modéle proposé jouit d’une certaine cohérence mathématique et
physique, avec une possibilité de pouvoir obtenir une preuve de sa cohérence

dans des recherches futures.

2.5.1 Systéme d’équations monodimensionnelles

Dans [2], notre étude concerne la structure verticale des nuages et de
la pluie. Pour cela, on considére le systéme d’équations —, ,
([2.14)-([2-17)) avec les transitions de phase de H>O seulement du gaz au liquide
(et sa réciproque) ou toutes les quantités dépendent seulement de la variable
x3 et t et on suppose que u;; = w2 = 0, v1 = vy = 0. On écrit pour la
simplicité z, v, u, f au lieu de x3, vs, w3, d;;fg@ et B, o au lieu de 3, o;.

On considére le systéme d’équations dans le domaine en une dimension
I =]0,1], aux extrémités duquel nous posons les conditions aux limites
homogeénes pour v et les conditions non-homogénes 7'(t,0) = ap, T'(t,1) = by

pour la température T'. Il nous est commode de considérer, au lieu de 7', la
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fonction inconnue ¥ définie par
T =T+, To(z) = (1 — z)ar + xby. (2.22)

Toutefois nous continuons a utiliser 7" dans I'expression de Ty (1) = Tys) (1)

et les expressions qui le contiennent, mais dans les calculs nous devons traiter

Y définie dans (2.22)).

D’autre part, la vitesse des gouttelettes de masse m est donnée par

f

u(m,t,x) =v(t,z) — e

En tenant compte de ces considérations et en posant 7, = %7] + ¢, le

systéme d’équations (2.10)), (2.12), (2.14)-(2.16]) avec les transitions de phase

de H>O du gaz au liquide en une dimension spatiale pour les inconnues v, 9,

o0, ™ et o(m) se réduit a (voir [2])

(04 7) (D 4+ vO,v) = (2.23)
— 1,0% — RO, [(H—Qa + i) (9 + TO)] - (g Frt /U(m)dm> f,
(0 + m)cy (89 +v0,9) + R(Mﬁ + l%) O+ T)dw =  (2.24)

= kO + 11 (0,0)* + Epoa + LyHgy — (0 + 7)c,v0, T,

0o+ 0.(ov) =0, (2.25)
oy + Oyp(mv) = —Hy (T, 7, 0), (2.26)
o (m) + 0, (a(m)u(m)) + O (mhg(m)o(m)) = (2.27)

= hg(T,m,m)o(m) + % /5(m —m!,mYo(m')o(m —m')dm'+
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—m/ﬁ(m, m')o(m)o(m')dm’ + go(m)[N* — N(J)}J’_[?T — Ts] T+

—g1(m) [7T — ﬁvs(T)} o(m),
ol 7)1, Cy, k et Ly sont considérés comme constantes strictement positives.
2.5.2 - Résultat principal de [2]

Dans [2] pour construire la solution des équations (12.23)—(2.27)), dans un
intervalle de temps suffisamment petit, on a considéré les conditions aux
limites

v=0, ¥9=0 pour =0 et z=1 (2.28)

et les données initiales

v(0,-) = vo(-) € Hy(I), (2.29)
9(0,-) = Vo(-) € Hy(I), (2.30)
0(0,-) = oo(-) € H'(I),  inf go(w) >0, (2.31)
7(0,-) = mo(+) € H'(I), giﬁrelgﬂ'o(l’) >0, (2.32)

0(-,0,-) = 0o(-,-) € HY(Dy), 00>0, suppoo C [, M1] x [0,1], (2.33)

ot Dy =R, xTet0< M <oo.

On suppose que

Si(-) € ([0, o), (2.34)
feHI), f(0)=f(1)=0, (2.35)

Eraa € Li(0,00; L*(I)), (2.36)

a() € CY(Ry), ai(m) >0 VmeR,, (2.37)
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B(-,-) € CH(RY)H), Bim,m)=0 si m+m'>M, (0< M,y < o0),
(2.38)

90(-)s 91(-) € C([0,00]),  supp go(-) C [, T} . suppP g1(-) C [0, 770,).
(2.39)
La condition est une approximation motivée par le fait que dans I’at-
mosphére les grandes gouttelettes subissent le processus de fragmentation,
qui contrebalance la croissance de la population de gouttelettes de masse

élevée due a la coagulation.

D’autre part, pour les difficultés techniques, dans les expressions concer-
nant la condensation et I’évaporation, au lieu de hy (T, 7w, m) et Hy (T, T, a(~))

définis dans (2.18)) et (2.20]), on a considéré les approximations

hoy (T, w,m) = Ky Slfn >(@5( ) —Tus(T)), (2.40)
HY(T,7,0) = Ky(O5(r) — Fus(T / Slfnm m, (2.41)

ot O5(7) est la moyenne locale de 7(z) avec une fonction de poids convenable,

par exemple

1
S m(y)e 5 dy
Os(m)(z) = . 0#0. (2.42)
[e 5592
0

Le résultat principal de [2] est donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.1 [l existe un t > 0 tel que dans lintervalle [0,t] le systéme
d’équations (2.23)-(2.27) avec la substitution de hd, Hy et [O5(m) — Ty
(définis dans (2.40)-([2.42) ) au lieu de hy, Hy et [m — 5| " et avec les condi-
tions aux limites et les conditions initiales f admet, dans
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Uintervalle de temps [0,t], une solution (v,9,0,m, 0) et une seule dans la

classe

v,9 € L>(0,£ Hy(I)) N L*(0,t; H*(I)),

-HY(I inf
0 € C([0,]; H'(I)), L o(z,t) >0,
T € O([0,4]; HY(I)), inf  mw(z,t) >0,

(z,t)eIX[0,t]

o c C([0,1; H(Dy)), o >0.

L’idée générale adoptée pour ’étude de la solution locale est celle de linéa-
risation, c’est-a-dire de rendre linéaires les équations non lineaires en fixant
des données et de chercher un point fixe d’'un opérateur défini par la solution
des équations linéairisées. Plus précisement, on considére les fonctions don-

nées v, ¥, 9, 7 et & dans I x [0,#;] (t; > 0) satisfaisant aux conditions aux

limites et initiales (2.28)—(2.33) et telles que
v € L(0,ty; Hy(I)) N L*(0,ty; H*(I)),

9 e L0, ty; HE (1)) N L2(0, ty; HA(I)),
g€ C(0.); HY(D)),  inf g, 1) > 0,
T € C([0,t.]; H'(I)),

G € C([0,t1]; H' (Do)

On définit opérateur G'; qui & (9, 1)) associe la solution (o, 7, o) des équations

[2.25)-(2.27)) avec v = v, ¥ = 1 et Popérateur G qui & (v, 9, o, 7, o) associe la
solution (v,1)) des équations linéarisées de ([2.23])-(2.24]) ; ensuite on démontre
que pour ¢t > 0 suffisamment petit 'opérateur G = G5 o G est une contrac-

tion dans lespace (L>(0,¢; L*(I)) N L*(0,t; H&(I)))2 x (L>(0, Lz(l)))2 X
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L>(0,t; L*(D3)), ce qui donne l'existence et 1'unicité de la solution locale
dans la classe indiquée dans I’énoncé du théoréme. Méme si ce schéma de
démonstration est usuel pour ce type d’équations, ’estimation de o requiert
une technique extrémement élaborée. Pour plus de détails, voir [2].

La candidate tient a remercie professeur Hisao Fujita Yashima pour avoir

traduit les parties qui nous interessent des livres [24], [35].
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Chapitre 3

Solution globale de ’équation de
coagulation des gouttelettes en
chute

Dans ce chapitre on va considérer une équation integro-différentielle dé-
crivant le processus de coagulation des gouttelettes se trouvant dans air. Il
s’agit de I’équation pour la densité o;(m,t,2) = o(m,t, z) en une dimension
spatiale (dimension connue comme axe verticale de 'atmosphére) dans le cas
d’équilibre et en absence de mouvement de 'air. On montre 'existence et
I'unicité d'une solution globale ainsi que sa convergence vers une solution

stationnaire.

3.1 Position du probléme

Considérons I'intervalle [0, 1], qui représente I'espace “vertical” dans lequel
les gouttelettes se déplacent a cause de la force gravitationnelle. Désignons
par a(m,t, z) la densité de I'eau liquide contenue dans les gouttelettes de

masse m au point z € [0,1] & Uinstant ¢ € R. On rappelle que dans la litté-
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rature concernant 1’équation de Smoluchowski on utilise souvent le nombre

—U(’”’T‘,;tvz) de gouttelettes de masse m

(dans le sens statistique) n = n(m,t, z) =
au lieu de la densité de I'eau liquide o(m,t, z). Mais nous préférons utiliser
cette derniére pour décrire la modélisation générale des phénomeénes météo-
rologiques ([2], [16], [32]).

On suppose que les gouttelettes subissent le processus de coagulation et
en méme temps se déplacent dans l'air par la force gravitationnelle en su-
bissant également 'effet de frottement avec l'air environnant ; cependant on
ne considére pas 1’éventuelle condensation de la vapeur d’eau sur les goutte-
lettes ni ’évaporation a partir des gouttelettes; ’absence de condensation et
d’évaporation correspondrait & ’état d’équilibre entre la vapeur d’eau pré-
sente dans l'air et la densité de la vapeur saturée. De plus, si on considére
I’absence de mouvement de lair (c’est-a-dire v = 0), la vitesse u;(m) = u(m)

d’une gouttelette de masse m définie dans (12.8)) sera

1

u(m) = o) (3.1)

ot a(m) = ay(m) est le coefficient de frottement entre les gouttelettes de
masse m et 'air tandis que ¢ est une constante positive représentant 'accé-
lération gravitationnelle .

En tenant compte de ces considérations, 1’équation se réduit a
I’équation

oo (m,t,z) + 0.(a(m,t, z)u(m)) = (3.2)

- %/ B(m —m!',m"o(m' t,2)a(m —m' t, z)dm'+
0

—m /OO B(m,m" )o(m,t,2)o(m/ t,z)dm’.
0
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Si dans l'équation (3.2]) on néglige la dépendance de z € |0, 1], I’équation
sera réduite a I’équation de Smoluchowski (dans une version avec la densité
o(m,t) = mn(m,t)).

Mais dans la nature, et a cause de la courbure tres élevée de leur surface,
les gouttelettes trés petites s’évaporent immédiatement (voir par exemple
[21], [31]) et d’autre part les gouttelettes trés grandes se fragmentent & cause
de la friction avec I’air environnant. Compte tenu de ces circonstances, dans
le présent travail on se limite a considérer seulement les fonctions o(m,t, 2)

ne prenant des valeurs strictement positives que pour des m tels que
0<m, <m <My < oo.

En ce qui concerne la fonction a(m), on suppose qu’elle est une fonction
strictement positive et suffisamment réguliére (par exemple a(m) € C'(R,)).
Il est utile de rappeler que dans ’état normal de I’atmosphére a(m) est une
fonction décroissante et ses valeurs varient sensiblement selon les valeurs de
m (pour les données expérimentales, voir par exemple [35]). Méme si I'effet
de la friction (par unité de masse) croit rapidement quand m s’approche de 0,
compte tenu de l'absence de gouttelettes trés petites (m < my,), pour éviter
un raisonnement inutilement compliqué, on suppose que

sup a(m) < oco.
mER+

Pour la fonction [5(mq, ms) = 5;(m1, ms) on suppose que
6('7 ) € C(R+ X R+), ﬁ(mhmg) Z 0 V(ml,mg) € R+ X R+, (33)

B(my, ma) = B(ma, my), (3.4)
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B(my,mg) =0 pour mq + my > Miy. (3.5)

Les conditions et sont des conditions naturelles de la fonction
de probabilité de rencontre de gouttelettes. D’autre part, la condition (3.5
est une approximation motivée par le fait que, comme nous l'avons déja
évoqué, dans 'atmospheére les grandes gouttelettes subissent également le
processus de fragmentation, qui contrebalance la croissance de la population
de gouttelettes de masse élevée due a la coagulation (cette approximation a
été adoptée également dans [16], [2], [32]).

Pour la commodité de la notation, nous posons

@ = sup a(m), Uy = ~J (3.6)

mER+ a0

Dans la suite, on considére le probléme de trouver une fonction o(m,t, z),
qui vérifie 'équation (3.2)) pour (m,t,z) € Ry x Ry x [0, 1] avec la condition

aux limites (condition d’entrée)
o(m,t,1) =a71(m,t) (3.7)

et la condition initiale

a(m,0,z) = ao(m, z). (3.8)

Conformément a ce que nous avons dit plus haut, on supposera que

a1(m,t) =a0(m,z) =0 pour m € [0,m,] U [M4, ool

3.2 Préliminaires

Pour résoudre ’équation (3.2)) avec les conditions (3.7)), (3.8]), on utilisera

I'idée de la transformer en une équation différentielle ordinaire dans un espace
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de Banach ou un espace de Fréchet. Pour cela, on introduit le changement

de variables (m,t,2) ~ (1, t, Z) défini par

et on définit

- -1 -
G(m,T,2) = o(m,t,2) = o(m, i — ——

Dans la suite, on va écrire simplement m et z au lieu de m et Z et encore
o(m,t, z) au lieu de 6(m,t, Z), ce qui ne crée pas d’équivoque dans le calcul.

Dans les coordonnées (m, 1, z) I'équation (3.2)) se transforme en

o ):m/mﬂ(m—m/,m/)a(m',f*(m,m',f, 2, 2% (3.10)
xa(m —m' t*(m,m —m/,t,2), z)dm'+
t,2)o(m', t*(m,m’ t,2), z)dm/,
ou

. 1—-z 1—=2

t*(m,m’,t,2) = () + )

Pour réformuler I'équation (3.10]) en une équation différentielle ordinaire
et établir des propriétés utiles pour I'opérateur intégral du deuxiéme membre
de cette équation, il est convenable, pour chaque z € [0, 1] fixé, d’introduire

la famille de courbes

- ~ 1—
o= e = {(m, D) ERy xR | T=7 4+~

u(m)
On voit alors que les intégrales du second membre de 1’équation (3.10f) pour-

. o, o [0,m]
ront étre exprimées comme intégrales sur les courbes 7., ; et Vr(mify’

}, TeR (3.11)

ol
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- 1—=2

T(m,t) =1t — . Or, pour les exprimer comme intégrales sur les courbes

u(m)
Yr(m,g) €t '72;:,]5)’ il nous faut préciser la mesure avec laquelle on effectue

I'intégration.
Considérons la courbe

Y = "o-

On définit la projection Pr, de v sur Ry par la relation

Pr A'={meRy |3t tel que (m,t) € A},

1—=2
u(m)
nous permet de définir les ensembles mesurables de v et la mesure p., sur v

pour les sous-ensembles A’ de «, la régularité de la fonction t(m) =

par les relations suivantes :
i) A’ C 7y est mesurable si et seulement si Pr, A" est mesurable selon Lebesgue sur R,
it) py(A") = prr, (Pr,A’) ot ppr, () est la mesure de Lebesgue sur Ry,
Comme 7, est la translation de  par 7 dans la direction de ¢, on définit la
méme mesure /i, (-) sur toute les courbes v, ; 'utilisation du méme symbole
f(-) ne crée aucune équivoque (on voit immédiatement que la projection
Pg. et la mesure p,(-) ne dépendent pas de 7 € R).
Une fois la mesure p,(-) sur 7, introduite, on établit des relations entre

() et la mesure sur Ry x R. On pose

(c’est-a-dire, 7(m, t) est le nombre 7 € R tel que (m,t) € ;) et on considére

la famille 2 des ensembles A ayant la forme

A={(m,1) e Ry xR | m € [my,ma|, 7(m,t) € [11, [ } (3.12)
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avec 0 < my < my < 00, —o0 < 11 < Ty < 00. Si on définit la fonction

i — R, par la relation
i(A) = (mg —mu)(r2 — 1)

pour A € 2, on constate que, de la méme maniére que la construction de
la mesure de Lebesgue sur R, x R a partir de la famille des rectangles, le
prolongement de fi définit les ensembles mesurables selon i de Ry x R et la
mesure sur eux, mesure que nous notons toujours fi, et que fi coincide avec

la mesure de Lebesgue prr, xr sur Ry x R; on a en effet
A(A) = prr, xr(A)

pour A € 2.
Pour les mesures ji, et fi ainsi définies et les mesures de Lebesgue jip g, ,
prr et prr, xr respectivement sur Ry, R et Ry x R, on a les propriétés

suivantes.

Lemme 3.2.1 Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de Ry x R.
On pose
A, ={meR, | HER tel que (m,t) €y, NAY,

Ay = {7 €R | I €R tel que (m,t) € v, N A}

Alors on a

prr, <r(A) = fi(A) = /_ N piy(Ay)dr =
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(Ici et dans la suite 1’élément d’intégration par rapport a la mesure de Le-

besgue s’écrit directement dm, dr etc... sans utiliser les notations iz g, (dm),

,LLL’R(dT), etc...).

Démonstration. On démontre d’abord 1'égalité
f(A) = / wa(T)dr, (3.13)
R

ot 9A(T) = py(A).
Si A €2 (A est la famille des ensembles A ayant la forme (3.12))), alors

la formule (3.13]) est évidente, car dans ce cas on a

_ (A7) pour T € Uper, An,
palr) = { 0 pour 7 & Upecr, Am.

La formule est également vérifiée pour les ensembles qui sont des réunions
finies d’ensembles deux & deux disjoints de .
Dans le cas général, la démonstration de 'égalité (3.13) est basée sur le

lemme suivant, qui est la version pour la mesure i du lemme de la page 309

de [22].

Lemme 3.2.2 Pour tout ensemble i—mesurable A, il existe un ensemble B

avec A C B vérifiant [’égalité

i(A) = f(B) (3.14)
et ayant la forme

B:ﬂ B,, BiDBy>..DB,D..,
n=1

oo
B, = U Bk, B CBua C...C Byp C ...,
k=1
ot les ensembles By sont des réunions finies d’élément de 2.
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Démonstration. On le démontre de maniére analogue au lemme de la page
309 de [22], en remplagant les rectangles par des ensembles A du type .
OJ

Suite de la démonstration du lemme . L’égalité s’étend
facilement des ensembles B, qui sont des réunions finies d’ensembles deux
a deux disjoints de 2 aux ensembles B,, et B a 'aide du théoréeme de Beppo

Levi. En effet, comme on a

pp, (1) = lm op,, (1) avec 9p, < @B, < <@g, S0

et
SDB(T) = lim @Bn(T) avec Yp, Z P, = 2 Pp, =

n—a~oo

alors, a l'aide du théoréme de Beppo Levi, on a

k—o0

/gan(T)dT: lim vg,, (T)dT,
R R

/goB(T)dT: lim v, (T)dT.
R R

n——aoo

Avec B, B, et B comme dans le lemme [3.2.2] en vertu de la continuité de

la mesure on a

i(B,) = kh_r>n00/1(Bnk)a fi(B) = lim fi(B,)

n—ao0

et comme fi(Bpi) = [ ¢B,,(T)dT, on obtient que

| on. (i = i(5,),

[ entryir = B,
R
Par conséquent, I'égalité (3.13)) est vraie pour les ensembles qui sont des

réunions infinies d’ensembles deux a deux disjoints de 2.
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Si fi(A) = 0 alors d’aprés le lemme il existe un ensemble B (ayant
la forme indiquée dans le lemme) tel que A C B et i(B) = 0. Donc on a

Jg @B(T)dT = 0 et encore
©p(T) = 1y (B;) =0  presque pour tout 7 € R.
D’autre part, comme ’ensemble A, est mesurable et A, C B,, on a
oa(T) = uy(A;) =0 presque pour tout 7 € R

et par conséquent
/ pa(T)dr =0 = [(A).
R
Donc pour un ensemble de mesure nulle la formule (3.13]) est vérifié.

Dans le cas général, on met A sous la forme A = B\C avec B ayant la

propriété indiquée dans le lemme |3.2.2 en vertu de ’égalité (3.14]), on a
p(C) =0

et donc

py(Cr) =0 presque pour tout 7 € R.

Par conséquent on a

pry(Ar) = p1y(B;) presque pour tout 7 € R;

/R pa(r)dr = / o(r)dr = i(B),

ce qui, joint & (3.14)), implique I'égalité (3.13)).
La démonstration de I'égalité fi(A) = / prnr(Am) iy (dm) du lemme est

Yo

on a donc

o
tout a fait analogue a la premiére, tandis que ’égalité fi( A / prr(A
0
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résulte immédiatement de la relation fi(A) = ppr, xr(A4) = / prr(Ay)dm.
0

Le lemme est démontré. [

Lemme 3.2.3 Soit o(m,t) € L'(R; x R). Alors, pour presque tout T € R

la restriction de o(m,t) a v, appartient a L' (v, ).

La démonstration du lemme [3.2.3] résulte immédiatement du lemme sui-

vant :

Lemme 3.2.4 (variante du théoréme de Fubini).

Soit o(m,t) € L*(R, x R). Alors on a

/R ol dyimai = / N / oo, o, 7)) ) =

:/70 (/Zg(m,f(m,f))m),h(dm) :/OOO (/Za(m,f)df)dm:
:/: (/OOO o(m, Pydm) di,
ot t(m,7) =7+ J(’Wf)

Avant de démontrer le lemme [3.2.4] rappelons d’abord le théoréme suivant

Théoréme 3.2.1 L’ ntégrale de Lebesque d’une fonction sommable, non né-
gative f(x) sur un ensemble M p,—mesurable est égale a la mesure u(A) avec
A défini par

A={(z,y): xe M, 0 <y < f(z)}

el b = g @ fly.
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Démonstration. Voir [22].

Démonstration du lemme On pose
W={(m,t,y) eERy xRxR|0<y<o(m,i)}.

En appliquant le théoréme [3.2.T) avec pi, = prr, xr €t p, = fi, et en utilisant

le lemme|[3.2.1] on a
& p (W) = prr,«r @ p' (W) =

— / o(m, t)dmdi = / o(m,t)dj,

R+ xR R+ xR
ot u* est la mesure de Lebesgue sur R (pour y € R).

En outre d’aprés le théoréme de Fubini classique (dans un espace eucli-

dien) on a
/ o(m,t)dmdt = /000 (/:: J(m,f)dtjdm =
:/:</Oooa(m,£)dm)d£

Pour établir les égalités

L@ pt (W)= /00 (/ U(m,f)/vcy(dm)>d7- =

—0 YT

_ / ([ atm it oir) ),

o0

il suffit de rappeler que d’apreés le lemme [3.2.1} on a

f= py @ pir
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(11 est la mesure de Lebesgue sur R pour 7 € R) et que le raisonnement du

lemme peut étre généralisé sans difficulté au produit de mesures

(1y @ ') @ pir.

Cela étant, on peut démontrer les égalités en appliquant le raisonnement de
la démonstration du théoréme de Fubini (voir par exemple [22]). En effet,
une fois les mesures bien définies la structure géométrique des ensemble sur
lesquels elles sont définies n’intervient pas. Le lemme est démontré. [

Suite de la démonstration du lemme [3.2.3. On conclut directement a

partir du lemme O

Lemme 3.2.5 Soient f et g deux fonctions appartenant a € L*(vy, p,). On

pose
(f % g)(m) = / £ (m— g (Y ().

Alors f*g € L' (v, ) et

| fxg ||L1(%M)SH f el g HLl(%M) :

Démonstration. La mesure ., étant bien définie sur +,, le lemme se dé-
montre de la méme maniére (avec des modifications purement formelles) que
dans le cas des fonctions sommables par rapport a la mesure de Lebesgue

(voir par exemple [6]). Soit
F(m,m') = f(m —m') g(m').
Pour presque tout m’ € v on a
1) sty = [ ) o | o
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=) g(m) | / | f(m — ) | o (dm)

=l g(m’) [ £ ller ¢y < 00

et
[ VEtmm ) = [ g 15 ()

= f el 9 121 ) < 00

Appliquant le théoréme de Tonelli, on voit que F' € L'(y x v, i, ® ). Grace

au théoréme de Fubini, on obtient
/ | F(m,m") | py(dm') < oo presque pour tout m € v
.

et
/ | F(m,m") | py(dm")ps (dm) <|| f |zl 9 i)
vy

donc on aura

| f*g o)< f el 9 1t -

Le lemme est démontré. [
Maintenant, on est en mesure de transformer l’équation (3.10)) en une

équation différentielle ordinaire, pour cela on pose

g g 1—-2 [0,m]

t =1t — .
T(ma 5 Z) u(m) ’ fVT(mJ’Z)

= ’y‘r(m,f,z) N [07 m] X R. (315>
Ainsi, on peut écrire I’équation (3.10)) sous la forme
—o(z) = F(o(2)), o(z)=0(2) (3.16)

avec

F(o(2)) = F(a(2))(m,1) = (3.17)
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= 2u7<nm) /[O(mL ) B(m — m’)m’)o’(m/’ t~/7 Z)O'(m _ m/)_E//’ z),uv(dm’ﬂ—
T(m,t,z
0 / Blm,myo (m', ¥, 2)o (m, £, 2)p, (dno)
U(m) Vr(mk ) ’ »To » Y )

ou t' et ¢ sont tels que
(m', 1), (m—m' 1) e Vr(m.i)-

De maniére analogue, les conditions (3.7) et (3.8]) se transforment en

o(m,t,1) =o;(m,1), (3.18)
1—2 .
o(m, )’ z) =oy(m, 2), (3.19)

ol o, et o sont les fonctions obtenues a partir de o et o7 par le changement

de variables introduit ci-dessus.

3.3 Solution avec la condition d’entrée de classe
Ll

Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution globale du probléme
(3-16])-(3.19), nous précisons d’abord que le domaine dans lequel nous allons

considérer ’équation (3.16|) est

- -~ 1—=z
o= U vm:{(m,t,z)eR+xRx]0,1[|t>u(m>}.
7>0, 0<2<1
On pose
To= |J %:={(m.12) eR xRx[0 1]|£:1 %y
y y Y 9 u(m) 9
0<2z<1

Fb:{zzl}ﬂﬁ
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Il est évident que I'on peut identifier I'y avec R, x R, . Les conditions ({3.18)|)

et (3.19) peuvent étre écrites sous la forme
o=0; surly, o=0, surll,. (3.20)

Avant d’étudier le cas général du probléme (3.16))-(3.19)), nous allons exa-
miner le cas ou la donnée o} appartient a L'(T%). Dans ce cas on a la propo-

sition suivante.

Proposition 3.3.1 Soient 7,y € L'(I'y) NL>(T',) et 5y € L'(Iy) NL®(I)

telles que

E(a)(m,f, z) >0 p.p. surly,, o) (m, t)>0 p.p. surTy,

T(a)(m,t,z) =0, E(b)(m,f) =0 pourm € [0,m,] U[ma, 00|

St
(1@ e [0 = ry)) < e
max a 0o ; oo — — \
O(a)llL>=(Ta)s 19 (b) I Lo=(T) M,y (g — M)
o
M, = sup ma(m) B(m —m',m'), (3.21)
Wiia <M<TIA T </ <~ 2

alors il existe une solution o et une seule de [’équation (3.16) satisfaisant

auz conditions
o=0p surly, 0 =0 surly, (3.22)
solution appartenant a la classe
o € C([0,1]; L'(Q.)) N L™(Q),

o
11—z

Q. = Jre = {(m,)) e Ry x R[>

o u(m)

1. (3.23)
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Démonstration. Pour montrer cette proposition, il nous convient d’exa-
miner directement ’approximation successive avec laquelle on construit la

solution o (m, t, z).

Posons
J[O} = F(b) sur I'y, CT[O] = E(Q) sur I', (3.24)
et définissons o™, n =1,2,---, par les relations
) ~ .
—ol(m.1,2) = F(o"(=))(m.?), (3.25)
z
0'[”] = E(b) sur ', O'[n] = 6(@) sur I'y,

ot F(-) est I'opérateur défini dans (3.17)).
o

D’autre part pour chaque point (m,t) € Ry x R, ¢ > —Tm), fixé, on

définit le point ¢;(m,t) € [0, 1] par la relation

L : 7 ~ _a(m)
Gmd) =] LTamg s (D) ER xR, F2 g0
1 si (m,t) e Ry xR,
On remarque que
(m,t,G(m,t) €T, UT, V(m,t) € Ry xR, gZ_O‘(m).
9

Donc de 'équation ([3.25) on déduit que

¢i(m,t)
o"l(m,t, 2) = o (m,t,¢ (m, 1)) — / F(o" () (m, t))d2"  (3.27)

avec

[n] n £)) = ow surly,
o™(m,t,(1(m,t)) {E(a) sur I',.
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Lemme 3.3.1 Quelque soit n € N, o™l est bien définie dans la classe
oM 2) e LNQ)NL®(Q,), 0<2<1
et on a

supp (o"(-, -, 2)) C [Mq, 4] X R pour 0<z<1, (3.28)

1T @)l Lo y) + 11T @) I Lo ()

”O-[R}(VWZ)HLO" Q. S — p— — —
@) =9 (M, + M) (4 — 1) ([70 [ 1 ry) + 170 Lo () (1 = 2)

(3.29)
(M1+Ma2)(ma—ma) (|15 @) | Loo (r,) +15 (a) | Loo (r4)) —1 N
pour (M1+Mz) (M a—a)|[T 1) | Loo (ry) <z=1, ou
M, = sup ma(m)ﬁ(m,m’). (3.30)

m,m’/€R4 g

Démonstration. Remarquons d’abord que, si o (n > 1) est bien définie
par les relations et si supp (o" (-, -, 2)) C [, Ma] x R pour 0 < z <
1, alors o" vérifie la condition . En effet, la condition implique que
la premiére intégrale de l'opérateur F'(-) (voir (3.17)) s’annule pour m > m4.
D’autre part, si m < T, alors sous le signe d’intégration o~ (m—m/ - z) et
o"=U(m’, -, 2) s’annulent et donc I'intégrale s’annule. En outre par hypothése
o= gannule pour m < 7, et m > M4, ce qui implique que méme la seconde
intégrale de l'opérateur F'(-) s’annule pour m < m, et m > m 4. On en déduit
pour ol

Examinons maintenant 'opérateur F(-) appliqué a o"~U(-, - 2). En sup-
posant que le support de o U(- . z) est contenu dans [m,,Ma] x R et en

rappelant la définition (3.1)) de u(m), on a (avec la notation #, #’ comme

dans (3.16))

‘moé(m) /[O | B(m N m', m')a[n_”(m', E/’ z)o_[n—l] (m . m', 51/7 z)uv(dm') <
g Y m

T(m,t,z)
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< My gy (0™ sup o U/ T, 2) sup o (m—m/ 1", 2) <
(m'erfin (m=m" e

< Ml (mA - ma)Ha[n_l}(': ) Z)H%OO('YT(WE’Z)’MW)

et

ma(m) / ﬁ(m, m/)o_[nfl] (m/’ E/’ Z)O_[nfl} (m’ tN, z),uv(dm’) <
9 v

™(m,t,2)

< My()  swp o Um Tz swp ol Um,dz) <

() )€Yz (om .2 (M) €Y7 (1 7,2)

< My(ig — ) ||o™ (-, -, 2) pour presque tout 7 > 0,

I

LOO(’YT(m,f,z)vﬂ’Y)

ot M7 et My sont les constantes définies dans (3.21)) et (3.30]) respectivement.
Donc a partir de ’équation (3.27)) et la définition (3.23)) de €2,, on a

o, 2)laoegony < max([T lleqrys [T 1w+

(M, + My) (T4 — T,) /1 o™ 1 2) e, d2 s
d’ou
oy )iy < Ty + [T lleea+ (3:31)
FOL 4 M) =) [ 10 ) g 0

En outre, en utilisant le lemme [3.2.5 et en tenant compte de la condition

(3.5), on a
H ma(m)
2

o B(m—m/,m"o" U (m' ¥, 2)o" N (m—m/ 1", 2) ., (dm)
g v

L (yropy)

ma(m) / 5(m, m')a["_l](m', E/’ z)o_[n—l] (m’ z?, Z)/uby<dm/> <
9 vr L (vr 1)

G YN Z)‘

]

< M +

LY (7o)
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<
L (yropy)

—l—MgHa["’l](', . z)‘

o Z))

LY (7, py)

< CHU[”_”(~, . z)|% H%l(%,,ua,)?

oit C est une constante indépendante de z (et Z, ¥ et ¢ sont tels que (m,?),

(m', ), (m —m', ") € v, comme dans (3.16)). Comme on a en outre

||U[n_1]('7 'az)|’yr||L1(VT7M'y) S IU’Y(’VT) sup O-[n_”(W '>Z) S

(m,t)evr
< (Ma =)o 2)] e <
< (ma —ma) ||, 2)] sy (pour presque tout 7 > 0),

a l'aide du lemme [3.2.4] on en déduit que

1E@" 1 )l :/ |F(a" " (m, 1, 2))|dmdi =
Q.

= [ AP i = [ [ P2l (dm)ar <
Q.

RY Jyr
S/(Hma(m) Blm—m',m" )" (m! 1, 2)a" N (m—m', ", 2)p, (dm) +
29 Jofp LY (7 1)
R}
ma(m) N

dr <

+‘ / B(m,m" o m/ T, 2)o" "V (m, £, 2) . (dm) >
g vr LY (7 piy)

SC/||U["_1]('7‘az)|%”%l(%7uw)d7—
i

= C/ lo e Z)|vf”Ll(%uw)HU[niH(" '72)‘%‘|L1(%,m)d7 <
B

< C(ma —my)|le" (., '7Z)||L°°(%>/IIU[”_”(v-,Z)\%llLl(%,wdT
Ry

< o1 2@ lo UG 2) e,
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donc on a

1@ D e < Cllo™ (- 2) =)

" (2 e
(3.32)
avec une constante C’ indépendante de z.
Définissons une suite de fonctions y,(z), 0 < z < 1, n € N, par les

relations récursives
Yo(2) = [[omlle=m,) + 0@z, — pour 0 <z <1,

Yn(2) = [0l ooy + [T (@)oo ra)+
1
+(My + My) (g — ma)/ y2 (2)d?, pour 0<z<1.

On va démontrer par induction que, quelque soit n € N, la fonction o

est bien définie et vérifie, outre la condition (3.28]), les relations

Ho-[n]('u ) Z)HLOO(QZ) < yn(z>7 (3'33>
sup \|a["](',~,z)|]L1(QZ) < 00. (3.34)
0<2<1

En effet, pour n = 0, les relations (3.28)), (3.33) et (3.34]) résultent immé-

diatement de la définition (3.24) et des hypotheéses sur les fonctions 74 et
U(b)-
Supposons maintenant que o1 vérifie les relations (3.28), (3.33) et

(3.34) (dans lesquelles on substitue naturellement n — 1 a la place de n).
Nous avons déja remarqué que, sous ces hypothéses, ol vérifie la condition

(3-28). D’autre part, de 'hypothése sur o*~ 1, on a
||O'[n71]('7 ) Z)HL"O(QZ) S yn71<z>7
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d’ou
1 1
[ 16 g < [ (a2
de la définition de y, et de I'inégalité (3.31)), on constate que o™ vérifie
I'inégalité (3.33). Enfin, d’aprés la définition (3.27) de o™ on a

/0["}(m, t, z)dmdt~ < max(||5(b)||L1(pb); ||E(a)||L1(Fa))+
Q

Ci(mit) - .
+// ‘F(o[”_l](z’))(m,t)‘dz’dmdt.
0. 7

On définit F par

F(o(2))(m, ) = { 5(0(2/))(”% t) : z/izc’l(ﬁmgzlg()m,f),

et on a

/a["}(m, t, z)dmdt <
Qz
1
< lowlmn + I7wlowy + [ [ 1P 6) 0, ddmat
Q.

1
<lewlliiwy) + 1o@ . +/ /\F(U[n_l](zl))(mt)‘dmdtdzl
",

1
< !I5<b>!|L1(rb)+Hﬁ(a)HLl(ra)Jr/ /\F(U["”(Z'))(m,t)\dmdtdZ'

Q.
1
< Fwllza,) + 1T@lzrra) +/ HF<U[H_1](" "Z,))HLl(QZ,)dZ/'
Tenant compte de I'inégalité (3.32)), on obtient
1o+ 2) ey < IT@llormy) + [T@ll e +
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1
+00 [ i o ) s

donc on a

sup [0 (-, 2) [ prany < 11Fw ey + 1Tl 2.+
0<2<1

+C” sup Ha[nil]('aﬁz)”L"o(Qz) sup ”O-[nil](ﬁ'vz)HLl(Qz)v
0<2<1 0<2<1

les hypotheses sur o™=,

334).

O et o) impliquent que ol vérifie également

On remarque que la suite {y,(2)}nen, 0 < 2z < 1, est une suite croissante
et est 'approximation successive de la solution Y'(z) du probléme de Cauchy

(pour z < 1)

{ Y'(2) = —(My + M) (ma —m,)Y (2)?,
Y(@) = el + 15wl 2w
La fonction Y'(z) a la forme explicite

Y(z) = 70 2=y + 17 |20
1— (My + My) (4 — a) ([T || oo (ry) + 5@ | ooy ) (1 = 2)

(My+Mz) (M a—ma) (155l Loo (0, ) 1T () I Loo (rg)) —
our b
p (Mi+M2)(ma—ma) (|7 vyl Loo (7)) F1T (a) | Loo (1))

de démontrer que (3.33) implique I'inégalité (3.29)). O

Suite de la démonstration de la proposition Nous allons dé-

1 .
< z <1, ce qui nous permet

montrer avant tout 'existence et 'unicité de la solution dans un intervalle
[1 —6,1] avec § > 0 suffisamment petit.

Considérons deux fonctions oy et oy appartenant a L'(€2,) et la différence

F(o1) — F(09). D’aprés le lemme on a

|F(01) = F(o)ll o) = / |F(o1) — Floy)|dmdi =
Q.
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~ [1F() - Flow)ldn - / | 1F(o) = Fioanam)ir =
Q2

// )2u /] B(m —m',m/) o1 (m/, T, 2)o1 (m — m/, 1", 2)+

[0,m
v

—oo(m/ T, 2)oa(m — m/, 1", 2)| o (dm) +

. m /B(m,m')[al(m,f, 2o (m/, 1, z)—os(m, T, 2)oa(m!, ', 2)] o (dm) | o (dm)d 7

//‘ / or(m—m' 1", 2) — oo(m — m’,f",z))al(m',f',z)—k

YT [O'm.

+ (o1 (m/, T, 2)—oa(m/, T, 2)) oo (m—m/, 1", 2)] pu, (dm) + /[(al(m,t,z)—@(m,t,z))x

oo (m!\ T, 2) + (o1 (!, T, 2) — oo (m! T, 2)) oy (m, £, 2)] oo () u,y(dm)df}

< Cp [// <(}01 — 02{ * 01)(m,f, z) + (}01 — 02| * 02)(m,f, z))uv(dm)dT—i—

+[/(\al<m,f, ~oalm,.2)| [ oalo ¥ 2 dm)

Yr

+o1(m /‘01 —Ug(m',f’,z)|,u7(dm’)>p7(dm)d7'] <

<0y / o1 = 0211330y (102130 + el 5y Y+

i’
+ [l = oallac (ol + ozl )]
i
< 205/ o1 — 02”L1(%uw)(HUlHLl(%,uv) + HOQHLI(%M))dT’
£
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ou

m

C :max[ su m—m/,m'), su mn m,m’]. 3.35
g 0<m’<1731<oo 2“("”)5( ) m,m’£R+ U(m)ﬂ( ) ( )

Encore une fois a I'aide du lemme [3.2.4] on déduit que

[1E(01) = F(o2)llz1.) < (3.36)

< 2Cgess sup (lo1]lzr(y, ) + o2l iy ) llor = o2l L2
TERY

< 205<m,4 — ma) ess suRp (HO'IHLOO(%) + ||0'2||Loo(,yT))||0'1 — O'QHLl(QZ).
TERY
Maintenant on substitue oy = o et o, = "1 dans (3.36). Alors en
vertu de (3.29) on a

IF(@™) — F(o? )l 1x(0.) < 2Ca(ma — M) ess sup (o™ |+

TERY

Hlo" ) lo™ = oY1) <

. 15wy + 0@ e,
< 4C3(Ma—mm,) ess sup [ e — ] X
rery L1 — (M + Ma)(Ma —Ma)(1T@)l Lo (ry) + 0@ [ ra)) (1 — 2)

x|t — o iy,

I (o) = F(o" )1, < As(2) o™ = o 1iq.),

17 w) | oo (ry) + 110 (a) I oo (1)

ot Ay (2) = 4Cs(Ma ~ M) T3 T35 rin ) Py T (1) T T ) A5

(’est-a-dire, sur les fonctions o™, n € N, I'opérateur F(-) satisfait a la
condition de Lipschitz dans I'espace L(€),) avec le coefficient de Lipschitz
A, (z). Done, de la méme maniére que pour la démonstration de 'existence
et de I'unicité de la solution locale d’une équation différentielle ordinaire, on
peut démontrer qu'il existe un 6 > 0 tel que o[ converge, quand n tend vers

I'infini, vers une fonction ¢ dans la topologie de
C([1—6,1]; L ()
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et que la limite o satisfait, dans l'intervalle [1 — ¢, 1], I’équation et
les conditions . On voit aisément que l'unicité de la solution o dans
I'intervalle [1 — 0, 1] se démontre d’une maniére analogue a la démonstration
du théoréme classique.

Une fois la solution locale o obtenue sur l'intervalle [1 — 6, 1], examinons
ses propriétés. Avant tout on remarque que pour tout n € N implique

que la limite de la suite o™ jouit de la méme propriété, c’est-a-dire on a
supp (o) C [, ma] x R x [1 —4,1]. (3.37)

D’autre part, pourvu que o > 0, la premiére intégrale de 'opérateur F(-)
(voir (3.17])) est négative (< 0), tandis que la seconde intégrale de F'(-) est

de la forme

U(m,t,z)m/ B(m,m")o(m', T (m,m' |, 2), z) ., (dm’),
g vr
donc on peut écrire I’équation (3.16)) sous la forme

0,0 =Fo—G

avec F et GG sont deux fonctionnelles positives, de maniére analogue aux cas

des équations différentielles ordinaires, on a

o(m,t,2) = a(m,t, (i (m,t))exp ( - /ZCl E(z’)dz')+

ou
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ce qui montre que
oc>0 p.p. dans Q. pour z € [1 —§,1]. (3.38)

Les relations (3.37) et (3.38) étant démontrées, on peut faire I’estimation

de ||o(-, -, 2)||z(q.)- Pour cela on considére le deuxiéme membre F(o(z)) de

(3.16). En vertu de ([3.38) on a

%(m)/ B(m, Yo' 7, =)o (m, )y, (dm) > 0,

T(m,t,z)

ce qui nous permet de déduire de (3.16|) (voir la définition (3.1)) pour u) que

0 - - -
—a(m,t,z) > _ma(m) B(m—m/,m")o(m,t', 2)o(m—m' ", 2)p, (dm'),
0z 2¢ 7[0(7’"1 )
T(m,t,z
ou
a 7 ! 7 1 qn !/
8—0(m, t,z) > —M, o o(m',t', z)o(m —m/,t" 2)u,(dm’)  (3.39)
z o
’y‘r(m,t_,z)

(ici #' et ¢ sont comme dans ([3.16])). Donc, si on pose
QO(Z) - HO-(" g Z)||L°°(Qz)7

alors, compte tenu de (3.37)), il résulte de (3.39) que

%U(m,f, 2) > =My (Ma —My)p(2)? p.p. dans €,

ou

- - Cl(m’t)
o(m,t,z) < a(m,t,Cl(m,t))—i-Ml(mA—ma)/ o(¢)?d?  p.p. dans Q..
(3.40)
On note par
17 (@) [| Lo (i) = max([[T @)l oo (ra); 10w | 2 ry) ),

o1
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alors de (3.40) on a

1
() < [Tl raomy + Mi(Tia — 7a) / S(2d2 pop. dans ..

Cette inégalité implique que
lo (-5 2) o= 0.y = ¢(2) < Y (2) (3.41)

pour z < 1 dans lintervalle de I'existence de o (-, -; z) et de Y (2), ot Y (2) est

la solution de I’équation intégrale

1
Y(Z) = HE(aJ))HLOO(FaUFb) —|— Ml(mA — ma)/ }/(Z’)de,’/7

ou, ce qui revient au méme, du probléme de Cauchy

dY (= - .
T - m)V @ W) = [l

On a d’ailleurs

% () = Ha(a,b)HLm(FauFb)
1 — My (Mg — M) [|0 a0yl 22 (roury) (1 = 2)

(3.42)

1
My (ma—"ma)’

membre de (3.42)) est bien défini pour tout z € [0, 1]. Donc l'inégalité (3.41)

On rappelle que || (q,)|| oo (r,ur,) < ce qui implique que le deuxiéme
est valable pour tout z € [0, 1] tel que o(+,-, 2) existe.

Rappelons que I'on a construit la solution locale o(+, -; z) dans un intervalle
[1 — 9, 1] et que 'on peut prolonger la solution o(-, -, z) pour tout 'intervalle
ol les conditions pour la construction de la solution locale continuent a étre
vérifiées. Or, de (3.36)) on déduit que, si ||o(-, -; 2)| e (q.) < 00, alors on peut
encore prolonger la solution. Par conséquent, en vertu de et , la
solution o(+, -, z) peut étre prolongée dans tout l'intervalle [0, 1].

L’unicité de la solution résulte de 'unicité de la solution locale.

La proposition est démonstrée. [
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3.4 Existence et unicité de la solution globale
en temps

Pour démontrer un théoréme d’existence et d’unicité de la solution globale
dans le cas général, on va établir la propriété de “cone de dépendance” pour
I’équation (3.16). Pour ce faire, on considére un ensemble mesurable w de

)

R; x R avec 0 < mes(w) < co. On définit

Dlwl= |J Dump. (3.43)

(m,t)€w

ou
Dy = U ( U 77,) B (3.44)
0<2<1 T_(m,{,Z)STST-&-(m’{)

—{m,7,2) eR, xRx[0,1] | ¥ =7+ ——
u\m

avec
7. (m,t) = 7(m,t,0) =t — uén),
7_(m, 1, 2) = max (0, 7 (m, 1) + aio) = max (0, ¢ — u(in) + ﬂio)

(pour g, voir (3.6])). On définit également D, (z) par

n.)= U ( g 1re) = {(m7,2) € Dlu] | &' = 2};

(m,t)ew T— (m,{,Z)STST+ (m»t)

(3.46)
on remarque que D,,(21) est 'intersection de (U, e, Dim,p) €t du plan z = 2.
D’apreés la définition de I'ensemble Dy, 7 (voir aussi la définition (3.15) de

7(m,t, 2)), on remarque que
(m/7 fl’ Z,) S D(m,f) = ’YT(m’,f’,z’),z’ C D(m,f)v
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7(ma, t,0) = 7(ma, f3,0) = Dy i1y = Dy i)

cette derniére relation signifie que, si (mq,t;) et (mao,t3) se trouvent sur une
courbe 7, o, alors ils définissent le méme ensemble.

La propriété de “cone de dépendance” est donnée par le lemme suivant.

] (

) et Ei]) deuz fonctions définies sur I'y, a(]) et 0[2}

(b)
deux fonctions définies sur I'y. On suppose que EEZ]), Ei]), EE}), Egb]) satisfont

Lemme 3.4.1 Soient UE

auz conditions de la proposition |3.5.1. Soit o (resp. o) la solution de

(1]

’équation (3.16) avec la condition (3.22)) avec () = Ty O) = EE})]) (resp.

=[2]

T =Ty Ty = T )- Si
_[ 2 [ 2
oEb]) = JEb]) sur I'y N D]w], Ea]) Ea]) sur I'y N D]w], (3.47)
alors on a
ol =6 p.p. dans D[w].

Démonstration. On intégre 1’équation (|3.16|) par rapport & z, on a

o, 7,2) = oV, . )+
G

o Bm—m/,m" (! T, 2o (m—m 1", ), (d)d 2"+
(m t ,21),2!

G
m ) ol (m/ ¢, 2ol (m, £, 2", (dm)d2, i=1,2,

Vr(m,i,2"),2"

tandis que les conditions (3.18)-(3.19) nous donnent

T (a) sur I'y,
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C1(m,t) étant le nombre défini dans (3.26]). En faisant la différence de ces

équations pour ¢ =1 et ¢ =2, on a
o (m, 1, 2) = o (m, 1, 2)| < [0 (m, T, ¢ (m, 1) — o (m, T, G (m, D) |+

G 5 5
‘ B(m —m' m') [0[1] (m/, 7, 2" oM (m —m/ 1, 2"+
2u(m o]

/) ’
81
/ / B(m,m')x
5. /

T(m,t,2"),z

T(m,t,z

—o®(m!, T, 2o (m—m/ " z)},u,y(dm V2 |+

[[”( A, oW (m, i, 2 — o, o [21(mtz)]m(dm')dz',

donc on a
|a[1] (m,t,2) — 0[2](m, t,2)| < ‘0[1] (m,t, i (m, 1)) — ol (m, t, (i (m, 1))+

G1 ~ ~
+Cp / / ‘0 Wm —m! ", 2") — o (m — m’,t”,z’)’a[2](m/,t/,z')+

[0 m]
‘r(m t,27),2!

+’O-[1] (m/7 E/) Z/) _ ol (m/7 5/7 Z/)la[l} (m —m, 51/7 Z’)),uw(dm')dz/—l—

G
+/ / (}cﬂ”(m,f, 2" — o (m, 1, z')}am(m’, ', 2 )+

’YT(’V‘V‘L,‘E,Z,),Z/
—|—}O'm (m’, ?:[I, Z/) — 0'[2] (m/, t~/, Z) ‘Um (m7 t~7 Zl))u’}’(dml)dz/] )

ot Uy est une constante définie dans (3.35). On en déduit que

|a[1] (m,t,2) — 0[2}(m,f, 2)| < |0[1] (m,t, ¢ (m, 1)) — ol (m, £, (m, 1))+
(3.48)
1
—|—Cﬁ[/ <Ha[1]<., L2 — ol ',Z’)HL""(mm,g,z/),Z/)HUM(-, .’Z’)“Ll(,y_r(m‘{yzlxz/)—i—

T Y I GO B TG [P 2t
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1
—|—/ (HO’[”(.7 . Z’) _ 0[2]<.’ . Z/)HL"O(’YT(m,E,z/),ZI)HUM(', . Z/)“Ll(’yf(m,{,z/),z/)—i_

+(mA_ma) ||0-[1](7 K Z/)HLOO('YT(m,E,z’),z’) ||O-[1](7 ) Z/)_O-p](.? E Z/) ||Loo(7'r(m,{,z’),z/)>d2/i| '

Considérons maintenant un point générique (m,t,2) de D[w]. En vertu

de ([3.44)-(3.45)) il existe (mq, ) € w C R, x R tel que

1 N
+i) = 7_(mog, o, 2) < t—

(o) T ) = e te) ="

max (0, to— .
(0. % wm)

Cette inégalité, jointe a l'inégalité u(m) < wy < 0, implique que, pour 0 <

e

z2<z <1,ona

ou, en vertu de (3.15)), (3.45)), on a

7_(mo, to, 2) < 7(m,1,2") < 7. (mo, to),
ce qui, d’apres la définition de I'ensemble D, (z), démontre que
Ve C Du(2') pour 0 < 2z < 2/ < ((m,t) < 1.
On rappelle que 1’on a en outre, pour ¢ = 1, 2,
oo 60,y i) S Ta = TG (o 2z ) S

< (mA - ma)Ho-[i]('v ) Z)”LOO(Dw(Z))’

pour presque tout (m,t) € Q. (voir (3.23)).
Cela étant, de I’équation ([3.48) on déduit que

”0[1](-, . Z) - 0[2](" ° Z)HL"O(Dw(Z)) =
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(1] —=[2]

<max(  sup |E(b)(m,f)—a(b)(m, t)l; sup |E€l])(m,f, Cl)—Ei])(m,f, G+

(m,f)eryNDw] (m,t,¢1)ETaNDw]
1
1 2
+C/ (1o Mooy + 102 2) e by ) X
xllot(-, -, 2) = o, 2| e (o d?,
ou C' est une constante indépendante de z, d’ou
ot (,2) = P, 2) o (paey) <

—[1 —|2 —[1 —|2
< (7] — ol rurnin + 750 = 70 lmurnwn ) +

1
+C/ (Ho'[l](7 . Z/)HLOO(DW(Z/)) =+ HO'[Q](,, . Z/)HLOO(Dw(Z/))) X
X Ha[l](~, 2 — 0[2}(', o 2| Lo (Do (2 A2

A T'aide du lemme de Gronwall, on en déduit que
”0[1]<.’ " Z) - 0[2]('7 “ Z)“L‘X’(Dw(z)) < (3'49>
[ —[2 —[1] 2
< (HJEb]) — Tyl Leynpr + 170 — UEc})I!LW(ranD[wD) x

1
X exp (0/ (o™, es 2o + 10 2o d2' ).

z

Or, en vertu de I'hypothése (3.47) on a

—[1 —_[2 1 —_[2
174 — T | e runpiel) = 17 — Tyl (ranpiu) =0,

ce qui nous permet de déduire de que
Hauu'faz)_'Upu'faZ)HLw(Dqu <0,
ou, compte tenu de la relation D{w] = Jy<,<; Du(2),
olll(m, 1, 2) = a®(m, 1, 2) p.p. dans D|w].
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Le lemme est démontré.

Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme principal.

Théoréme 3.4.1 Sia; € L>(I,) et 75 € L>(I',) satisfont aux conditions

Ga(m,t,2) >0 p.p. sur Ty, a1(m,t) >0 p.p. sur Dy,

Go(m,t,2) =0, Ti(m,t) =0 pour m € [0,m,| U [M4, 00l
1
M,y (g —,)’
M étant la constante définie dans , alors [’équation avec la

max (|5 Lo ra); 177 | oo (ry)) <

condition admet une solution o et une seule appartenant a la classe
o€ L*(0)
et o vérifie les relations
o(m,t,z) >0 p.p. dans Q,
o(m,t,2) =0 pourm € [0,M,] U [Ma, 00|,

Démonstration. Pour démontrer I'existence de la solution globale en temps
du probléme (3.16)), (3.20]), on considére une famille d’ensembles mesurables
et bornés w;, ¢ € N, définis par

1

w; ={(m,1) € Ry x R|m, <m < Mg, <t<i}= (3.50)

u(m) ~
= QoN{(m,t) € [Ma, ma] x R| t < i},
ot © est 'ensemble défini dans (3.23) avec z = 0. La définition de D|[w] (voir
(3.43), (3.44)) nous permet de définir un nombre N tel que
D,, (1) C {(m,t) e Ry x R|t <i+ N} pour tout i € N.
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On considére une fonction ¢ € C*(R) telle que
1 sis <0,
w(s):{ 0 sis>1
avec 0 < ¢(s) < 1Vs € [0,1] et on pose

vilt) =¥t — (i+ N));

on a évidemment

D, (1) C {(m,t) e Ry x R|y(t) =1} pour tout i € N.

Cela étant, on considére la famille d’équations
0.0 (m,t,2) = F(a[i](z))(m, 1), 1eN
(avec F(-) définie dans (3.17])), complétées par les conditions

olll = Yo7 sur [y, ol = o, surl,.

(3.51)

(3.52)

(3.53)

D’aprés la proposition 3.3.1] (avec G = ; T} et G(q) = ;) le probleme
(3.52)-(3.53)) admet une unique solution o = o € C([0,1]; L' (£2.)) N L>(Q)

telle que

ol >0 p.op. dans Q, cl(m,t,2) =0 pour m € [0,7,] U [ia, o0l.

D’autre part, d’aprés la définition des ensembles w; (voir (3.50))), on a

Dlw;] C Dlwy]  pour i <4

et encore

D, (1) c D,,(1) pour ¢ < 7.
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Par conséquent, de (3.53) (voir aussi (3.51])), on a
ol =o'l sur TyN Dfw,], o =0l sur T, N D[w] pour i < ¢’
et en vertu du lemme B.4.1] on a
ol = gl pp. dans D[w;] pour i <i'.

Donc, en définissant o par

B 0-[0] dans an D[w0]7
7= oli] dans  Dfw;| \ Dwi—1], 1=1,2,-,-,-,

on a

o= ol p.p. dans QN Dfw;] Vie N.

Par suite, en vertu de (3.52) on a

d.0(m,t,z) = F(o(2))(m,1), dans QN Dw;] Vi e N.

En outre, en vertu de (3.51)) et (3.53)), on a
oc=0l =71 sur 'y N Dfw;], oc=0=5; sur,N Dw.

Donc, en rappelant les relations Q C (J,.y D{ws] et I'y C U, ey Dw; (1) qui

résultent de la définition de w;, D|w;], D,, (1), on peut conclure qu’il existe

une solution du probléme (3.16)), (3.20)) appartenant a L>().

Pour démontrer 1'unicité de la solution, considérons deux éventuelles so-

lutions o1, 05 du probléme (3.16)), (3.20)). Si o7 # 09 sur un ensemble de

mesure strictement positive, alors on peut choisir un ensemble mesurable w
tel que 0 < mes(w) < oo et que mes({(m,t,z) € Dw]|oy # o2}) > 0. Or
comme o0 et 09 sont des solutions du probléme (3.16)), (3.20), o1 = o9 sur
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[, UTY, en particulier o7 = oy sur (I', UT,) N D[w] ; cette condition entraine,
d’aprés le lemme [3.4.1] que 01 = 0y dans D[w], ce qui prouve qu’il n’est pas
possible d’avoir deux solutions o7 et oo qui se différent sur un ensemble de

mesure strictement positive. L'unicité de la solution est démontrée. [J

En retournant aux coordonnées (m, t, z), on peut exprimer le résultat sous

la forme suivante.

Théoréme 3.4.2 Si gy € L®(Ry x [0,1]) et 71 € L®(R; x Ry) satisfont

aux conditions

go(m,z) >0 p.p. sur Ry x[0,1], o1(m,t) >0 p.p. sur Ry x Ry,
ao(m,z) =0, a1(m,t)=0 pour m € [0,m,] U [M4, 00|,
1

max (HEOHLOO(R+><[O,1])§ Hall‘LOO(Hhx]lh)) < V(A — )

M, étant la constante définie dans (3.21)), alors ’équation (3.2]) avec les
conditions (3.7) et (3.8]) admet une solution o et une seule appartenant a la
classe

o€ LRy x Ry x]0,1])
et o vérifie les relations
o(m,t,z) >0 p.p. dans Ry x R, x]0, 1],
o(m,t,z) =0, pourm € [0,m,] U [Ma,c].
Démonstration. Rappelons qu’avec le changement de variables (m, t, z) —

(m, t, z) introduit par (3.9)), on a transformé I'équation (3.2)) et les conditions
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(3.7)-(3.8) dans (3.16)) et (3.20). Donc, si &(m,t,z2) est la solution du pro-
bléme (3.16)), (3.20) dont 'existence et I'unicité ont été démontrées dans le

théoreme [3.4.1] alors, en faisant le changement de variables inverses vers les

coordonnées (m, t, z), on voit que la fonction

o(m,t,z) =a(m,t+ ;Z, z)

u(m)
satisfait a I’équation ([3.2)) et aux conditions (3.7))-(3.8]). L unicité de la solu-

tion o découle de celle de 6 démontrée dans le théoréme B.4.11 OJ

3.5 Convergence de la solution globale vers la
solution stationnaire

Le résultat obtenu dans le paragraphe précédent nous donne également
la convergence de la solution globale vers la solution stationnaire.
Rappelons d’abord le résultat sur la solution stationnaire. On considére

I’équation
m " / !/ / / !/
— + .54
d.0(m, z) 2u(m) /0 B(im —m' m"o(m', z)o(m —m', z)dm (3.54)

—% /000 B(m,m"o(m, 2)a(m’, z)dm’

avec la condition aux limites (condition d’entrée)

o(m, 1) = 5(m). (3.55)

Avant de nous occuper de la solution du probléme (3.54))-(3.55|), rappelons
une propriété importante de 'opérateur intégral figurant au second membre

de (3.54)).
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Lemme 3.5.1 On suppose que B(-, ) vérifie les conditions (3.3)-(3.5)). Alors,

quelque soit o(-) € L'(Ry), on a

J e R R

~ [T [ Btom, ) atmyo e = o

Démonstration. On note par

T= [ 5 [ st o)t 2)o(m — ' 2)dm
0 0

- /Oom/Oo B(m,m")o(m, z)o(m', z)dm’dm.
0 0

En faisant le changement de variables dans la premiére intégrale

dont le déterminant jacobien sera 1, donc on a

[T [Tt
1= [ [ S st ot arde

_ /0 ” /0 " B (m, m! Yo (m, 2)o(m', #)dm/dm.

Comme ¢, r sont des variables arbitraires, on a :

I:/ / m z_mﬂ(m,m’)a(m, 2)o(m', z)dm'dm
o Jo

S /OO /Oo m- m,5(m, m')o(m, z)o(m', z)dm'dm
o Jo 2

ou encore

I=-— /000 /000 m - mﬁ(m’,m)a(m’,z)a(m, z)dmdm'.

2
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Grace a la symétrie de la fonction S et d’aprés le théoréme de Fubini , on a

0o pOO 1
I= —/ / m 5 mﬁ(m,m')a(m, z)o(m', z)dm'dm,
o Jo
ce qui joint a (3.57)), implique que
I=—-1 =1=0.

Le lemme est démontré. [
L’égalité (3.56]) n’est autre que la loi de la conservation de la masse pour

I’eau liquide contenue dans les gouttelettes.

Corollaire 3.5.1 Si o(m, z) satisfait a (3.54), alors
/ a(m, z)u(m)dm = const, Vz € [0,1].
0

Démonstration. En se référant au fait que I'intégrale du deuxiéme membre

de (3.54)) est égal 4 0, on a
/00 0.0(m, z)u(m)dm = 0,
0
d’ott on obtient
Vz € [0,1] /OO o(m, z)u(m)dm = const.
0

Le corollaire est démontré.

Proposition 3.5.1 Soit 5(-) € L*(R,) avec & > 0, o(m) = 0 pour m €
0,7, U 4, 00]. Alors le probléme (3.54) ~(3.55) admet une unique solution

o € C([0,1]; LY(R,)) (c’est-a-dire, lapplication z — o (-, z) est une fonction

continue de [0,1] a valeurs dans L'(R.)) telle que
o >0, o(m,z) =0 pour m € [0,MM,] U [Ma,o0|
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Démonstration. Pour résoudre le probléme (3.54))-(3.55), on considére
o(-,z) comme élément de L'(R,), de sorte que 1’équation ([3.54]) peut étre

écrite dans la forme

do
Z ~F(o) (3.58)
F(o) = F(o(2))(m) = 2uTm) /Om B(m —m/;m"o(m',z)o(m —m’, z)dm'+

m o0
B(m, m )o(m, z)o(m/, z)dm'.
s | o, 2ot )
Il suffit de vérifie la condition du théoréme de Cauchy-Lipschitz pour 'exis-

tence et l'unicité de la solution locale de 1'équation (3.58)) avec la condition
(3.55)). On a, pour oy, 09 € L'(R)

| F(01) — F(o2) || ry) = / ‘F(Ul) — F(O’g)‘dm <

< [CB/R+/OOO
Ll

< Cp [||0'1 * (lon = o) iy + 1|0 = 02]) * ool 1@y +

o1 (m') (o1 (m—m) =05 (m—m')) + (4 (m’)—UQ(m’))ag(m—m’)‘dm’dm

o1 (m) (o1 (m') — o2(m")) + (o1(m) — oa(m) ) o (m) dm'dm} <

+/ (01(m)|\01 — 0—2HL1(R+) + ‘0'1<m) - Jg(m)“\ang(R”)dm} S
Ry
<2030l 1y + llozllor @) o = oalloi ey

(pour la propriété de la convolution, voir par exemple [6]), ce qui montre que
F(-) vérifie localement la condition de Lipschitz dans la topologie de L' (R.,).
Par conséquent, I’équation (3.58)) avec la condition initiale (3.55)) admet une
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solution o(-, z) et une seule dans un intervalle 1 —§ < z < 1 avec un § > 0

suffisamment petit.
D’autre part, du corollaire [3.5.1] (voir aussi la définition (3.1) de u(m))

on déduit que

/O°° (o(m. Z>a(€n)>dm = /OOO (o(m, 1)a(‘zn)>dm.

Or la condition (3.5) et I’hypothése supp(c) C [, ma] implique que

supp(o (-, 2)) C [Mq, m4). Donc de la relation

O<61§LSC2<OO Vm € [Mg, ma

a(m)
avec deux constantes ¢y, ¢y (qui résulte de I'hypothése sur a(m)), on en déduit
que |lo(-, 2)|[z1 () est uniformément bornée en z (pourvu que o(-, z) existe),
ce qui, joint & la condition de Lipschitz locale, nous donne la solution o (-, z)

de I’équation (3.58) sur tout l'intervalle [0, 1]. OJ

S’il existe un t; > 0 tel que
a1(m,t) =a77°(m) Vit > t1, m € Ry,

avec une fonction 73°(+) qui ne depend pas de ¢, alors la convergence de la
solution o obtenue dans le théoréeme [3.4.2] vers la solution stationnaire avec la
condition d’entrée 7(m) = 75°(m) résulte immédiatement du théoréme [3.4.1]
et du lemme B.4.11

Pour examiner la convergence pour le cas des conditions plus générales
pour 71, admettons que 7 (-, t) tend vers 75°(+) (dans le sens qu’on va préci-

ser) et considérons la solution stationnaire 0> = 0°°(m, z), qui s’obtient par

la proposition avec a(m) = 75°(m).
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Introduisons en outre les notations

o, (m,s) =o1(m,t +s), o'(m,s,z)=0c(m,t+s,2) pour0<s<l.
On a alors le résultat suivant.

Proposition 3.5.2 Soient Gy et @, comme dans le théoréeme|[3.4.9. On sup-

pose en outre que
. —0o° pourt— oo dans L™ (R, x]0,1]). (3.59)

Alors on a

o' — 0 pourt— oo dans L(R, x]0,1[x]0,1]). (3.60)

Dans (3.59) et (3.60), a5° et > sont a considérer comme fonctions apparte-
nant a L= (R4 x]0,1[) et L>°(R4+x]0,1[x]0, 1) et indépendantes de s € |0, 1].

Démonstration. Rappelons d’abord la définition ([3.9]) de £, qui nous donne
I'expression de t en fonction de ¢, ¢’est-a-dire

E=t(m,f,2) = — i(:n“; (3.61)

Ainsi, de la définition de D[w] (voir (3.43)) il résulte immédiatement qu’il

existe deux constantes N; et N, telles que, si on pose
w[t] = {(m7£> < R+ x R | m E]mwmz‘l[? EE [t - vat + N2]}7

on ait

R+X[t7t+1]x[07 1] - {<m7t,7z) < R+XR+X[O7 1] |t/ = t,(m7 Eu 2)7 (maﬂ Z) S D[w[t]]}

(3.62)
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Comme 0> peut étre considérée comme la solution du probléme ((3.2)),
(3.7) et (3.8) avec 73 = T° et Gy = 0™, en tenant compte que o™ et 73°
sont indépendantes de ¢, en faisant la comparaison de 1’équation pour
o et celle pour 0, et en les considérant dans les coordonnées (m, £, z) (mais,
pour éviter la notation lourde due au changement de variables défini dans

(3.9), nous utilisons la méme notation pour o), de la méme maniére que pour

I'inégalité (3.49), on a
||O(" K Z) - JOO(': K Z)”LOO(Dw[t] (2)) < ||51 - Ecl)o“Loo(Dw[t]@))X (3.63)

1
X exp (C/ (HO(., ., Z/)HLOO(Dw[t] 1) + ||00<>(-, . z’)HLoo(Dw[t] (z/)))dz’>.

Or, de 'hypothése (3.59) (voir aussi , ) il résulte que
161 = 7| (p_yay) — 0 pour t — oo.
Donc de on déduit que
o, 2) = (s 2)lL(p_yyz)) = 0 pourt — oo, 0<2<1,

c’est-a-dire, en le traduisant encore dans les coordonnées (m, ¢, z) (voir (3.61))
et (552)), on a

o' — 0 pourt— oo dans L®(R, x]0,1[x]0,1]).

La proposition est démontrée. [
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Chapitre 4

Solution globale de ’équation de
coagulation des gouttelettes en
chute avec le vent horizontal

Ce chapitre est une généralisation du chapitre précedent. Plus précise-
ment, on considérera ’équation pour la densité o(m,t,x,y,z) comme dé-
pendente de la masse (de la gouttelette) m, du temps ¢ et de la position
(7,9, 2) € R3, décrivant le processus de coagulation des gouttelettes en chute,
en présence d'un vent horizontal dans la direction de I'axe x qui dépend de
y (c’est-a~dire 7 = T(y)). On montrera 'existence et 'unicité d’une solution

stationnaire ainsi qu'une solution globale.

4.1 Position du probléme

Considérons le domaine R? x [0, 1], qui représente une région “horizontale”
dans laquelle les gouttelettes se déplacent a cause de la force gravitationnelle
et avec le vent. Désignons par o(m,t,z,y, z) la densité de I’eau liquide conte-

nue dans les gouttelettes de masse m au point (z,y, z) € R?x]0, 1] a I'instant
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teRy.

Si on considére que les gouttelettes subissent le processus de coagulation
et en méme temps se déplacent par la force gravitationnelle et le mouvement
de l'air dans lequel elles se trouvent tout en subissant 'effet de frottement
avec ce dernier, la vitesse u;(m) = u(m) d’une gouttelette de masse m est

donnée par

u=u(m) = ((y),0, ——), (4.1)

a(m)

ot U(y) est la vitesse de l'air, g est une constante positive représentant ’ac-
célération gravitationnelle et a(m) est le coefficient de friction entre les gout-
telettes et l’air. La relation constitue une bonne approximation, a la
vitesse réelle des gouttelettes dans ’atmosphére (voir par exemple [2], [32],
[33]).

Ces considérations nous meénent a I’équation suivante (voir [2], [32])
ata(m, ta z,Y, Z) + v(:v,y,z) : (U(m7 ta z,Y, z)u(m)) = (42>
m " / / / / /
= 5/ Bim —m',m"o(m' t,z,y, z)o(m —m' t,z,y, z)dm'+
0

—m/ Bm,m )o(m,t,x,y,z)o(m' t,x,y, z)dm/,
0

oll V(gy.:) = (0,0y,0;). Si dans 'équation (2.16) on considére I'état d’équi-
libre relatif a I’état liquide, I’équation est réduite a I’équation (4.2]).

On suppose que
al-) € CY(Ry), B(--) € C(Ry x Ry),

B(mi,ma) >0 V(mi,me) € Ry xRy, B(ma,ma) = B(ma, ma).
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Comme les petites gouttelettes s’évaporent immeédiatement a cause de la
courbure trés élevée de leur surface (voir [21], [31]). Par contre, les goutte-
lettes tres grandes se fragmentent a cause de la friction avec I’air environnant.
Nous considérons que les gouttelettes sont absentes en dehors d’un intervalle

[, M 4]. Par conséquent nous supposons que la fonction o vérifie
g(m)=0 pour m € [0,7m,] U [ma,o0[.
Ceci nous permet de définir les fonctions a(-) et S(-,) de telle sorte que

0 < inf a(m) < sup a(m) < o

meR meR,
et
B(my,mg) =0 pour mq + mg > MMy
Nous posons
oy = sup a(m). (4.3)
meR,

4.2 Solution stationnaire
On considére I'équation stationnaire issue de (4.2)
V(m,y,z) ' (U(m7 x,Y, Z)U(m)) = (44>
m " / / / / /
:E/ ﬁ(m—m,m)a(m,x,y,z)a(m—m,x,y,z)dm—l—
0

“m / B(m, m')o(m, x,y, 2)o (s, y, =)dm’
0

avec la condition aux limites

o(m,z,y,1) =a(m,z,y). (4.5)
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Comme les gouttelettes tombent de {z = 1} avec la vitesse u = u(m) (voir
(4.1)), la condition (4.5)) est une condition “initiale” (ou condition d’entrée)

pour les gouttelettes qui partent de la position (z,y,1).

4.2.1 Préliminaires

Pour résoudre ’équation (4.4 avec la condition (4.5]), nous allons la trans-
former en une équation différentielle ordinaire. Pour cela, nous introduisons

le changement de variables (m,x,y, z) — (m, &, 7, Z) défini par

—0(y) (1 - 2), (4.6)

et définissons

P _,a(m)
J(m7 57 Y, Z) = O-(ma x,y, Z) = 0-<m7§ + U(y)7<]~ - 2)7 Y, Z)
Dans la suite, on écrira simplement m, y, z et o(m,&,y, z) au lieu de m, ¥,

Z et 6(m, &, 7, 2); ainsi, I'équation (4.4]) se transforme en

0
aa(mafﬂya Z) = (47)

— _mO;.(qm) /;m ﬂ(m — m/7 m/)a(mla n(ma mlv 57 Y, Z)’ Y, Z) x

xo(m—m',n(m,m—m',&y, z),y, 2)dm'+

mao

(m) / " B, myo(m, €.y, 2)o (m' n(m, ', €.y, 2), y, 2)dn,
g 0

a(m) — a(m’)
g

(1-2)

n(m,m',&,y,2) = €+ 0(y)
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et la condition (4.5]) se transforme en

a(m,&,y,1) =a(m, & y). (4.8)

Par conséquent nous allons réformuler 1’équation en une équation
différentielle ordinaire dans un espace de Banach a définir (ou dans un es-
pace de Fréchet). Pour traiter 'opérateur intégral dans un cadre fonctionnel
convenable, nous introduisons, pour chaque y € R et z € [0, 1] fixés, la famille

de courbes

a(m)

Vr = Yrge = {(M,§) ERL xR [ £ =7 —7T(y) (1—-2)}, TR (49)

Cette famille de courbes 7., est analogue a celle définie dans . Cependant
ces derniéres dépendent de y et le paramétre 7 est un parameétre spatial, alors
que dans le paramétre 7 était relatif au temps.

De maniére analogue on définit une mesure g, sur les courbes 7. Plus
précisément, en désignant par Pr, la projection de ~y, sur R, on définit les

ensembles mesurables de 7, et la mesure ., sur 7, par les relations :

i) A’ C 7, est mesurable si et seulement si Pr, A’ est mesurable selon Le-
besgue sur R,

ii) py(A") = prr, (Pr,A’), ot prr, (-) est la mesure de Lebesgue sur R, .
Comme les courbes v, 7 € R, sont paralleles, on voit que la projection Pg,

et la mesure y,(-) ne dépendent pas de 7 € R.

La mesure p.(-) a des propriétés analogues a celles démontrées dans les

lemmes [3.2.1], [3.2.3] [3.2.4] et [3.2.5| du chapitre 3. En effet on a les lemmes

suivants.
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Lemme 4.2.1 Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de Ry x R.
On pose
A, ={meR;| 3 eR tel que (m,§) € 7, NAY,
Ay ={7 € R|F € R tel que (m,§) € v, N A}.

Alors on a

pninsa(4) = 4) = [ piAdr =

o0

- / (A ) = | sty

Ici et dans la suite on note dm, dr, d§ etc... au lieu de ppr, (dm), prr(dr),

prr(d€) ete ...

Lemme 4.2.2 Soit o(m, &) € L'(R, x R). Alors, pour presque tout 7 € R,
la restriction de o(m, &) a vy, appartient & L* (v, p-).

Lemme 4.2.3 Soit 0(m,&) € L'(Ry x R). Alors on a

/ otmeyimag= | otm €)=
:/_: (L a(m,g)m(dm))dr:/% (/:o(m,f(m,T))dT)m(dm) =
:/OOO (/:a(m,g)dg)dm:/: (/Oooa(m,ﬁ)dm)df,

ot &(m,7) =1 —0(y) @(1 — 2).

Lemme 4.2.4 Soient f et g deux fonctions appartenant a L'(v,,p,). On

pose

(f % g)(m) = / £ (m — ) g (m Yo ().
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Alors on a f*g € L*(vr, py) et

1 * 9l ey < W l2r i 191213 )

On pose

aa(z) = F(o(2)), o(z)=0(- -, 2) (4.11)
F(o(2)) = F(o(2))(m.&,y) = (4.12)
ma(m) . o o /
DY [&O(mmz) B(m—m/,m"Yo(m' 0y, z)o(m—m', 0"y, 2)pu, (dm")+
ma(m) ) o /
! 9 /Wm,a,y,z) Blm,m)o(m’s ', y, 2)o(m. &, y, 2) s (dn),

ou 7’ et n” sont tels que

(mla 771) € ’VT(m,f,y,z); (m - mlv 77”) € ’YT(m,&,y,z)-
4.2.2 Solution avec la condition d’entrée dans L!

Pour démontrer 'existence et 1'unicité de la solution de I’équation (4.11))

avec la condition (4.8)), nous supposons que

() € L' Ry x R*) N L®(R, x R?), (4.13)
a(m,&,y) >0 pp. dans R, x R? (4.14)
supp(c) C [Mq, ma] x R?, (4.15)
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_ 1
17| Loo (R, xR2) < i (4.16)

1 (mA - ma) ’
ot M est une constante définie dans ((3.21).

On a la proposition suivante.

Proposition 4.2.1 Sia(m,&,y) satisfait auz conditions (4.13)—(4.16)), alors
léquation (4.11)) avec la condition (4.8)) admet une solution o et une seule

vérifiant
o€ O([0,1]; L*(Ry x R?)) N L=(R, x R? x [0, 1]).

Démonstration. Comme dans I’équation (4.11)) ni la dérivée ni 'intégrale
par rapport & y ne se présentent, I’équation pour chaque y € R fixé peut
étre résolue indépendamment, ce qui nous permet d’envisager ,
séparément pour chaque y € R. Donc, on pose o(m,&,z) = o(m,&,y, 2),
a(m,§) = a(m,&,y) et on considére o(-,-,2) comme une fonction de z a
valeurs dans L' (R, x R)NL> (R, xR). Pour démontrer la proposition, il nous
convient d’examiner directement I’approximation successive avec laquelle on

construit la solution o(m, &, 2).

Posons
o (m, €, z) = 7(m, )
et définissons o™, n =1,2,---, par les relations
0
a—a[”] = F(o1, o™(m,€,1) =7 (m,§), (4.17)
z

ou F(-) est 'opérateur défini dans (4.12)). De (4.17)), on déduit que
1
A, €.2) =(m, &)~ [ Pl Um g (48)
Pour démontrer la proposition on a le lemme suivant.
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Lemme 4.2.5 Quelque soit n € N, o™ est bien définie dans la classe
ol 2) e MRy xR)NL®RL xR), 0<z2<1
et on a

supp (0(-, -, 2)) C [, 4] X R pour 0 <z <1,

_ P

T 1 — (M + M) (4 — M) |0 oo (s xr) (1 — 2)

(Mi+M2)(ma—ma)||ol| Lo xr) —
(M1+Mz)(ma—ma) |5l Loo (R, xr)

dans (13.30)).

||O-[n]('a Y Z)||L°°(R+><]R)

pour < z <1, My étant une constante définie

Démonstration. Le lemme se démontre d'une maniére analogue au lemme
du chapitre 3, en tenant compte des fait que dans ’équation & est
une variable d’espace, alors que dans t était une variable relative au
temps. Donc en reprenant les mémes étapes de la démonstration du lemme
en remplagant ¢ par &, Q. par Ry x R et |6yl rr.) + |50 |,

par |7 (r, xr) €t en tenant compte de la relation

1@ )l xmy = / |[F(o"(m, €, 2))|dedm =

R+XR

= [ AR g i = [ [ 1P ) dm)ar -

R e
= [ [\ 2 ),
v JR
on démontre le lemme. []
Suite de la démonstration de la proposition 4.2.1| La proposition se
démontre de maniére analogue au proposition du chapitre 3 avec les
mémes considérations que celle de la démonstration du lemme [£.2.5 O
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4.2.3 Existence et unicité de la solution dans L

Pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution de (4.11)), (4.8) dans
le cas général, nous allons utiliser la propriété de “cone de dépendance”.

Soit w un ensemble mesurable de R, x R? tel que 0 < mes(w) < oo; on

définit
Dlwl= | Damey: (4.19)
(m.&,y)€w
ol
Dinew = U ( U Yrae) = (4.20)
OSZSl T_(m,é,y,z)grgm_(m,f,y)
/
=ty ) e Ry xR x [0,1] [ = 7 () 2 (1 - )
g
y/ =Y, Tf(m7€7 Y, Z/) S T S TJr(maS?y)}
avec
T (m, & y) = 7(m, &,y,0) = € +T(y) 22, (4.21)
T_(m, &y, 2) = T (m, & y) — D(y) %2z = &+ 0(y) 22 — T(y) 22

(pour @y voir (4.3). On définit également D, (z) par

p)= U ( U Yre) = (4.22)

(m&y)ew 7 (m,&,y,2)<T<74(Mm,&,y)
={(m',n,y,7) € Dlw] | 2’ = z};
c’est-a~dire D, (z1) est 'intersection de U Dm.ey) et du plan z = 2. On

(m.€,y)€w
remarque que d’aprés la définition de I'ensemble D, ¢,y on a

(m/7 77/7 y” ZI) 6 D(m7£7y) :> VT(m,uﬂlayCZ/)’y',Z/ C D(m,g,y)u

7(m1,&,9,0) = 7(m2,£2,9,0) = Dy er) = Dimaoy)
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par conséquent, si (mq,&;) et (mg, &) se trouvent sur une courbe 7, , o, alors
ils définissent le méme ensemble.

La propriété de “cone de dépendance” est donnée par le lemme suivant.

Lemme 4.2.6 Soient 1 et 72 deux fonctions définies sur Ry x R? satis-

faisant aux conditions de la proposition|4.2.1] m Soit ol (resp. o) la solution

de (£11), (£8) avec & =3 (resp. 7 =5). Si on a

gt =52 sur D,(1), (4.23)

alors

ol = p.p. dans Dlw]-

Démonstration. Le lemme se démontre d’une maniére analogue au lemme

du chapitre 3. Plus précisement, on intégre I’équation (4.11)) par rapport

az,ona

Ui, &y, 2) = (m, & y)+

ma / /[0 m o m/7 m/)o_[i] (m/’ ,'7/7 Y, Z/) %

T(M5y2’)yz

xoll(m —m/ 0"y, 2" )y (dm')d2'+

- u/ /ﬁ ) om''y, 2Nt (m, &, &) s (di)d
“/

T(m,€,y,2")

pourz—l 2. En falsant la différence pour i =l et ¢ =2, on a
‘U mgyz)—am(mfyz|<|01]m§y)_g[2](m§y‘+
+CB / /[0 m(m_mﬂ? 7yaz)_0[2}(m_mvn 7y,2,)|0[2}(m',77',y, Zl)—l—

‘r(m-fyz/)yz

+b”mny,%—mWﬂ%%&bwm—mhﬂ%&ﬁwwﬂW4
/ / o (m, &, y,2") — P (m, &y, 2)|oP (m 0y, 2/ )+
i

T(m,€,y,2"),y,2’

+b”Whnwﬂ)—ﬂmmhﬂ%5W#Wm&%5»mwm%M}
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ou

ma(m) ma(m)

B(m, m")].

Cs =max[ sup Bim —m',;m'), sup
0<m/<m<oo 29 m,m/eR 4

On en déduit que

oM (m, &y, 2) — ol (m, &, y, 2)| < [0 (m, &, y) =P (m, & )|+ (4.24)
+CB[/Zl (O A S i N0 TSI
oMy, 2) =02 9, ) ey s TP z’)HL1(%(my§7y7z/)7yyZ/))dz’—|—
) /: <||U[1}(.7 T Bt CR T z’)||Loo(%<mmz,)yyyz,)||U[2}(.7 U N ey

+(mz4_ma) ”0-[1] ('7 Y, Z/)_U[Q] ('7 Y, Z/) ||L°°(%(m,§,y,z’),y,z/) Ho-[l] ('? H Y Z/) HLOO(%(m,&,y,z’),W')) dZ/] '

Considérons maintenant un point générique (m, &, y, z) de D[w] ; en vertu

de (4.20)(4.21]) il existe (mo, &, %0) € w C Ry x R? tel que

€o +5(yo)a(Tmo) —0(yo) %2 = 7—(mo, &0, Y0, 2) < & +5(?J)aTm)(1 —z) <

< 74 (mo, S0, Yo) = &o + W(yo)a(?o ;

—

Y =Yo-

a

Cette inégalité, jointe a I'inégalité E(y)Tm) < E(y)% < 0, implique que, pour
0<z<zZzZ<1l ona
{ €0+ Do) 2 — Byo) 222" < € +0(y) 2L (1 — =) < &o + yo) 242,
Y = Yo
en vertu de (4.10) et (4.21)), on a

{ T—<m07£07y072,) S T(m7£7y7zl) S T—‘r(m(]?f(]ay())?
Y = Yo,

ce qui, d’aprés la définition (4.22)) de 'ensemble D, (z), montre que
Vr(mig ) ye < Duw(Z') pour 0 <2< <1.
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On rappelle que 'on a en outre, pour i = 1, 2,

HO-M(v Y, Z)”Ll('yq—(m,{,y,z),y,z;uw) S (mA - ma)|’0m('a BRE) Z)HLOO(Dw(z)%

pour presque tout (m,&,y) € Ry x R2

De (4.24) on déduit que

||U[1](.7 0 .73) _ 0[2](., . .7Z)||L00(Dw(z)) < ||5[1] _ 5[2]!|Loo(pw(1))+

1
40 [ (It + B0, i)
/

« ”0-[1]<'7 .- Z/) . 0.[2}(.7 - Z/>||L00(Dw(zl))dz ,

ou C' est une constante indépendante de z. A 'aide du lemme de Gronwall,

on a
o 2) = s ey < 0 =T lepuanx (4:25)
X exp (C’ /1 (||g[1}(.7 o 2 )| oo (Do (1)) + ||0'[2]<.’ . .,Z,)“LOO(DW(Z’)))dZ/).
Or, en vertu de I’hypothese (4.23]) on a
7™ = 7| e 5,0y = 0,
ce qui nous permet de déduire de que
Ham(" G Z) — 0[2](.’ . '7Z>HL°°(Dw(z)) <0

et, compte tenu de la relation D[w] = |J Dy(z) , on a
0<2<£1

cW(m, &y, 2) = P (m, €y, 2) p.p. dans Dfw].

Le lemme est démontré. [

Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme principal.
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Théoréme 4.2.1 Si7 € L®(R, x R?) satisfait aux conditions
a(m,&,y) >0 p.p. sur R, x R?

E(mafa y) =0 pour m € [0>ma] U [mA, 00[7
1
Ml (mA - ma) ’

alors 'équation (4.11)) avec la condition (4.8) admet une solution o et une

||EHL°°(R+><R2) <

seule vérifiant

o€ L®(R; x R* x [0,1])

avec

o(m,&,y,z) >0 p.p. dans R, x R? x [0, 1],
o(m,&y,2) =0 pour m € [0,m,] U [Mma,00[
Démonstration. Le théoréme se démontre d’une maniére analogue au théo-

réme [3.4.1] du chapitre 3. Plus précisement, on considére une famille d’en-

sembles mesurables et bornés w;, i € N\ {0}, définis par

w; = {(m,&y) ERy xR* | My, <m <y, 1 <E<i, —i<y<i}.
(4.26)
La définition (4.19) de D]w| nous permet de définir un nombre N tel que

D.,(1) C {(m,£,y) € Ry x R? | m, < m < a4,

—i—N<E<i+N, —i—1<y<i+1}.
On considére une fonction ¥; € C*(R?), 1; > 0, telle que

Vile,y) = I si |§|<i+ N et |yl <i+1,
ASY= 0 si €| >i+N+1 et |y >i+2;
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on a alors
Dy, (1) € {(m,&,y) € Ry xR [ 44(§,y) =1} Vi e N\ {0}.  (4.27)
Soit la famille d’équations
0.0 (m, €.y, 2) = F(o(2))(m.&,y), i €N\{0} (4.28)
(avec F(-) définie dans ([.12))), complétées par la condition
7l =, 7 sur Ry x R2 (4.29)

D’aprés la proposition [4.2.1) le probléme (4.28)—(4.29) admet une solution

unique
o =0l € C([0,1]; LRy x R?)) N L>¥(R, x R? x [0,1]),

telle que
ol >0 p.p. dans R, x R? x [0, 1],

ol (m,&,y,2) =0 pour m € [0,7m,| U [M4, 0]

D’autre part, d’apreés la définition des ensembles w;, on a
D|w;] C D[wy] pour i <7,
donc de ([£.29) (voir aussi ([(£.27)) on a
il = gl sur D, (1) pour i <4’
et en vertu du lemme [4.2.6/on a

oll = 5l p.p. dans Dfw;]  pour i <7
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En définissant o par

[ ol dans Dlw],
779 ol dans  D[w;\D[w;—1], i=2,-,-,",

alors on a

o= ol p.p. dans Dfw;] Vi € N\ {0}.
Par suite, de (4.28)- (4.29) on obtient
0.0(m, &, y,z) = F(o(2))(m, & y) dans Dfw;] Vi e N\ {0},

c=0oll =7 sur D, (1).

En rappelant les relations Ry x R? x [0,1] C ;2 D[w;] et Ry x R? C
U2 D, (1), qui résultent de la définition de w;, Dw;], D,,(1), on peut
conclure qu’il existe une solution de , .

Pour démontrer I'unicité, considérons deux solutions o et oy avec o1 #
0o sur un ensemble de mesure strictement positive, alors on peut choisir
un ensemble mesurable w tel que 0 < mes(w) < oo et mes({(m,&,y,z) €
Dlw] | 01 # 03}) > 0. Comme o7 et o5 sont des solutions de ([£.11]), (4.8)), on a
o1 = o9 sur Ry XxR?*x {1} et en particulier oy = g9 sur Ry xR?*x {1} " Dw];
par conséquent, d’aprés le lemme , on a 07 = oy dans D[w|, ce qui
prouve qu’il n’est pas possible d’avoir deux solutions o; et g9 qui se différent
sur un ensemble de mesure strictement positive. L’unicité de la solution est

démontrée. J

Pour l'existence et I'unicité de la solution dans les coordonnées (m, z, y, z),

on a le théoréme suivant.
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Théoréme 4.2.2 Si7 € L®(R, x R?) satisfait aux conditions
a(m,z,y) >0 p.p sur Ry x R?
a(m,z,y) =0 pour m € [0,m,| U [ma, 00,

1
Ml(mA - ma) ’

||6HL00(R+XR2) <

alors Uéquation (4.4) avec la condition (4.5) admet solution unique o vérifiant
o€ L=(R, x R* x [0,1]),

telle que
o(m,z,y,z) >0 p.p sur Ry x R* x [0,1],

ag(m,z,y,2) =0 pour m € [0,MM,] U [4, 00|

Démonstration. On associe au probléme (4.4))-(4.5)), ot la fonction incon-
nue a chercher est o, le probléme (4.11)), (4.8) par une application bijective

définis par le changement de variables (m,z,y,2) — (m,§,7,2) introduit

dans (4.6) avec

o(m)

O-(mux7yuz) :5(m75+6(y) (1_2)7y72)'

Si a(m,&,y, z) est la solution du probléme (4.11)), (4.8) dont l'existence et

I'unicité ont été démontrées dans le théoréme [£.2.1] alors, on obtient l'exis-
tence et I'unicité de la solution o du probléme (4.4)-(4.5) vérifiant les mémes

conditions. [J
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4.3 Solution globale de 'equation de coagula-
tion des gouttelettes en chute avec un vent
horizontal

Nous cherchons une fonction o(m,t,z,y, z), qui vérifie 'équation (4.2))
avec

(m,t,z,y,2) € Ry x Ry x R? x [0, 1]

avec la condition aux limites (condition d’entrée)

olm,t,x,y,1) =a1(m,t,z,y) (4.30)
et la condition initiale

o(m,0,z,y,2) =ao(m, x,y, 2). (4.31)

De maniére analogue au cas stationnaire, pour résoudre I’équation (4.2))
avec les conditions (4.30)-(4.31]), nous allons la transformer en une équation

différentielle ordinaire, en introduisant le changement de variables

m =m,

§= v — 7)1 - 2),

Y=y, (4.32)

zZ =z,

| =t — 01— 2);
la fonction a chercher sera alors
P - a(m) _,a(m)
ag(m,t,&,9,2) =o(m,t,z,y,z) = J<m,t+—(1—z),§—|—v(y)—(1—z),y, z)
g g

On notera m, y, z et o(m,t,&,y, 2) au lieu de m, §, Z et 6(m,1,€, 7, 2);

I’équation (4.2)) se transforme en
—0 (m t.&y z) = (4.33)
0z R

86



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

= = ™ o o ), 61,2,
g 0

xa(m —m/,t*(m,m —m/,t,2),n(m,m —m/, £, y,2),y, 2)dm'+

+m a(m) / B(m; m,)d(m, £7 éa Y, Z>0'<m/7 t* (m, m/’ t, Z)a T/(m7 m,7 é.a Y, Z)? Y, Z)dm/’
9 0

ou

g /
n(m,m',&,y, z) = &+ o(y) 2=etml(g — 2),

Nous introduisons pour chaque y € R et z € [0,1] fixés, la famille de

{ g*(m’m”g,z) :g_i_ M(l — Z),

courbes

%gz%mmz{OmﬂOeR+xRﬂ£=r—9%90—zxfzc—ww“mkl—a}

g
(4.34)
avec 7,( € R.
Soient 7, (, ,YL?,m} telle que
. -~ a(m) _ya(m)
T(m,t,Z) :t+7(1_2)7 ((m,f,y,z) =§+U(y)7(1—2),
(0,m]

i = e N[0, m] x R?.

On pose

k=(r.0), ¥=(¢), a=aly) =(1,()"

Alors les courbes définies dans (4.34]) peuvent s’écrire sous la forme suivante

%szzz{mw%ek+xwrﬁzm—«w“g”u—@}
a(m)

k(m, D, y,z) =0+ q(y)T(l —z), om} =~ 1[0, m] x R%.
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La famille de courbes 7, est similaire a celle définie dans (4.9)) dans le cas
stationnaire, donc de la méme maniére, on définit une mesure g, sur les

courbes 7, et 'équation (4.33]) devient

%U(Z) = F(U(Z))7 0’(2) = 0('7 S Z): <4‘35)
F(o(2)) = F(a(2))(m,V,y) = (4.36)
= — m(;;m) /y[O,m] 5(m—m’, m/)O'(m/, 79/7 Y, Z)U<m_ml7 19”7 Y, Z)/JJ’Y(dmI>+

w(m,9,y,2)

S ot 9,2, 0,12 )
g Ye(m,9,y,2)
avec ' et 1" sont définis par les relations
0,m
(m/a 79/) € Vr(m,9,9,2)» (m o m/’ 19”) = Vl[g(m,}ﬂ,y,z)'

On remarque que cette équation est du méme type que l'équation (4.11))
dans le cas stationnaire avec 9, k au lieu de &, 7 (ou I’équation dans
le cas d’évolution en une dimension spatiale avec ¥, x au lieu de t, 7) et
que l'opérateur intégral figurant dans vérifie les mémes propriétés des
lemmes [4.2.1| 4.2.2| [4.2.3| et [4.2.4] (voir aussi les lemmes [3.2.1} [3.2.3] [3.2.4] et
3.2.5)).

De maniére analogue, les conditions aux limites et initiale se transforment

en
o (magaga:% 1) = Ei(maﬂgay) = Ei(maﬁay) (437)

et

(Z_ 1)7€7y72) :Eé(maé-?ya Z); (438)
ou o et o] sont les fonctions obtenues de o et 7; par le changement de

variables introduit dans (4.32)).

o(m,

a(m)
g
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4.3.1 Solution avec condition d’entrée de classe L!

Nous définissons le domaine dans lequel nous allons considérer 1’équation
(4.35), & savoir
Q = U ’yh:7y7z =

RERY XR, y€R, 0<2<1

= {(m,ﬁ,y,z) = (m,t,&y,2) € Ry x R¥x]0,1[ | £ > a(m)(z— 1)}

On pose

T, = {(m,ﬂ,y,z) (62 Ry xR x [0,1] | 1= A, 1)} ,
[y={z=1}NQ.
Les conditions — peuvent étre écrites dans la forme
o=70, sur I, o =70, sur [,. (4.39)
On a alors la proposition suivante.

Proposition 4.3.1 Soient 7,y € L'(I'y) NL>®(T,) et 5y € L' () NL®(T)

telles que
E(a)(mv7~9>yv Z) >0 p.p. sur Fav E(b)(mvll?7y) >0 p.p. sur Fba

E(a) (m7 197 Y, Z) = E(b) (m7 797 y) =0 pour m & [O)ma] U [mA7 OO[

Si

1
O(a o ) o > < — = )’
max([[7w |z, T wlliean) < Fre—rs

alors il existe une solution o et une seule de [’équation (4.35)) satisfaisant

aux conditions
o=0p surly, 0=70( surly (4.40)

89



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

avec

o€ C([0,1]; LY(Q.)) N L™=(Q),

Q. ={(m,V,y) = (m,t,&,y) e R, xR® | £ > @(z -1} (4.41)

Démonstration. Dans et , on remarque l'absence de la dérivée
et de l'intégrale par rapport a y, comme dans , ce qui implique que
I’équation peut étre envisager séparément pour chaque y € R.

On définit pour chaque point (m,9) € Ry x R? le nombre (;(m,d) € [0, 1]

tel que
- . i 7
Gi(m, 9) = Gi(m, £,€) = G (m, ) = { max(0, 1+ 7559) st £<0, 4o
1 s1t>
On a évidement
(m, 9.y, (m, ) €T, UL, VY(m,d,y) ER, xR*x R, > _oz(;n)

On remarque que (;(m, 1) ainsi défini est égal a (;(m,?) défini dans ,
ce qui nous permet de remplacer, dans la démonstration de la proposition
du chapitre 3, 'axe du temps par le plan (t,z) € R2 Par conséquent
en reconduisant les mémes étapes de la démonstration de cette derniére, on

démontre la proposition. [

4.3.2 Existence et unicité de la solution globale en temps

De maniére analogue au cas stationnaire, pour obtenir I'existence et 1'uni-
cité de la solution globale avec un vent horizontal dans le cas général, on

utilise la propriété de “cone de dépendence” et la proposition [4.3.1]
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On considére un ensemble w de R, x R? x R tel que 0 < mes(w) < oo et

on définit

Dw] = U D m,9.4) (4.43)
(m,¥,y)Ew
ol

Dmy) = U ( U %,yz) = (4.44)

0<2<1 K (m,0,y,2) <K<k (m,0y)

={(m,¥,y,7) eR, xR*x R x[0,1] | ¢ =k — q(y)

yl =Y, /17(7717?9,3/72/) S K S /@r(m,ﬁ,y

~—
——

avec

{ kg (m, 9, y) = k(m, 9, y,0) = 9 + q(y) 2,

g —
=9+ q(y) 20 — g(y) =2z,

"{—(ma 19, Y, Z) = 'Li-l-(ma 197 y) - q(y)j)z

On définit également D, (z) par

Dw(Z) = U ( U 75,y,z> =
(m,ﬁ,y)Ew Hf(m,ﬁ,y,z)gngnjL(m,ﬂ,y)
={(m",¥,y,7") € Dlw] | 2’ = z}.
On remarque que D[w| est défini d’une maniére similaire au cas station-

naire (voir (4.19), (4.20), (4.21) et (4.22)). Ainsi on a le lemme suivant.

Lemme 4.3.1 Soient EE}) et Eg) deux fonctions définies sur Iy, EE)]) et 65;])

deux fonctions définies sur I'y. On suppose que EEZ]), Ea]), EE})]), Eg]) satisfont
auz conditions de la proposition |4.5.1. Soit oM (resp. o) la solution de
Uéquation (4.35) avec la condition (4.40) et T = E&]), Ty = EE}) (resp.

Fla) = Oy T(s) = Tyy))- Si on a

EEJ) = 55]) sur I'y N D{w], Ty = surTan DLW,

91



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

alors

1] 2]

o =0 pp. dans D[w].

Démonstration. On intégre ’équation (4.35]) par rapport a z, on a

oll(m,9,y, 2) = " (m,9,y, ¢ (m, )+

¢1
ma B(m—m',m’ olm’ 9y, N (m—m' 9", 2 dm/)dz +
[ ) UL Y, ; y My
Om
»i(m 9,y,2"),y,2’
¢1 ' '
ma / / B(m, m’)a[z] (m/, 9y, z’)a[’] (m,9,y, 2" ), (dm")dz',
(m,9,y,2")

pour ¢ = 1, 2. Il résulte des conditions (4.39)) que

Egﬂ) sur ['y,
O—[Z}(mafﬁ?yac’l(maﬁ)) = ]
EZ}) sur 'y,

ot (1(m, V) est le nombre défini dans (4.42]).
En faisant la différence pour i =1 et i =2, on a

|0-[1] (m7 797 Y, Z) - 0-[2] (m7 197 Y, Z>| S |0-[1] (m7 197 Y, <1> - 0-[2] (ma 197 Y, <1)|+

81
+Cp / / m—m/, 0"y, 2 )= (m—m' 9", y, ") |o® (! ', y, 2" )+
’y(mﬁ y,2'),y,2!
+|oM(m/, ', y, z’) - 0[2](m’,19’,y,z’)‘0[1](m - m’,ﬁ”,y,z’))uv(dm’)dz#

¢1
/ / (m,9,y,7) — B (m, 9y, ) |0 (', &y, )+

V(m,9,y,2"),,2'
+H om0y, ') — om0y, 2) oM (m, 9, y, Zl))ﬂv(dm,)dzl} :
On en déduit que
_n] _[2 ] —[2
|0[1] (m, 9, v, z)_g[ﬂ(m,ﬁ, y,2)| < maX(”U[(a})—O'Ea])||Loo(pamD[wD, ||0[(b])—0[(b])||Loo(pme[w]))+
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1
+C/8 [/ <HO-[1}(7 9Ty Z,)_O[ﬂ(.? B ZI) "Lw(wn(m,ﬂ,y,z/),y,z’) ”0-[2}(" RIS Z/) HLI(’YE(m,ﬁ,y,z/)vy,z’)_F
+HJ[1}(.7 - Z/) ||L1(Mm’0}yyz/)yy’z/) ||a[1}(.7 - z/>_g[2](.7 - Z/) y|Loo(mm,ﬂ,yyz,)yyyz,)>dZ'Jr
1
+/ <H0[1}(.’ "o z’)—am(', . ZI)HL“(me,ﬁ,y,z/),y,zl)Ham(" e z/)HLl(va,ﬁ,y,z/),y,z/)"’
4

AT 2 g o 1902 2V ) 42

On remarque que cette inégalité est analogue a linégalité (4.24) dans la
démonstration du lemme [4.2.6| avec ¥ et k au lieu de ¢ et 7. Donc de maniére

analogue on obtient le résultat. [

Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme principal.
Théoréme 4.3.1 Sigy, € L>(I',) et a7 € L>(I'y) satisfont aux conditions
oo(m,&,y,2) >0 p.p. sur Dy, a1(m,9,y) >0 p.p. sur Yy,
ao(m,&,y,2) =0, a;(m,d,y)=0 pour m € [0,m,| U [M4, o0l

1

My (ma —m,)’

alors Uéquation (4.35)) avec la condition (4.39)) admet une solution o et une

max (|||l oo r,); 151 oo (ry)) <

seule vérifiant

o€ L>(Q)

et

o(m,v,y,z) >0 p.p. dans €,

o(m,¥,y,z) =0, pourm € [0,m,] U [m4, o0
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Démonstration. On considére une famille d’ensembles mesurables et bor-

nés w;, ¢ € N\ {0}, définis par

w; = {(m,ﬁ,y) = (m,f,f,y) eR, xR? | My < m < T,

a(m)
9
= QOH{(maﬁay) = (m’ag?y) € [ma7mA]XR3 |'ES il =1 < 5 <1, =1 < Y < Z},

<i<i, —i<g<i, —i<y<if

ot g est 'ensemble défini dans (4.41)) avec z = 0. La définition de D|w] (voir
(4.43)-(4.44])) nous permet de définir un nombre N tel que

'DUJ”L(]-) - {(muﬁay) = (m,f,f,y) € R—i— X R3 | ma S m Sm/h
[<i+N, -i—N<&<i+N, —i—1§y§i+1}
et on considére une fonction 1; € C®(R? x R); 1); > 0, telle que

1 si t<i+N, [(]<i+N, |yl <i+1,
0 si t>i+N+1, [(|>i+N+1, |yl >i+2

On a alors
Dy, (1) C {(m,9,y) € Ry x R xR | ¢(0),y) =1} i€ N\ {0}.

Le théoréme se démontre d’une maniére analogue au théoréme du
chapitre 3 (voir aussi le théoréme du cas stationnaire) avec les mémes

étapes reconduites. [

L’existence et 1'unicité de la solution dans les coordonnées (m,t,z,y, z)

sont données dans le théoréme suivant.
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Théoréme 4.3.2 Sioy € L¥(R, x R* x [0,1]) et 7, € L®(R; x Ry x R?)

satisfont aux conditions
ao(m,z,y,2) >0 p.p. sur Ry x R? x [0, 1],

a1(m,t,x,y) >0 p.p. sur Ry x R, x R?,

ao(m,x,y,2) =a1(m,t,x,y) =0 pour m € [0,m,] U [M4, 0],
1
Mg — M)
alors ’équation avec les conditions — admet une solution o

et une seule vérifiant

max (HEO\|L°<>(R+xR2x[0,1]); H61HL°°(]R+><R+><R2)) <
M (

g c LOO(R+ X R+ X R2X]0, ].D

et
o(m,t,z,y,z) >0 p.p. dans Ry x R x R*x]0, 1],

o(m,t,z,y,z) =0, pour m € 0,7, U [Mi4, 0ol

Démonstration. Au probléme (4.2)), (4.30)), (4.31)), ou la fonction inconnue
a chercher est o, on associe le probléme (4.35), (4.39) par une application
bijective défini par le changement de variables (m,t,z,y, z) — (m,t,&,7, %)

introduit dans (4.32)) avec

a(m)

a(m) (1-2),z +@(y)7(1 —2),y,2).

g
Si 5(m,t,€,y, 2) est la solution du probléme (4.35)), (4.39)) dont I’existence et

'unicité ont été démontrées dans le théoréme [4.3.1], alors, on aura l'existence

et l'unicité de la solution o du probléme (4.2)), (4.30), (4.31) vérifiant les

mémes conditions. [

olm,t,z,y,z) =ac(m,t —
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Chapitre 5

Perspectives

Dans les chapitres 3 et 4 on a étudié la chute des gouttelettes par la force
gravitationnelle dans les cas respectivement de l’absence du mouvement de
I’air et la présence d’'un vent horizontal, sans considérer la condensation de
la vapeur d’eau sur les gouttelettes ni I’évaporation a partir des gouttelettes.
En outre, ’étude du déplacement des gouttelettes dans l'air par la force
gravitationnelle et par le vent en tenant compte de toutes les transitions
de phase de l’eau n’est pas encore bien élucidée; ceci ouvre de nombreux
perspectives et beaucoup de problémes a résoudre.

Pour cela, en premier lieu, on va envisagé ’étude du déplacement des
gouttelettes dans 'air tenant compte le processus de coagulation et la tran-

sition condensation-évaporation.
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5.1 Equation de coagulation des gouttelettes en
chute avec condensation dans le domaine
entre deux plans horizontaux

On considére I'équation qui décrit le déplacement des gouttelettes dans
I’air, donnée dans le chapitre 2, en tenant compte la transition condensation-

évaporation, caractérisée par I’équation suivante
Oo(m) + V- (c(m)u(m)) 4+ Op(mhgy(m)o(m)) = (5.1)

= hg(m)o(m) + % /Om B(m —m',m"o(m’)o(m —m')dm'+

—m/ B(m,m")o(m)o(m’)dm’ + go(m) [N* — N(U)}JF[W — sy ()] T+
0
—gi(m)[m =T (T)]" o (m),
ol les termes hgy, go(m) [N* — N(O‘)] T — Tws@y] T €t g1(m)[m —Tysy] ~0 sont
comme dans le chapitre 2, I'équation (2.16)), avec les transitions seulement

entre le gaz et le liquide, et la vitesse u(m) = u;(m) des gouttelettes de masse

m est donnée par

9

a(m) €3, €3= (07 07 ]->T

u(t,z,m) =o(t,x) —

L’équation (5.1)) va étre considérer dans un domaine borné dans la direc-

tion verticale, c’est-a-dire dans le domaine
R, xQ xR, avec Q={zcR®|(r;,1)cR? 0<a3<1},
complétée par la condition initiale

o(0,z,m) = do(z,m) pour z €, meR, (5.2)
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et la condition aux limites

o(t,x1,29,1,m) = 1(t, x1, 9, M) pour t€ Ry, (z1,72) € R, m € Ry.

(5.3)
Si on note par I'_ = ({0} x Q@ x Ry) U (R x R?* x {1} x Ry) alors les
conditions — peuvent étre écrites dans la forme

Qe

(5.4)

O'|F_ =

| 0o sur {0} x Q x R,
| o sur Ry x R? x {1} x R,.

Pour déterminer la distribution de o, on introduit deux nombres m, et
ma (avec 0 < M, < Ma < 00) et on considére que les gouttelettes sont

absentes en dehors de l'intervalle [m,, T 4], alors on a
o(m)=0  pour m € [0,7,[ U |4, 0.

Supposons que u, hy, (7 —Tys), 5, go et g1 sont des fonctions données et
que N* et N (o) sont respectivement une constante positive et une fonction

linéaire de o avec

N(o)(t,z) = /000 n(m)o(t,z,m)dm V(t,z) € Ry x Q,

n(-) € LNR)NLZMR,), n(m)>0 VYmeR,.

En outre, on va supposer que [ est une fonction continue, positive, sy-

métrique et vérifie la condition
B(mi,mg) =0 si my +mg >y
et que gy et gy vérifient

9o S C([Oa OOD? 9o Z 07 gO(m) =0 st m € [mmmA]a
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g1 2 07 g1 S C([O’OO[)a

ou
me+1

g1 € C(|mg, 00[), / gi(m)dm = 0o, mgy € [0,M,].

Mgl

D’autre part, on va supposer que

loc

NLL (0, LW (Ry x R? xRy RY)),
V-ueCG(Ry xQxRy),
hg € Co(Ry x @ x Ry) N Ly, (R WH(Q x Ry))N
NLL (0,1, W (Ry x R x R,))

(t,x1,22,m)

et qu’il existe une constante positive Ay tel que
ug(t,z,m) < —Ag <0  V(t,z,m) e Ry x Q xRy

(Co(X;R) est I'espace des fonctions continues bornées sur X).

De plus, on va supposer que
a0 € C(Q2 xRy, ao > 0,
51 € Cp(Ry x R? x R,), a1 >0,
ao(z,m) =0, &1(t,z1,29,m) =0 si (t,x) € Ry xXQ, m & [m,, M4l
L’équation peut étre écrite dans la forme suivante
dho + U - V(@m0 = —go + ®[o| — o flo] + hlo],

ou

v(:J:,m) = (81’17 axza aocga am)Ta
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Ut,z,m) = (u1(t, z,m), us(t, x,m), us(t, z,m), mhy(t, x,m)),
g(t,z,m) =V, -u(t,x,m) + On(mhy(t,x,m)) + gi(m)[m — Tps] ™,

O[o](t, z,m) = /Bm m',m"o(t,x,m")o(t,x,m —m')dm’,

flo](t,z,m) = m/ B(m,m")o(t, z,m")dm’,
0
hlo](t,z,m) = go(m)[N* — N(0)(t,2)] " [7 — )"
avec (t,x,m) € Ry x Q x R,.
On considére le probléme de Cauchy suivant

ast(s) =1,

X (s) = Ult(s), X(s)), (5.5)
( X 0)) (f 1'1,1‘2,1'3, ) < F_,

ou X (s) = (Xi(s), Xa(s), X3(s), M(s)) et la premiére équation de (5.5) nous

donne

A partir des conditions pour u et hy, on déduit qu’il existe unique solution
X (t, 21, Ty, 3,1; ) sur [—L, +oo[ du probléme (5.5).
Nous pouvons écrire formellement le probléme (5.1)) et ((5.4]) dans la forme

d_a(t~+ S, X(Ea -fla -f27 f?n ma S)) = _O—(E_‘_ S, X(ga fla an -f?n ﬁ’L, S)) X (56)
S

x[g(t + s, X (¢, 21, T, 73,1705 5)) + flo](E+ s, X(F, 71, 02, T3,17; 5)) ] +
+®[o(t + s, X (¢, 21, T, 73, 7170; 5)) + hlo|(E+ s, X (E, 71, B, 03,103 5)),
O'(f, fl,fg,fg,m) = &(f, Zfl,fg,fg,’l’h) V(t T1, Lo, T3, M ) el . (57)

On espére que cette formule nous permettra de montrer ’existence et 'unicité

de la solution globale, en utilisant 'idée de [34].
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5.2 Perspectives générales

Un probléme d’un grand intérét qui se pose est celui de ’étude du dépla-
cement des gouttelettes en tenant compte de toutes les transitions de phase
de l'eau entre le gaz-liquide-solide. Nous éspérons résoudre le probléme en

utilisant les idées qui ont guidé les travaux présentés dans cette thése.
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