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Résumé

Dans les travaux réunis dans la présente thèse, on étudie la chute des

gouttelettes par la force gravitationnelle, gouttelettes qui subissent aussi le

processus de coagulation entre elles. Du point de vue mathématiques, il s’agit

d’une équation integro-différentielle pour une fonction inconnue représentant

la densité, par rapport à l’unité de volume, de l’eau liquide contenue dans les

gouttelettes. Cette fonction dépendra de la masse de gouttelettes, du temps

et de la position.

En considérant l’équation dans un domaine d’une dimension spatiale en

absence du mouvement de l’air et sous d’autres conditions appropriées, on

montre l’existence et l’unicité de la solution globale ainsi que sa convergence

vers une solution stationnaire en utilisant la propriété de “cône de dépendan-

ce”.

Enfin, on traite l’équation dans un domaine tridimensionnel en présence

d’un vent horizontal et on montre l’existence et l’unicité de la solution sta-

tionnaire ainsi que la solution globale en utilisant des propriétés similaires à

celles utilisées dans le cas monodimensionnel.

Mathematics Subject Classification (2010). 45K05, 45G10, 86A10.

Mots clés. Equations integro-différentielles, coagulation des gouttelettes,

chute des gouttelettes.



Abstract

In the works joined in the present thesis, we study the fall of drops by the

gravitational force, drops for which there is also the process of coagulation

between them. From a mathematical point of view, it is an integro-differential

equation for an unknown function representing the density, with respect to

the unit volume, of the liquid water contained in the drops. This function

will depend on the mass of drops, the time and the position.

Considering the equation in one-dimensional domain in the absence of

the air motion and under appropriate conditions, we prove the existence and

the uniqueness of the global solution as well as its convergence towards the

stationary solution, using the “cone of dependence” property.

Finally, we treat the equation in three-dimensional domain with the pre-

sence of a horizontal wind and we prove the existence and the uniqueness of

the stationary solution as well as the global solution, using similar properties

of one-dimensional case.

Mathematics Subject Classification (2010). 45K05, 45G10, 86A10.

Keywords. Integro-differential equations, coagulation of droplets, fall of

droplets.
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Chapitre 1

Introduction

Depuis quelques décennies il y a eu des tentatives de modélisation mathé-

matique de l’atmosphère (voir par exemple [32], [16], [2], etc...) et à cause de

la complexité des phénomènes atmosphériques, jusqu’à maintenant la majo-

rité des scientifiques se contentent des modèles partiels ou simplifiés. Même

si ces tentatives étaient bien appréciables dans leurs aspects mathématiques

spécifiques, dans ces modèles la description globale des phénomènes atmo-

sphériques comprenant la formation des nuages et la précipitation était loin

d’être satisfaisante.

L’atmosphère, comme on le sait bien, contient l’eau (H2O) à l’état ga-

zeux et sa proportion dans l’air est très variable. A la différence des autres

molécules comme N2, O2... qui restent toujours à l’état gazeux dans les condi-

tions ordinaires de l’atmosphère, H2O peut avoir trois états, gazeux, liquide

et solide. La transition de phase de l’eau réalisée dans l’atmosphère, don-

nant naissance à des nuages et provoquant la pluie et la neige, concerne

donc les trois états et les six types de transition de phase de l’eau, à savoir

entre l’état gazeux et liquide on a condensation-évaporation, liquide et solide

1
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on a solidification-fusion, gazeux et solide on a sublimation-sublimation in-

verse. Dans ce mécanisme la quantité appelée pression de la vapeur saturée

pvs(T ) joue un rôle fondamental. En effet, la condensation de la vapeur d’eau

se réalise lorsque, à une température supérieure à celle de fusion de H2O, la

pression de la vapeur dépasse la pression de la vapeur saturée relative à l’état

liquide pvs(l)(T ), valeur critique au-delà de laquelle les molécules de H2O à

l’état gazeux tendent à s’établir à l’état liquide. Dans le cas contraire, les

molécules tendent à quitter la surface de l’eau liquide et il y a l’évaporation.

De manière analogue, aux températures inférieures à celle de la fusion et à

la présence d’une surface de glace exposée dans l’air, il y aura la sublimation

(inverse) de la vapeur d’eau présente dans l’air ; dans le cas contraire, à par-

tir de la surface de glace il y aura la sublimation de solide en gaz (pour les

détails de ces processus voir par exemple [21]). Ces processus de transition

s’accompagnent d’un dégagement ou d’une absorption de l’énergie ; ce phé-

nomène est connu sous le nom de chaleur latente, qui constitue un facteur

important dans les phénomènes météorologiques.

D’autre part, la réalisation des processus de transition de phase nécessite

la présence d’un support. En effet, la condensation se réalise au niveau d’un

support constitué de noyaux secs appellé aérosols (voir [21], [31]), sur lesquels

les molécules de H2O gazeux peuvent se déposer ou se condenser en formant

une gouttelette d’eau. Même à la température inférieure à 0◦ se forment

d’abord les gouttelettes d’eau puis ces gouttelettes se solidifient en formant

des morceaux de cristaux. Une fois formés des morceaux de cristaux dans

l’atmosphère, il y aura le processus de sublimation inverse : de gaz en solide

(voir [21], [31]).

2
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L’étude mathématique d’un système d’équations qui décrit d’une manière

suffisamment complète ces phénomènes atmosphériques impliquant la tran-

sition de phase de l’eau est donc ce que nous voulons développer dans notre

recherche. Dans [16] les auteurs ont proposé un modèle mathématique as-

sez général modélisant le mouvement de l’air y compris la condensation et

l’évaporation de l’eau et le mouvement des gouttelettes d’eau. Ensuite, dans

[32], les auteurs ont fourni une description mathématique assez complète qui

prend en charge toutes les transitions de phases et qui représente une généra-

lisation du modèle proposé dans [16]. En introduisant quelques modifications

dans la description des processus de condensation et d’évaporation de H2O

et en adoptant une approximation de la vitesse des gouttelettes (il semble

que cette approximation rende le modèle plus cohérent mathématiquement)

ils ont démontré l’existence et l’unicité de la solution locale. A partir de ce

modèle général une série de travaux récents ont été développés, en particulier

[1], [2], [3], [5], [25] et [33].

Notre étude concerne la chute due à la force gravitationnelle des gout-

telettes réalisant le processus de coagulation (ce processus décrit le mé-

canisme par lequel les gouttelettes s’unissent pour former une gouttelette

plus grande). En effet, comme il est bien connu, à partir des nuages for-

més dans l’atmosphère, les gouttelettes suffisamment grandes vont tomber

comme pluie, ce qui montre le rôle essentiel du processus de coagulation

des gouttelettes dans l’apparition de la pluie. L’équation dite équation de

Smoluchowski, proposée par Smoluchowski (voir [36]) et Müller (voir [29]),

décrit le processus de coagulation ; cependant cette équation dans sa ver-

sion communément considérée ne tient pas compte de l’effet de la chute des

3
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gouttelettes. On rappelle que l’équation de Smoluchowski et le processus de

coagulation (et de fragmentation) ont été étudiés par plusieurs auteurs (voir

[12], [13], [14], [27], [28], [30], [38], etc...). En outre, le problème de l’équation

de coagulation (et de fragmentation) des gouttelettes en tenant compte de

son déplacement a été étudié par plusieurs mathématiciens Russes comme

P. B. Dubovski, V. A. Galkin et W. Stewart ainsi que d’autres (voir par

exemple [8], [9] [10], [11], [17], [18], [19], etc.... ). Suite à ces travaux, nous

proposons d’étudier le processus des gouttelettes qui tombent dans l’air et se

coagulent entre elles dans les cas respectivement de l’absence de mouvement

de l’air et de la présence d’un vent horizontal. Il s’agit de l’équation de la

conservation de la masse pour la densité noté σ(m) de l’eau liquide contenue

dans les gouttelettes de masse m, densité par rapport à l’unité de volume de

l’air contenant d’éventuelles gouttelettes, où la vitesse des gouttelettes sera

déterminée par la force gravitationnelle, la friction entre les gouttelettes et

l’air et la vitesse du vent.

Contenu de la thèse

La présente thèse est composée de cinq chapitres. Le premier chapitre est

dédié à l’introduction.

Dans le deuxième chapitre, on rappelle le système d’équations développé

dans [32] et [2] qui modélise le mouvement de l’atmosphère, en tenant compte

de toutes les transitions de phase de l’eau (dans [2] seulement des transitions

entre le gaz et le liquide), à partir des équations de mouvement d’un gaz

visqueux en y insérant les termes décrivant les processus de transition de

phase ; on y prend en considération tous les paramètres physiques à savoir,

4
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la densité, la température, la vitesse et la pression. On donne un résultat

d’existence et d’unicité de la solution locale du système proposé dans [2].

Dans le troisième chapitre, on étudie l’équation de coagulation des gout-

telettes qui se déplacent dans l’air par la force gravitationnelle dans le cas

d’équilibre, c’est-à-dire sans transition de phase de l’eau, et en absence du

mouvement de l’air. Il s’agit de l’équation pour la densité des gouttelettes σ

de type Smoluchowski avec le déplacement des gouttelettes déterminé par leur

masse. L’équation est considérée dans un domaine d’une dimension spatiale

qui représente l’axe verticale de l’atmosphère et la densité des gouttelettes

à l’entrée du domaine est supposé donnée. On montre l’existence et l’unicité

de la solution globale ainsi que sa convergence vers une solution stationnaire.

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution globale, on transforme

l’équation en une équation différentielle ordinaire dans un espace de Banach

(ou dans un espace de Fréchet), en utilisant un changement de variables.

On considère l’opérateur intégral (de coagulation) sur une famille de courbes

et on utilise une variante du théorème de Fubini. Pour obtenir la solution

globale on utilise l’idée du “cône de dépendance” pour la solution.

Ensuite, dans le quatrième chapitre, nous donnons une généralisation du

résultat obtenu dans le chapitre précedent. Plus précisement on considère

l’équation pour la densité σ dans un domaine tridimensionnel et en présence

d’un vent horizontal. On montre l’existence et l’unicité d’une solution sta-

tionnaire ainsi qu’une solution globale en utilisant les techniques développées

dans le chapitre précedent.

Enfin, dans le dernier chapitre, on donne des perspectives concernant

l’étude de l’équation du déplacement des gouttelettes dans l’air en tenant

5
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compte de la transition de phase condensation-évaporation.

6



Chapitre 2

Modèle général de l’atmosphère

2.1 Considérations générales et préliminaires

Dans ce chapitre nous rappellerons le système d’équations qui, formulé

dans [32] (pour le modèle en deux états de H2O, gazeux et liquide, voir [2]),

modélise de manière suffisamment cohérente le mouvement de l’atmosphère.

Du point de vue mécanique, ce modèle s’appuie sur les équations du mouve-

ment d’un gaz visqueux (voir [23]), où on ajoute les éléments qui résultent

des processus de transition de phase de l’eau dans l’atmosphère.

Quant à ce dernier aspect, du point de vue physique, à cause de la transi-

tion de phase et de la différence des comportements mécaniques de la vapeur,

des gouttelettes et des morceaux de cristaux, l’eau présente dans l’atmo-

sphère devra être considérée séparément en trois états : gazeux, liquide et

solide. Donc pour formuler les équations du mouvement de l’air de manière

suffisamment complète, il faut distinguer l’air sec qui rassemble toutes les

composantes gazeuses de l’air sauf H2O (c’est-à-dire des molécules de N2,

O2, Ar et d’autre gaz en quantité infime), la vapeur d’eau, l’eau liquide se

trouvant dans les gouttelettes et l’eau solide se trouvant dans les morceaux

7
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de cristaux.

Les quantités physiques que l’on doit considérer dans cette modélisation

sont la vitesse v = (v1, v2, v3), la température T , la pression p, la densité

de l’air sec %, la densité de la vapeur d’eau π, la densité de l’eau liquide se

trouvant dans les gouttelettes σl ainsi que l’eau solide se trouvant dans les

morceaux de cristaux σs. Les quantités v, T , p, % et π seront des fonctions

de la position x et du temps t, tandis que σl et σs seront des fonctions

de la masse de gouttelette ou de cristal m ainsi que de x et de t. Il est

bon de préciser que la fonction σl(m, t, x) doit être définie de telle sorte que,

statistiquement, la masse totale de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes

de massem ∈ [m∗,m∗+∆m] se trouvant dans une région R = [x∗1, x
∗
1+∆x1]×

[x∗2, x
∗
2 + ∆x2]× [x∗3, x

∗
3 + ∆x3] à l’instant t soit donnée par∫ m∗+∆m

m∗

∫
R

σl(m, t, x)dxdm

et de manière analogue pour la fonction σs(m, t, x).

On rappelle que dans les conditions usuelles de l’atmosphère le compor-

tement de l’air n’est pas beaucoup différent de celui du gaz idéal ; compte

tenu de ces circonstances, dans cette modélisation on adopte l’hypothèse que

la pression p est donnée par la relation

p = R
( %
µa

+
π

µh

)
T, (2.1)

où R, µa, µh sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse

molaire moyenne de l’air et celle de l’eau (pour les détails, voir par exemple

[21]).

D’autre part, les valeurs de la pression de la vapeur saturée relative à

la surface de l’eau liquide pvs(l)(T ) et celle relative à la surface de la glace

8
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pvs(s)(T ) dependent fortement (presque exponentiellement) de la tempérture

T et sont données approximativement par

pvs(l)(T ) ≈ E0.10
7.63(T−273.15)

T−31.25 , E0 = 6.108(mbar), (2.2)

pvs(s)(T ) ≈ E0.10
9.635(T−273.15)

T−7.65 . (2.3)

Mais, dans ce qui suit, nous utilisons la densité de la vapeur saturée, notée

πvs(l)(T ) (relative à l’état liquide) ou πvs(s)(T ) (relative à l’état solide), reliée

à la pression de la vapeur saturée par la relation

πvs(l)(T ) =
µhpvs(l)(T )

RT
, πvs(s)(T ) =

µhpvs(s)(T )

RT
. (2.4)

2.2 Equation de la quantité de mouvement

On rappelle d’abord que l’équation de la quantité de mouvement pour un

gaz visqueux général (en désignant par %, v et p sa densité, sa vitesse et sa

pression) est donné par (voir [23])

%
(
∂tvj + (v · ∇)vj

)
+ ∂xjp = (2.5)

=
3∑

k=1

∂xk
(
η
(
∂xkvj + ∂xjvk −

2

3
δjk∇ · v

))
+ ∂xj(ζ∇ · v) + %fj,

où η et ζ sont les coefficients de viscosité d’écoulement et volumique, tandis

que f = (f1, f2, f3) est la force extérieure.

Pour le mouvement de l’air dans l’atmosphère l’unique force extérieure

qui intervient réellement, est celle de la gravitation

f = −∇Φ,

9
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Φ étant le géopotentiel. On rappelle en outre que l’air atmosphérique est

composé par l’air sec (N2, O2, Ar etc...) et la vapeur d’eau ; de plus le com-

portement mécanique de la vapeur d’eau ne diffère pas beaucoup de celui de

l’air sec, ce qui nous permet de considérer l’unique équation de la quantité

de mouvement avec la densité de l’air

%+ π.

Donc, si on adopte l’approximation

η = Constante > 0, ζ = Constante > 0,

alors, en utilisant l’expression (2.1) de la pression, on obtient, dans le cas de

l’absence de gouttelettes et de cristaux de glace, l’équation

(%+ π)
(
∂tv + (v · ∇)v

)
+R∇

(( %
ua

+
π

uh

)
T
)

= (2.6)

= η∆v +
(
ζ +

η

3

)
∇(∇ · v)− (%+ π)∇Φ.

D’autre part, pour le mouvement de l’air en présence de gouttelettes et

de morceaux de cristaux de H2O, il faut tenir compte de l’effet de la friction

entre l’air et les gouttelettes de même entre l’air et les morceaux de cristaux

de H2O. Pour représenter ces effets, on ajoute à l’équation (2.6) les termes∫ ∞
0

αl(m)σl(m)
(
v − ul(m)

)
dm,

∫ ∞
0

αs(m)σs(m)
(
v − us(m)

)
dm,

où αl(m) et αs(m) sont des fonctions décroissantes par rapport à m represen-

tant respectivement le coefficient de la friction entre l’air et les gouttelettes

10
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de masse m et le coefficient de la friction entre l’air et les cristaux de masse

m, tandis que ul(m) et us(m) désignent la vitesse des gouttelettes de masse

m et celle des cristaux de glace de masse m respectivement.

Ainsi on aurait l’équation de la conservation de la quantité de mouvement

pour l’air composé de l’air sec et la vapeur d’eau de la forme (voir [16])

(%+ π)
(
∂tv + (v · ∇)v

)
= η∆v +

(
ζ +

η

3

)
∇(∇ · v)+ (2.7)

−R∇
(( %

ua
+

π

uh

)
T
)
−
∫ ∞

0

αl(m)σl(m)(v − ul(m))dm+

−
∫ ∞

0

αs(m)σs(m)(v − us(m))dm− (%+ π)∇Φ.

Dans [16] les auteurs ont considéré seulement le terme avec σl(m), en suppo-

sant que σs(m) = 0 ; d’autre part ils ont considéré l’équation de l’évolution

de la vitesse des gouttelettes ul(m).

Dans [2] (seulement pour ul(m)) et [32] (pour ul(m) et us(m)) on a pro-

posé l’utilisation d’une approximation, qui simplifie la formulation des équa-

tions et permet d’éviter une régularisation plutôt artificielle, en proposant

qu’au lieu de considérer une équation propre pour la quantité de mouvement

des gouttelettes et des morceaux de cristaux, on adopte la détermination de

ul(m) = ul(m, t, x) et de us(m) = us(m, t, x) par les relations

ul(m, t, x) = v(t, x)− 1

αl(m)
∇Φ, (2.8)

us(m, t, x) = v(t, x)− 1

αs(m)
∇Φ. (2.9)

Ces formulations sont motivées par le fait que la vitesse des gouttelettes

dans l’atmosphère est, selon les observations effectuées (voir par exemple

[35]), presque celle de l’équilibre (c’est-à-dire, en absence de variation de la

11
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vitesse de l’air, la vitesse des gouttelettes ayant une masse constante reste

presque invariante). Quant à la vitesse des morceaux de cristaux de H2O,

à cause de leur forme géométrique assez variée, selon les résultats d’obser-

vations, elle n’est pas uniquement déterminée. Vues ces circonstances, les

auteurs de [32] ont adopté la formule (2.9) en tant qu’une approximation de

caractère statistique, en admettant une formule analogue à celle de la vitesse

des gouttelettes.

En substituant les relations (2.8) et (2.9) dans l’équation (2.7), les auteurs

de [32] ont proposé l’équation de quantité de mouvement pour l’air

(%+ π)
(
∂tv + (v · ∇)v

)
= η∆v +

(
ζ +

η

3

)
∇(∇ · v)+ (2.10)

−R∇
(( %
ua

+
π

uh

)
T
)
−
[ ∫ ∞

0

(
σl(m) + σs(m)

)
dm+ %+ π

]
∇Φ.

2.3 Equation du bilan de l’énergie

Nous rappelons d’abord l’équation du bilan de l’énergie d’un gaz (voir

[23]), qui, exprimée en fonction de la température T et avec l’expression de

la pression donnée dans (2.1) et le coefficient de conductibilité thermique κ

supposé constant, aura, en absence de source de chaleur, la forme

cv(%+ π)
(
∂tT + v · ∇T

)
= κ∆T −R

( %
ua

+
π

uh

)
T ∇ · v+ (2.11)

+η
3∑

i,j=1

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 2

3
δij∇ · v

) ∂vi
∂xj

+ ζ(∇ · v)2,

où cv est la chaleur spécifique de l’air.

Dans [32] (voir aussi [16] et [2] pour le cas où il y a seulement la transition

de phase deH2O entre l’état gazeux et l’état liquide) on a proposé d’ajouter à

12
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(2.11) le terme de la source de chaleur due à la chaleur latente de la transition

de phase de l’eau Lgl(T )Hgl+Lls(T )Hls+Lgs(T )Hgs et le terme de source de

chaleur générale due principalement à l’effet thermique de la radiation Erad,

de sorte que l’on a

cv(%+ π)
(
∂tT + v · ∇T

)
= κ∆T −R

( %
ua

+
π

uh

)
T ∇ · v+ (2.12)

+η
3∑

i,j=1

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 2

3
δij∇ · v

) ∂vi
∂xj

+ ζ(∇ · v)2 + Erad+

+Lgl(T )Hgl + LlsHls + Lgs(T )Hgs;

dans l’expression Lgl(T )Hgl + Lls(T )Hls + Lgs(T )Hgs utilisée ici, Hgl, Hls,

Hgs représentent la quantité de H2O qui se transforment de gaz en liquide,

de liquide en solide et de gaz en solide respectivement ; tandis que Lgl(T ),

Lls(T ), Lgs(T ) désignent la chaleur latente de la transition de phase gaz-

liquide, celle de la transition de phase liquide-solide et celle de la transition

de phase gaz-solide de H2O. Quant aux valeurs de la chaleur latente, selon

les données expérimentalement établies, on a (voir [24], [31])

Lgl(T ) ≈ (3244− 2, 72T )103 (J/kg),

(
resp. Lls ≈ 332.1033 (J/kg)

)
;

la chaleur latente Lgs relative à la transition de phase gaz-solide vérifie la

relation (voir[21])

Lgs = Lgl + Lls. (2.13)

13
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2.4 Equations de conservation de la masse

Pour l’air sec, qui n’est pas assujetti à la transition de phase, la loi de

conservation de la masse est exprimée par l’équation classique (voir [23])

∂tρ+∇ · (ρv) = 0. (2.14)

Pour la densité de la vapeur π, en tenant compte de la quantité de la vapeur

qui se transforme en liquide (Hgl) ou en solide (Hgs), la loi de conservation

de la masse peut être exprimée par l’équation (voir [16], [2], [32])

∂tπ +∇ · (πv) = −Hgl

(
T, π, σl(·)

)
−Hgs

(
T, π, σs(·)

)
. (2.15)

D’autre part, pour la conservation de la masse de l’eau liquide et celle

des cristaux d’eau, dans [32] les auteurs proposent l’équation pour la densité

de l’eau liquide σl

∂tσl(m) +∇ · (σl(m)ul(m)) + ∂m[mhgl(m)σl(m)] = (2.16)

= [hgl(m)−Kls(T,m)]σl(m) +Ksl(T,m)σs+

+
m

2

∫ m

0

βl(m
′,m−m′)σl(m′)σl(m−m′)dm′+

−mσl(m)

∫ ∞
0

βl(m,m
′)σl(m

′)dm′ −mσl(m)

∫ ∞
0

Zls(m
′,m)σs(m

′)dm′+

+g0(m)[N∗ − Ñ(σl, σs)]
+[π − πvs(l)(T )]+ − g1(m)[π − πvs(l)(T )]−σl(m)

et l’équation pour la densité de l’eau solidifiée σs

∂tσs(m) +∇ · (σs(m)us(m)) + ∂m[mhgs(m)σs(m)] = (2.17)

= [hgs(m)−Ksl(T,m)]σs(m) +Kls(T,m)σl(m)+

14
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+
m

2

∫ m

0

βs(m−m′,m′)σs(m′)σs(m−m′)dm′−mσs(m)

∫ ∞
0

βs(m,m
′)σs(m

′)dm′+

+m

∫ m

0

Zls(m−m′,m′)σs(m−m′)σl(m′)dm′−mσs(m)

∫ ∞
0

Zls(m,m
′)σl(m

′)dm′+

−g2(m)[π − πvs(s)(T )]−σs(m).

Nous allons expliquer ci-dessous ce que signifient les nouveaux termes

introduits dans (2.15)-(2.17). Mais, pour ce faire, nous rappelons les rai-

sonnements qui nous conduisent à ces formulations. Rappelons d’abord que

dans l’atmosphère les gouttelettes se forment exclusivement sur les aérosols.

Pour le formuler convenablement, dans [2] (voir aussi [32]) on a introduit la

probabilité de création d’une nouvelle gouttelette ayant la forme

g0(m)
[
π − πvs(l)(T )

]+[
N∗ − Ñ

(
σl, σs

)]+

,

où N∗ est le nombre total de gouttelettes ou de morceaux de cristaux qui

peuvent être formés dans l’unité de volume, tandis que Ñ représente le

nombre dans l’unité de volume des aérosols qui se trouvent déjà dans des

gouttelettes ou dans des morceaux de cristaux ; on propose

Ñ
(
σl, σs

)
=

∫ ∞
0

σl(m)

m
dm+

∫ ∞
0

σs(m)

m
dm+cl

∫ ∞
0

σl(m)dm+Cs

∫ ∞
0

σs(m)dm

avec deux constantes positives convenables cl et Cs.

Pour formuler l’évaporation totale et la sublimation totale, on introduit

la probabilité de disparition des gouttelettes

g1(m)
[
π − πvs(l)(T )

]−
et celle des morceaux de cristaux

g2(m)
[
π − πvs(s)(T )

]−
.

15
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Comme pour l’apparition et la disparition de gouttelettes et de morceaux de

cristaux de dimension d’aérosols, on suppose

g0(m) = 0, g1(m) = 0, g2(m) = 0 pour m ≥ mb,

mb étant la masse maximale des aérosols concernés.

Pour formuler la condensation et l’évaporation sur la surface des goutte-

lettes, dans [2] (voir aussi [32]) on a introduit la fonction Sl(m) qui représente

la surface des gouttelettes de masse m, où m est considéré comme la somme

de la masse de H2O et de celle des noyaux (aérosols) à l’exception des gout-

telettes d’eau de diamètre trop petit. Plus précisement, on a supposé que

Sl(m) ∈ C2([0,∞[), Sl(m) = 0 pour 0 ≤ m ≤ ma

2
,

Sl(m) = 32/3(4π)1/3m
2
3 pour m ≥ mb > 0

(ma est la borne inférieure de la masse des aérosols concernés). Rappelons

que la surface Sl(m) est considérée comme celle de l’eau et que donc la surface

d’un aérosol sans eau doit être considérée comme nulle.

D’autre part, comme les morceaux de cristaux n’ont pas une forme iden-

tique (voir par exemple [21], [31]), dans [32] les auteurs ont considéré la

surface statistique moyenne Ss(m) d’un morceau de cristal de H2O avec les

propriétés

Ss(m) ∈ C2([0,∞[),

Ss(m) = 0 pour 0 ≤ m ≤ ma

2
, Ss(m) ≈ csm

2
3 pour m ≥ mb

et cs ≥ 3
2
3 (4π)

1
3 .

16
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Avec Sl(m) et Ss(m) ainsi définies, nous avons introduit dans [2] hgl la

quantité de condensation sur les gouttelettes de masse m par :

hgl = hgl(T, π,m) = K1
Sl(m)

m
(π − πvs(l)(T )) (2.18)

et dans [32] la quantité hgs de sublimation sur les morceaux de cristaux de

masse m est donnée par :

hgs = hgs(T, π,m) = K2
Ss(m)

m
(π − πvs(s)(T )), (2.19)

où K1 et K2 sont les coefficients positifs, respectivement, associés à la vitesse

de condensation ou d’évaporation et à celle de sublimation ou de sublimation

inverse. On introduit également la quantité totale de condensation ou de

sublimation

Hgl(T, π, σl(.)) = K1(π − πvs(l)(T ))

∫ ∞
0

Sl(m)

m
σl(m)dm, (2.20)

Hgs(T, π, σl(.)) = K2(π − πvs(s)(T ))

∫ ∞
0

Ss(m)

m
σs(m)dm. (2.21)

En outre les coefficients Kls et Ksl, qui figurent dans les équations (2.16) et

(2.17), sont les coefficients de solidification et de fusion.

Outre les processus de transition de phase de l’eau on a le processus de

coagulation. En effet, la rencontre de deux gouttelettes implique l’union des

deux à cause de la tension superficielle, par contre, la rencontre de deux

morceaux de cristaux a une probabilité plus basse d’entraîner l’union des

deux. D’autre part, la rencontre entre une gouttelette et un morceau de

cristal, se produisent généralement à une température inférieure à 0◦C et

offre à l’eau liquide une structure cristalline sur laquelle l’eau liquide peut se

cristalliser. Dans (2.16) et (2.17) βl(m′,m) désigne la probabilité de rencontre

17
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entre une gouttelette de masse m et une de masse m′, βs(m′,m) celle de la

rencontre entre un morceau de cristal de masse m et un de masse m′ qui

engendre leur union et Zls(m,m′, T ) celle de la rencontre entre un morceau

de cristal de masse m et une gouttelette de masse m′.

En rappelant la définition de hgl et de hgs introduite dans (2.18) et (2.19),

la vitesse de croissance d’une gouttelette de massem et celle d’un morceau de

cristal de masse m sont définis par mhgl et mhgs, ce qui permet de considérer

les vecteurs de R4

Ũ4l = Ũ4l(ul, T, π, σl) = (mhgl, ul,1(m), ul,2(m), ul,3(m))T

et

Ũ4s = Ũ4s(us, T, π, σs) = (mhgs, us,1(m), us,2(m), us,3(m))T

comme la vitesse d’une gouttelette et d’un morceau de cristal dans l’espace

R+×R3, dans lequel la masse m est considérée comme une variable spatiale.

D’une manière similaire aux équations de continuité dans R3, en utilisant Ũ4l

et Ũ4s, la loi de la conservation de la masse pour H2O liquide et solide est

exprimée dans la forme

∂tσi +∇(m,x) ·
(
σiŨ4i

)
= variation de la masse, avec i = l, s,

où

∇(m,x) =
( ∂

∂m
,
∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂x3

)T
.

En rappelant les contributions à la variations de σl et σs définis ci-dessus, on

aura les équations (2.16) et (2.17).

18
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2.5 Solution locale du système monodimension-
nel dans [2]

Il est souhaitable de trouver une solution du système d’équations introduit

dans la partie précédente qui soit cohérente du point de vue mathématique et

qui corresponde aux phénomènes réels qui se produisent dans l’atmosphère.

Vue la difficulté des traitements mathématiques de ce système général, nous

avons étudié dans [2] (voir aussi [32] pour le modèle général) un système

d’équations légèrement modifié avec des conditions convenables, pour mon-

trer que le modèle proposé jouit d’une certaine cohérence mathématique et

physique, avec une possibilité de pouvoir obtenir une preuve de sa cohérence

dans des recherches futures.

2.5.1 Système d’équations monodimensionnelles

Dans [2], notre étude concerne la structure verticale des nuages et de

la pluie. Pour cela, on considère le système d’équations (2.8)-(2.10), (2.12),

(2.14)-(2.17) avec les transitions de phase deH2O seulement du gaz au liquide

(et sa réciproque) où toutes les quantités dépendent seulement de la variable

x3 et t et on suppose que ul,1 = ul,2 = 0, v1 = v2 = 0. On écrit pour la

simplicité x, v, u, f au lieu de x3, v3, ul,3, d
dx3

Φ et β, σ au lieu de βl, σl.

On considère le système d’équations dans le domaine en une dimension

I = ]0, 1[ , aux extrémités duquel nous posons les conditions aux limites

homogènes pour v et les conditions non-homogènes T (t, 0) = aT , T (t, 1) = bT

pour la température T . Il nous est commode de considérer, au lieu de T , la
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fonction inconnue ϑ définie par

T = T0 + ϑ, T0(x) = (1− x)aT + xbT . (2.22)

Toutefois nous continuons à utiliser T dans l’expression de πvs(T ) = πvs(l)(T )

et les expressions qui le contiennent, mais dans les calculs nous devons traiter

ϑ définie dans (2.22).

D’autre part, la vitesse des gouttelettes de masse m est donnée par

u(m, t, x) = v(t, x)− 1

αl(m)
f.

En tenant compte de ces considérations et en posant η1 = 4
3
η + ζ, le

système d’équations (2.10), (2.12), (2.14)-(2.16) avec les transitions de phase

de H2O du gaz au liquide en une dimension spatiale pour les inconnues v, ϑ,

%, π et σ(m) se réduit à (voir [2])

(%+ π)(∂tv + v∂xv) = (2.23)

= η1∂
2
xv −R∂x

[( %
µa

+
π

µh

)
(ϑ+ T0)

]
−
(
%+ π +

∞∫
0

σ(m)dm
)
f,

(%+ π)cv(∂tϑ+ v∂xϑ) +R
( %
µa

+
π

µh

)
(ϑ+ T0)∂xv = (2.24)

= κ∂2
xϑ+ η1(∂xv)2 + Erad + LglHgl − (%+ π)cvv∂xT0,

∂t%+ ∂x(%v) = 0, (2.25)

∂tπ + ∂x(πv) = −Hgl(T, π, σ), (2.26)

∂tσ(m) + ∂x
(
σ(m)u(m)

)
+ ∂m

(
mhgl(m)σ(m)

)
= (2.27)

= hgl
(
T, π,m

)
σ(m) +

m

2

m∫
0

β(m−m′,m′)σ(m′)σ(m−m′)dm′+
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−m
∞∫

0

β(m,m′)σ(m)σ(m′)dm′ + g0(m)
[
N∗ − Ñ(σ)

]+
[π − πvs]++

−g1(m)
[
π − πvs(T )

]−
σ(m),

où η1, cv, κ et Lgl sont considérés comme constantes strictement positives.

2.5.2 - Résultat principal de [2]

Dans [2] pour construire la solution des équations (2.23)–(2.27), dans un

intervalle de temps suffisamment petit, on a considéré les conditions aux

limites

v = 0, ϑ = 0 pour x = 0 et x = 1 (2.28)

et les données initiales

v(0, ·) = v0(·) ∈ H1
0 (I), (2.29)

ϑ(0, ·) = ϑ0(·) ∈ H1
0 (I), (2.30)

%(0, ·) = %0(·) ∈ H1(I), inf
x∈I

%0(x) > 0, (2.31)

π(0, ·) = π0(·) ∈ H1(I), inf
x∈I

π0(x) > 0, (2.32)

σ(·, 0, ·) = σ0(·, ·) ∈ H1(D2), σ0 ≥ 0, suppσ0 ⊂ [ma,M1]× [0, 1], (2.33)

où D2 = R+ × I et 0 < M1 <∞.

On suppose que

Sl(·) ∈ C1([0,∞[), (2.34)

f ∈ H2(I), f(0) = f(1) = 0, (2.35)

Erad ∈ L∞loc(0,∞;L2(I)), (2.36)

αl(·) ∈ C1(R+), αl(m) > 0 ∀m ∈ R+, (2.37)
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β(·, ·) ∈ C1((R+)2), β(m,m′) = 0 si m+m′ ≥M2 (0 < M2 <∞),

(2.38)

g0(·), g1(·) ∈ C1([0,∞[), supp g0(·) ⊂ [ma,mb] , supp g1(·) ⊂ [0,mb].

(2.39)

La condition (2.38) est une approximation motivée par le fait que dans l’at-

mosphère les grandes gouttelettes subissent le processus de fragmentation,

qui contrebalance la croissance de la population de gouttelettes de masse

élevée due à la coagulation.

D’autre part, pour les difficultés techniques, dans les expressions concer-

nant la condensation et l’évaporation, au lieu de hgl(T, π,m) etHgl

(
T, π, σ(·)

)
définis dans (2.18) et (2.20), on a considéré les approximations

h0
gl(T, π,m) = K1

Sl(m)

m
(Θδ(π)− πvs(T )), (2.40)

H0
gl(T, π, σ) = K1(Θδ(π)− πvs(T ))

∞∫
0

Sl(m)

m
σ(m)dm, (2.41)

où Θδ(π) est la moyenne locale de π(x) avec une fonction de poids convenable,

par exemple

Θδ(π)(x) =

1∫
0

π(y)e−(x−y
δ

)2
dy

1∫
0

e−(x−y
δ

)2
dy

, δ 6= 0. (2.42)

Le résultat principal de [2] est donné dans le théorème suivant.

Théorème 2.5.1 Il existe un t̄ > 0 tel que dans l’intervalle [0, t̄] le système

d’équations (2.23)–(2.27) avec la substitution de h0
gl, H0

gl et [Θδ(π) − πvs]
+

(définis dans (2.40)-(2.42)) au lieu de hgl, Hgl et [π−πvs]+ et avec les condi-

tions aux limites (2.28) et les conditions initiales (2.29)–(2.33) admet, dans
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l’intervalle de temps [0, t̄], une solution (v, ϑ, %, π, σ) et une seule dans la

classe

v, ϑ ∈ L∞(0, t̄;H1
0 (I)) ∩ L2(0, t̄;H2(I)),

% ∈ C([0, t̄];H1(I)), inf
(x,t)∈I×[0,t̄]

%(x, t) > 0,

π ∈ C([0, t̄];H1(I)), inf
(x,t)∈I×[0,t̄]

π(x, t) > 0,

σ ∈ C([0, t̄];H1(D2)), σ ≥ 0.

L’idée générale adoptée pour l’étude de la solution locale est celle de linéa-

risation, c’est-à-dire de rendre linéaires les équations non lineaires en fixant

des données et de chercher un point fixe d’un opérateur défini par la solution

des équations linéairisées. Plus précisement, on considère les fonctions don-

nées v̄, ϑ̄, %̄, π̄ et σ̄ dans I × [0, t1] (t1 > 0) satisfaisant aux conditions aux

limites et initiales (2.28)–(2.33) et telles que

v̄ ∈ L∞(0, t1;H1
0 (I)) ∩ L2(0, t1;H2(I)),

ϑ̄ ∈ L∞(0, t1;H1
0 (I)) ∩ L2(0, t1;H2(I)),

%̄ ∈ C([0, t1];H1(I)), inf
x∈I

%̄(x, t) > 0,

π̄ ∈ C([0, t1];H1(I)),

σ̄ ∈ C([0, t1];H1(D2).

On définit l’opérateurG1 qui à (v̄, ϑ̄) associe la solution (%, π, σ) des équations

(2.25)-(2.27) avec v = v̄, ϑ = ϑ̄ et l’opérateur G2 qui à (v̄, ϑ̄, %, π, σ) associe la

solution (v, ϑ) des équations linéarisées de (2.23)-(2.24) ; ensuite on démontre

que pour t̄ > 0 suffisamment petit l’opérateur G = G2 ◦G1 est une contrac-

tion dans l’espace
(
L∞(0, t̄;L2(I)) ∩ L2(0, t̄;H1

0 (I))
)2 ×

(
L∞(0, t̄;L2(I))

)2 ×
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L∞(0, t̄;L2(D2)), ce qui donne l’existence et l’unicité de la solution locale

dans la classe indiquée dans l’énoncé du théorème. Même si ce schéma de

démonstration est usuel pour ce type d’équations, l’estimation de σ requiert

une technique extrêmement élaborée. Pour plus de détails, voir [2].

La candidate tient à remercie professeur Hisao Fujita Yashima pour avoir

traduit les parties qui nous interessent des livres [24], [35].
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Chapitre 3

Solution globale de l’équation de
coagulation des gouttelettes en
chute

Dans ce chapitre on va considérer une équation integro-différentielle dé-

crivant le processus de coagulation des gouttelettes se trouvant dans l’air. Il

s’agit de l’équation pour la densité σl(m, t, z) = σ(m, t, z) en une dimension

spatiale (dimension connue comme axe verticale de l’atmosphère) dans le cas

d’équilibre et en absence de mouvement de l’air. On montre l’existence et

l’unicité d’une solution globale ainsi que sa convergence vers une solution

stationnaire.

3.1 Position du problème

Considérons l’intervalle [0, 1], qui représente l’espace “vertical” dans lequel

les gouttelettes se déplacent à cause de la force gravitationnelle. Désignons

par σ(m, t, z) la densité de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de

masse m au point z ∈ [0, 1] à l’instant t ∈ R. On rappelle que dans la litté-
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rature concernant l’équation de Smoluchowski on utilise souvent le nombre

(dans le sens statistique) ñ = ñ(m, t, z) = σ(m,t,z)
m

de gouttelettes de masse m

au lieu de la densité de l’eau liquide σ(m, t, z). Mais nous préférons utiliser

cette dernière pour décrire la modélisation générale des phénomènes météo-

rologiques ([2], [16], [32]).

On suppose que les gouttelettes subissent le processus de coagulation et

en même temps se déplacent dans l’air par la force gravitationnelle en su-

bissant également l’effet de frottement avec l’air environnant ; cependant on

ne considère pas l’éventuelle condensation de la vapeur d’eau sur les goutte-

lettes ni l’évaporation à partir des gouttelettes ; l’absence de condensation et

d’évaporation correspondrait à l’état d’équilibre entre la vapeur d’eau pré-

sente dans l’air et la densité de la vapeur saturée. De plus, si on considère

l’absence de mouvement de l’air (c’est-à-dire v = 0), la vitesse ul(m) = u(m)

d’une gouttelette de masse m définie dans (2.8) sera

u(m) = − 1

α(m)
g, (3.1)

où α(m) = αl(m) est le coefficient de frottement entre les gouttelettes de

masse m et l’air tandis que g est une constante positive représentant l’accé-

lération gravitationnelle .

En tenant compte de ces considérations, l’équation (2.16) se réduit à

l’équation

∂tσ(m, t, z) + ∂z(σ(m, t, z)u(m)) = (3.2)

=
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, t, z)σ(m−m′, t, z)dm′+

−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m, t, z)σ(m′, t, z)dm′.
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Si dans l’équation (3.2) on néglige la dépendance de z ∈ [0, 1], l’équation

sera réduite à l’équation de Smoluchowski (dans une version avec la densité

σ(m, t) = mñ(m, t)).

Mais dans la nature, et à cause de la courbure très élevée de leur surface,

les gouttelettes très petites s’évaporent immédiatement (voir par exemple

[21], [31]) et d’autre part les gouttelettes très grandes se fragmentent à cause

de la friction avec l’air environnant. Compte tenu de ces circonstances, dans

le présent travail on se limite à considérer seulement les fonctions σ(m, t, z)

ne prenant des valeurs strictement positives que pour des m tels que

0 < ma < m < mA <∞.

En ce qui concerne la fonction α(m), on suppose qu’elle est une fonction

strictement positive et suffisamment régulière (par exemple α(m) ∈ C1(R+)).

Il est utile de rappeler que dans l’état normal de l’atmosphère α(m) est une

fonction décroissante et ses valeurs varient sensiblement selon les valeurs de

m (pour les données expérimentales, voir par exemple [35]). Même si l’effet

de la friction (par unité de masse) croît rapidement quandm s’approche de 0,

compte tenu de l’absence de gouttelettes très petites (m < ma), pour éviter

un raisonnement inutilement compliqué, on suppose que

sup
m∈R+

α(m) <∞.

Pour la fonction β(m1,m2) = βl(m1,m2) on suppose que

β(·, ·) ∈ C(R+ × R+), β(m1,m2) ≥ 0 ∀(m1,m2) ∈ R+ × R+, (3.3)

β(m1,m2) = β(m2,m1), (3.4)
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β(m1,m2) = 0 pour m1 +m2 ≥ mA. (3.5)

Les conditions (3.3) et (3.4) sont des conditions naturelles de la fonction

de probabilité de rencontre de gouttelettes. D’autre part, la condition (3.5)

est une approximation motivée par le fait que, comme nous l’avons déjà

évoqué, dans l’atmosphère les grandes gouttelettes subissent également le

processus de fragmentation, qui contrebalance la croissance de la population

de gouttelettes de masse élevée due à la coagulation (cette approximation a

été adoptée également dans [16], [2], [32]).

Pour la commodité de la notation, nous posons

α0 = sup
m∈R+

α(m), u0 = − g

α0

. (3.6)

Dans la suite, on considère le problème de trouver une fonction σ(m, t, z),

qui vérifie l’équation (3.2) pour (m, t, z) ∈ R+×R+× [0, 1] avec la condition

aux limites (condition d’entrée)

σ(m, t, 1) = σ1(m, t) (3.7)

et la condition initiale

σ(m, 0, z) = σ0(m, z). (3.8)

Conformément à ce que nous avons dit plus haut, on supposera que

σ1(m, t) = σ0(m, z) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

3.2 Préliminaires

Pour résoudre l’équation (3.2) avec les conditions (3.7), (3.8), on utilisera

l’idée de la transformer en une équation différentielle ordinaire dans un espace
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de Banach ou un espace de Fréchet. Pour cela, on introduit le changement

de variables (m, t, z) 7→ (m̃, t̃, z̃) défini par
m̃ = m,
z̃ = z,
t̃ = t+ 1−z

u(m)

(3.9)

et on définit

σ̃(m̃, t̃, z̃) = σ(m, t, z) = σ(m, t̃− 1− z
u(m)

, z).

Dans la suite, on va écrire simplement m et z au lieu de m̃ et z̃ et encore

σ(m, t̃, z) au lieu de σ̃(m̃, t̃, z̃), ce qui ne crée pas d’équivoque dans le calcul.

Dans les coordonnées (m, t̃, z) l’équation (3.2) se transforme en

∂

∂z
σ(m, t̃, z) =

m

2u(m)

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, t̃∗(m,m′, t̃, z), z)× (3.10)

×σ(m−m′, t̃∗(m,m−m′, t̃, z), z)dm′+

− m

u(m)

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, t̃, z)σ(m′, t̃∗(m,m′, t̃, z), z)dm′,

où

t̃∗(m,m′, t̃, z) = t̃− 1− z
u(m)

+
1− z
u(m′)

.

Pour réformuler l’équation (3.10) en une équation différentielle ordinaire

et établir des propriétés utiles pour l’opérateur intégral du deuxième membre

de cette équation, il est convenable, pour chaque z ∈ [0, 1] fixé, d’introduire

la famille de courbes

γτ = γτ,z = {(m, t̃) ∈ R+ × R | t̃ = τ +
1− z
u(m)

}, τ ∈ R. (3.11)

On voit alors que les intégrales du second membre de l’équation (3.10) pour-

ront être exprimées comme intégrales sur les courbes γτ(m,t̃) et γ[0,m]

τ(m,t̃)
, où
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τ(m, t̃) = t̃− 1− z
u(m)

. Or, pour les exprimer comme intégrales sur les courbes

γτ(m,t̃) et γ[0,m]

τ(m,t̃)
, il nous faut préciser la mesure avec laquelle on effectue

l’intégration.

Considérons la courbe

γ = γ0.

On définit la projection PR+ de γ sur R+ par la relation

PR+A
′ = {m ∈ R+ | ∃t̃ tel que (m, t̃) ∈ A′},

pour les sous-ensembles A′ de γ, la régularité de la fonction t̃(m) =
1− z
u(m)

nous permet de définir les ensembles mesurables de γ et la mesure µγ sur γ

par les relations suivantes :

i) A′ ⊂ γ est mesurable si et seulement si PR+A
′ est mesurable selon Lebesgue sur R+,

ii) µγ(A
′) = µL,R+(PR+A

′) où µL,R+(.) est la mesure de Lebesgue sur R+.

Comme γτ est la translation de γ par τ dans la direction de t̃, on définit la

même mesure µγ(·) sur toute les courbes γτ ; l’utilisation du même symbole

µγ(·) ne crée aucune équivoque (on voit immédiatement que la projection

PR+ et la mesure µγ(·) ne dépendent pas de τ ∈ R).

Une fois la mesure µγ(·) sur γτ introduite, on établit des relations entre

µγ(·) et la mesure sur R+ × R. On pose

τ(m, t̃) = t̃− 1− z
u(m)

(c’est-à-dire, τ(m, t̃) est le nombre τ ∈ R tel que (m, t̃) ∈ γτ ) et on considère

la famille A des ensembles A ayant la forme

A = {(m, t̃) ∈ R+ × R | m ∈ [m1,m2[, τ(m, t̃) ∈ [τ1, τ2[ } (3.12)
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avec 0 ≤ m1 ≤ m2 < ∞, −∞ < τ1 ≤ τ2 < ∞. Si on définit la fonction

µ̃ : A→ R+ par la relation

µ̃(A) = (m2 −m1)(τ2 − τ1)

pour A ∈ A, on constate que, de la même manière que la construction de

la mesure de Lebesgue sur R+ × R à partir de la famille des rectangles, le

prolongement de µ̃ définit les ensembles mesurables selon µ̃ de R+ × R et la

mesure sur eux, mesure que nous notons toujours µ̃, et que µ̃ coïncide avec

la mesure de Lebesgue µL,R+×R sur R+ × R ; on a en effet

µ̃(A) = µL,R+×R(A)

pour A ∈ A.

Pour les mesures µγ et µ̃ ainsi définies et les mesures de Lebesgue µL,R+ ,

µL,R et µL,R+×R respectivement sur R+, R et R+ × R, on a les propriétés

suivantes.

Lemme 3.2.1 Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de R+ × R.

On pose

Aτ = {m ∈ R+ | ∃t̃ ∈ R tel que (m, t̃) ∈ γτ ∩ A },

Am = {τ ∈ R | ∃t̃ ∈ R tel que (m, t̃) ∈ γτ ∩ A}.

Alors on a

µL,R+×R(A) = µ̃(A) =

∫ ∞
−∞

µγ(Aτ )dτ =

=

∫
γ0

µL,R(Am)µγ(dm) =

∫ ∞
0

µL,R(Am)dm.
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(Ici et dans la suite l’élément d’intégration par rapport à la mesure de Le-

besgue s’écrit directement dm, dτ etc... sans utiliser les notations µL,R+(dm),

µL,R(dτ), etc...).

Démonstration. On démontre d’abord l’égalité

µ̃(A) =

∫
R
ϕA(τ)dτ, (3.13)

où ϕA(τ) = µγ(Aτ ).

Si A ∈ A (A est la famille des ensembles A ayant la forme (3.12)), alors

la formule (3.13) est évidente, car dans ce cas on a

ϕA(τ) =

{
µγ(Aτ ) pour τ ∈ ∪m∈R+ Am,
0 pour τ 6∈ ∪m∈R+ Am.

La formule est également vérifiée pour les ensembles qui sont des réunions

finies d’ensembles deux à deux disjoints de A.

Dans le cas général, la démonstration de l’égalité (3.13) est basée sur le

lemme suivant, qui est la version pour la mesure µ̃ du lemme de la page 309

de [22].

Lemme 3.2.2 Pour tout ensemble µ̃−mesurable A, il existe un ensemble B

avec A ⊂ B vérifiant l’égalité

µ̃(A) = µ̃(B) (3.14)

et ayant la forme

B =
∞⋂
n=1

Bn, B1 ⊃ B2 ⊃ ... ⊃ Bn ⊃ ...,

Bn =
∞⋃
k=1

Bnk, Bn1 ⊂ Bn2 ⊂ ... ⊂ Bnk ⊂ ...,

où les ensembles Bnk sont des réunions finies d’élément de A.
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Démonstration. On le démontre de manière analogue au lemme de la page

309 de [22], en remplaçant les rectangles par des ensembles A du type (3.12).

�

Suite de la démonstration du lemme 3.2.1. L’égalité (3.13) s’étend

facilement des ensembles Bnk qui sont des réunions finies d’ensembles deux

à deux disjoints de A aux ensembles Bn et B à l’aide du théorème de Beppo

Levi. En effet, comme on a

ϕBn(τ) = lim
k−→∞

ϕBnk(τ) avec ϕBn1 ≤ ϕBn2 ≤ · · · ≤ ϕBnk ≤ · · ·

et

ϕB(τ) = lim
n−→∞

ϕBn(τ) avec ϕB1 ≥ ϕB2 ≥ · · · ≥ ϕBn ≥ · · ·,

alors, à l’aide du théorème de Beppo Levi, on a∫
R
ϕBn(τ)dτ = lim

k−→∞

∫
R
ϕBnk(τ)dτ,∫

R
ϕB(τ)dτ = lim

n−→∞

∫
R
ϕBn(τ)dτ.

Avec Bnk, Bn et B comme dans le lemme 3.2.2, en vertu de la continuité de

la mesure on a

µ̃(Bn) = lim
k−→∞

µ̃(Bnk), µ̃(B) = lim
n−→∞

µ̃(Bn)

et comme µ̃(Bnk) =
∫
R ϕBnk(τ)dτ , on obtient que∫

R
ϕBn(τ)dτ = µ̃(Bn),∫
R
ϕB(τ)dτ = µ̃(B).

Par conséquent, l’égalité (3.13) est vraie pour les ensembles qui sont des

réunions infinies d’ensembles deux à deux disjoints de A.
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Si µ̃(A) = 0 alors d’aprés le lemme 3.2.2 il existe un ensemble B (ayant

la forme indiquée dans le lemme) tel que A ⊂ B et µ̃(B) = 0. Donc on a∫
R ϕB(τ)dτ = 0 et encore

ϕB(τ) = µγ(Bτ ) = 0 presque pour tout τ ∈ R.

D’autre part, comme l’ensemble Aτ est mesurable et Aτ ⊂ Bτ , on a

ϕA(τ) = µγ(Aτ ) = 0 presque pour tout τ ∈ R

et par conséquent ∫
R
ϕA(τ)dτ = 0 = µ̃(A).

Donc pour un ensemble de mesure nulle la formule (3.13) est vérifié.

Dans le cas général, on met A sous la forme A = B\C avec B ayant la

propriété indiquée dans le lemme 3.2.2, en vertu de l’égalité (3.14), on a

µ̃(C) = 0

et donc

µγ(Cτ ) = 0 presque pour tout τ ∈ R.

Par conséquent on a

µγ(Aτ ) = µγ(Bτ ) presque pour tout τ ∈ R;

on a donc ∫
R
ϕA(τ)dτ =

∫
R
ϕB(τ)dτ = µ̃(B),

ce qui, joint à (3.14), implique l’égalité (3.13).

La démonstration de l’égalité µ̃(A) =

∫
γ0

µL,R(Am)µγ(dm) du lemme est

tout à fait analogue à la première, tandis que l’égalité µ̃(A) =

∫ ∞
0

µL,R(Am)dm
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résulte immédiatement de la relation µ̃(A) = µL,R+×R(A) =

∫ ∞
0

µL,R(Am)dm.

Le lemme est démontré. �

Lemme 3.2.3 Soit σ(m, t̃) ∈ L1(R+ × R). Alors, pour presque tout τ ∈ R

la restriction de σ(m, t̃) à γτ appartient à L1(γτ , µγ).

La démonstration du lemme 3.2.3 résulte immédiatement du lemme sui-

vant :

Lemme 3.2.4 (variante du théorème de Fubini).

Soit σ(m, t̃) ∈ L1(R+ × R). Alors on a∫
R+×R

σ(m, t̃)dmdt̃ =

∫ ∞
−∞

(∫
γτ

σ(m, t̃(m, τ))µγ(dm)
)
dτ =

=

∫
γ0

(∫ ∞
−∞

σ(m, t̃(m, τ))dτ
)
µγ(dm) =

∫ ∞
0

(∫ ∞
−∞

σ(m, t̃)dt̃
)
dm =

=

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
0

σ(m, t̃)dm
)
dt̃,

où t̃(m, τ) = τ + 1−z
u(m)

.

Avant de démontrer le lemme 3.2.4, rappelons d’abord le théorème suivant

Théorème 3.2.1 L’intégrale de Lebesgue d’une fonction sommable, non né-

gative f(x) sur un ensembleM µx−mesurable est égale à la mesure µ(A) avec

A défini par

A = {(x, y) : x ∈M, 0 ≤ y ≤ f(x)}

et µ = µx ⊗ µy.
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Démonstration. Voir [22].

Démonstration du lemme 3.2.4. On pose

W = {(m, t̃, y) ∈ R+ × R× R | 0 ≤ y ≤ σ(m, t̃)}.

En appliquant le théorème 3.2.1 avec µx = µL,R+×R et µx = µ̃, et en utilisant

le lemme 3.2.1, on a

µ̃⊗ µ1(W ) = µL,R+×R ⊗ µ1(W ) =

=

∫
R+×R

σ(m, t̃)dmdt̃ =

∫
R+×R

σ(m, t̃)dµ̃,

où µ1 est la mesure de Lebesgue sur R (pour y ∈ R).

En outre d’après le théorème de Fubini classique (dans un espace eucli-

dien) on a ∫
R+×R

σ(m, t̃)dmdt̃ =

∫ ∞
0

(∫ ∞
−∞

σ(m, t̃)dt̃
)
dm =

=

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
0

σ(m, t̃)dm
)
dt̃.

Pour établir les égalités

µ̃⊗ µ1(W ) =

∫ ∞
−∞

(∫
γτ

σ(m, t̃)µγ(dm)
)
dτ =

=

∫
γ0

(∫ ∞
−∞

σ(m, t̃(m, τ))dτ
)
µγ(dm),

il suffit de rappeler que d’après le lemme 3.2.1 on a

µ̃ = µγ ⊗ µτ
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(µτ est la mesure de Lebesgue sur R pour τ ∈ R) et que le raisonnement du

lemme 3.2.1 peut être généralisé sans difficulté au produit de mesures

(µγ ⊗ µ1)⊗ µτ .

Cela étant, on peut démontrer les égalités en appliquant le raisonnement de

la démonstration du théorème de Fubini (voir par exemple [22]). En effet,

une fois les mesures bien définies la structure géométrique des ensemble sur

lesquels elles sont définies n’intervient pas. Le lemme est démontré. �

Suite de la démonstration du lemme 3.2.3. On conclut directement à

partir du lemme 3.2.4. �

Lemme 3.2.5 Soient f et g deux fonctions appartenant à ∈ L1(γ, µγ). On

pose

(f ∗ g)(m) =

∫
γ

f(m−m′)g(m′)µγ(dm
′).

Alors f ∗ g ∈ L1(γ, µγ) et

‖ f ∗ g ‖L1(γ,µγ)≤‖ f ‖L1(γ,µγ)‖ g ‖L1(γ,µγ) .

Démonstration. La mesure µγ étant bien définie sur γτ , le lemme se dé-

montre de la même manière (avec des modifications purement formelles) que

dans le cas des fonctions sommables par rapport à la mesure de Lebesgue

(voir par exemple [6]). Soit

F (m,m′) = f(m−m′) g(m′).

Pour presque tout m′ ∈ γ on a∫
γ

| F (m,m′) | µγ(dm) =

∫
γ

| f(m−m′) g(m′) | µγ(dm)
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=| g(m′) |
∫
γ

| f(m−m′) | µγ(dm)

=| g(m′) | ‖ f ‖L1(γ,µγ)<∞

et ∫
γ

∫
γ

| F (m,m′) | µγ(dm)µγ(dm
′) =

∫
γ

| g(m′) | ‖ f ‖L1(γ,µγ) µγ(dm
′)

=‖ f ‖L1(γ,µγ)‖ g ‖L1(γ,µγ)<∞.

Appliquant le théorème de Tonelli, on voit que F ∈ L1(γ×γ, µγ⊗µγ). Grâce

au théorème de Fubini, on obtient∫
γ

| F (m,m′) | µγ(dm′) <∞ presque pour tout m ∈ γ

et ∫
γ

∫
γ

| F (m,m′) | µγ(dm′)µγ(dm) ≤‖ f ‖L1(γ,µγ)‖ g ‖L1(γ,µγ),

donc on aura

‖ f ∗ g ‖L1(γ,µγ)≤‖ f ‖L1(γ,µγ)‖ g ‖L1(γ,µγ) .

Le lemme est démontré. �

Maintenant, on est en mesure de transformer l’équation (3.10) en une

équation différentielle ordinaire, pour cela on pose

τ(m, t̃, z) = t̃− 1− z
u(m)

, γ
[0,m]

τ(m,t̃,z)
= γτ(m,t̃,z) ∩ [0,m]× R. (3.15)

Ainsi, on peut écrire l’équation (3.10) sous la forme

∂

∂z
σ(z) = F (σ(z)), σ(z) = σ(·, ·, z) (3.16)

avec

F (σ(z)) = F (σ(z))(m, t̃) = (3.17)
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=
m

2u(m)

∫
γ

[0,m]

τ(m,t̃,z)

β(m−m′,m′)σ(m′, t̃′, z)σ(m−m′, t̃′′, z)µγ(dm′)+

− m

u(m)

∫
γτ(m,t̃,z)

β(m,m′)σ(m′, t̃′, z)σ(m, t̃, z)µγ(dm
′),

où t̃′ et t̃′′ sont tels que

(m′, t̃′), (m−m′, t̃′′) ∈ γτ(m,t̃).

De manière analogue, les conditions (3.7) et (3.8) se transforment en

σ(m, t̃, 1) = σ∗1(m, t̃), (3.18)

σ(m,
1− z
u(m)

, z) = σ∗0(m, z), (3.19)

où σ∗0 et σ∗1 sont les fonctions obtenues à partir de σ0 et σ1 par le changement

de variables introduit ci-dessus.

3.3 Solution avec la condition d’entrée de classe
L1

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution globale du problème

(3.16)-(3.19), nous précisons d’abord que le domaine dans lequel nous allons

considérer l’équation (3.16) est

Ω =
⋃

τ>0, 0<z<1

γτ,z = {(m, t̃, z) ∈ R+ × R×]0, 1[ | t̃ > 1− z
u(m)

}.

On pose

Γa =
⋃

0≤z≤1

γ0,z = {(m, t̃, z) ∈ R+ × R× [0, 1] | t̃ =
1− z
u(m)

},

Γb = {z = 1} ∩ Ω.

39



Université 8 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

Il est évident que l’on peut identifier Γb avec R+×R+. Les conditions (3.18)

et (3.19) peuvent être écrites sous la forme

σ = σ∗1 sur Γb, σ = σ∗0 sur Γa. (3.20)

Avant d’étudier le cas général du problème (3.16)-(3.19), nous allons exa-

miner le cas où la donnée σ∗1 appartient à L1(Γb). Dans ce cas on a la propo-

sition suivante.

Proposition 3.3.1 Soient σ(a) ∈ L1(Γa)∩L∞(Γa) et σ(b) ∈ L1(Γb)∩L∞(Γb)

telles que

σ(a)(m, t̃, z) ≥ 0 p.p. sur Γa, σ(b)(m, t̃) ≥ 0 p.p. sur Γb,

σ(a)(m, t̃, z) = 0, σ(b)(m, t̃) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

Si

max(‖σ(a)‖L∞(Γa), ‖σ(b)‖L∞(Γb)) <
1

M1(mA −ma)
,

où

M1 = sup
2ma≤m≤mA,ma≤m′≤m−ma

mα(m)

2g
β(m−m′,m′), (3.21)

alors il existe une solution σ et une seule de l’équation (3.16) satisfaisant

aux conditions

σ = σ(b) sur Γb, σ = σ(a) sur Γa, (3.22)

solution appartenant à la classe

σ ∈ C([0, 1];L1(Ωz)) ∩ L∞(Ω),

où

Ωz =
⋃
τ>0

γτ,z = {(m, t̃) ∈ R+ × R | t̃ > 1− z
u(m)

}. (3.23)
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Démonstration. Pour montrer cette proposition, il nous convient d’exa-

miner directement l’approximation successive avec laquelle on construit la

solution σ(m, t̃, z).

Posons

σ[0] = σ(b) sur Γb, σ[0] = σ(a) sur Γa (3.24)

et définissons σ[n], n = 1, 2, · · · , par les relations

∂

∂z
σ[n](m, t̃, z) = F (σ[n−1](z))(m, t̃), (3.25)

σ[n] = σ(b) sur Γb, σ[n] = σ(a) sur Γa,

où F (·) est l’opérateur défini dans (3.17).

D’autre part pour chaque point (m, t̃) ∈ R+ × R, t̃ ≥ −α(m)
g

, fixé, on

définit le point ζ1(m, t̃) ∈ [0, 1] par la relation

ζ1(m, t̃) =

{
1 + t̃

α(m)
g si (m, t̃) ∈ R+ × R−, t̃ ≥ −α(m)

g
,

1 si (m, t̃) ∈ R+ × R+.
(3.26)

On remarque que

(m, t̃, ζ1(m, t̃)) ∈ Γb ∪ Γa ∀(m, t̃) ∈ R+ × R, t̃ ≥ −α(m)

g
.

Donc de l’équation (3.25) on déduit que

σ[n](m, t̃, z) = σ[n](m, t̃, ζ1(m, t̃))−
∫ ζ1(m,t̃)

z

F (σ[n−1](z′))(m, t̃)
)
dz′ (3.27)

avec

σ[n](m, t̃, ζ1(m, t̃)) =

{
σ(b) sur Γb,
σ(a) sur Γa.
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Lemme 3.3.1 Quelque soit n ∈ N, σ[n] est bien définie dans la classe

σ[n](·, ·, z) ∈ L1(Ωz) ∩ L∞(Ωz), 0 ≤ z ≤ 1

et on a

supp (σ[n](·, ·, z)) ⊂ [ma,mA]× R pour 0 ≤ z ≤ 1, (3.28)

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(Ωz) ≤
‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa)

1− (M1 +M2)(mA −ma)(‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa))(1− z)
(3.29)

pour
(M1+M2)(mA−ma)(‖σ(b)‖L∞(Γb)

+‖σ(a)‖L∞(Γa)) −1

(M1+M2)(mA−ma)‖σ(b)‖L∞(Γb)
< z ≤ 1, où

M2 = sup
m,m′∈R+

mα(m)

g
β(m,m′). (3.30)

Démonstration. Remarquons d’abord que, si σ[n] (n ≥ 1) est bien définie

par les relations (3.27) et si supp (σ[n−1](·, ·, z)) ⊂ [ma,mA]×R pour 0 ≤ z ≤

1, alors σ[n] vérifie la condition (3.28). En effet, la condition (3.5) implique que

la première intégrale de l’opérateur F (·) (voir (3.17)) s’annule pour m ≥ mA.

D’autre part, sim ≤ ma, alors sous le signe d’intégration σ[n−1](m−m′, ·, z) et

σ[n−1](m′, ·, z) s’annulent et donc l’intégrale s’annule. En outre par hypothèse

σ[n−1] s’annule pourm ≤ ma etm ≥ mA, ce qui implique que même la seconde

intégrale de l’opérateur F (·) s’annule pourm ≤ ma etm ≥ mA. On en déduit

(3.28) pour σ[n].

Examinons maintenant l’opérateur F (·) appliqué à σ[n−1](·, ·, z). En sup-

posant que le support de σ[n−1](·, ·, z) est contenu dans [ma,mA] × R et en

rappelant la définition (3.1) de u(m), on a (avec la notation t̃′, t̃′′ comme

dans (3.16))∣∣∣mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]

τ(m,t̃,z)

β(m−m′,m′)σ[n−1](m′, t̃′, z)σ[n−1](m−m′, t̃′′, z)µγ(dm′)
∣∣∣ ≤
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≤M1 µγ(γ
[0,m]
τ ) sup

(m′,t̃′)∈γ[0,m]

τ(m,t̃,z)

σ[n−1](m′, t̃′, z) sup
(m−m′,t̃′′)∈γ[0,m]

τ(m,t̃,z)

σ[n−1](m−m′, t̃′′, z) ≤

≤M1(mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)‖2
L∞(γτ(m,t̃,z),µγ)

et ∣∣∣mα(m)

g

∫
γτ(m,t̃,z)

β(m,m′)σ[n−1](m′, t̃′, z)σ[n−1](m, t̃, z)µγ(dm
′)
∣∣∣ ≤

≤M2 µγ(γτ ) sup
(m′,t̃′)∈γτ(m,t̃,z)

σ[n−1](m′, t̃′, z) sup
(m,t̃)∈γτ(m,t̃,z)

σ[n−1](m, t̃, z) ≤

≤M2(mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)‖2
L∞(γτ(m,t̃,z),µγ) pour presque tout τ ≥ 0,

oùM1 etM2 sont les constantes définies dans (3.21) et (3.30) respectivement.

Donc a partir de l’équation (3.27) et la définition (3.23) de Ωz, on a

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(Ωz) ≤ max(‖σ(b)‖L∞(Γb); ‖σ(a)‖L∞(Γa))+

+(M1 +M2)(mA −ma)

∫ 1

z

‖σ[n−1](·, ·, z′)‖2
L∞(Ωz′ )

dz′,

d’où

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(Ωz) ≤ ‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa)+ (3.31)

+(M1 +M2)(mA −ma)

∫ 1

z

‖σ[n−1](·, ·, z′)‖2
L∞(Ωz′ )

dz′.

En outre, en utilisant le lemme 3.2.5 et en tenant compte de la condition

(3.5), on a∥∥∥mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ

β(m−m′,m′)σ[n−1](m′, t̃′, z)σ[n−1](m−m′, t̃′′, z)µγ(dm′)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

+

+
∥∥∥mα(m)

g

∫
γτ

β(m,m′)σ[n−1](m′, t̃′, z)σ[n−1](m, t̃, z)µγ(dm
′)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

≤

≤M1

∥∥∥(σ[n−1] ∗ σ[n−1]
)
(·, ·, z)

∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

+

43



Université 8 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

+M2

∥∥∥σ[n−1](·, ·, z)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

∥∥∥σ[n−1](·, ·, z)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

≤

≤ C‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖2
L1(γτ ,µγ),

où C est une constante indépendante de z (et t̃, t̃′ et t̃′′ sont tels que (m, t̃),

(m′, t̃′), (m−m′, t̃′′) ∈ γτ comme dans (3.16)). Comme on a en outre

‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖L1(γτ ,µγ) ≤ µγ(γτ ) sup

(m,t̃)∈γτ
σ[n−1](·, ·, z) ≤

≤ (mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖L∞(γτ ,µγ) ≤

≤ (mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(Ωz) (pour presque tout τ > 0),

à l’aide du lemme 3.2.4 on en déduit que

‖F (σ[n−1](·, ·, z))‖L1(Ωz) =

∫
Ωz

|F (σ[n−1](m, t̃, z))|dmdt̃ =

=

∫
Ωz

|F (σ[n−1](m, t̃, z))|dµ̃ =

∫
R∗+

∫
γτ

|F (σ[n−1](m, t̃, z))|µγ(dm)dτ ≤

≤
∫
R∗+

(∥∥∥mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ

β(m−m′,m′)σ[n−1](m′, t̃′, z)σ[n−1](m−m′, t̃′′, z)µγ(dm′)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

+

+
∥∥∥mα(m)

g

∫
γτ

β(m,m′)σ[n−1](m′, t̃′, z)σ[n−1](m, t̃, z)µγ(dm
′)
∥∥∥
L1(γτ ,µγ)

)
dτ ≤

≤ C

∫
R∗+

‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖2
L1(γτ ,µγ)dτ

≤ C

∫
R∗+

‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖L1(γτ ,µγ)‖σ[n−1](·, ·, z)

∣∣
γτ
‖L1(γτ ,µγ)dτ ≤

≤ C(mA −ma)‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(γτ )

∫
R∗+

‖σ[n−1](·, ·, z)
∣∣
γτ
‖L1(γτ ,µγ)dτ

≤ C ′‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(Ωz)‖σ[n−1](·, ·, z)‖L1(Ωz),
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donc on a

‖F (σ[n−1](·, ·, z))‖L1(Ωz) ≤ C ′‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(Ωz)‖σ[n−1](·, ·, z)‖L1(Ωz)

(3.32)

avec une constante C ′ indépendante de z.

Définissons une suite de fonctions yn(z), 0 ≤ z ≤ 1, n ∈ N, par les

relations récursives

y0(z) = ‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa) pour 0 ≤ z ≤ 1,

yn(z) = ‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa)+

+(M1 +M2)(mA −ma)

∫ 1

z

y2
n−1(z′)dz′, pour 0 ≤ z ≤ 1.

On va démontrer par induction que, quelque soit n ∈ N, la fonction σ[n]

est bien définie et vérifie, outre la condition (3.28), les relations

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(Ωz) ≤ yn(z), (3.33)

sup
0≤z≤1

‖σ[n](·, ·, z)‖L1(Ωz) <∞. (3.34)

En effet, pour n = 0, les relations (3.28), (3.33) et (3.34) résultent immé-

diatement de la définition (3.24) et des hypothèses sur les fonctions σ(a) et

σ(b).

Supposons maintenant que σ[n−1] vérifie les relations (3.28), (3.33) et

(3.34) (dans lesquelles on substitue naturellement n − 1 à la place de n).

Nous avons déjà remarqué que, sous ces hypothèses, σ[n] vérifie la condition

(3.28). D’autre part, de l’hypothèse sur σ[n−1], on a

‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(Ωz) ≤ yn−1(z),
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d’où ∫ 1

z

‖σ[n−1](·, ·, z′)‖2
L∞(Ωz′ )

dz′ ≤
∫ 1

z

y2
n−1(z′)dz′,

de la définition de yn et de l’inégalité (3.31), on constate que σ[n] vérifie

l’inégalité (3.33). Enfin, d’après la définition (3.27) de σ[n] on a∫
Ωz

σ[n](m, t̃, z)dmdt̃ ≤ max(‖σ(b)‖L1(Γb); ‖σ(a)‖L1(Γa))+

+

∫
Ωz

∫ ζ1(m,t̃)

z

∣∣F(σ[n−1](z′)
)
(m, t̃)

∣∣dz′dmdt̃.
On définit F̃ par

F̃ (σ(z′))(m, t̃) =

{
F (σ(z′))(m, t̃) si z ≤ z′ ≤ ζ1(m, t̃),
0 si z′ > ζ1(m, t̃)

et on a ∫
Ωz

σ[n](m, t̃, z)dmdt̃ ≤

≤ ‖σ(b)‖L1(Γb) + ‖σ(a)‖L1(Γa) +

∫
Ωz

∫ 1

z

∣∣F̃(σ[n−1](z′)
)
(m, t̃)

∣∣dz′dmdt̃
≤ ‖σ(b)‖L1(Γb) + ‖σ(a)‖L1(Γa) +

∫ 1

z

∫
Ωz′

∣∣F̃(σ[n−1](z′)
)
(m, t̃)

∣∣dmdt̃dz′
≤ ‖σ(b)‖L1(Γb) + ‖σ(a)‖L1(Γa) +

∫ 1

z

∫
Ωz′

∣∣F(σ[n−1](z′)
)
(m, t̃)

∣∣dmdt̃dz′
≤ ‖σ(b)‖L1(Γb) + ‖σ(a)‖L1(Γa) +

∫ 1

z

∥∥F(σ[n−1](·, ·, z′)
)∥∥

L1(Ωz′ )
dz′.

Tenant compte de l’inégalité (3.32), on obtient

‖σ[n](·, ·, z)‖L1(Ωz) ≤ ‖σ(b)‖L1(Γb) + ‖σ(a)‖L1(Γa)+
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+C ′
∫ 1

z

‖σ[n−1](·, ·, z′)‖L∞(Ωz′ )
‖σ[n−1](·, ·, z′)‖L1(Ωz′ )

dz′,

donc on a

sup
0≤z≤1

‖σ[n](·, ·, z)‖L1(Ωz) ≤ ‖σ(b)‖L1(Γb) + ‖σ(a)‖L1(Γa)+

+C ′ sup
0≤z≤1

‖σ[n−1](·, ·, z)‖L∞(Ωz) sup
0≤z≤1

‖σ[n−1](·, ·, z)‖L1(Ωz),

les hypothèses sur σ[n−1], σ(b) et σ(a) impliquent que σ[n] vérifie également

(3.34).

On remarque que la suite {yn(z)}n∈N, 0 ≤ z ≤ 1, est une suite croissante

et est l’approximation successive de la solution Y (z) du problème de Cauchy

(pour z ≤ 1) {
Y ′(z) = −(M1 +M2)(mA −ma)Y (z)2,
Y (1) = ‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa).

La fonction Y (z) a la forme explicite

Y (z) =
‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa)

1− (M1 +M2)(mA −ma)(‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa))(1− z)

pour (M1+M2)(mA−ma)(‖σ(b)‖L∞(Γb)
+‖σ(a)‖L∞(Γa)) −1

(M1+M2)(mA−ma)(‖σ(b)‖L∞(Γb)
+‖σ(a)‖L∞(Γa))

< z ≤ 1, ce qui nous permet

de démontrer que (3.33) implique l’inégalité (3.29). �

Suite de la démonstration de la proposition 3.3.1. Nous allons dé-

montrer avant tout l’existence et l’unicité de la solution dans un intervalle

[1− δ, 1] avec δ > 0 suffisamment petit.

Considérons deux fonctions σ1 et σ2 appartenant à L1(Ωz) et la différence

F (σ1)− F (σ2). D’après le lemme 3.2.4 on a

‖F (σ1)− F (σ2)‖L1(Ωz) =

∫
Ωz

|F (σ1)− F (σ2)|dmdt̃ =
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=

∫
Ωz

|F (σ1)− F (σ2)|dµ̃ =

∫
R∗+

(∫
γτ

|F (σ1)− F (σ2)|µγ(dm)
)
dτ =

=

∫
R∗+

∫
γτ

∣∣∣ m

2u(m)

∫
γ

[0,m]
τ

β(m−m′,m′)
[
σ1(m′, t̃′, z)σ1(m−m′, t̃′′, z)+

−σ2(m′, t̃′, z)σ2(m−m′, t̃′′, z)
]
µγ(dm

′)+

− m

u(m)

∫
γτ

β(m,m′)
[
σ1(m, t̃, z)σ1(m′, t̃′, z)−σ2(m, t̃, z)σ2(m′, t̃′, z)

]
µγ(dm

′)
∣∣∣µγ(dm)dτ

≤ Cβ

[ ∫
R∗+

∫
γτ

∣∣∣ ∫
γ

[0,m]
τ

[(
σ1(m−m′, t̃′′, z)− σ2(m−m′, t̃′′, z)

)
σ1(m′, t̃′, z)+

+
(
σ1(m′, t̃′, z)−σ2(m′, t̃′, z)

)
σ2(m−m′, t̃′′, z)

]
µγ(dm

′)+

∫
γτ

[(
σ1(m, t̃, z)−σ2(m, t̃, z)

)
×

×σ2(m′, t̃′, z) +
(
σ1(m′, t̃′, z)− σ2(m′, t̃′, z)

)
σ1(m, t̃, z)

]
µγ(dm

′)
∣∣∣µγ(dm)dτ

]
≤ Cβ

[ ∫
R∗+

∫
γτ

((∣∣σ1 − σ2

∣∣ ∗ σ1

)
(m, t̃, z) +

(∣∣σ1 − σ2

∣∣ ∗ σ2

)
(m, t̃, z)

)
µγ(dm)dτ+

+

∫
R∗+

∫
γτ

(∣∣σ1(m, t̃, z)− σ2(m, t̃, z)
∣∣ ∫
γτ

σ2(m′, t̃′, z)µγ(dm
′)+

+σ1(m, t̃, z)

∫
γτ

∣∣σ1(m′, t̃′, z)− σ2(m′, t̃′, z)
∣∣µγ(dm′))µγ(dm)dτ

]
≤

≤ Cβ

[ ∫
R∗+

‖σ1 − σ2‖L1(γτ )

(
‖σ1‖L1(γτ ) + ‖σ2‖L1(γτ )

)
dτ+

+

∫
R∗+

‖σ1 − σ2‖L1(γτ )

(
‖σ1‖L1(γτ ) + ‖σ2‖L1(γτ )

)
dτ
]

≤ 2Cβ

∫
R∗+

‖σ1 − σ2‖L1(γτ ,µγ)

(
‖σ1‖L1(γτ ,µγ) + ‖σ2‖L1(γτ ,µγ)

)
dτ,
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où

Cβ = max
[

sup
0<m′<m<∞

m

2u(m)
β(m−m′,m′) , sup

m,m′∈R+

m

u(m)
β(m,m′)

]
. (3.35)

Encore une fois à l’aide du lemme 3.2.4, on déduit que

‖F (σ1)− F (σ2)‖L1(Ωz) ≤ (3.36)

≤ 2Cβ ess sup
τ∈R∗+

(
‖σ1‖L1(γτ ,µγ) + ‖σ2‖L1(γτ ,µγ)

)
‖σ1 − σ2‖L1(Ωz)

≤ 2Cβ(mA −ma) ess sup
τ∈R∗+

(
‖σ1‖L∞(γτ ) + ‖σ2‖L∞(γτ )

)
‖σ1 − σ2‖L1(Ωz).

Maintenant on substitue σ1 = σ[n] et σ2 = σ[n−1] dans (3.36). Alors en

vertu de (3.29) on a

‖F (σ[n])− F (σ[n−1])‖L1(Ωz) ≤ 2Cβ(mA −ma) ess sup
τ∈R∗+

(
‖σ[n]‖L∞(Ωz)+

+‖σ[n−1]‖L∞(Ωz)

)
‖σ[n] − σ[n−1]‖L1(Ωz) ≤

≤ 4Cβ(mA−ma) ess sup
τ∈R∗+

[ ‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa)

1− (M1 +M2)(mA −ma)(‖σ(b)‖L∞(Γb) + ‖σ(a)‖L∞(Γa))(1− z)

]
×

×‖σ[n] − σ[n−1]‖L1(Ωz),

‖F (σ[n])− F (σ[n−1])‖L1(Ωz) ≤ Λσ(z)‖σ[n] − σ[n−1]‖L1(Ωz),

où Λσ(z) = 4Cβ(mA −ma)
‖σ(b)‖L∞(Γb)

+‖σ(a)‖L∞(Γa)

1−(M1+M2)(mA−ma)(‖σ(b)‖L∞(Γb)
+‖σ(a)‖L∞(Γa))(1−z)

.

C’est-à-dire, sur les fonctions σ[n], n ∈ N, l’opérateur F (·) satisfait à la

condition de Lipschitz dans l’espace L1(Ωz) avec le coefficient de Lipschitz

Λσ(z). Donc, de la même manière que pour la démonstration de l’existence

et de l’unicité de la solution locale d’une équation différentielle ordinaire, on

peut démontrer qu’il existe un δ > 0 tel que σ[n] converge, quand n tend vers

l’infini, vers une fonction σ dans la topologie de

C([1− δ, 1];L1(Ωz))
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et que la limite σ satisfait, dans l’intervalle [1 − δ, 1], l’équation (3.16) et

les conditions (3.22). On voit aisément que l’unicité de la solution σ dans

l’intervalle [1− δ, 1] se démontre d’une manière analogue à la démonstration

du théorème classique.

Une fois la solution locale σ obtenue sur l’intervalle [1− δ, 1], examinons

ses propriétés. Avant tout on remarque que (3.28) pour tout n ∈ N implique

que la limite de la suite σ[n] jouit de la même propriété, c’est-à-dire on a

supp (σ) ⊂ [ma,mA]× R× [1− δ, 1]. (3.37)

D’autre part, pourvu que σ ≥ 0, la première intégrale de l’opérateur F (·)

(voir (3.17)) est négative (≤ 0), tandis que la seconde intégrale de F (·) est

de la forme

σ(m, t̃, z)
mα(m)

g

∫
γτ

β(m,m′)σ(m′, t̃′(m,m′, t̃, z), z)µγ(dm
′),

donc on peut écrire l’équation (3.16) sous la forme

∂zσ = Eσ −G

avec E et G sont deux fonctionnelles positives, de manière analogue aux cas

des équations différentielles ordinaires, on a

σ(m, t̃, z) = σ(m, t̃, ζ1(m, t̃)) exp
(
−
∫ ζ1

z

E(z′)dz′
)

+

+

∫ ζ1

z

G(z′) exp
(
−
∫ z′

z

E(z′′)dz′′
)
dz′,

où

σ(m, t̃, ζ1(m, t̃)) =

{
σ(a) sur Γa,
σ(b) sur Γb,
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ce qui montre que

σ ≥ 0 p.p. dans Ωz pour z ∈ [1− δ, 1]. (3.38)

Les relations (3.37) et (3.38) étant démontrées, on peut faire l’estimation

de ‖σ(·, ·, z)‖L∞(Ωz). Pour cela on considère le deuxième membre F (σ(z)) de

(3.16). En vertu de (3.38) on a

mα(m)

g

∫
γτ(m,t̃,z)

β(m,m′)σ(m′, t̃′, z)σ(m, t̃, z)µγ(dm
′) ≥ 0,

ce qui nous permet de déduire de (3.16) (voir la définition (3.1) pour u) que

∂

∂z
σ(m, t̃, z) ≥ −mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]

τ(m,t̃,z)

β(m−m′,m′)σ(m′, t̃′, z)σ(m−m′, t̃′′, z)µγ(dm′),

ou

∂

∂z
σ(m, t̃, z) ≥ −M1

∫
γ

[0,m]

τ(m,t̃,z)

σ(m′, t̃′, z)σ(m−m′, t̃′′, z)µγ(dm′) (3.39)

(ici t̃′ et t̃′′ sont comme dans (3.16)). Donc, si on pose

ϕ(z) = ‖σ(·, ·; z)‖L∞(Ωz),

alors, compte tenu de (3.37), il résulte de (3.39) que

∂

∂z
σ(m, t̃, z) ≥ −M1(mA −ma)ϕ(z)2 p.p. dans Ωz,

ou

σ(m, t̃, z) ≤ σ(m, t̃, ζ1(m, t̃))+M1(mA−ma)

∫ ζ1(m,t̃)

z

ϕ(z′)2dz′ p.p. dans Ωz.

(3.40)

On note par

‖σ(a,b)‖L∞(Γa∪Γb) = max(‖σ(a)‖L∞(Γa); ‖σ(b)‖L∞(Γb)),
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alors de (3.40) on a

ϕ(z) ≤ ‖σ(a,b)‖L∞(Γa∪Γb) +M1(mA −ma)

∫ 1

z

ϕ(z′)2dz′ p.p. dans Ωz.

Cette inégalité implique que

‖σ(·, ·; z)‖L∞(Ωz) = ϕ(z) ≤ Ỹ (z) (3.41)

pour z ≤ 1 dans l’intervalle de l’existence de σ(·, ·; z) et de Ỹ (z), où Ỹ (z) est

la solution de l’équation intégrale

Ỹ (z) = ‖σ(a,b)‖L∞(Γa∪Γb) +M1(mA −ma)

∫ 1

z

Ỹ (z′)2dz′,

ou, ce qui revient au même, du problème de Cauchy

dỸ (z)

dz
= −M1(mA −ma)Ỹ (z)2, Ỹ (1) = ‖σ(a,b)‖L∞(Γa∪Γb).

On a d’ailleurs

Ỹ (z) =
‖σ(a,b)‖L∞(Γa∪Γb)

1−M1(mA −ma)‖σ(a,b)‖L∞(Γa∪Γb)(1− z)
. (3.42)

On rappelle que ‖σ(a,b)‖L∞(Γa∪Γb) <
1

M1(mA−ma)
, ce qui implique que le deuxième

membre de (3.42) est bien défini pour tout z ∈ [0, 1]. Donc l’inégalité (3.41)

est valable pour tout z ∈ [0, 1] tel que σ(·, ·, z) existe.

Rappelons que l’on a construit la solution locale σ(·, ·; z) dans un intervalle

[1− δ, 1] et que l’on peut prolonger la solution σ(·, ·, z) pour tout l’intervalle

où les conditions pour la construction de la solution locale continuent à être

vérifiées. Or, de (3.36) on déduit que, si ‖σ(·, ·; z)‖L∞(Ωz) <∞, alors on peut

encore prolonger la solution. Par conséquent, en vertu de (3.41) et (3.42), la

solution σ(·, ·, z) peut être prolongée dans tout l’intervalle [0, 1].

L’unicité de la solution résulte de l’unicité de la solution locale.

La proposition est démonstrée. �
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3.4 Existence et unicité de la solution globale
en temps

Pour démontrer un théorème d’existence et d’unicité de la solution globale

dans le cas général, on va établir la propriété de “cône de dépendance” pour

l’équation (3.16). Pour ce faire, on considère un ensemble mesurable ω de

R+ × R avec 0 < mes(ω) <∞. On définit

D[ω] =
⋃

(m,t̃)∈ω

D(m,t̃), (3.43)

où

D(m,t̃) =
⋃

0≤z≤1

( ⋃
τ−(m,t̃,z)≤τ≤τ+(m,t̃)

γτ,z

)
= (3.44)

=
{

(m′, t̃′, z′) ∈ R+×R× [0, 1] | t̃′ = τ +
1− z′

u(m′)
, τ−(m, t̃, z′) ≤ τ ≤ τ+(m, t̃)

}
avec{

τ+(m, t̃) = τ(m, t̃, 0) = t̃− 1
u(m)

,

τ−(m, t̃, z) = max
(
0, τ+(m, t̃) + z

u0

)
= max

(
0, t̃− 1

u(m)
+ z

u0

)
(3.45)

(pour u0, voir (3.6)). On définit également Dω(z) par

Dω(z) =
⋃

(m,t̃)∈ω

( ⋃
τ−(m,t̃,z)≤τ≤τ+(m,t̃)

γτ,z

)
=
{

(m′, t̃′, z′) ∈ D[ω] | z′ = z
}

;

(3.46)

on remarque queDω(z1) est l’intersection de
⋃

(m,t̃)∈ωD(m,t̃) et du plan z = z1.

D’après la définition de l’ensemble D(m,t̃) (voir aussi la définition (3.15) de

τ(m, t̃, z)), on remarque que

(m′, t̃′, z′) ∈ D(m,t̃) ⇒ γτ(m′,t̃′,z′),z′ ⊂ D(m,t̃),
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τ(m1, t̃1, 0) = τ(m2, t̃2, 0)⇒ D(m1,t̃1) = D(m2,t̃2);

cette dernière relation signifie que, si (m1, t̃1) et (m2, t̃2) se trouvent sur une

courbe γτ,0, alors ils définissent le même ensemble.

La propriété de “cône de dépendance” est donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.4.1 Soient σ[1]
(a) et σ

[2]
(a) deux fonctions définies sur Γa, σ

[1]
(b) et σ

[2]
(b)

deux fonctions définies sur Γb. On suppose que σ[1]
(a), σ

[2]
(a), σ

[1]
(b), σ

[2]
(b) satisfont

aux conditions de la proposition 3.3.1. Soit σ[1](resp. σ[2]) la solution de

l’équation (3.16) avec la condition (3.22) avec σ(a) = σ
[1]
(a), σ(b) = σ

[1]
(b) (resp.

σ(a) = σ
[2]
(a), σ(b) = σ

[2]
(b)). Si

σ
[1]
(b) = σ

[2]
(b) sur Γb ∩D[ω], σ

[1]
(a) = σ

[2]
(a) sur Γa ∩D[ω], (3.47)

alors on a

σ[1] = σ[2] p.p. dans D[ω].

Démonstration. On intègre l’équation (3.16) par rapport à z, on a

σ[i](m, t̃, z) = σ[i](m, t̃, ζ1(m, t̃))+

− m

2u(m)

∫ ζ1

z

∫
γ

[0,m]

τ(m,t̃,z′),z′

β(m−m′,m′)σ[i](m′, t̃′, z′)σ[i](m−m′, t̃′′, z′)µγ(dm′)dz′+

+
m

u(m)

∫ ζ1

z

∫
γτ(m,t̃,z′),z′

β(m,m′)σ[i](m′, t̃′, z′)σ[i](m, t̃, z′)µγ(dm
′)dz′, i = 1, 2,

tandis que les conditions (3.18)-(3.19) nous donnent

σ[i](m, t̃, ζ1(m, t̃)) =


σ

[i]
(a) sur Γa,

σ
[i]
(b) sur Γb,
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ζ1(m, t̃) étant le nombre défini dans (3.26). En faisant la différence de ces

équations pour i = 1 et i = 2, on a

|σ[1](m, t̃, z)− σ[2](m, t̃, z)| ≤ |σ[1](m, t̃, ζ1(m, t̃))− σ[2](m, t̃, ζ1(m, t̃))|+

+
∣∣∣ m

2u(m)

∫ ζ1

z

∫
γ

[0,m]

τ(m,t̃,z′),z′

β(m−m′,m′)
[
σ[1](m′, t̃′, z′)σ[1](m−m′, t̃′′, z′)+

−σ[2](m′, t̃′, z′)σ[2](m−m′, t̃′′, z′)
]
µγ(dm

′)dz′
∣∣∣+∣∣∣ m

u(m)

∫ ζ1

z

∫
γτ(m,t̃,z′),z′

β(m,m′)×

×
[
σ[1](m′, t̃′, z′)σ[1](m, t̃, z′)− σ[2](m′, t̃′, z′)σ[2](m, t̃, z′)

]
µγ(dm

′)dz′
∣∣∣,

donc on a

|σ[1](m, t̃, z)− σ[2](m, t̃, z)| ≤ |σ[1](m, t̃, ζ1(m, t̃))− σ[2](m, t̃, ζ1(m, t̃))|+

+Cβ

[ ∫ ζ1

z

∫
γ

[0,m]

τ(m,t̃,z′),z′

(∣∣σ[1](m−m′, t̃′′, z′)− σ[2](m−m′, t̃′′, z′)
∣∣σ[2](m′, t̃′, z′)+

+
∣∣σ[1](m′, t̃′, z′)− σ[2](m′, t̃′, z′)

∣∣σ[1](m−m′, t̃′′, z′)
)
µγ(dm

′)dz′+

+

∫ ζ1

z

∫
γτ(m,t̃,z′),z′

(∣∣σ[1](m, t̃, z′)− σ[2](m, t̃, z′)
∣∣σ[2](m′, t̃′, z′)+

+
∣∣σ[1](m′, t̃′, z′)− σ[2](m′, t̃′, z)

∣∣σ[1](m, t̃, z′)
)
µγ(dm

′)dz′
]
,

où Cβ est une constante définie dans (3.35). On en déduit que

|σ[1](m, t̃, z)− σ[2](m, t̃, z)| ≤ |σ[1](m, t̃, ζ1(m, t̃))− σ[2](m, t̃, ζ1(m, t̃))|+

(3.48)

+Cβ

[ ∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, z′)− σ[2](·, ·, z′)‖L∞(γτ(m,t̃,z′),z′ )

‖σ[2](·, ·, z′)‖L1(γτ(m,t̃,z′),z′ )
+

+‖σ[1](·, ·, z′)‖L1(γτ(m,t̃,z′),z′ )
‖σ[1](·, ·, z′)− σ[2](·, ·, z′)‖L∞(γτ(m,t̃,z′),z′ )

)
dz′+
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+

∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, z′)− σ[2](·, ·, z′)‖L∞(γτ(m,t̃,z′),z′ )

‖σ[2](·, ·, z′)‖L1(γτ(m,t̃,z′),z′ )
+

+(mA−ma)‖σ[1](·, ·, z′)‖L∞(γτ(m,t̃,z′),z′ )
‖σ[1](·, ·, z′)−σ[2](·, ·, z′)‖L∞(γτ(m,t̃,z′),z′ )

)
dz′
]
.

Considérons maintenant un point générique (m, t̃, z) de D[ω]. En vertu

de (3.44)-(3.45) il existe (m0, t̃0) ∈ ω ⊂ R+ × R tel que

max
(
0, t̃0−

1

u(m0)
+
z

u0

)
= τ−(m0, t̃0, z) ≤ t̃−1− z

u(m)
≤ τ+(m0, t̃0) = t̃0−

1

u(m0)
.

Cette inégalité, jointe à l’inégalité u(m) ≤ u0 < 0, implique que, pour 0 ≤

z ≤ z′ ≤ 1, on a

t̃0 −
1

u(m0)
+
z′

u0

≤ t̃− 1− z′

u(m)
≤ t̃0 −

1

u(m0)
,

ou, en vertu de (3.15), (3.45), on a

τ−(m0, t̃0, z
′) ≤ τ(m, t̃, z′) ≤ τ+(m0, t̃0),

ce qui, d’après la définition (3.46) de l’ensemble Dω(z), démontre que

γτ(m,t̃,z′),z′ ⊂ Dω(z′) pour 0 ≤ z ≤ z′ ≤ ζ1(m, t̃) ≤ 1.

On rappelle que l’on a en outre, pour i = 1, 2,

‖σ[i](·, ·, z)‖L1(γτ(m,t̃,z),z ,µγ) ≤ (mA −ma)‖σ[i](·, ·, z)‖L∞(γτ(m,t̃,z),z) ≤

≤ (mA −ma)‖σ[i](·, ·, z)‖L∞(Dω(z)),

pour presque tout (m, t̃) ∈ Ωz (voir (3.23)).

Cela étant, de l’équation (3.48) on déduit que

‖σ[1](., ., z)− σ[2](., ., z)‖L∞(Dω(z)) ≤
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≤ max
(

sup
(m,t̃)∈Γb∩D[ω]

|σ[1]
(b)(m, t̃)−σ

[2]
(b)(m, t̃)|; sup

(m,t̃,ζ1)∈Γa∩D[ω]

|σ[1]
(a)(m, t̃, ζ1)−σ[2]

(a)(m, t̃, ζ1)|
)
+

+C

∫ 1

z

(
‖σ[1](., ., z′)‖L∞(Dω(z′)) + ‖σ[2](., ., z′)‖L∞(Dω(z′))

)
×

×‖σ[1](·, ·, z′)− σ[2](·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′))dz
′,

où C est une constante indépendante de z, d’où

‖σ[1](., ., z)− σ[2](., ., z)‖L∞(Dω(z)) ≤

≤
(
‖σ[1]

(b) − σ
[2]
(b)‖L∞(Γb∩D[ω]) + ‖σ[1]

(a) − σ
[2]
(a)‖L∞(Γa∩D[ω])

)
+

+C

∫ 1

z

(
‖σ[1](., ., z′)‖L∞(Dω(z′)) + ‖σ[2](., ., z′)‖L∞(Dω(z′))

)
×

×‖σ[1](·, ·, z′)− σ[2](·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′))dz
′.

A l’aide du lemme de Gronwall, on en déduit que

‖σ[1](·, ·, z)− σ[2](·, ·, z)‖L∞(Dω(z)) ≤ (3.49)

≤
(
‖σ[1]

(b) − σ
[2]
(b)‖L∞(Γb∩D[ω]) + ‖σ[1]

(a) − σ
[2]
(a)‖L∞(Γa∩D[ω])

)
×

× exp
(
C

∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′)) + ‖σ[2](·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′))

)
dz′
)
.

Or, en vertu de l’hypothèse (3.47) on a

‖σ[1]
(b) − σ

[2]
(b)‖L∞(Γb∩D[ω]) = ‖σ[1]

(a) − σ
[2]
(a)‖L∞(Γa∩D[ω]) = 0,

ce qui nous permet de déduire de (3.49) que

‖σ[1](·, ·, z)− σ[2](·, ·, z)‖L∞(Dω(z)) ≤ 0,

ou, compte tenu de la relation D[ω] =
⋃

0≤z≤1Dω(z),

σ[1](m, t̃, z) = σ[2](m, t̃, z) p.p. dans D[ω].

57



Université 8 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

Le lemme est démontré.

Maintenant nous pouvons démontrer le théorème principal.

Théorème 3.4.1 Si σ∗0 ∈ L∞(Γa) et σ∗1 ∈ L∞(Γb) satisfont aux conditions

σ∗0(m, t̃, z) ≥ 0 p.p. sur Γa, σ∗1(m, t̃) ≥ 0 p.p. sur Γb,

σ∗0(m, t̃, z) = 0, σ∗1(m, t̃) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[,

max
(
‖σ∗0‖L∞(Γa); ‖σ∗1‖L∞(Γb)

)
<

1

M1(mA −ma)
,

M1 étant la constante définie dans (3.21), alors l’équation (3.16) avec la

condition (3.20) admet une solution σ et une seule appartenant à la classe

σ ∈ L∞(Ω)

et σ vérifie les relations

σ(m, t̃, z) ≥ 0 p.p. dans Ω,

σ(m, t̃, z) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

Démonstration. Pour démontrer l’existence de la solution globale en temps

du problème (3.16), (3.20), on considère une famille d’ensembles mesurables

et bornés ωi, i ∈ N, définis par

ωi = {(m, t̃) ∈ R+ × R |ma ≤ m ≤ mA,
1

u(m)
≤ t̃ ≤ i} = (3.50)

= Ω0 ∩ {(m, t̃) ∈ [ma,mA]× R | t̃ ≤ i},

où Ω0 est l’ensemble défini dans (3.23) avec z = 0. La définition de D[ω] (voir

(3.43), (3.44)) nous permet de définir un nombre N tel que

Dωi(1) ⊂ {(m, t̃) ∈ R+ × R | t̃ ≤ i+N} pour tout i ∈ N.
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On considère une fonction ψ ∈ C∞(R) telle que

ψ(s) =

{
1 si s ≤ 0,
0 si s ≥ 1

avec 0 ≤ ψ(s) ≤ 1 ∀s ∈ [0, 1] et on pose

ψi(t̃) = ψ(t̃− (i+N));

on a évidemment

Dωi(1) ⊂ {(m, t̃) ∈ R+ × R |ψi(t̃) = 1} pour tout i ∈ N. (3.51)

Cela étant, on considère la famille d’équations

∂zσ
[i](m, t̃, z) = F

(
σ[i](z)

)
(m, t̃), i ∈ N (3.52)

(avec F (·) définie dans (3.17)), complétées par les conditions

σ[i] = ψi σ
∗
1 sur Γb, σ[i] = σ∗0 sur Γa. (3.53)

D’après la proposition 3.3.1 (avec σ(b) = ψi σ
∗
1 et σ(a) = σ∗0) le problème

(3.52)-(3.53) admet une unique solution σ = σ[i] ∈ C([0, 1];L1(Ωz))∩L∞(Ω)

telle que

σ[i] ≥ 0 p.p. dans Ω, σ[i](m, t̃, z) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

D’autre part, d’après la définition des ensembles ωi (voir (3.50)), on a

D[ωi] ⊂ D[ωi′ ] pour i ≤ i′

et encore

Dωi(1) ⊂ Dωi′
(1) pour i ≤ i′.
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Par conséquent, de (3.53) (voir aussi (3.51)), on a

σ[i] = σ[i′] sur Γb ∩D[ωi], σ[i] = σ[i′] sur Γa ∩D[ωi] pour i ≤ i′

et en vertu du lemme 3.4.1 on a

σ[i] = σ[i′] p.p. dans D[ωi] pour i ≤ i′.

Donc, en définissant σ par

σ =

{
σ[0] dans Ω ∩D[ω0],
σ[i] dans D[ωi] \D[ωi−1], i = 1, 2, ·, ·, ·,

on a

σ = σ[i] p.p. dans Ω ∩D[ωi] ∀i ∈ N.

Par suite, en vertu de (3.52) on a

∂zσ(m, t̃, z) = F
(
σ(z)

)
(m, t̃), dans Ω ∩D[ωi] ∀i ∈ N.

En outre, en vertu de (3.51) et (3.53), on a

σ = σ[i] = σ∗1 sur Γb ∩D[ωi], σ = σ[i] = σ∗0 sur Γa ∩D[ωi].

Donc, en rappelant les relations Ω ⊂
⋃
i∈ND[ωi] et Γb ⊂

⋃
i∈NDωi(1) qui

résultent de la définition de ωi, D[ωi], Dωi(1), on peut conclure qu’il existe

une solution du problème (3.16), (3.20) appartenant à L∞(Ω).

Pour démontrer l’unicité de la solution, considérons deux éventuelles so-

lutions σ1, σ2 du problème (3.16), (3.20). Si σ1 6= σ2 sur un ensemble de

mesure strictement positive, alors on peut choisir un ensemble mesurable ω

tel que 0 < mes(ω) < ∞ et que mes({(m, t̃, z) ∈ D[ω] |σ1 6= σ2}) > 0. Or

comme σ1 et σ2 sont des solutions du problème (3.16), (3.20), σ1 = σ2 sur
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Γa ∪Γb, en particulier σ1 = σ2 sur (Γa ∪Γb)∩D[ω] ; cette condition entraîne,

d’après le lemme 3.4.1, que σ1 = σ2 dans D[ω], ce qui prouve qu’il n’est pas

possible d’avoir deux solutions σ1 et σ2 qui se diffèrent sur un ensemble de

mesure strictement positive. L’unicité de la solution est démontrée. �

En retournant aux coordonnées (m, t, z), on peut exprimer le résultat sous

la forme suivante.

Théorème 3.4.2 Si σ0 ∈ L∞(R+ × [0, 1]) et σ1 ∈ L∞(R+ × R+) satisfont

aux conditions

σ0(m, z) ≥ 0 p.p. sur R+ × [0, 1], σ1(m, t) ≥ 0 p.p. sur R+ × R+,

σ0(m, z) = 0, σ1(m, t) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[,

max
(
‖σ0‖L∞(R+×[0,1]); ‖σ1‖L∞(R+×R+)

)
<

1

M1(mA −ma)
,

M1 étant la constante définie dans (3.21), alors l’équation (3.2) avec les

conditions (3.7) et (3.8) admet une solution σ et une seule appartenant à la

classe

σ ∈ L∞(R+ × R+×]0, 1[)

et σ vérifie les relations

σ(m, t, z) ≥ 0 p.p. dans R+ × R+×]0, 1[,

σ(m, t, z) = 0, pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

Démonstration. Rappelons qu’avec le changement de variables (m, t, z) 7→

(m, t̃, z) introduit par (3.9), on a transformé l’équation (3.2) et les conditions
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(3.7)-(3.8) dans (3.16) et (3.20). Donc, si σ̃(m, t̃, z) est la solution du pro-

blème (3.16), (3.20) dont l’existence et l’unicité ont été démontrées dans le

théorème 3.4.1, alors, en faisant le changement de variables inverses vers les

coordonnées (m, t, z), on voit que la fonction

σ(m, t, z) = σ̃(m, t+
1− z
u(m)

, z)

satisfait à l’équation (3.2) et aux conditions (3.7)-(3.8). L’unicité de la solu-

tion σ découle de celle de σ̃ démontrée dans le théorème 3.4.1. �

3.5 Convergence de la solution globale vers la
solution stationnaire

Le résultat obtenu dans le paragraphe précédent nous donne également

la convergence de la solution globale vers la solution stationnaire.

Rappelons d’abord le résultat sur la solution stationnaire. On considère

l’équation

∂zσ(m, z) =
m

2u(m)

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′+ (3.54)

− m

u(m)

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′

avec la condition aux limites (condition d’entrée)

σ(m, 1) = σ(m). (3.55)

Avant de nous occuper de la solution du problème (3.54)-(3.55), rappelons

une propriété importante de l’opérateur intégral figurant au second membre

de (3.54).
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Lemme 3.5.1 On suppose que β(·, ·) vérifie les conditions (3.3)-(3.5). Alors,

quelque soit σ(·) ∈ L1(R+), on a∫ ∞
0

m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′)σ(m−m′)dm′dm+ (3.56)

−
∫ ∞

0

m

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m)σ(m′)dm′dm = 0.

Démonstration. On note par

I =

∫ ∞
0

m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′dm+

−
∫ ∞

0

m

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm.

En faisant le changement de variables dans la première intégrale

q = m−m′, r = m′

dont le déterminant jacobien sera 1, donc on a

I =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

q + r

2
β(q, r)σ(q, z)σ(r, z)drdq+

−
∫ ∞

0

∫ ∞
0

mβ(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm.

Comme q, r sont des variables arbitraires, on a :

I =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

m′ −m
2

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm (3.57)

= −
∫ ∞

0

∫ ∞
0

m−m′

2
β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm

ou encore

I = −
∫ ∞

0

∫ ∞
0

m′ −m
2

β(m′,m)σ(m′, z)σ(m, z)dmdm′.
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Grâce à la symétrie de la fonction β et d’aprés le théorème de Fubini , on a

I = −
∫ ∞

0

∫ ∞
0

m′ −m
2

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′dm,

ce qui joint à (3.57), implique que

I = −I ⇒ I = 0.

Le lemme est démontré. �

L’égalité (3.56) n’est autre que la loi de la conservation de la masse pour

l’eau liquide contenue dans les gouttelettes.

Corollaire 3.5.1 Si σ(m, z) satisfait à (3.54), alors∫ ∞
0

σ(m, z)u(m)dm = const, ∀z ∈ [0, 1].

Démonstration. En se référant au fait que l’intégrale du deuxième membre

de (3.54) est égal à 0, on a∫ ∞
0

∂zσ(m, z)u(m)dm = 0,

d’où on obtient

∀z ∈ [0, 1]

∫ ∞
0

σ(m, z)u(m)dm = const.

Le corollaire est démontré.

Proposition 3.5.1 Soit σ(·) ∈ L1(R+) avec σ ≥ 0, σ(m) = 0 pour m ∈

[0,ma]∪ [mA,∞[. Alors le problème (3.54)–(3.55) admet une unique solution

σ ∈ C([0, 1];L1(R+)) (c’est-à-dire, l’application z 7−→ σ(·, z) est une fonction

continue de [0, 1] à valeurs dans L1(R+)) telle que

σ ≥ 0, σ(m, z) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.
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Démonstration. Pour résoudre le problème (3.54)-(3.55), on considère

σ(·, z) comme élément de L1(R+), de sorte que l’équation (3.54) peut être

écrite dans la forme
dσ

dz
= F (σ) (3.58)

avec

F (σ) = F (σ(z))(m) =
m

2u(m)

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, z)σ(m−m′, z)dm′+

− m

u(m)

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, z)σ(m′, z)dm′.

Il suffit de vérifie la condition du théorème de Cauchy-Lipschitz pour l’exis-

tence et l’unicité de la solution locale de l’équation (3.58) avec la condition

(3.55). On a, pour σ1, σ2 ∈ L1(R+)

‖F (σ1)− F (σ2)‖L1(R+) =

∫
R+

∣∣F (σ1)− F (σ2)
∣∣dm ≤

≤
[
Cβ

∫
R+

∫ ∞
0

∣∣∣σ1(m′)
(
σ1(m−m′)−σ2(m−m′)

)
+
(
σ1(m′)−σ2(m′)

)
σ2(m−m′)

∣∣∣dm′dm
+

∫
R+

∫ ∞
0

∣∣∣σ1(m)
(
σ1(m′)−σ2(m′)

)
+
(
σ1(m)−σ2(m)

)
σ2(m′)

∣∣∣dm′dm] ≤
≤ Cβ

[
‖σ1 ∗

(
|σ1 − σ2|

)
‖L1(R+) + ‖

(
|σ1 − σ2|

)
∗ σ2‖L1(R+)+

+

∫
R+

(
σ1(m)‖σ1 − σ2‖L1(R+) +

∣∣σ1(m)− σ2(m)
∣∣‖σ2‖L1(R+)

)
dm
]
≤

≤ 2Cβ
(
‖σ1‖L1(R+) + ‖σ2‖L1(R+)

)
‖σ1 − σ2‖L1(R+)

(pour la propriété de la convolution, voir par exemple [6]), ce qui montre que

F (·) vérifie localement la condition de Lipschitz dans la topologie de L1(R+).

Par conséquent, l’équation (3.58) avec la condition initiale (3.55) admet une
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solution σ(·, z) et une seule dans un intervalle 1 − δ < z < 1 avec un δ > 0

suffisamment petit.

D’autre part, du corollaire 3.5.1 (voir aussi la définition (3.1) de u(m))

on déduit que∫ ∞
0

(
σ(m, z)

g

α(m)

)
dm =

∫ ∞
0

(
σ(m, 1)

g

α(m)

)
dm.

Or la condition (3.5) et l’hypothèse supp(σ) ⊂ [ma,mA] implique que

supp(σ(·, z)) ⊂ [ma,mA]. Donc de la relation

0 < c1 ≤
g

α(m)
≤ c2 <∞ ∀m ∈ [ma,mA]

avec deux constantes c1, c2 (qui résulte de l’hypothèse sur α(m)), on en déduit

que ‖σ(·, z)‖L1(R+) est uniformément bornée en z (pourvu que σ(·, z) existe),

ce qui, joint à la condition de Lipschitz locale, nous donne la solution σ(·, z)

de l’équation (3.58) sur tout l’intervalle [0, 1]. �

S’il existe un t1 ≥ 0 tel que

σ1(m, t) = σ∞1 (m) ∀t ≥ t1, m ∈ R+,

avec une fonction σ∞1 (·) qui ne depend pas de t, alors la convergence de la

solution σ obtenue dans le théorème 3.4.2 vers la solution stationnaire avec la

condition d’entrée σ(m) = σ∞1 (m) résulte immédiatement du théorème 3.4.1

et du lemme 3.4.1.

Pour examiner la convergence pour le cas des conditions plus générales

pour σ1, admettons que σ1(·, t) tend vers σ∞1 (·) (dans le sens qu’on va préci-

ser) et considérons la solution stationnaire σ∞ = σ∞(m, z), qui s’obtient par

la proposition 3.5.1 avec σ(m) = σ∞1 (m).
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Introduisons en outre les notations

σt1(m, s) = σ1(m, t+ s), σt(m, s, z) = σ(m, t+ s, z) pour 0 < s < 1.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 3.5.2 Soient σ0 et σ1 comme dans le théorème 3.4.2. On sup-

pose en outre que

σt1 → σ∞1 pour t→∞ dans L∞(R+×]0, 1[). (3.59)

Alors on a

σt → σ∞ pour t→∞ dans L∞(R+×]0, 1[×]0, 1[). (3.60)

Dans (3.59) et (3.60), σ∞1 et σ∞ sont à considérer comme fonctions apparte-

nant à L∞(R+×]0, 1[) et L∞(R+×]0, 1[×]0, 1[) et indépendantes de s ∈ ]0, 1[.

Démonstration. Rappelons d’abord la définition (3.9) de t̃, qui nous donne

l’expression de t en fonction de t̃, c’est-à-dire

t = t(m, t̃, z) = t̃− 1− z
u(m)

. (3.61)

Ainsi, de la définition de D[ω] (voir (3.43)) il résulte immédiatement qu’il

existe deux constantes N1 et N2 telles que, si on pose

ω[t] = {(m, t̃) ∈ R+ × R |m ∈]ma,mA[, t̃ ∈ [t−N1, t+N2]},

on ait

R+×[t, t+1]×[0, 1] ⊂ {(m, t′, z) ∈ R+×R+×[0, 1] | t′ = t′(m, t̃, z), (m, t̃, z) ∈ D[ω[t]]}.

(3.62)
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Comme σ∞ peut être considérée comme la solution du problème (3.2),

(3.7) et (3.8) avec σ1 = σ∞1 et σ0 = σ∞, en tenant compte que σ∞ et σ∞1
sont indépendantes de t, en faisant la comparaison de l’équation (3.2) pour

σ et celle pour σ∞, et en les considérant dans les coordonnées (m, t̃, z) (mais,

pour éviter la notation lourde due au changement de variables défini dans

(3.9), nous utilisons la même notation pour σ), de la même manière que pour

l’inégalité (3.49), on a

‖σ(·, ·, z)− σ∞(·, ·, z)‖L∞(D
ω[t] (z)) ≤ ‖σ1 − σ∞1 ‖L∞(D

ω[t] (1))× (3.63)

× exp
(
C

∫ 1

z

(
‖σ(·, ·, z′)‖L∞(D

ω[t] (z
′)) + ‖σ∞(·, ·, z′)‖L∞(D

ω[t] (z
′))

)
dz′
)
.

Or, de l’hypothèse (3.59) (voir aussi (3.61), (3.46)) il résulte que

‖σ1 − σ∞1 ‖L∞(D
ω[t] (1)) → 0 pour t→∞.

Donc de (3.63) on déduit que

‖σ(·, ·, z)− σ∞(·, ·, z)‖L∞(D
ω[t] (z)) → 0 pour t→∞, 0 ≤ z ≤ 1,

c’est-à-dire, en le traduisant encore dans les coordonnées (m, t, z) (voir (3.61)

et (3.62)), on a

σt → σ∞ pour t→∞ dans L∞(R+×]0, 1[×]0, 1[).

La proposition est démontrée. �
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Chapitre 4

Solution globale de l’équation de
coagulation des gouttelettes en
chute avec le vent horizontal

Ce chapitre est une généralisation du chapitre précedent. Plus précise-

ment, on considérera l’équation pour la densité σ(m, t, x, y, z) comme dé-

pendente de la masse (de la gouttelette) m, du temps t et de la position

(x, y, z) ∈ R3, décrivant le processus de coagulation des gouttelettes en chute,

en présence d’un vent horizontal dans la direction de l’axe x qui dépend de

y (c’est-à-dire v = v(y)). On montrera l’existence et l’unicité d’une solution

stationnaire ainsi qu’une solution globale.

4.1 Position du problème

Considérons le domaine R2×[0, 1], qui représente une région “horizontale”

dans laquelle les gouttelettes se déplacent à cause de la force gravitationnelle

et avec le vent. Désignons par σ(m, t, x, y, z) la densité de l’eau liquide conte-

nue dans les gouttelettes de masse m au point (x, y, z) ∈ R2×]0, 1[ à l’instant
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t ∈ R+.

Si on considère que les gouttelettes subissent le processus de coagulation

et en même temps se déplacent par la force gravitationnelle et le mouvement

de l’air dans lequel elles se trouvent tout en subissant l’effet de frottement

avec ce dernier, la vitesse ul(m) = u(m) d’une gouttelette de masse m est

donnée par

u = u(m) =
(
v(y), 0,− g

α(m)

)
, (4.1)

où v(y) est la vitesse de l’air, g est une constante positive représentant l’ac-

célération gravitationnelle et α(m) est le coefficient de friction entre les gout-

telettes et l’air. La relation (4.1) constitue une bonne approximation, à la

vitesse réelle des gouttelettes dans l’atmosphère (voir par exemple [2], [32],

[35]).

Ces considérations nous mènent à l’équation suivante (voir [2], [32])

∂tσ(m, t, x, y, z) +∇(x,y,z) · (σ(m, t, x, y, z)u(m)) = (4.2)

=
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, t, x, y, z)σ(m−m′, t, x, y, z)dm′+

−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m, t, x, y, z)σ(m′, t, x, y, z)dm′,

où ∇(x,y,z) = (∂x, ∂y, ∂z). Si dans l’équation (2.16) on considère l’état d’équi-

libre relatif à l’état liquide, l’équation est réduite à l’équation (4.2).

On suppose que

α(·) ∈ C1(R+), β(·, ·) ∈ C(R+ × R+),

β(m1,m2) ≥ 0 ∀(m1,m2) ∈ R+ × R+, β(m1,m2) = β(m2,m1).
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Comme les petites gouttelettes s’évaporent immédiatement à cause de la

courbure très élevée de leur surface (voir [21], [31]). Par contre, les goutte-

lettes très grandes se fragmentent à cause de la friction avec l’air environnant.

Nous considérons que les gouttelettes sont absentes en dehors d’un intervalle

[ma,mA]. Par conséquent nous supposons que la fonction σ vérifie

σ(m) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

Ceci nous permet de définir les fonctions α(·) et β(·, ·) de telle sorte que

0 < inf
m∈R+

α(m) ≤ sup
m∈R+

α(m) <∞

et

β(m1,m2) = 0 pour m1 +m2 ≥ mA.

Nous posons

α0 = sup
m∈R+

α (m) . (4.3)

4.2 Solution stationnaire

On considère l’équation stationnaire issue de (4.2)

∇(x,y,z) · (σ(m,x, y, z)u(m)) = (4.4)

=
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, x, y, z)σ(m−m′, x, y, z)dm′+

−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m,x, y, z)σ(m′, x, y, z)dm′

avec la condition aux limites

σ(m,x, y, 1) = σ(m,x, y). (4.5)
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Comme les gouttelettes tombent de {z = 1} avec la vitesse u = u(m) (voir

(4.1)), la condition (4.5) est une condition “initiale” (ou condition d’entrée)

pour les gouttelettes qui partent de la position (x, y, 1).

4.2.1 Préliminaires

Pour résoudre l’équation (4.4) avec la condition (4.5), nous allons la trans-

former en une équation différentielle ordinaire. Pour cela, nous introduisons

le changement de variables (m,x, y, z) 7→ (m̃, ξ, ỹ, z̃) défini par
m̃ = m,

ξ = x− v(y)α(m)
g

(1− z),

ỹ = y,
z̃ = z

(4.6)

et définissons

σ̃(m̃, ξ, ỹ, z̃) = σ(m,x, y, z) = σ(m, ξ + v(y)
α(m)

g
(1− z), y, z).

Dans la suite, on écrira simplement m, y, z et σ(m, ξ, y, z) au lieu de m̃, ỹ,

z̃ et σ̃(m̃, ξ, ỹ, z̃) ; ainsi, l’équation (4.4) se transforme en

∂

∂z
σ(m, ξ, y, z) = (4.7)

= −mα(m)

2g

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, η(m,m′, ξ, y, z), y, z)×

×σ(m−m′, η(m,m−m′, ξ, y, z), y, z)dm′+

+
mα(m)

g

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, ξ, y, z)σ(m′, η(m,m′, ξ, y, z), y, z)dm′,

où

η(m,m′, ξ, y, z) = ξ + v(y)
α(m)− α(m′)

g
(1− z)
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et la condition (4.5) se transforme en

σ(m, ξ, y, 1) = σ(m, ξ, y). (4.8)

Par conséquent nous allons réformuler l’équation (4.7) en une équation

différentielle ordinaire dans un espace de Banach à définir (où dans un es-

pace de Fréchet). Pour traiter l’opérateur intégral dans un cadre fonctionnel

convenable, nous introduisons, pour chaque y ∈ R et z ∈ [0, 1] fixés, la famille

de courbes

γτ = γτ,y,z =
{

(m, ξ) ∈ R+ × R | ξ = τ − v(y)
α(m)

g
(1− z)

}
, τ ∈ R. (4.9)

Cette famille de courbes γτ est analogue à celle définie dans (3.11). Cependant

ces dernières dépendent de y et le paramètre τ est un paramètre spatial, alors

que dans (3.11) le paramètre τ était relatif au temps.

De manière analogue on définit une mesure µγ sur les courbes γτ . Plus

précisément, en désignant par PR+ la projection de γτ sur R+, on définit les

ensembles mesurables de γτ et la mesure µγ sur γτ par les relations :

i) A′ ⊂ γτ est mesurable si et seulement si PR+A
′ est mesurable selon Le-

besgue sur R+,

ii) µγ(A
′) = µL,R+(PR+A

′), où µL,R+(·) est la mesure de Lebesgue sur R+.

Comme les courbes γτ , τ ∈ R, sont parallèles, on voit que la projection PR+

et la mesure µγ(·) ne dépendent pas de τ ∈ R.

La mesure µγ(·) a des propriétés analogues à celles démontrées dans les

lemmes 3.2.1, 3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5 du chapitre 3. En effet on a les lemmes

suivants.
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Lemme 4.2.1 Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de R+ × R.

On pose

Aτ = {m ∈ R+ | ∃ξ ∈ R tel que (m, ξ) ∈ γτ ∩ A },

Am = {τ ∈ R | ∃ξ ∈ R tel que (m, ξ) ∈ γτ ∩ A}.

Alors on a

µL,R+×R(A) = µ̃(A) =

∫ ∞
−∞

µγ(Aτ )dτ =

=

∫
γ0

µL,R(Am)µγ(dm) =

∫ ∞
0

µL,R(Am)dm.

Ici et dans la suite on note dm, dτ , dξ etc... au lieu de µL,R+(dm), µL,R(dτ),

µL,R(dξ) etc ....

Lemme 4.2.2 Soit σ(m, ξ) ∈ L1(R+ × R). Alors, pour presque tout τ ∈ R,

la restriction de σ(m, ξ) à γτ appartient à L1(γτ , µγ).

Lemme 4.2.3 Soit σ(m, ξ) ∈ L1(R+ × R). Alors on a∫
R+×R

σ(m, ξ)dmdξ =

∫
R+×R

σ(m, ξ)dµ̃ =

=

∫ ∞
−∞

(∫
γτ

σ(m, ξ)µγ(dm)
)
dτ =

∫
γ0

(∫ ∞
−∞

σ(m, ξ(m, τ))dτ
)
µγ(dm) =

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
−∞

σ(m, ξ)dξ
)
dm =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
0

σ(m, ξ)dm
)
dξ,

où ξ(m, τ) = τ − v(y) α(m)
g

(1− z).

Lemme 4.2.4 Soient f et g deux fonctions appartenant à L1(γτ , µγ). On

pose

(f ∗ g)(m) =

∫
γτ

f(m−m′)g(m′)µγ(dm
′).
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Alors on a f ∗ g ∈ L1(γτ , µγ) et

‖f ∗ g‖L1(γτ ,µγ) ≤ ‖f‖L1(γτ ,µγ)‖g‖L1(γτ ,µγ).

On pose

τ(m, ξ, y, z) = ξ + v(y)
α(m)

g
(1− z), γ[0,m]

τ = γτ ∩ [0,m]× R. (4.10)

On peut alors écrire l’équation (4.7) sous la forme

∂

∂z
σ(z) = F (σ(z)), σ(z) = σ(·, ·, ·, z) (4.11)

avec

F (σ(z)) = F (σ(z))(m, ξ, y) = (4.12)

= −mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
τ(m,ξ,y,z)

β(m−m′,m′)σ(m′, η′, y, z)σ(m−m′, η′′, y, z)µγ(dm
′)+

+
mα(m)

g

∫
γτ(m,ξ,y,z)

β(m,m′)σ(m′, η′, y, z)σ(m, ξ, y, z)µγ(dm
′),

où η′ et η′′ sont tels que

(m′, η′) ∈ γτ(m,ξ,y,z), (m−m′, η′′) ∈ γτ(m,ξ,y,z).

4.2.2 Solution avec la condition d’entrée dans L1

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (4.11)

avec la condition (4.8), nous supposons que

σ(·, ·, ·) ∈ L1(R+ × R2) ∩ L∞(R+ × R2), (4.13)

σ(m, ξ, y) ≥ 0 p.p. dans R+ × R2, (4.14)

supp(σ) ⊂ [ma,mA]× R2, (4.15)
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‖σ‖L∞(R+×R2) <
1

M1(mA −ma)
, (4.16)

où M1 est une constante définie dans (3.21).

On a la proposition suivante.

Proposition 4.2.1 Si σ(m, ξ, y) satisfait aux conditions (4.13)–(4.16), alors

l’équation (4.11) avec la condition (4.8) admet une solution σ et une seule

vérifiant

σ ∈ C([0, 1];L1(R+ × R2)) ∩ L∞(R+ × R2 × [0, 1]).

Démonstration. Comme dans l’équation (4.11) ni la dérivée ni l’intégrale

par rapport à y ne se présentent, l’équation pour chaque y ∈ R fixé peut

être résolue indépendamment, ce qui nous permet d’envisager (4.11), (4.8)

séparément pour chaque y ∈ R. Donc, on pose σ(m, ξ, z) = σ(m, ξ, y, z),

σ(m, ξ) = σ(m, ξ, y) et on considère σ(·, ·, z) comme une fonction de z à

valeurs dans L1(R+×R)∩L∞(R+×R). Pour démontrer la proposition, il nous

convient d’examiner directement l’approximation successive avec laquelle on

construit la solution σ(m, ξ, z).

Posons

σ[0](m, ξ, z) = σ(m, ξ)

et définissons σ[n], n = 1, 2, · · · , par les relations

∂

∂z
σ[n] = F (σ[n−1]), σ[n](m, ξ, 1) = σ(m, ξ), (4.17)

où F (·) est l’opérateur défini dans (4.12). De (4.17), on déduit que

σ[n](m, ξ, z) = σ(m, ξ)−
∫ 1

z

F (σ[n−1](m, ξ, z′))dz′. (4.18)

Pour démontrer la proposition 4.2.1 on a le lemme suivant.
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Lemme 4.2.5 Quelque soit n ∈ N, σ[n] est bien définie dans la classe

σ[n](·, ·, z) ∈ L1(R+ × R) ∩ L∞(R+ × R), 0 ≤ z ≤ 1

et on a

supp (σ[n](·, ·, z)) ⊂ [ma,mA]× R pour 0 ≤ z ≤ 1,

‖σ[n](·, ·, z)‖L∞(R+×R) ≤
‖σ‖L∞(R+×R)

1− (M1 +M2)(mA −ma)‖σ‖L∞(R+×R)(1− z)
,

pour
(M1+M2)(mA−ma)‖σ‖L∞(R+×R) −1

(M1+M2)(mA−ma)‖σ‖L∞(R+×R)
< z ≤ 1, M2 étant une constante définie

dans (3.30).

Démonstration. Le lemme se démontre d’une manière analogue au lemme

3.3.1 du chapitre 3, en tenant compte des fait que dans l’équation (4.18) ξ est

une variable d’espace, alors que dans (3.27) t̃ était une variable relative au

temps. Donc en reprenant les mêmes étapes de la démonstration du lemme

3.3.1, en remplaçant t̃ par ξ, Ωz par R+ × R et ‖σ(a)‖L∞(Γa) + ‖σ(b)‖L∞(Γb)

par ‖σ‖L∞(R+×R) et en tenant compte de la relation

‖F (σ[n−1](·, ·, z))‖L1(R+×R) =

∫
R+×R

|F (σ[n−1](m, ξ, z))|dξdm =

=

∫
R+×R

|F (σ[n−1](m, ξ, z))|dµ̃ =

∫
R

∫
γτ

|F (σ[n−1](m, ξ, z))|µγ(dm)dτ =

=

∫
γ

∫
R
|F (σ[n−1](m, ξ, z))|dτµγ(dm),

on démontre le lemme. �

Suite de la démonstration de la proposition 4.2.1. La proposition se

démontre de manière analogue au proposition 3.3.1 du chapitre 3 avec les

mêmes considérations que celle de la démonstration du lemme 4.2.5. �
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4.2.3 Existence et unicité de la solution dans L∞

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de (4.11), (4.8) dans

le cas général, nous allons utiliser la propriété de “cône de dépendance”.

Soit ω un ensemble mesurable de R+ × R2 tel que 0 < mes(ω) <∞ ; on

définit

D[ω] =
⋃

(m,ξ,y)∈ω

D(m,ξ,y), (4.19)

où

D(m,ξ,y) =
⋃

0≤z≤1

( ⋃
τ−(m,ξ,y,z)≤τ≤τ+(m,ξ,y)

γτ,y,z

)
= (4.20)

=
{

(m′, η′, y′, z′) ∈ R+ × R2 × [0, 1] | η′ = τ − v(y′)
α(m′)

g
(1− z′),

y′ = y, τ−(m, ξ, y, z′) ≤ τ ≤ τ+(m, ξ, y)
}

avec{
τ+(m, ξ, y) = τ(m, ξ, y, 0) = ξ + v(y)α(m)

g
,

τ−(m, ξ, y, z) = τ+(m, ξ, y)− v(y)α0

g
z = ξ + v(y)α(m)

g
− v(y)α0

g
z

(4.21)

(pour α0 voir (4.3)). On définit également Dω(z) par

Dω(z) =
⋃

(m,ξ,y)∈ω

( ⋃
τ−(m,ξ,y,z)≤τ≤τ+(m,ξ,y)

γτ,y,z

)
= (4.22)

= {(m′, η′, y′, z′) ∈ D[ω] | z′ = z};

c’est-à-dire Dω(z1) est l’intersection de
⋃

(m,ξ,y)∈ω

D(m,ξ,y) et du plan z = z1. On

remarque que d’après la définition de l’ensemble D(m,ξ,y) on a

(m′, η′, y′, z′) ∈ D(m,ξ,y) ⇒ γτ(m′,η′,y′,z′),y′,z′ ⊂ D(m,ξ,y),

τ(m1, ξ1, y, 0) = τ(m2, ξ2, y, 0)⇒ D(m1,ξ1,y) = D(m2,ξ2,y);
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par conséquent, si (m1, ξ1) et (m2, ξ2) se trouvent sur une courbe γτ,y,0, alors

ils définissent le même ensemble.

La propriété de “cône de dépendance” est donnée par le lemme suivant.

Lemme 4.2.6 Soient σ[1] et σ[2] deux fonctions définies sur R+ × R2 satis-

faisant aux conditions de la proposition 4.2.1. Soit σ[1] (resp. σ[2]) la solution

de (4.11), (4.8) avec σ = σ[1] (resp. σ = σ[2]). Si on a

σ[1] = σ[2] sur Dω(1), (4.23)

alors

σ[1] = σ[2] p.p. dans D[ω]·

Démonstration. Le lemme se démontre d’une manière analogue au lemme

3.4.1 du chapitre 3. Plus précisement, on intègre l’équation (4.11) par rapport

à z, on a

σ[i](m, ξ, y, z) = σ[i](m, ξ, y)+

+
mα(m)

2g

∫ 1

z

∫
γ

[0,m]

τ(m,ξ,y,z′),y,z′

β(m−m′,m′)σ[i](m′, η′, y, z′)×

×σ[i](m−m′, η′′, y, z′)µγ(dm′)dz′+

−mα(m)

g

∫ 1

z

∫
γτ(m,ξ,y,z′),y,z′

β(m,m′)σ[i](m′, η′, y, z′)σ[i](m, ξ, y, z′)µγ(dm
′)dz′,

pour i = 1, 2. En faisant la différence pour i = 1 et i = 2, on a∣∣σ[1](m, ξ, y, z)− σ[2](m, ξ, y, z)
∣∣ ≤ ∣∣σ[1](m, ξ, y)− σ[2](m, ξ, y)

∣∣+
+Cβ

[ ∫ 1

z

∫
γ

[0,m]

τ(m,ξ,y,z′),y,z′

(∣∣σ[1](m−m′, η′′, y, z′)− σ[2](m−m′, η′′, y, z′)
∣∣σ[2](m′, η′, y, z′)+

+
∣∣σ[1](m′, η′, y, z′)− σ[2](m′, η′, y, z′)

∣∣σ[1](m−m′, η′′, y, z′)
)
µγ(dm

′)dz′+

+

∫ 1

z

∫
γτ(m,ξ,y,z′),y,z′

(∣∣σ[1](m, ξ, y, z′)− σ[2](m, ξ, y, z′)
∣∣σ[2](m′, η′, y, z′)+

+
∣∣σ[1](m′, η′, y, z′)− σ[2](m′, η′, y, z′)

∣∣σ[1](m, ξ, y, z′)
)
µγ(dm

′)dz′
]
,
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où

Cβ = max[ sup
0<m′<m<∞

mα(m)

2g
β(m−m′,m′), sup

m,m′∈R+

mα(m)

g
β(m,m′)].

On en déduit que∣∣σ[1](m, ξ, y, z)− σ[2](m, ξ, y, z)
∣∣ ≤ ∣∣σ[1](m, ξ, y)− σ[2](m, ξ, y)

∣∣+ (4.24)

+Cβ

[ ∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, y, z′)−σ[2](·, ·, y, z′)‖L∞(γτ(m,ξ,y,z′),y,z′ )

‖σ[2](·, ·, y, z′)‖L1(γτ(m,ξ,y,z′),y,z′ )
+

+‖σ[1](·, ·, y, z′)−σ[2](·, ·, y, z′)‖L∞(γτ(m,ξ,y,z′),y,z′ )
‖σ[1](·, ·, y, z′)‖L1(γτ (m,ξ,y,z′),y,z′)

)
dz′+

+

∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, y, z′)−σ[2](·, ·, y, z′)‖L∞(γτ(m,ξ,y,z′),y,z′ )

‖σ[2](·, ·, y, z′)‖L1(γτ(m,ξ,y,z′),y,z′ )
+

+(mA−ma)‖σ[1](·, ·, y, z′)−σ[2](·, ·, y, z′)‖L∞(γτ(m,ξ,y,z′),y,z′ )
‖σ[1](·, ·, y, z′)‖L∞(γτ(m,ξ,y,z′),y,z′ )

)
dz′
]
.

Considérons maintenant un point générique (m, ξ, y, z) de D[ω] ; en vertu

de (4.20)–(4.21) il existe (m0, ξ0, y0) ∈ ω ⊂ R+ × R2 tel que
ξ0 + v(y0)α(m0)

g
− v(y0)α0

g
z = τ−(m0, ξ0, y0, z) ≤ ξ + v(y)α(m)

g
(1− z) ≤

≤ τ+(m0, ξ0, y0) = ξ0 + v(y0)α(m0)
g
,

y = y0.

Cette inégalité, jointe à l’inégalité v(y)α(m)
g
≤ v(y)α0

g
< 0, implique que, pour

0 ≤ z ≤ z′ ≤ 1, on a{
ξ0 + v(y0)α(m0)

g
− v(y0)α0

g
z′ ≤ ξ + v(y)α(m)

g
(1− z′) ≤ ξ0 + v(y0)α(m0)

g
,

y = y0;

en vertu de (4.10) et (4.21), on a{
τ−(m0, ξ0, y0, z

′) ≤ τ(m, ξ, y, z′) ≤ τ+(m0, ξ0, y0),
y = y0,

ce qui, d’après la définition (4.22) de l’ensemble Dω(z), montre que

γτ(m,ξ,y,z′),y,z′ ⊂ Dω(z′) pour 0 ≤ z ≤ z′ ≤ 1.
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On rappelle que l’on a en outre, pour i = 1, 2,

‖σ[i](·, ·, y, z)‖L1(γτ (m,ξ,y,z),y,z;µγ) ≤ (mA −ma)‖σ[i](·, ·, ·, z)‖L∞(Dω(z)),

pour presque tout (m, ξ, y) ∈ R+ × R2.

De (4.24) on déduit que

‖σ[1](·, ·, ·, z)− σ[2](·, ·, ·, z)‖L∞(Dω(z)) ≤ ‖σ[1] − σ[2]‖L∞(Dω(1))+

+C

∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′)) + ‖σ[2](·, ·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′))

)
×

×‖σ[1](·, ·, ·, z′)− σ[2](·, ·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′))dz
′,

où C est une constante indépendante de z. A l’aide du lemme de Gronwall,

on a

‖σ[1](·, ·, ·, z)− σ[2](·, ·, ·, z)‖L∞(Dω(z)) ≤ ‖σ[1] − σ[2]‖L∞(Dω(1))× (4.25)

× exp
(
C

∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′)) + ‖σ[2](·, ·, ·, z′)‖L∞(Dω(z′))

)
dz′
)
.

Or, en vertu de l’hypothèse (4.23) on a

‖σ[1] − σ[2]‖L∞(Dω(1)) = 0,

ce qui nous permet de déduire de (4.25) que

‖σ[1](·, ·, ·, z)− σ[2](·, ·, ·, z)‖L∞(Dω(z)) ≤ 0

et, compte tenu de la relation D[ω] =
⋃

0≤z≤1

Dω(z) , on a

σ[1](m, ξ, y, z) = σ[2](m, ξ, y, z) p.p. dans D[ω].

Le lemme est démontré. �

Maintenant nous pouvons démontrer le théorème principal.
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Théorème 4.2.1 Si σ ∈ L∞(R+ × R2) satisfait aux conditions

σ(m, ξ, y) ≥ 0 p.p. sur R+ × R2,

σ(m, ξ, y) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[,

‖σ‖L∞(R+×R2) <
1

M1(mA −ma)
,

alors l’équation (4.11) avec la condition (4.8) admet une solution σ et une

seule vérifiant

σ ∈ L∞(R+ × R2 × [0, 1])

avec

σ(m, ξ, y, z) ≥ 0 p.p. dans R+ × R2 × [0, 1],

σ(m, ξ, y, z) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[·

Démonstration. Le théorème se démontre d’une manière analogue au théo-

rème 3.4.1 du chapitre 3. Plus précisement, on considère une famille d’en-

sembles mesurables et bornés ωi, i ∈ N \ {0}, définis par

ωi =
{

(m, ξ, y) ∈ R+ × R2 | ma ≤ m ≤ mA, −i ≤ ξ ≤ i, −i ≤ y ≤ i
}
.

(4.26)

La définition (4.19) de D[ω] nous permet de définir un nombre N tel que

Dωi(1) ⊂
{

(m, ξ, y) ∈ R+ × R2 | ma ≤ m ≤ mA,

−i−N ≤ ξ ≤ i+N, −i− 1 ≤ y ≤ i+ 1
}
.

On considère une fonction ψi ∈ C∞(R2), ψi ≥ 0, telle que

ψi(ξ, y) =

{
1 si |ξ| ≤ i+N et |y| ≤ i+ 1,
0 si |ξ| ≥ i+N + 1 et |y| ≥ i+ 2;
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on a alors

Dωi(1) ⊂ {(m, ξ, y) ∈ R+ × R2 | ψi(ξ, y) = 1} ∀i ∈ N \ {0}. (4.27)

Soit la famille d’équations

∂zσ
[i](m, ξ, y, z) = F (σ[i](z))(m, ξ, y), i ∈ N \ {0} (4.28)

(avec F (·) définie dans (4.12)), complétées par la condition

σ[i] = ψi σ sur R+ × R2. (4.29)

D’après la proposition 4.2.1, le problème (4.28)–(4.29) admet une solution

unique

σ = σ[i] ∈ C([0, 1];L1(R+ × R2)) ∩ L∞(R+ × R2 × [0, 1]),

telle que

σ[i] ≥ 0 p.p. dans R+ × R2 × [0, 1],

σ[i](m, ξ, y, z) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

D’autre part, d’après la définition (4.26) des ensembles ωi, on a

D[ωi] ⊂ D[ωi′ ] pour i ≤ i′,

donc de (4.29) (voir aussi (4.27)) on a

σ[i] = σ[i′] sur Dωi(1) pour i ≤ i′

et en vertu du lemme 4.2.6 on a

σ[i] = σ[i′] p.p. dans D[ωi] pour i ≤ i′.
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En définissant σ par

σ =

{
σ[1] dans D[ω1],
σ[i] dans D[ωi]\D[ωi−1], i = 2, ·, ·, ·,

alors on a

σ = σ[i] p.p. dans D[ωi] ∀i ∈ N \ {0}.

Par suite, de (4.28)- (4.29) on obtient

∂zσ(m, ξ, y, z) = F (σ(z))(m, ξ, y) dans D[ωi] ∀i ∈ N \ {0},

σ = σ[i] = σ sur Dωi(1).

En rappelant les relations R+ × R2 × [0, 1] ⊂
⋃∞
i=1D[ωi] et R+ × R2 ⊂⋃∞

i=1Dωi(1), qui résultent de la définition de ωi, D[ωi], Dωi(1), on peut

conclure qu’il existe une solution de (4.11), (4.8).

Pour démontrer l’unicité, considérons deux solutions σ1 et σ2 avec σ1 6=

σ2 sur un ensemble de mesure strictement positive, alors on peut choisir

un ensemble mesurable ω tel que 0 < mes(ω) < ∞ et mes({(m, ξ, y, z) ∈

D[ω] | σ1 6= σ2}) > 0. Comme σ1 et σ2 sont des solutions de (4.11), (4.8), on a

σ1 = σ2 sur R+×R2×{1} et en particulier σ1 = σ2 sur R+×R2×{1}
⋂
D[ω] ;

par conséquent, d’après le lemme 4.2.6, on a σ1 = σ2 dans D[ω], ce qui

prouve qu’il n’est pas possible d’avoir deux solutions σ1 et σ2 qui se diffèrent

sur un ensemble de mesure strictement positive. L’unicité de la solution est

démontrée. �

Pour l’existence et l’unicité de la solution dans les coordonnées (m,x, y, z),

on a le théorème suivant.
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Théorème 4.2.2 Si σ ∈ L∞(R+ × R2) satisfait aux conditions

σ(m,x, y) ≥ 0 p.p sur R+ × R2,

σ(m,x, y) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[,

‖σ‖L∞(R+×R2) <
1

M1(mA −ma)
,

alors l’équation (4.4) avec la condition (4.5) admet solution unique σ vérifiant

σ ∈ L∞(R+ × R2 × [0, 1]),

telle que

σ(m,x, y, z) ≥ 0 p.p sur R+ × R2 × [0, 1],

σ(m,x, y, z) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

Démonstration. On associe au problème (4.4)-(4.5), où la fonction incon-

nue à chercher est σ, le problème (4.11), (4.8) par une application bijective

définis par le changement de variables (m,x, y, z) 7→ (m̃, ξ, ỹ, z̃) introduit

dans (4.6) avec

σ(m,x, y, z) = σ̃(m, ξ + v(y)
α(m)

g
(1− z), y, z).

Si σ̃(m, ξ, y, z) est la solution du problème (4.11), (4.8) dont l’existence et

l’unicité ont été démontrées dans le théorème 4.2.1, alors, on obtient l’exis-

tence et l’unicité de la solution σ du problème (4.4)-(4.5) vérifiant les mêmes

conditions. �
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4.3 Solution globale de l’equation de coagula-
tion des gouttelettes en chute avec un vent
horizontal

Nous cherchons une fonction σ(m, t, x, y, z), qui vérifie l’équation (4.2)

avec

(m, t, x, y, z) ∈ R+ × R+ × R2 × [0, 1]

avec la condition aux limites (condition d’entrée)

σ(m, t, x, y, 1) = σ1(m, t, x, y) (4.30)

et la condition initiale

σ(m, 0, x, y, z) = σ0(m,x, y, z). (4.31)

De manière analogue au cas stationnaire, pour résoudre l’équation (4.2)

avec les conditions (4.30)-(4.31), nous allons la transformer en une équation

différentielle ordinaire, en introduisant le changement de variables

m̃ = m,

ξ = x− v(y)α(m)
g

(1− z),

ỹ = y,
z̃ = z,

t̃ = t− α(m)
g

(1− z);

(4.32)

la fonction à chercher sera alors

σ̃(m̃, t̃, ξ, ỹ, z̃) = σ(m, t, x, y, z) = σ
(
m, t̃+

α(m)

g
(1−z), ξ+v(y)

α(m)

g
(1−z), y, z

)
.

On notera m, y, z et σ(m, t̃, ξ, y, z) au lieu de m̃, ỹ, z̃ et σ̃(m̃, t̃, ξ, ỹ, z̃) ;

l’équation (4.2) se transforme en

∂

∂z
σ
(
m, t̃, ξ, y, z

)
= (4.33)
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= −m α(m)

2g

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′, t̃∗(m,m′, t̃, z), η(m,m′, ξ, y, z), y, z)×

×σ(m−m′, t̃∗(m,m−m′, t̃, z), η(m,m−m′, ξ, y, z), y, z)dm′+

+
m α(m)

g

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(m, t̃, ξ, y, z)σ(m′, t̃∗(m,m′, t̃, z), η(m,m′, ξ, y, z), y, z)dm′,

où {
t̃∗(m,m′, t̃, z) = t̃+ α(m)−α(m′)

g
(1− z),

η(m,m′, ξ, y, z) = ξ + v(y)α(m)−α(m′)
g

(1− z).

Nous introduisons pour chaque y ∈ R et z ∈ [0, 1] fixés, la famille de

courbes

γτ,ζ = γτ,ζ,y,z =

{
(m, t̃, ξ) ∈ R+ × R2 | t̃ = τ − α(m)

g
(1− z), ξ = ζ − v(y)

α(m)

g
(1− z)

}
(4.34)

avec τ, ζ ∈ R.

Soient τ , ζ, γ[0,m]
τ,ζ telle que

τ(m, t̃, z) = t̃+
α(m)

g
(1− z), ζ(m, ξ, y, z) = ξ + v(y)

α(m)

g
(1− z),

γ
[0,m]
τ,ζ = γτ,ζ ∩ [0,m]× R2.

On pose

κ = (τ, ζ), ϑ = (t̃, ξ), q = q(y) = (1, v(y))T .

Alors les courbes définies dans (4.34) peuvent s’écrire sous la forme suivante

γκ = γκ,y,z =

{
(m,ϑ) ∈ R+ × R2 | ϑ = κ− q(y)

α(m)

g
(1− z)

}
avec

κ(m,ϑ, y, z) = ϑ+ q(y)
α(m)

g
(1− z), γ[0,m]

κ = γκ ∩ [0,m]× R2.
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La famille de courbes γκ est similaire à celle définie dans (4.9) dans le cas

stationnaire, donc de la même manière, on définit une mesure µγ sur les

courbes γκ et l’équation (4.33) devient

∂

∂z
σ(z) = F (σ(z)), σ(z) = σ(·, ·, ·, z), (4.35)

où

F (σ(z)) = F (σ(z))(m,ϑ, y) = (4.36)

= −mα(m)

2g

∫
γ

[0,m]
κ(m,ϑ,y,z)

β(m−m′,m′)σ(m′, ϑ′, y, z)σ(m−m′, ϑ′′, y, z)µγ(dm
′)+

+
mα(m)

g

∫
γκ(m,ϑ,y,z)

β(m,m′)σ(m′, ϑ′, y, z)σ(m,ϑ, y, z)µγ(dm
′)

avec ϑ′ et ϑ′′ sont définis par les relations

(m′, ϑ′) ∈ γκ(m,ϑ,y,z), (m−m′, ϑ′′) ∈ γ[0,m]
κ(m,ϑ,y,z).

On remarque que cette équation est du même type que l’équation (4.11)

dans le cas stationnaire avec ϑ, κ au lieu de ξ, τ (ou l’équation (3.16) dans

le cas d’évolution en une dimension spatiale avec ϑ, κ au lieu de t̃, τ) et

que l’opérateur intégral figurant dans (4.36) vérifie les mêmes propriétés des

lemmes 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 et 4.2.4 (voir aussi les lemmes 3.2.1, 3.2.3, 3.2.4 et

3.2.5).

De manière analogue, les conditions aux limites et initiale se transforment

en

σ
(
m, t̃, ξ, y, 1

)
= σ∗1(m, t̃, ξ, y) = σ∗1(m,ϑ, y) (4.37)

et

σ(m,
α(m)

g
(z − 1), ξ, y, z) = σ∗0(m, ξ, y, z), (4.38)

où σ∗0 et σ∗1 sont les fonctions obtenues de σ0 et σ1 par le changement de

variables introduit dans (4.32).
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4.3.1 Solution avec condition d’entrée de classe L1

Nous définissons le domaine dans lequel nous allons considérer l’équation

(4.35), à savoir

Ω =
⋃

κ∈R∗+×R, y∈R, 0<z<1

γκ,y,z =

=

{
(m,ϑ, y, z) = (m, t̃, ξ, y, z) ∈ R+ × R3×]0, 1[ | t̃ > α(m)

g
(z − 1)

}
.

On pose

Γa =

{
(m,ϑ, y, z) = (m, t̃, ξ, y, z) ∈ R+ × R3 × [0, 1] | t̃ =

α(m)

g
(z − 1)

}
,

Γb = {z = 1} ∩ Ω.

Les conditions (4.37)–(4.38) peuvent être écrites dans la forme

σ = σ∗1 sur Γb, σ = σ∗0 sur Γa. (4.39)

On a alors la proposition suivante.

Proposition 4.3.1 Soient σ(a) ∈ L1(Γa)∩L∞(Γa) et σ(b) ∈ L1(Γb)∩L∞(Γb)

telles que

σ(a)(m,ϑ, y, z) ≥ 0 p.p. sur Γa, σ(b)(m,ϑ, y) ≥ 0 p.p. sur Γb,

σ(a)(m,ϑ, y, z) = σ(b)(m,ϑ, y) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

Si

max(‖σ(a)‖L∞(Γa), ‖σ(b)‖L∞(Γb)) <
1

M1(mA −ma)
,

alors il existe une solution σ et une seule de l’équation (4.35) satisfaisant

aux conditions

σ = σ(b) sur Γb, σ = σ(a) sur Γa (4.40)
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avec

σ ∈ C([0, 1];L1(Ωz)) ∩ L∞(Ω),

où

Ωz = {(m,ϑ, y) = (m, t̃, ξ, y) ∈ R+ × R3 | t̃ > α(m)

g
(z − 1)}. (4.41)

Démonstration. Dans (4.35) et (4.36), on remarque l’absence de la dérivée

et de l’intégrale par rapport à y, comme dans (4.11), ce qui implique que

l’équation (4.35) peut être envisager séparément pour chaque y ∈ R.

On définit pour chaque point (m,ϑ) ∈ R+×R2 le nombre ζ1(m,ϑ) ∈ [0, 1]

tel que

ζ1(m,ϑ) = ζ1(m, t̃, ξ) = ζ1(m, t̃) =

{
max(0, 1 + t̃

α(m)
g) si t̃ ≤ 0,

1 si t̃ > 0.
(4.42)

On a évidement

(m,ϑ, y, ζ1(m,ϑ)) ∈ Γb ∪ Γa ∀(m,ϑ, y) ∈ R+ × R2 × R, t̃ ≥ −α(m)

g
.

On remarque que ζ1(m,ϑ) ainsi défini est égal à ζ1(m, t̃) défini dans (3.26),

ce qui nous permet de remplacer, dans la démonstration de la proposition

3.3.1 du chapitre 3, l’axe du temps par le plan (t, x) ∈ R2. Par conséquent

en reconduisant les mêmes étapes de la démonstration de cette dernière, on

démontre la proposition. �

4.3.2 Existence et unicité de la solution globale en temps

De manière analogue au cas stationnaire, pour obtenir l’existence et l’uni-

cité de la solution globale avec un vent horizontal dans le cas général, on

utilise la propriété de “cône de dépendence” et la proposition 4.3.1.
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On considère un ensemble ω de R+×R2×R tel que 0 < mes(ω) <∞ et

on définit

D[ω] =
⋃

(m,ϑ,y)∈ω

D(m,ϑ,y), (4.43)

où

D(m,ϑ,y) =
⋃

0≤z≤1

( ⋃
κ−(m,ϑ,y,z)≤κ≤κ+(m,ϑ,y)

γκ,y,z

)
= (4.44)

= {(m′, ϑ′, y′, z′) ∈ R+ × R2 × R× [0, 1] | ϑ′ = κ− q(y′)α(m′)

g
(1− z′),

y′ = y, κ−(m,ϑ, y, z′) ≤ κ ≤ κ+(m,ϑ, y)}

avec{
κ+(m,ϑ, y) = κ(m,ϑ, y, 0) = ϑ+ q(y)α(m)

g
,

κ−(m,ϑ, y, z) = κ+(m,ϑ, y)− q(y)α0

g
z = ϑ+ q(y)α(m)

g
− q(y)α0

g
z.

On définit également Dω(z) par

Dω(z) =
⋃

(m,ϑ,y)∈ω

( ⋃
κ−(m,ϑ,y,z)≤κ≤κ+(m,ϑ,y)

γκ,y,z

)
=

= {(m′, ϑ′, y′, z′) ∈ D[ω] | z′ = z}.

On remarque que D[ω] est défini d’une manière similaire au cas station-

naire (voir (4.19), (4.20), (4.21) et (4.22)). Ainsi on a le lemme suivant.

Lemme 4.3.1 Soient σ[1]
(a) et σ

[2]
(a) deux fonctions définies sur Γa, σ

[1]
(b) et σ

[2]
(b)

deux fonctions définies sur Γb. On suppose que σ[1]
(a), σ

[2]
(a), σ

[1]
(b), σ

[2]
(b) satisfont

aux conditions de la proposition 4.3.1. Soit σ[1](resp. σ[2]) la solution de

l’équation (4.35) avec la condition (4.40) et σ(a) = σ
[1]
(a), σ(b) = σ

[1]
(b) (resp.

σ(a) = σ
[2]
(a), σ(b) = σ

[2]
(b)). Si on a

σ
[1]
(b) = σ

[2]
(b) sur Γb ∩D[ω], σ

[1]
(a) = σ

[2]
(a) sur Γa ∩D[ω],
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alors

σ[1] = σ[2] p.p. dans D[ω].

Démonstration. On intègre l’équation (4.35) par rapport à z, on a

σ[i](m,ϑ, y, z) = σ[i](m,ϑ, y, ζ1(m,ϑ))+

+
mα(m)

2g

∫ ζ1

z

∫
γ

[0,m]

κ(m,ϑ,y,z′),y,z′

β(m−m′,m′)σ[i](m′, ϑ′, y, z′)σ[i](m−m′, ϑ′′, z′)µγ(dm′)dz′+

−mα(m)

g

∫ ζ1

z

∫
γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′

β(m,m′)σ[i](m′, ϑ′, y, z′)σ[i](m,ϑ, y, z′)µγ(dm
′)dz′,

pour i = 1, 2. Il résulte des conditions (4.39) que

σ[i](m,ϑ, y, ζ1(m,ϑ)) =


σ

[i]
(a) sur Γa,

σ
[i]
(b) sur Γb,

où ζ1(m,ϑ) est le nombre défini dans (4.42).

En faisant la différence pour i = 1 et i = 2, on a

|σ[1](m,ϑ, y, z)− σ[2](m,ϑ, y, z)| ≤ |σ[1](m,ϑ, y, ζ1)− σ[2](m,ϑ, y, ζ1)|+

+Cβ

[ ∫ ζ1

z

∫
γ

[0,m]

(m,ϑ,y,z′),y,z′

(∣∣σ[1](m−m′, ϑ′′, y, z′)−σ[2](m−m′, ϑ′′, y, z′)
∣∣σ[2](m′, ϑ′, y, z′)+

+
∣∣σ[1](m′, ϑ′, y, z′)− σ[2](m′, ϑ′, y, z′)

∣∣σ[1](m−m′, ϑ′′, y, z′)
)
µγ(dm

′)dz′+

+

∫ ζ1

z

∫
γ(m,ϑ,y,z′),y,z′

(∣∣σ[1](m,ϑ, y, z′)− σ[2](m,ϑ, y, z′)
∣∣σ[2](m′, ϑ′, y, z′)+

+
∣∣σ[1](m′, ϑ′, y, z′)− σ[2](m′, ϑ′, y, z)

∣∣σ[1](m,ϑ, y, z′)
)
µγ(dm

′)dz′
]
.

On en déduit que

|σ[1](m,ϑ, y, z)−σ[2](m,ϑ, y, z)| ≤ max(‖σ[1]
(a)−σ

[2]
(a)‖L∞(Γa∩D[ω]), ‖σ[1]

(b)−σ
[2]
(b)‖L∞(Γb∩D[ω]))+
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+Cβ

[ ∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, ·, z′)−σ[2](·, ·, ·, z′)‖L∞(γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′ )

‖σ[2](·, ·, ·, z′)‖L1(γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′ )
+

+‖σ[1](·, ·, ·, z′)‖L1(γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′ )
‖σ[1](·, ·, ·, z′)−σ[2](·, ·, ·, z′)‖L∞(γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′ )

)
dz′+

+

∫ 1

z

(
‖σ[1](·, ·, ·, z′)−σ[2](·, ·, ·, z′)‖L∞(γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′ )

‖σ[2](·, ·, ·, z′)‖L1(γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′ )
+

+(mA−ma)‖σ[1](·, ·, z′)‖L∞(γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′ )
‖σ[1](·, ·, ·, z′)−σ[2](·, ·, ·, z′)‖L∞(γκ(m,ϑ,y,z′),y,z′ )

)
dz′
]
.

On remarque que cette inégalité est analogue à l’inégalité (4.24) dans la

démonstration du lemme 4.2.6 avec ϑ et κ au lieu de ξ et τ . Donc de manière

analogue on obtient le résultat. �

Maintenant nous pouvons démontrer le théorème principal.

Théorème 4.3.1 Si σ∗0 ∈ L∞(Γa) et σ∗1 ∈ L∞(Γb) satisfont aux conditions

σ∗0(m, ξ, y, z) ≥ 0 p.p. sur Γa, σ∗1(m,ϑ, y) ≥ 0 p.p. sur Γb,

σ∗0(m, ξ, y, z) = 0, σ∗1(m,ϑ, y) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[,

max
(
‖σ∗0‖L∞(Γa); ‖σ∗1‖L∞(Γb)

)
<

1

M1(mA −ma)
,

alors l’équation (4.35) avec la condition (4.39) admet une solution σ et une

seule vérifiant

σ ∈ L∞(Ω)

et

σ(m,ϑ, y, z) ≥ 0 p.p. dans Ω,

σ(m,ϑ, y, z) = 0, pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.
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Démonstration. On considère une famille d’ensembles mesurables et bor-

nés ωi, i ∈ N \ {0}, définis par

ωi =
{

(m,ϑ, y) = (m, t̃, ξ, y) ∈ R+ × R3 | ma ≤ m ≤ mA,

−α(m)

g
≤ t̃ ≤ i, −i ≤ ξ ≤ i, −i ≤ y ≤ i

}
= Ω0∩

{
(m,ϑ, y) = (m, t̃, ξ, y) ∈ [ma,mA]×R3 | t̃ ≤ i, −i ≤ ξ ≤ i, −i ≤ y ≤ i

}
,

où Ω0 est l’ensemble défini dans (4.41) avec z = 0. La définition de D[ω] (voir

(4.43)-(4.44)) nous permet de définir un nombre N tel que

Dωi(1) ⊂
{

(m,ϑ, y) = (m, t̃, ξ, y) ∈ R+ × R3 | ma ≤ m ≤ mA,

t̃ ≤ i+N, −i−N ≤ ξ ≤ i+N, −i− 1 ≤ y ≤ i+ 1
}

et on considère une fonction ψi ∈ C∞(R2 × R) ; ψi ≥ 0, telle que

ψi(ϑ, y) = ψi(t̃, ξ, y) =

=

{
1 si t̃ ≤ i+N, |ξ| ≤ i+N, |y| ≤ i+ 1,
0 si t̃ ≥ i+N + 1, |ξ| ≥ i+N + 1, |y| ≥ i+ 2.

On a alors

Dωi(1) ⊂ {(m,ϑ, y) ∈ R+ × R2 × R | ψi(ϑ, y) = 1} i ∈ N \ {0}.

Le théorème se démontre d’une manière analogue au théorème 3.4.1 du

chapitre 3 (voir aussi le théorème 4.2.1 du cas stationnaire) avec les mêmes

étapes reconduites. �

L’existence et l’unicité de la solution dans les coordonnées (m, t, x, y, z)

sont données dans le théorème suivant.
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Théorème 4.3.2 Si σ0 ∈ L∞(R+ ×R2 × [0, 1]) et σ1 ∈ L∞(R+ ×R+ ×R2)

satisfont aux conditions

σ0(m,x, y, z) ≥ 0 p.p. sur R+ × R2 × [0, 1],

σ1(m, t, x, y) ≥ 0 p.p. sur R+ × R+ × R2,

σ0(m,x, y, z) = σ1(m, t, x, y) = 0 pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[,

max
(
‖σ0‖L∞(R+×R2×[0,1]); ‖σ1‖L∞(R+×R+×R2)

)
<

1

M1(mA −ma)
,

alors l’équation (4.2) avec les conditions (4.30)-(4.31) admet une solution σ

et une seule vérifiant

σ ∈ L∞(R+ × R+ × R2×]0, 1[)

et

σ(m, t, x, y, z) ≥ 0 p.p. dans R+ × R+ × R2×]0, 1[,

σ(m, t, x, y, z) = 0, pour m ∈ [0,ma] ∪ [mA,∞[.

Démonstration. Au problème (4.2), (4.30), (4.31), où la fonction inconnue

à chercher est σ, on associe le problème (4.35), (4.39) par une application

bijective défini par le changement de variables (m, t, x, y, z) 7→ (m̃, t̃, ξ, ỹ, z̃)

introduit dans (4.32) avec

σ(m, t, x, y, z) = σ̃(m, t− α(m)

g
(1− z), x+ v(y)

α(m)

g
(1− z), y, z).

Si σ̃(m, t̃, ξ, y, z) est la solution du problème (4.35), (4.39) dont l’existence et

l’unicité ont été démontrées dans le théorème 4.3.1, alors, on aura l’existence

et l’unicité de la solution σ du problème (4.2), (4.30), (4.31) vérifiant les

mêmes conditions. �

95



Chapitre 5

Perspectives

Dans les chapitres 3 et 4 on a étudié la chute des gouttelettes par la force

gravitationnelle dans les cas respectivement de l’absence du mouvement de

l’air et la présence d’un vent horizontal, sans considérer la condensation de

la vapeur d’eau sur les gouttelettes ni l’évaporation à partir des gouttelettes.

En outre, l’étude du déplacement des gouttelettes dans l’air par la force

gravitationnelle et par le vent en tenant compte de toutes les transitions

de phase de l’eau n’est pas encore bien élucidée ; ceci ouvre de nombreux

perspectives et beaucoup de problèmes à résoudre.

Pour cela, en premier lieu, on va envisagé l’étude du déplacement des

gouttelettes dans l’air tenant compte le processus de coagulation et la tran-

sition condensation-évaporation.
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5.1 Equation de coagulation des gouttelettes en
chute avec condensation dans le domaine
entre deux plans horizontaux

On considère l’équation qui décrit le déplacement des gouttelettes dans

l’air, donnée dans le chapitre 2, en tenant compte la transition condensation-

évaporation, caractérisée par l’équation suivante

∂tσ(m) +∇x · (σ(m)u(m)) + ∂m(mhgl(m)σ(m)) = (5.1)

= hgl(m)σ(m) +
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(m′)σ(m−m′)dm′+

−m
∫ ∞

0

β(m,m′)σ(m)σ(m′)dm′ + g0(m)
[
N∗ − Ñ(σ)

]+
[π − πvs(l)(T )]++

−g1(m)[π − πvs(l)(T )]−σ(m),

où les termes hgl, g0(m)
[
N∗− Ñ(σ)

]+
[π−πvs(l)]+ et g1(m)[π−πvs(l)]−σ sont

comme dans le chapitre 2, l’équation (2.16), avec les transitions seulement

entre le gaz et le liquide, et la vitesse u(m) = ul(m) des gouttelettes de masse

m est donnée par

u(t, x,m) = v(t, x)− g

α(m)
e3, e3 = (0, 0, 1)T .

L’équation (5.1) va être considérer dans un domaine borné dans la direc-

tion verticale, c’est-à-dire dans le domaine

R+ × Ω× R+ avec Ω = {x ∈ R3 | (x1, x2) ∈ R2, 0 < x3 < 1 },

complétée par la condition initiale

σ(0, x,m) = σ̃0(x,m) pour x ∈ Ω, m ∈ R+ (5.2)
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et la condition aux limites

σ(t, x1, x2, 1,m) = σ̃1(t, x1, x2,m) pour t ∈ R+, (x1, x2) ∈ R2, m ∈ R+.

(5.3)

Si on note par Γ− =
(
{0} × Ω × R+

)
∪
(
R+ × R2 × {1} × R+

)
alors les

conditions (5.2)-(5.3) peuvent être écrites dans la forme

σ|Γ− = σ̃ =

{
σ̃0 sur {0} × Ω× R+,
σ̃1 sur R+ × R2 × {1} × R+.

(5.4)

Pour déterminer la distribution de σ, on introduit deux nombres ma et

mA (avec 0 < ma < mA < ∞) et on considère que les gouttelettes sont

absentes en dehors de l’intervalle [ma,mA], alors on a

σ(m) = 0 pour m ∈ [0,ma[ ∪ ]mA,∞[.

Supposons que u, hgl, (π− πvs), β, g0 et g1 sont des fonctions données et

que N∗ et Ñ(σ) sont respectivement une constante positive et une fonction

linéaire de σ avec

Ñ(σ)(t, x) =

∫ ∞
0

n(m)σ(t, x,m)dm ∀(t, x) ∈ R+ × Ω,

n(·) ∈ L1(R+) ∩ L∞(R+), n(m) ≥ 0 ∀m ∈ R+.

En outre, on va supposer que β est une fonction continue, positive, sy-

métrique et vérifie la condition

β(m1,m2) = 0 si m1 +m2 ≥ mA

et que g0 et g1 vérifient

g0 ∈ C([0,∞[), g0 ≥ 0, g0(m) = 0 si m 6∈ [ma,mA],
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g1 ≥ 0, g1 ∈ C([0,∞[ ),

où

g1 ∈ C( ]mg1,∞[ ),

∫ ma+1

mg1

g1(m)dm =∞, mg1 ∈ [0,ma].

D’autre part, on va supposer que

u ∈ Cb(R+ × Ω× R+;R3) ∩ L1
loc(R+;W 1,∞(Ω× R+;R3))∩

∩L1
x3

(
0, 1;W 1,∞

(t,x1,x2,m)(R+ × R2 × R+;R3)
)
,

∇ · u ∈ Cb(R+ × Ω× R+),

hgl ∈ Cb(R+ × Ω× R+) ∩ L1
loc

(
R+;W 1,∞(Ω× R+)

)
∩

∩L1
x3

(
0, 1;W 1,∞

(t,x1,x2,m)(R+ × R2 × R+)
)

et qu’il existe une constante positive A0 tel que

u3(t, x,m) ≤ −A0 < 0 ∀(t, x,m) ∈ R+ × Ω× R+

(Cb(X;R) est l’espace des fonctions continues bornées sur X).

De plus, on va supposer que

σ̃0 ∈ Cb(Ω× R+), σ̃0 ≥ 0,

σ̃1 ∈ Cb(R+ × R2 × R+), σ̃1 ≥ 0,

σ̃0(x,m) = 0, σ̃1(t, x1, x2,m) = 0 si (t, x) ∈ R+ × Ω, m 6∈ [ma,mA].

L’équation (5.1) peut être écrite dans la forme suivante

∂tσ + Ũ · ∇(x,m)σ = −g̃σ + Φ[σ]− σf [σ] + h[σ],

où

∇(x,m) =
(
∂x1 , ∂x2 , ∂x3 , ∂m

)T
,
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Ũ(t, x,m) = (u1(t, x,m), u2(t, x,m), u3(t, x,m),mhgl(t, x,m)),

g̃(t, x,m) = ∇x · u(t, x,m) + ∂m(mhgl(t, x,m)) + g1(m)[π − πvs]−,

Φ[σ](t, x,m) =
m

2

∫ m

0

β(m−m′,m′)σ(t, x,m′)σ(t, x,m−m′)dm′,

f [σ](t, x,m) = m

∫ ∞
0

β(m,m′)σ(t, x,m′)dm′,

h[σ](t, x,m) = g0(m)
[
N∗ − Ñ(σ)(t, x)

]+
[π − πvs]+

avec (t, x,m) ∈ R+ × Ω× R+.

On considère le problème de Cauchy suivant
d
ds
t(s) = 1,

d
ds
X(s) = Ũ(t(s), X(s)),

(t(0), X(0)) = (t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃) ∈ Γ−,

(5.5)

où X(s) =
(
X1(s), X2(s), X3(s),M(s)

)
et la première équation de (5.5) nous

donne

t(s) = t̃+ s.

A partir des conditions pour u et hgl, on déduit qu’il existe unique solution

X(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃; ·) sur [−t̃,+∞[ du problème (5.5).

Nous pouvons écrire formellement le problème (5.1) et (5.4) dans la forme

d

ds
σ(t̃+ s,X(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃; s)) = −σ(t̃+ s,X(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃; s))× (5.6)

×
[
g̃(t̃+ s,X(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃; s)) + f [σ](t̃+ s,X(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃; s))

]
+

+Φ[σ](t̃+ s,X(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃; s)) + h[σ](t̃+ s,X(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃; s)),

σ(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃) = σ̃(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃) ∀(t̃, x̃1, x̃2, x̃3, m̃) ∈ Γ−. (5.7)

On espère que cette formule nous permettra de montrer l’existence et l’unicité

de la solution globale, en utilisant l’idée de [34].
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5.2 Perspectives générales

Un problème d’un grand intérêt qui se pose est celui de l’étude du dépla-

cement des gouttelettes en tenant compte de toutes les transitions de phase

de l’eau entre le gaz-liquide-solide. Nous éspérons résoudre le problème en

utilisant les idées qui ont guidé les travaux présentés dans cette thèse.
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