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عرفانشكر و   

ِ رَبِّ الْعَالمَِينَ " )يونس:10(   "...وَآخِرُ دَعْوَاهُمْ أنَِ الْحَمْدُ لِِلَه
 الحمد لله الذي ما تم جهد ولا ختم سعي إلا بفضله، وما تخطيت هذه العقبات والصعوبات إلا بتوفيقه.

أنا الآن.دليه  دلى ماولا وآخرا شكرا لك ربي أدا لا دد ولا دد له و فحمدا لك ربي حم  

دقا فكان السعي   م  سعىلا يستحقه إلاادترافا بالود ودفاظا للجميل وتقديرا للامتنان أتقدم بجزيل الشكر الذي 

 لأولي الفضل: مشكورا

المشرف دلى هذه المذكرة، والذي أفاض دلي م   مفتاح بدر الدين'''' دلى رأسهم أستاذي الفاضل الدكتور   

يلة أفكاره لينير دربي لأرقى دلى درجات العلم وما دساي إلاا أن أقول: بحر دلمه وكنوز معرفته ودص  

وركت وبورك مسعاك وجُعل طريق العلم يرجو رضاك... دمت دخرا ودللت في ''تقديري وشكري الجزيل لك، ب

 الآفاق فخرا''.

كما أتوجه بالشكر والتقدير إلى اللجنة المشرفة دلى مناقشة مذكرة تخرجي.      

ردا ف موصول أيضا إلى كل م  دلمني درفا، إلى م  أزالوا غيمة الجهل برياح العلم، إلى أساتذتي المحترمين والشكر   
 الذي  كان لهم كل الفضل في تكويني خلال مسيرتي الدراسية والجامعية. فردا

 وكما لا أنسى كل م  ددمني وشجعني بالكلمة الطيبة والابتسامة والدداء.

 شكرا جزيل الشكر.

 

 



 

 

 إهداء

 

 بسم خالقي وميسر أموري وعصمت أمري، لك كل الحمد والامتنان ...

 إلى سكان قلبي:

رجل الأبرز الأول في حياتي الذي أنار دربي والسراج الذي لا ينطفئ نوره بقلبي، إلى من كلل العرق إلى ال 
. أن الحيا  ررا  وساححاا العلمجبينه وهو يعلمني  

وبارك في عمره()والدي العزيز حفظه الله   

 

 ، إلى منمن أفنت عمرها في سبيل أن أحقق طموحاتي وأحلق في أعلى المراتبنبراس أيامي ووهج حياتي إلى 
.قاحد  شرف التخرج ألبسدوما من أجل أن تراني  سارت وساندت وكافحت  

)والدتي العزيز  شفاها الله وبارك في عمرها(   

 

الداعمين ضلعي الثابت وأمان أيامي، إلى من شددت عضدي بهم، إلى  إلىنير طريقي إلى الشمو  التي ت
.الساندين، إلى أرضي الصلبة وجداري المتين من يذكروني بمدى قوتي واستطاعتي  

(إخوتي وأخواتي)  

 

مات، إلى من والأز  الشدائدلكل من كان عونا وسندا في هذا الطريق، للأردقاء ورفقاء السنين وأرحاب 
خلصة، إلى الذين شاركوني هذا الطريق وهونوا تعبه وشقاءه.الم حهونصائ أفاضني بمشاعره  

 )رديقاتي وأردقائي(

ن وفقني لهذه اللحظة، فالحمد لله رب العالمين والصاح  والساحم على أشرف المرسلين.ألله الشكر كله   



 
 

 ملخص

 

كوتس.-ة، سنركز على دراسة المتراجحات التكاملية من نوع نيوتنفي هذه المذكر          

ل التقريبي، بالإضافة إلى بعض في الفصل الأول، سنستعرض بعض التعريفات الأساسية، مثل التكام    

المعروفة التي سنحتاجها في الفصول اللاحقة.الصيغ التربيعية   

كوتس ذات التباين المحدود، مع تخصيص -في الفصل الثاني، سنبحث في المتراجحات من نوع نيوتن    

 جزء من هذا الفصل للنتائج الجديدة في هذا المجال.

س فيما يتعلق بالدوال الليبشيتزية كوت-الفصل الثالث، سيخصص لدراسة المتراجحات من نوع نيوتن    

 والمحدودة,

تقاتها ال التي تنتمي مشوكوتس للد-راجحات من نوع نيوتنالفصل الرابع، فسيخصص لدراسة المت أما    

 .𝐿𝑝للفضاء 

كوتس للدوال التي مشتقاتها الأولى ممتدة -تنالمتراجحات من نوع نيودرس في الفصل الأخير، سن و     

S-محدبة. 

 

 

 محدبة، الدالة الليبشيتزية، الدالة المحدودة.-sكوتس، الدالة -تربيعات نيوتن الكلمات المفتاحية:

 

 

 

 
 
 



 

 

Abstract 

 
  In this memory, we will focus on the study of Newton-Cotes type integral 

inequalities. 

  In the first chapter, we will review some basic definitions, such as approximate 

integration and the quadrature formulation of simple interpolation type, as well 

as some known formulas that we will need in the following chapters. 

  In the second chapter, we will study Newton-Cotes type inequalities for 

functions of bounded variation, dedicating part of this chapter to new results in 

this field. 

  The third chapter will be devoted to the study of Newton-Cotes type 

inequalities for lipschitzian and bounded functions. 

As for the fourth chapter, it will be dedicated to the study of Newton-Cotes type 

inequalities for functions whose first derivatives belong to the 𝐿𝑝 space. 

  In the last chapter, we will focus on the study of Newton-Cotes type 

inequalities for functions whose first derivatives are extended s-convex. 

 

Keywords: Newton-Cotes type integrals, s-convex functions, lipschitzian and 

bounded functions. 



 

Résumé 

 
Dans mémoire, nous nous concentrerons sur l'étude des inégalités intégrales de 

type Newton-Cotes. 

Dans le premier chapitre, nous passerons en revue quelques définitions de base, 

telles que l'intégration approchée et la formulation quadrature de type 

interpolation simple, ainsi que quelques formules connues dont nous aurons 

besoin dans les chapitres suivants. 

Dans le deuxième chapitre, nous étudierons les inégalités de type Newton-Cotes 

pour les fonctions à variation bornée, en consacrant une partie de ce chapitre aux 

nouveaux résultats dans ce domaine. 

Le troisième chapitre sera consacré à l'étude des inégalités de type Newton-

Cotes pour les fonctions lipschitziennes et bornées. 

Quant au quatrième chapitre, il sera dédié à l'étude des inégalités de type 

Newton-Cotes pour les fonctions dont les dérivées premières appartiennent aux 

espaces 𝐿𝑝 . 

Dans le dernier chapitre, nous nous concentrerons sur l'étude des inégalités de 

type Newton-Cotes pour les fonctions dont les premières dérivées sont s-

convexes étendue. 

 

 

Mots clés: Intégrales de type Newton-Cotes, fonctions s-convexes, fonctions 

lipschitziennes, fonctions  bornées. 
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Introduction

Les inégalités représentent un outil puissant et jouent un rôle important dans diverses

branches des mathématiques modernes telles que la théorie qualitative des équations dif-

férentielles et des équations aux di¤érences, la théorie des probabilités et des statistiques,

l�analyse réelle, l�analyse complexe et l�analyse numérique. Plus précisément dans l�esti-

mation de l�erreur des quadratures, qui est le but de ce travail.

L�objectif de ce mémoire est d�étudier l�estimation d�erreur de plusieurs quadratures

de type Newton-Cotes pour di¤érentes classes de fonctions, à savoir la classe de fonctions à

variation bornée, la classe des fonctions lipschitziennes, les fonctions bornées, les fonctions

convexes et les fonctions résidant dans les espaces Lp. Notons qu�à chaque chapitre,

nous commencerons par un petit rappel de quelques notions de base et outils qui seront

sollicités. Ensuite, nous énoncerons quelques résultats connus dans la littérature avant

d�établir nos résultats principaux. En�n, nous conclurons par une discussion des résultats

pouvant découler de nos résultats principaux ainsi que des résultats existants, dont ces

derniers seront présentés sous forme d�une remarque globale.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre traite les inégalités de type Newton-Cotes pour les fonctions à

variation bornée.

Le deuxième chapitre étudie les inégalités de type Newton-Cotes pour les fonctions

lipschitziennes et les fonctions bornées.

Le troisième chapitre est dévoué aux inégalités de type Newton-Cotes pour les fonc-

tions appartenant aux espaces Lp avec 1 � p � 1.

Tandis que le quatrième chapitre discute les inégalités de type Newton-Cotes sous

contrainte de la convexité.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous donnerons un petit rappel d�analyse numérique portant sur

l�intégration approchée, ainsi que quelques quadratures de Newton-Cotes impliquant au

plus cinq point (voir [17]).

1.1 L�intégration approchée

Soit f : [a; b]! R une fonction intégrable sur [a; b], on appel intégrale de f sur [a; b]

la quantité ci-dessous notée par I

I =

bZ
a

f(t)dt: (1.1)

L�intégration numérique consiste à remplacer l�intégrale (1.1) par une somme discrète sur

un nombre �ni de points.

I � IN = (b� a)
NX
i=0

wif(ti); (1.2)
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où wi; ti sont des valeurs à déterminer qui dépendent de la méthode utilisée. De plus,

chaque méthode doit satisfaire la condition

lim
N!1

IN = I: (1.3)

Tout simplement, l�intégrale numérique est calculée à partir de l�évaluation de la fonction

f en un nombre de point N distincts.

Ces méthodes sont appelées les formules de quadrature. Plusieurs types subsistent

dans la littérature, parmi ses méthodes.

1.1.1 Formulation de quadrature de type interpolation simple

Ces formules sont également appelées les méthodes de Cotes ou de Newton-Cotes.

Le principe général des méthodes de Newton-Cotes simples est d�approximer la fonc-

tion f(t) à intégrer par un polynôme P (t) de degré p qui coïncide avec f(x) en p + 1

points distincts et équidistants entre les bornes a et b.

Ces points sont donnés par la relation suivante :

ti = a+ ih; i = 0; 1:::; p où h = b�a
p
: (1.4)

Ainsi, nous aurons :

P (ti) = fi = f (ti) ;8i 2 f0; 1; :::; pg : (1.5)

Dont la formule est donnée par :

eI = bZ
a

P (t)dt: (1.6)

Remarque 1.1 Des polynômes de degrés di¤érents dé�nissent des méthodes di¤érentes.
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1.2 Quelques quadratures

Pour approximer I =
bR
a

f(t)dt on peut adapter l�une des méthodes suivantes selon

les cas qui se présentent. Pour plus de détails nous renvoyons les lecteurs intéressés à

consulter [31].

1.2.1 Quadratures à un point

Quadrature du point milieu

I � (b� a) f
�
a+b
2

�
:

Quadrature d�Ostrowski

I � (b� a) f (x) ;

où x 2 [a; b].

1.2.2 Quadratures à deux points

Quadrature des trapèzes

I � b�a
2
(f (a) + f (b)) :

Quadrature deux points Ostrowski (Compagnon Ostrowski)

I � b�a
2
(f (x) + f (a+ b� x)) ;

où x 2
�
a; a+b

2

�
.
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1.2.3 Quadratures à trois points

Quadrature de 1
8
-Simpson

I � b�a
6

�
f (a) + 4f

�
a+b
2

�
+ f (b)

�
:

Quadrature de Bullen

I � b�a
4

�
f (a) + 2f

�
a+b
2

�
+ f (b)

�
:

Quadrature de Simpson corrigée

I � b�a
30

�
7f (a) + 16f

�
a+b
2

�
+ 7f (b)

�
:

Quadrature de Spline

I � b�a
16

�
3f (a) + 10f

�
a+b
2

�
+ 3f (b)

�
:

Quadrature de Maclaurin

I � b�a
8

�
3f
�
5a+b
6

�
+ 2f

�
a+b
2

�
+ 3f

�
a+5b
6

��
:

Quadrature d�Euler-Maclaurin corrigée

I � b�a
80

�
27f

�
5a+b
6

�
+ 26f

�
a+b
2

�
+ 27f

�
a+5b
6

��
:
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1.2.4 Quadratures à quatre points

Quadrature de 3
8
-Simpson

I � b�a
8

�
f (a) + 3f

�
2a+b
3

�
+ 3f

�
a+2b
3

�
+ f (b)

�
:

Quadrature de 3
8
-Simpson corrigée

I � b�a
80

�
13f (a) + 27f

�
2a+b
3

�
+ 27f

�
a+2b
3

�
+ 13f (b)

�
:

1.2.5 Quadratures à cinq points

Quadrature de Boole

I � b�a
90

�
7f (a) + 32f

�
3a+b
4

�
+ 12f

�
a+b
2

�
+ 32f

�
a+3b
4

�
+ 7f (b)

�
:

Quadrature de Bullen-Simpson

I � b�a
12

�
f (a) + 4f

�
3a+b
4

�
+ 2f

�
a+b
2

�
+ 4f

�
a+3b
4

�
+ f (b)

�
:
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Newton-Cotes pour les fonctions à

variation bornée

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à l�estimation d�erreur pour les quadratures

admettant au plus cinq points pour les fonctions à variation bornée. Dans la première

section, nous rappellerons quelques dé�nitions ainsi que certaines propriétés fondamen-

tales concernant les fonctions à variation bornée. La deuxième section sera consacrée aux

résultats publiés traitant des inégalités intégrales pour les fonctions appartenant à cette

classe de fonction. La troisième section sera dédiée aux nouveaux résultats qui sont sou-

mis pour une éventuelle publication. En�n, dans la dernière section, nous allons discuter

certains cas particuliers qui peuvent découler de notre résultat principal.

2.1 Préliminaire

Considérons la fonction f : [a; b]! R. 
i = f�i;0 = a; �i;1; :::; �i;n = bg une subdivision

de [a; b], P ([a; b]) la famille des partitions de [a; b] et �f(�i) = f(�i+1)� f(�i).

Dé�nition 2.1 ([19; 30; 68]) On dit que f est à variation bornée s�il existe M > 0 tel

10



que pour toute subdivision 
i on a :

X
j�f(�i)j �M:

Dé�nition 2.2 ([19; 30; 68]) Soit f une fonction à variation bornée sur [a; b] ; et
P
(P)

représente la somme
P
j�f(�i)j correspondant à la partition P de [a; b]. La variation

totale de f sur [a; b] est notée par le nombre

b
_
a
(f) = sup

nX
(P) : P 2 P([a; b])

o
:

Exemple 2.1 Les fonctions monotones sont des fonctions à variation bornée.

Exemple 2.2 La fonction f (x) = [x] sur [a; b], où �1 < a < b < +1, est une fonction

à variation bornée où [x] désigne la partie entière de x.

Remarque 2.1 Une fonction continue n�est pas nécessairement à variation bornée.

Exemple 2.3 La fonctions

8<: f (x) = x sin 1
x
si x 6= 0

0 si x = 0
est continue par contre elle n�est

pas à variation bornée.

Proposition 2.1 ([19; 30; 68]) Une fonction réelle (continue) est à variation bornée si,

et seulement si, elle est di¤érence de deux fonctions monotones croissantes (continues).

En particulier, une fonction à variation bornée admet au plus un nombre dénombrable de

discontinuités de première espèce.

2.1.1 Intégration au sens de Stieltjes

L�intégration de Stieltjes représente une généralisation de l�intégrale de Riemann, où

les accroissements xi+1 � xi dans les sommes de Riemann sont remplacés par g (xi+1)�

g (xi), où g est une fonction à variation bornée.

11



Proposition 2.2 Soient f; g : [a; b] ! R deux fonctions, où f est continue sur [a; b] et

g est une fonction à variation bornée sur [a; b], alors nous avons :

bZ
a

f (t) dg (t) = f (t) g (t)jba �
bZ
a

f 0 (t) g (t) dt: (2.1)

Exemple 2.4 Calculer l�intégrale suivante :
3R
0

(x2 � 1) d (2x� [x]), où [x] est la partie

entière de x.

En appliquant la formule (2.1) on obtient :

3Z
0

�
x2 � 1

�
d (2x� [x]) =

�
x2 � 1

�
(2x� [x])

��3
0
�

3Z
0

2x (2x� [x]) dx

= 24�

0@ 1Z
0

4x2dx+

2Z
1

�
4x2 � 2x

�
dx+

3Z
2

�
4x2 � 4x

�
dx

1A
= 1:

Remarque 2.2 Toutes les propriétés de l�intégrale de Riemann restent valables.

Lemme 2.1 ([19; 30]) Soient f; g : [a; b]! R deux fonctions, où f est continue sur [a; b]

et g est une fonction à variation bornée sur [a; b], alors l�intégrale
bR
a

f (t) dg (t) existe et

de plus, on a : ������
bZ
a

f (t) dg (t)

������ � sup
t2[a;b]

jf (t)j
b
_
a
(g) : (2.2)

2.2 Quelques résultats connus

Plusieurs auteurs ont examiné di¤érentes quadratures concernant les fonctions à va-

riations bornées, parmi lesquels les travaux du Professeur Dragomir, ainsi que ceux de
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Alomari, Budak, Sarikaya, Erden, Iftikhar, Kumam, Thounthong, etc. Nous rappelons

certains résultats sans démonstration.

2.2.1 Quadrature à un point

Inégalité du point milieu

Théorème 2.1 ([24]) Soit f : [a; b] ! R une application à variation bornée dans [a; b],

alors l�inégalité suivante :������f �a+b2 �� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
2

b
_
a
(f) ;

est satisfaite, où
b
_
a
(f) est la variation totale de f sur [a; b].

Inégalité d�Ostrowski

Théorème 2.2 ([19]) Soit f : [a; b] ! R une application à variation bornée dans [a; b],

alors l�inégalité suivante :������f (x)� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ �
�
1
2
+

����x�a+b2b�a

����� b
_
a
(f) ;

est satisfaite, où
b
_
a
(f) est la variation totale de f sur [a; b].
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2.2.2 Quadrature à deux points

Inégalité des trapèzes

Théorème 2.3 ([26]) Soit f : [a; b] ! R une application à variation bornée dans [a; b],

alors l�inégalité suivante :������f(a)+f(b)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
2

b
_
a
(f) ;

est satisfaite, où
b
_
a
(f) est la variation totale de f sur [a; b].

Inégalité d�Ostrowski à deux points (Companaion Ostrowski)

Théorème 2.4 ([3; 28]) Soit f : [a; b] ! R une application à variation bornée dans

[a; b], alors l�inégalité suivante :

������f(x)+f(a+b�x)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
b�a
�
b�a
4
+
��x� 3a+b

4

��� b
_
a
(f) ;

est satisfaite, où
b
_
a
(f) est la variation totale de f sur [a; b].

2.2.3 Quadrature à trois points

Inégalité de 1
8
-Simpson

Théorème 2.5 ([22]) Soit f : [a; b] ! R une application à variation bornée dans [a; b],

alors l�inégalité suivante :������16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
3

b
_
a
(f) ;

est satisfaite, où
b
_
a
(f) est la variation totale de f sur [a; b].

14



Inégalité de Bullen

Théorème 2.6 ([36]) Soit f : [a; b] ! R une application à variation bornée dans [a; b],

alors l�inégalité suivante :������14 �f (a) + 2f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
4

b
_
a
(f) ;

est satisfaite, où
b
_
a
(f) est la variation totale de f sur [a; b].

Inégalité paramétrique à trois points

Théorème 2.7 ([36]) Soit f : [a; b] ! R une application à variation bornée dans [a; b],

alors l�inégalité suivante :�������2f (a) + (1� �) f �a+b2 �+ �
2
f (b)� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
2
max f�; 1� �g

b
_
a
(f) ;

est satisfaite, où � 2 [0; 1] et
b
_
a
(f) est la variation totale de f sur [a; b].

2.2.4 Quadrature à quatre points

Inégalité de 3
8
-Simpson

Théorème 2.8 ([30; 35]) Soit f : [a; b] ! R une application à variation bornée dans

[a; b], alors l�inégalité suivante :

������18 �f (a) + 3f �2a+b3 �+ 3f �a+2b3 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 5
24

b
_
a
(f) ;

est satisfaite, où
b
_
a
(f) est la variation totale de f sur [a; b].
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2.3 Nouveaux résultats

2.3.1 Inégalités intégrales de type Newton-Cotes pour les fonc-

tions à variation bornée

Lemme 2.2 Soit S : I � R ! R une fonction di¤érentiable sur I�, L1;L2 2 I� avec

L1 < L2, et S 0 2 L1 [L1;L2], alors l�identité suivante :

C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du (2.3)

= 1
L2�L1

L2Z
L1

K (u; x)S (u) du

= 1
L2�L1

0B@ xZ
L1

�
u� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
dS (u) +

L1+L2
2Z
x

�
u� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�
dS (u)

+

L1+L2�xZ
L1+L2

2

�
u� L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
dS (u) +

L2Z
L1+L2�x

�
u� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
dS (u)

1CCA ;
est satisfaite, où

C�;
 (L1; x;L2;S)

= �(x�L1)
(1+
)(L2�L1)S (L1) +

(L2�x)+(1�2�)(x�L1)
2(1+
)(L2�L1) S (x) + 


1+

S
�L1+L2

2

�
+ (L2�x)+(1�2�)(x�L1)

2(1+
)(L2�L1) S (L1 + L2 � x) + �(x�L1)
(1+
)(L2�L1)S (L2) ; (2.4)

et

K (u; x) =

8>>>>>><>>>>>>:

u� (1+
)L1+�(x�L1)
1+


if u 2 [L1; x] ;

u� (1+2
)L1+L2
2(1+
)

if u 2
�
x; L1+L2

2

�
;

u� L1+(1+2
)L2
2(1+
)

if u 2
�L1+L2

2
;L1 + L2 � x

�
;

u� (1+
)L2��(x�L1)
1+


if u 2 [L1 + L2 � x;L2] ;

(2.5)

16



avec �; 
 2 [0; 1] et x 2
�
L1; L1+L22

�
.

Preuve. Comme S est à variation bornée de plus
�
u� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
;�

u� (1+2
)L1+L2
2(1+
)

�
;
�
u� L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
et
�
u� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
sont continues sur

[L1; x],
�
x; L1+L2

2

�
,
�L1+L2

2
;L1 + L2 � x

�
et [L1 + L2 � x;L2], respectivement, alors

toutes les intégrales de Riemann-Stieltjes existent. Maintenant, on utilise l�intégration

par partie au sens de Riemann-Stieltjes (2.1), on obtient :

xZ
L1

�
u� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
dS (u) (2.6)

=
�
u� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
S (u)

���x
L1
�

xZ
L1

S (u) du

= (1+
��)(x�L1)
1+


S (x) + �(x�L1)
1+


S (L1)�
xZ
L1

S (u) du:

D�une façon analogue, on a :

L1+L2
2Z
x

�
u� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�
dS (u) (2.7)

= 
(L2�L1)
2(1+
)

S
�L1+L2

2

�
+ (L2�x)�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)
S (x)�

L1+L2
2Z
x

S (u) du;

L1+L2�xZ
L1+L2

2

�
u� L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
dS (u) (2.8)

= L2�x�(1+2
)(x�L1)
2(1+
)

S (L1 + L2 � x) + 
(L2�L1)
2(1+
)

S
�L1+L2

2

�
�
L1+L2�xZ
L1+L2

2

S (u) du
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et

L2Z
L1+L2�x

�
u� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
dS (u) (2.9)

= �(x�L1)
1+


S (L2) + (1+
��)(x�L1)
1+


S (L1 + L2 � x)�
L2Z

L1+L2�x

S (u) du:

En additionnant les équations (2.6)-(2.9), puis en multipliant le résultat obtenu par 1
L2�L1 ,

on trouve (2.3).

Le résultat suivant est basé sur l�identité ci-dessus.

Théorème 2.9 Soit S : [L1;L2]! R une application à variation bornée, alors on a :

������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ (2.10)

� 1
L2�L1 max

n
1+
+j1+
�2�j

2(1+
)
(x� L1) ; 
(L2�L1)2(1+
)

; jL2�x�(1+2
)(x�L1)j
2(1+
)

o L2_
L1
(S) ;

où �; 
 2 [0; 1] ; x 2
�
L1; L1+L22

�
et

L2_
L1
(S) représente la variation totale de S sur [L1;L2].

Preuve. Prenons la valeur absolue aux deux côtés de (2.3) et utilisons (2.2), on

obtient :������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� 1

L2�L1

0B@
������
xZ
L1

�
u� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
dS (u)

������+
�������
L1+L2

2Z
x

�
u� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�
dS (u)

�������
+

��������
L1+L2�xZ
L1+L2

2

�
u� L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
dS (u)

��������+
������

L2Z
L1+L2�x

�
u� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
dS (u)

������
1CCA
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� 1
L2�L1

 
sup

u2[L1;x]

���u� (1+
)L1+�(x�L1)
1+


��� x_
L1
(S)

+ sup
u2[x;L1+L22 ]

���u� (1+2
)L1+L2
2(1+
)

��� L1+L22_
x

(S)

+ sup
u2[x;L1+L22 ]

���u� L1+(1+2
)L2
2(1+
)

��� L1+L2�x_
L1+L2

2

(S)

+ sup
u2[L1+L2�x;L2]

���u� (1+
)L2��(x�L1)
1+


��� L2_
L1+L2�x

(S)
!

= 1
L2�L1

�
max

n
�(x�L1)
1+


; (1+
��)(x�L1)
1+


o
x
_
L1
(S)

+max
n

(L2�L1)
2(1+
)

; jL2�x�(1+2
)(x�L1)j
2(1+
)

o L1+L2
2_
x

(S)

+max
n

(L2�L1)
2(1+
)

; jL2�x�(1+2
)(x�L1)j
2(1+
)

o L1+L2�x_
L1+L2

2

(S)

+ max
n
�(x�L1)
1+


; (1+
��)(x�L1)
1+


o L2_
L1+L2�x

(S)
�

= 1
L2�L1

�
1+
+j1+
�2�j

2(1+
)
(x� L1)

�
x
_
L1
(S) +

L2_
L1+L2�x

(S)
�

+max
n

(L2�L1)
2(1+
)

; jL2�x�(1+2
)(x�L1)j
2(1+
)

o
�
 

L1+L2
2_
x
(S) +

L1+L2�x_
L1+L2

2

(S)
!!

= 1
L2�L1

�
1+
+j1+
�2�j

2(1+
)
(x� L1)

�
x
_
L1
(S) +

L2_
L1+L2�x

(S)
�

+ max
n
�(x�L1)
1+


; (1+
��)(x�L1)
1+


o L1+L2
2_
x
(S) +

L1+L2�x_
L1+L2

2

(S)
!!

� 1
L2�L1 max

n
1+
+j1+
�2�j

2(1+
)
(x� L1) ; 
(L2�L1)2(1+
)

; jL2�x�(1+2
)(x�L1)j
2(1+
)

o
�
 

x
_
L1
(S) +

L1+L2
2_
x
(S) +

L1+L2�x_
L1+L2

2

(S) +
L2_

L1+L2�x
(S)
!

= 1
L2�L1 max

n
1+
+j1+
�2�j

2(1+
)
(x� L1) ; 
(L2�L1)2(1+
)

; jL2�x�(1+2
)(x�L1)j
2(1+
)

o L2_
L1
(S) :

La preuve est ainsi achevée.
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2.4 Discussion de quelques cas particuliers

Corollaire 2.1 Dans le Théorème 2.9, si l�on prend x = L1+L2
2
, on obtient l�inégalité de

type Simpson suivante :������ �
2(1+
)

S (L1) + 1+
��
1+


S
�L1+L2

2

�
+ �

2(1+
)
S (L2)� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� max

n
1+
+j1+
�2�j

4(1+
)
; 

2(1+
)

o L2_
L1
(S) = 1+
+j1+
�2�j

4(1+
)

L2_
L1
(S) :

Corollaire 2.2 Dans le Corollaire 2.1, si l�on prend 
 = 0 et � = 7
15
, on obtient l�inéga-

lité de Simpson corrigée suivante :������ 130 �7S (L1) + 16S �L1+L22

�
+ 7S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 4
15

L2_
L1
(S) :

Corollaire 2.3 Dans le Corollaire 2.1, si l�on prend 
 = 0 et � = 3
8
, on obtient l�inégalité

de Spline suivante :������� 116 �3S (L1) + 10S �L1+L22

�
+ 3S (L2)

��
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 5
16

L2_
L1
(S) :

Corollaire 2.4 Dans le Théorème 2.9, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 14
39
et 
 = 2

13
, on

obtient l�inégalité de Boole suivante :������7S(L1)+32S(
3L1+L2

4 )+12S(L1+L22 )+32S(L1+3L24 )+7S(L2)
90

� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 11
60

L2_
L1
(S) :

Corollaire 2.5 Dans le Théorème 2.9, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 2
5
et 
 = 1

5
, on
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obtient l�inégalité de Bullen-Simpson suivante :������S(L1)+4S(
3L1+L2

4 )+2S(L1+L22 )+4S(L1+3L24 )+S(L2)
12

� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 1
6

L2_
L1
(S) :

Corollaire 2.6 Dans le Théorème 2.9, si l�on prend x = 2L1+L2
3

; � = 3
8
et 
 = 0, on

obtient l�inégalité de 3
8
-Simpson suivante :

������18 �S (L1) + 3S �2L1+L23

�
+ 3S

�L1+2L2
3

�
+ S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 5
24

L2_
L1
(S) :

Corollaire 2.7 Dans le Théorème 2.9, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 1
3
, on

obtient l�inégalité de Maclaurin suivante :������18 �3S �5L1+L26

�
+ 2S

�L1+L2
2

�
+ 3S

�L1+5L2
6

��
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 5
24

L2_
L1
(S) :

Corollaire 2.8 Dans le Théorème 2.9, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 13
27
, on

obtient l�inégalité corrigée d�Euler-Maclaurin suivante :������ 180 �27S �5L1+L26

�
+ 26S

�L1+L2
2

�
+ 27S

�L1+5L2
6

��
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 41
240

L2_
L1
(S) :

2.4.1 Remarques

1/ Le Théorème 2.9 sera réduit au Théorème 2.1, si l�on prend x = L1+L2
2

et � = 0.

2/ Le Théorème 2.9 sera réduit au Théorème 2.3, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et

� = 1.

3/ Le Théorème 2.9 sera réduit au Théorème 2.4, si l�on prend � = 
 = 0.

4/ Le Théorème 2.9 sera réduit au Théorème 2.5, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et

� = 1
3
.
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5/ Le Théorème 2.9 sera réduit au Théorème 2.6, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et

� = 1
2
.

6/ Le Théorème 2.9 sera réduit au Théorème 2.7, si l�on prend x = L1+L2
2

et 
 = 0.

7/ Le Théorème 2.9 sera réduit au Théorème 2.7, si l�on prend x = 2L1+L2
3

; 
 = 0 et

� = 3
8
.
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type

Newton-Cotes pour les fonctions

lipschitziennes et les fonctions

bornées

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à deux autres classes de fonctions qui

ont été extensivement étudiées, connues sous le nom de la classe des fonctions lipschit-

ziennes et la classe des fonctions bornées. Avant d�exposer notre travail, nous allons tout

d�abord rappeler quelques notions et outils que nous solliciterons par la suite, puis nous

énoncerons, sans démonstrations, des résultats établis par autrui. En�n, nous discuterons

nos nouveaux résultats, qui sont soumis pour une éventuelle publication.

3.0.2 Préliminaire

Considérons la fonction f : [a; b]! R.

Dé�nition 3.1 ([25]) On dit que f est bornée s�il existe m et M deux constante réelles
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telles que pour tout x 2 [a; b], on a :

m � f (x) �M:

Dé�nition 3.2 ([25]) On dit que f est lipschitzienne de rapport L sur [a; b] si, pour tout

x; y 2 [a; b], on a :

jf (x)� f (y)j � L jx� yj :

Lemme 3.1 ([25]) Soit f; g : [a; b] ! R telle que f est Riemann intégrable sur [a; b] et

g est une fonction L-lipschitzienne, alors on a :������
bZ
a

f (t) dg (t)

������ � L
bZ
a

jf (t)j dt: (3.1)

3.1 Quelques résultats connus

Les résultats suivants traitent les inégalités intégrales de type Newton-Cotes pour les

fonctions lipschitziennes et les fonctions bornées et peuvent être facilement trouvés dans

la littérature.

3.1.1 Quadrature à un point

Inégalité du point milieu

Théorème 3.1 ([25]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

est L-lipshitzienne, alors l�inégalité suivante :������f �a+b2 �� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
4
(b� a)L;

est satisfaite.
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Théorème 3.2 ([60]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b] et de plus bornée pour tout x 2 [a; b], alors l�inégalité suivante :������f �a+b2 �� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b�a)(M�m)
8

;

est satisfaite.

Inégalité d�Ostrowski

Théorème 3.3 ([19]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

est L-lipshitzienne, alors l�inégalité suivante :������f (x)� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ �
�
1
4
+
�
x�a+b

2

b�a

�2�
(b� a)L;

est satisfaite.

3.1.2 Quadrature à deux points

Inégalité des trapèzes

Théorème 3.4 ([22]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

est L-lipshitzienne, alors l�inégalité suivante :������f(a)+f(b)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
4
(b� a)L;

est satisfaite.

Théorème 3.5 ([66]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si
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f 0 2 L1 [a; b] et de plus bornée pour tout x 2 [a; b], alors l�inégalité suivante :������f(a)+f(b)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b�a)(M�m)
8

;

est satisfaite.

Inégalité d�Ostrowski à deux points (Companaion Ostrowski)

Théorème 3.6 ([33]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

est L-lipshitzienne, alors l�inégalité suivante :������f(x)+f(a+b�x)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
b�a

�
(x� a)2 +

�
a+b
2
� x
�2�

L;

est satisfaite.

Théorème 3.7 ([1]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b] et de plus bornée pour tout x 2 [a; b], alors l�inégalité suivante :������f(x)+f(a+b�x)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b� a)
�

1
16
+
�
x� 3a+b

4

b�a

�2�
(M�m) ;

est satisfaite.

3.1.3 Quadrature à trois points

Inégalité de 1
8
-Simpson

Théorème 3.8 ([65]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

est L-lipshitzienne, alors l�inégalité suivante :������16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 5
36
(b� a)L;
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est satisfaite.

Théorème 3.9 ([66]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b] et de plus bornée pour tout x 2 [a; b], alors l�inégalité suivante :������16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 5(b�a)(M�m)
72

;

est satisfaite.

Inégalité de Bullen

Théorème 3.10 ([65]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 est L-lipshitzienne, alors l�inégalité suivante :������14 �f (a) + 2f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
8
(b� a)L;

est satisfaite.

Théorème 3.11 ([66]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b] et de plus bornée pour tout x 2 [a; b], alors l�inégalité suivante :������14 �f (a) + 2f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b�a)(M�m)
16

;

est satisfaite.
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Inégalité paramétrique à trois points

Théorème 3.12 ([65]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 est L-lipshitzienne, alors l�inégalité suivante :�������2f (a) + (1� �) f �a+b2 �+ �
2
f (b)� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � �2+(1��)2
4

(b� a)L;

est satisfaite.

Théorème 3.13 ([2]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b] et de plus bornée pour tout x 2 [a; b], alors l�inégalité suivante :�������2f (a) + (1� �) f �a+b2 �+ �
2
f (b)� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � �2+(1��)2
8

(b� a) (M�m) ;

est satisfaite.

3.1.4 Quadrature à quatre points

Inégalité de 3
8
-Simpson

Théorème 3.14 ([30]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 est L-lipshitzienne, alors l�inégalité suivante :������18 �f (a) + 3f �2a+b3 �+ 3f �a+2b3 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 25
288
(b� a)L;

est satisfaite.

Théorème 3.15 ([2]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si
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f 0 2 L1 [a; b] et de plus bornée pour tout x 2 [a; b], alors l�inégalité suivante :������18 �f (a) + 3f �2a+b3 �+ 3f �a+2b3 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 25(b�a)(M�m)
576

;

est satisfaite.

3.2 Nouveaux résultats

Tout d�abord, notons que les résultats de cette section reposent sur l�identité fournie

par le Lemme 2.2. On commence par le premier résultat qui concerne les fonctions dont

les dérivées premières sont lipschitziennes.

Théorème 3.16 Soit S : [L1;L2] ! R une application L-Lipschitzienne sur [L1;L2],

alors on a : ������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������

�

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

L
L2�L1

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
+
�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�2�
si 
 �

L1+L2
2

�x
x�L1 ;

L
L2�L1

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
�
�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�2�
si 
 >

L1+L2
2

�x
x�L1 ;

où �; 
 2 [0; 1] et x 2
�
L1; L1+L22

�
.

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de (2.3) et en utilisant

(3.1), on obtient : �����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
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� L
L2�L1

0@ xR
L1

���u� (1+
)L1+�(x�L1)
1+


��� du+ L1+L2
2R
x

���u� (1+2
)L1+L2
2(1+
)

��� du
+

L1+L2�xR
L1+L2

2

���u� L1+(1+2
)L2
2(1+
)

��� du+ L2R
L1+L2�x

���u� (1+
)L2��(x�L1)
1+


��� du
1A

= L
L2�L1

0@ (1+
)L1+�(x�L1)
1+
R
L1

�
(1+
)L1+�(x�L1)

1+

� u
�
du

+
xR

(1+
)L1+�(x�L1)
1+


�
u� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
du

+

L1+L2
2R
x

���u� (1+2
)L1+L2
2(1+
)

��� du+ L1+L2�xR
L1+L2

2

���u� L1+(1+2
)L2
2(1+
)

��� du
+

(1+
)L2��(x�L1)
1+
R

L1+L2�x

�
(1+
)L2��(x�L1)

1+

� u
�
du+

L2R
(1+
)L2��(x�L1)

1+


�
u� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
du

1A :
(3.2)

Deux cas se présentent.

Si 
 >
L1+L2

2
�x

x�L1 , alors (3.2) donne :

������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� L

L2�L1

0BB@
(1+
)L1+�(x�L1)

1+
Z
L1

�
(1+
)L1+�(x�L1)

1+

� u
�
du+

xZ
(1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
u� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
du

+

L1+L2
2Z
x

�
u� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�
du+

L1+L2�xZ
L1+L2

2

�
L1+(1+2
)L2

2(1+
)
� u
�
du

+

(1+
)L2��(x�L1)
1+
Z

L1+L2�x

�
(1+
)L2��(x�L1)

1+

� u
�
du+

L2Z
(1+
)L2��(x�L1)

1+


�
u� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
du

1CCA
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= L
L2�L1

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
�
�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�2�
:

Dans le cas où 
 �
L1+L2

2
�x

x�L1 , (3.2) entraîne :

������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� L

L2�L1

0BB@
(1+
)L1+�(x�L1)

1+
Z
L1

�
(1+
)L1+�(x�L1)

1+

� u
�
du

+

xZ
(1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
u� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
du

+

(1+2
)L1+L2
2(1+
)Z
x

�
(1+2
)L1+L2

2(1+
)
� u
�
du+

L1+L2
2Z

(1+2
)L1+L2
2(1+
)

�
u� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�
du

+

L1+(1+2
)L2
2(1+
)Z
L1+L2

2

�
L1+(1+2
)L2

2(1+
)
� u
�
du+

L1+L2�xZ
L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
u� L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
du

+

(1+
)L2��(x�L1)
1+
Z

L1+L2�x

�
(1+
)L2��(x�L1)

1+

� u
�
du

+

L2Z
(1+
)L2��(x�L1)

1+


�
u� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
du

1CCA
= L

L2�L1

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2�
:

La preuve est terminée.

Le résultat suivant traite les fonctions dont les dérivées premières sont bornées.

Théorème 3.17 Soit S : [L1;L2] ! R une fonction di¤érentiable sur [L1;L2]. Si S 0 2
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L1 [L1;L2] et m � S 0 (u) �M pour tout u 2 [L1;L2], alors on a :������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������

�

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(M�m)
2(L2�L1)

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
+
�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�2�
if 
 �

L1+L2
2

�x
x�L1 ;

(M�m)
2(L2�L1)

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
�
�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�2�
if 
 >

L1+L2
2

�x
x�L1 ;

où �; 
 2 [0; 1] et x 2
�
L1; L1+L22

�
.

Preuve. Par un simple calcul d�intégrale on aboutit à :

L2Z
L1

K (t; x) dt = 0; (3.3)

où K (t; x) est dé�ni par (2.5).

Soit C = m+M
2
, d�après (2.3), on a :

C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

= 1
L2�L1

L2Z
L1

K (t; x) dS (t) = 1
L2�L1

L2Z
L1

K (t; x)S 0(t)dt = 1
L2�L1

L2Z
L1

K (t; x) (S 0(t)� C + C) dt

= 1
L2�L1

L2Z
L1

K (t; x) (S 0(t)� C) dt+ C
L2�L1

L2Z
L1

K (t; x) dt

= 1
L2�L1

L2Z
L1

K (t; x) (S 0(t)� C) dt; (3.4)
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où nous avons utilisé (3.3). Maintenant, appliquons la valeur absolue aux deux membres

de (3.4). On trouve :�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 1

L2�L1

L2R
L1
jK (t; x)j jS 0 (t)� Cj dt � 1

L2�L1 maxt2[L1;L2]
jS 0 (t)� Cj

L2R
L1
jK (t; x)j dt:

(3.5)

D�autre part, on a :

L2R
L1
jK (t; x)j dt =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
+
�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�2
if 
 �

L1+L2
2

�x
x�L1 ;�

�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
�
�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�2�
if 
 >

L1+L2
2

�x
x�L1 ;

(3.6)

et

max
t2[L1;L2]

jS 0 (t)� Cj � M�m
2
: (3.7)

En combinant (3.5)-(3.7), on obtient :�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����

�

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(M�m)
2(L2�L1)

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
+
�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�2�
if 
 �

L1+L2
2

�x
x�L1 ;

(M�m)
2(L2�L1)

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
�
�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�2�
if 
 >

L1+L2
2

�x
x�L1 :

Ainsi, la preuve est achevée.
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3.2.1 Discussion de quelques cas particuliers

Corollaire 3.1 Dans le Théorème 3.16, si l�on prend x = L1+L2
2
, on obtient l�inégalité

de type Simpson suivante :����� �
2(1+
)

S (L1) + 1+
��
1+


S
�L1+L2

2

�
+ �

2(1+
)
S (L2)� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� �2+(1+
��)2

4(1+
)2
(L2 � L1)L:

Corollaire 3.2 Dans le Corollaire 3.1, si l�on prend 
 = 0 et � = 7
15
, on obtient l�inéga-

lité de Simpson corrigée suivante :����� 130 �7S (L1) + 16S �L1+L22

�
+ 7S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 113
900
(L2 � L1)L:

Corollaire 3.3 Dans le Corollaire 3.1, si l�on prend 
 = 0 et � = 3
8
, on obtient l�inégalité

de Spline suivante :������ 116 �3S (L1) + 10S �L1+L22

�
+ 3S (L2)

��
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 17
128
(L2 � L1)L:

Corollaire 3.4 Dans le Théorème 3.16, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 14
39
et 
 = 2

13
, on

obtient l�inégalité de Boole suivante :�����7S(L1)+32S(L1+3L24 )+12S(L1+L22 )+32S( 3L1+L24 )+7S(L2)
90

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 239
3240

(L2 � L1)L:

Corollaire 3.5 Dans le Théorème 3.16, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 2
5
et 
 = 1

5
, on

obtient l�inégalité de Bullen-Simpson suivante :�����S(L1)+4S( 3L1+L24 )+2S(L1+L22 )+4S(L1+3L24 )+S(L2)
12

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 5
72
(L2 � L1)L:

Corollaire 3.6 Dans le Théorème 3.17, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 1
3
, on
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obtient l�inégalité de Maclaurin suivante :�����18 �3S �5L1+L26

�
+ 2S

�L1+L2
2

�
+ 3S

�L1+5L2
6

��
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 25(M�m)

576
(L2 � L1) :

Corollaire 3.7 Dans le Théorème 3.17, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 13
27
, on

obtient l�inégalité d�Euler-Maclaurin corrigée suivante :����� 180 �27S �5L1+L26

�
+ 26S

�L1+L2
2

�
+ 27S

�L1+5L2
6

��
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 2401(M�m)

57600
(L2 � L1) :

Corollaire 3.8 Dans le Théorème 3.17, si l�on prend x = L1+L2
2
, on obtient l�inégalité

de type Simpson suivante :����� �
2(1+
)

S (L1) + 1+
��
1+


S
�L1+L2

2

�
+ �

2(1+
)
S (L2)� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� (�2+(1+
��)2)(M�m)

8(1+
)2
(L2 � L1) :

Corollaire 3.9 Dans le Théorème 3.17, si l�on prend x = L1+L2
2
; � = 7

15
et 
 = 0, on

obtient l�inégalité de Simpson corrigée suivante :����� 130 �7S (L1) + 16S �L1+L22

�
+ 7S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 113(M�m)
1800

(L2 � L1) :

Corollaire 3.10 Dans le Théorème 3.17, si l�on prend x = L1+L2
2
; � = 3

8
et 
 = 0, on

obtient l�inégalité de spline suivante :������ 116 �3S (L1) + 10S �L1+L22

�
+ 3S (L2)

��
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 17(M�m)
256

(L2 � L1) :
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Corollaire 3.11 Dans le Théorème 3.17, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 14
39
et 
 = 2

13
, on

obtient l�inégalité de Boole suivante :�����7S(L1)+32S(L1+3L24 )+12S(L1+L22 )+32S( 3L1+L24 )+7S(L2)
90

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 239(M�m)

6480
(L2 � L1) :

Corollaire 3.12 Dans le Théorème 3.17, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 2
5
et 
 = 1

5
, on

obtient l�inégalité de Bullen-Simpson suivante :�����S(L1)+4S( 3L1+L24 )+2S(L1+L22 )+4S(L1+3L24 )+S(L2)
12

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 5(M�m)
144

(L2 � L1) :

3.2.2 Remarques

1/ Le Théorème 2.16 sera réduit au Théorème 3.1, si l�on prend x = L1+L2
2

et � = 0.

2/ Le Théorème 2.16 sera réduit au Théorème 3.4, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et

� = 1.

3/ Le Théorème 2.16 sera réduit au Théorème 3.6, si l�on prend � = 
 = 0.

4/ Le Théorème 2.16 sera réduit au Théorème 3.8, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et

� = 1
3
.

5/ Le Théorème 2.16 sera réduit au Théorème 3.10, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et

� = 1
2
.

6/ Le Théorème 2.16 sera réduit au Théorème 3.12, si l�on prend x = L1+L2
2

et 
 = 0.

7/ Le Théorème 2.16 sera réduit au Théorème 3.14, si l�on prend x = 2L1+L2
3

; 
 = 0

et � = 3
8
.

8/ Le Théorème 2.17 sera réduit au Théorème 3.2, si l�on prend x = L1+L2
2

et � = 0.

9/ Le Théorème 2.17 sera réduit au Théorème 3.5, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et

� = 1.

10/ Le Théorème 2.17 sera réduit au Théorème 3.7, si l�on prend � = 
 = 0.

11/ Le Théorème 2.17 sera réduit au Théorème 3.9, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et
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� = 1
3
.

12/ Le Théorème 2.17 sera réduit au Théorème 3.11, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0

et � = 1
2
.

13/ Le Théorème 2.17 sera réduit au Théorème 3.13, si l�on prend x = L1+L2
2

et 
 = 0.

14/ Le Théorème 2.17 sera réduit au Théorème 3.15, si l�on prend x = 2L1+L2
3

; 
 = 0

et � = 3
8
.
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Chapitre 4

Inégalités intégrales de type

Newton-Cotes pour les fonctions

dont les dérivées premières

appartiennent aux espaces Lp avec

p 2 [1;1]

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur la classe de fonctions dont les dérivées

premières résident dans l�espace Lp [a; b], où p 2 [1;1] ou simplement l�espace des fonc-

tions dont les dérivées sont p-intégrables. Nous donnons tout d�abord un bref rappel de

quelques notions utilisées dans ce chapitre.

4.0.3 Préliminaire

Considérons la fonction f : [a; b]! R.
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Dé�nition 4.1 ([30]) On dit que f est intégrable sur [a; b] où f 2 L1 [a; b], si

kfk1 =
bR
a

jf (x)j dx <1:

Dé�nition 4.2 ([30]) On dit que f est p-intégrable sur [a; b] où f 2 Lp [a; b], si

kfkp =
�
bR
a

jf (x)jp dx
� 1

p

<1:

Dé�nition 4.3 ([30]) On dit que f est essentiellement bornée sur [a; b] où f 2 L1 [a; b],

si

kfk1 = sup
x2[a;b]

jf (x)j <1:

Théorème 4.1 ([61]) Soit p; q � 1 tel que 1
p
+ 1

q
= 1. Si jf j 2 Lp [a; b] et jgj 2 Lq [a; b],

alors jfgj est intégrable sur [a; b] et on a :

bR
a

jf (x) g (x)j dx �
�
bR
a

jf (x)jp dx
� 1

p
�
bR
a

jg (x)jq dx
� 1

q

:

4.1 Quelques résultats connus

Les résultats suivants traitent des inégalités de type Newton-Cotes pour les fonctions

lipschitziennes et les fonctions bornées, ces dernières pouvant être facilement trouvées

dans la littérature.

4.1.1 Quadrature à un point

Inégalité du point milieu

Théorème 4.2 ([11]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 Lp [a; b], on a : ����f �a+b2 �� 1
b�a

bR
a

f (x) dx

���� � 1
2

�
b�a
1+q

� 1
q kf 0kp :
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Théorème 4.3 ([11]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :������f �a+b2 �� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � b�a
4
kf 0k1 ;

est satisfaite.

Théorème 4.4 ([11]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :

������f �a+b2 �� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
2
kf 0k1 ;

est satisfaite.

Inégalité d�Ostrowski

Théorème 4.5 ([11]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 Lp [a; b], alors l�inégalité suivante :

������f (x)� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
b�a

�
(x�a)q+1+(b�x)q+1

q+1

� 1
q kf 0kp ;

est satisfaite.

Théorème 4.6 ([11]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :������f (x)� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � (x�a)2+(b�x)2
2(b�a) kf 0k1 ;

est satisfaite.
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Théorème 4.7 ([11]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :

������f (x)� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ �
�
1
2
+
jx�a+b

2 j
b�a

�
kf 0k1 ;

est satisfaite.

4.1.2 Quadrature à deux points

Inégalité des trapèzes

Théorème 4.8 ([12]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 Lp [a; b], alors l�inégalité suivante :

������f(a)+f(b)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
2

�
b�a
1+q

� 1
q kf 0kp ;

est satisfaite.

Théorème 4.9 ([12]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :������f(a)+f(b)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b�a)
4
kf 0k1 ;

est satisfaite.

Théorème 4.10 ([12]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :

������f(a)+f(b)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
2
kf 0k1 ;
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est satisfaite.

Inégalité d�Ostrowski à deux points (Companaion Ostrowski)

Théorème 4.11 ([27]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 Lp [a; b], alors l�inégalité suivante :

����f(x)+f(a+b�x)2
� 1

b�a

bR
a

f (x) dx

���� � �2(b�a)q+1

� 1
q

��
x�a
b�a
�q+1

+
�

a+b
2
�x

b�a

�q+1� 1
q

kf 0kp ;

est satisfaite.

Théorème 4.12 ([27]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :����f(x)+f(a+b�x)2
� 1

b�a

bR
a

f (x) dx

���� � (b� a)�1
8
+ 2

�
x� 3a+b

4

b�a

�2�
kf 0k1 ;

est satisfaite.

Théorème 4.13 ([27]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :

����f(x)+f(a+b�x)2
� 1

b�a

bR
a

f (x) dx

���� � �14 + ���x� 3a+b
4

b�a

���� kf 0k1 ;
est satisfaite.

4.1.3 Quadrature à trois points

Inégalité de 1
8
-Simpson

Théorème 4.14 ([20]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bR
a

f (x) dx

���� � 5(b�a)
36

kf 0k1 ;
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est satisfaite.

Théorème 4.15 ([20]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 Lp [a; b], alors l�inégalité suivante :

����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bR
a

f (x) dx

���� � (b�a)
1
q

6

�
2q+1+1
3(q+1)

� 1
q kf 0kp ;

est satisfaite.

Théorème 4.16 ([20]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :

������16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � b�a
3
kf 0k1 ;

est satisfaite.

Inégalité de Bullen

Théorème 4.17 ([3]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :������14 �f (a) + 2f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � b�a
8
kf 0k1 ;

est satisfaite.

Théorème 4.18 ([3]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 Lp [a; b], alors l�inégalité suivante :

������14 �f (a) + 2f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1
4

�
b�a
q+1

� 1
q kf 0kp ;

est satisfaite.
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Inégalité paramétrique à trois points

Théorème 4.19 ([3]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :�������2f (a) + (1� �) f �a+b2 �+ �
2
f (b)� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � �2+(1��)2
4

(b� a) kf 0k1 ;

est satisfaite.

Théorème 4.20 ([3]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

2 Lp [a; b], alors l�inégalité suivante :

�������2f (a) + (1� �) f �a+b2 �+ �
2
f (b)� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b�a)
1
q

2

�
�q+1+(1��)q+1

q+1

� 1
q kf 0kp ;

est satisfaite.

4.1.4 Quadrature à quatre points

Inégalité de 3
8
-Simpson

Théorème 4.21 ([30]) Soit f : [a; b] ! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si

f 0 2 L1 [a; b], alors l�inégalité suivante :������18 �f (a) + 3f �2a+b3 �+ 3f �a+2b3 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������
� 25

288
(b� a) kf 0k1 ;

est satisfaite.

Théorème 4.22 ([3]) Soit f : [a; b]! R une application di¤érentiable dans [a; b]. Si f 0

44



2 Lp [a; b], alors l�inégalité suivante :

������18 �f (a) + 3f �2a+b3 �+ 3f �a+2b3 �+ f (b)�� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������
�

�
2(b�a)
q+1

� 1
q
�
3q+1+4q+1+5q+1

24q+1

� 1
q kf 0kp ;

est satisfaite.

4.1.5 Nouveaux résultats

Les résultats de cette section s�appuient également sur l�identité du Lemme 2.2. Elle

comporte trois théorèmes. Dans le premier théorème, nous nous intéresserons au cas où

S 0 2 Lp [L1;L2], le deuxième théorème traitera le cas où S 0 2 L1 [L1;L2], et dans le

troisième théorème, nous discuterons le cas où S 0 2 L1 [L1;L2].

Théorème 4.23 Soit S : [L1;L2]! R une application absolument continue sur [L1;L2].

Si S 0 appartient à Lp [L1;L2], alors on a :������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
�

8>>><>>>:
2
1
q

(1+q)
1
q (L2�L1)

�

�

�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�q+1� 1
q

kS 0kp if 
 >
L1+L2

2
�x

x�L1 ;

2
1
q

(1+q)
1
q (L2�L1)

�

 +

�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�q+1� 1
q

kS 0kp if 
 �
L1+L2

2
�x

x�L1 ;

où


 = �q+1+(1+
��)q+1

(1+
)q+1
(x� L1)q+1 + 
q+1

2q+1(1+
)q+1
(L2 � L1)q+1 ;

�; 
 2 [0; 1] et x 2
�
L1; L1+L22

�
.
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Preuve. En prenant la valeur absolue aux deux côtés de (2.3) puis en utilisant l�in-

égalité de Hölder, nous obtenons :�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� (4.1)

� 1
L2�L1

L2R
L1
jK (t; x)j jS 0 (t)j dt

� 1
L2�L1

 
L2R
L1
jK (t; x)jq dt

! 1
q
 
L2R
L1
jS 0 (t)jp dt

! 1
p

� 1
L2�L1

0@ xR
L1

���t� (1+
)L1+�(x�L1)
1+


���q dt+ L1+L2
2R
x

���t� (1+2
)L1+L2
2(1+
)

���q dt
+

L1+L2�xR
L1+L2

2

���t� L1+(1+2
)L2
2(1+
)

���q dt+ L2R
L1+L2�x

���t� (1+
)L2��(x�L1)
1+


���q dt
1A 1

q

kS 0kp :

Deux cas se présentent. Si 
 >
L1+L2

2
�x

x�L1 , alors (4.1) donne :

�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 1

L2�L1

0@ (1+
)L1+�(x�L1)
1+
R
L1

�
(1+
)L1+�(x�L1)

1+

� t
�q
dt

+
xR

(1+
)L1+�(x�L1)
1+


�
t� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�q
dt

+

L1+L2
2R
x

�
t� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�q
dt+

L1+L2�xR
L1+L2

2

�
L1+(1+2
)L2

2(1+
)
� t
�q
dt

+

(1+
)L2��(x�L1)
1+
R

L1+L2�x

�
(1+
)L2��(x�L1)

1+

� t
�q
dt

+
L2R

(1+
)L2��(x�L1)
1+


�
t� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�q
dt

1A 1
q

kS 0kp
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= 2
1
q

(1+q)
1
q (L2�L1)

��
�(x�L1)
1+


�q+1
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�q+1
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�q+1
�
�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�q+1� 1
q

kS 0kp : (4.2)

Dans le cas où 
 �
L1+L2

2
�x

x�L1 , alors (4.1) donne :

�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 1

L2�L1

0@ (1+
)L1+�(x�L1)
1+
R
L1

�
(1+
)L1+�(x�L1)

1+

� t
�q
dt

+
xR

(1+
)L1+�(x�L1)
1+


�
t� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�q
dt

+

(1+2
)L1+L2
2(1+
)R
x

�
(1+2
)L1+L2

2(1+
)
� t
�q
dt+

L1+L2
2R

(1+2
)L1+L2
2(1+
)

�
t� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�q
dt

+

L1+(1+2
)L2
2(1+
)R
L1+L2

2

�
L1+(1+2
)L2

2(1+
)
� t
�q
dt+

L1+L2�xR
L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
t� L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�q
dt

+

(1+
)L2��(x�L1)
1+
R

L1+L2�x

�
(1+
)L2��(x�L1)

1+

� t
�q
dt

+
L2R

(1+
)L2��(x�L1)
1+


�
t� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�q
dt

1A 1
q

kS 0kp

= 2
1
q

(1+q)
1
q (L2�L1)

��
�(x�L1)
1+


�q+1
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�q+1
+
�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�q+1
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�q+1� 1
q

kS 0kp : (4.3)

Le résultat souhaité découle de (4.2) et (4.3). La démonstration est ainsi terminée.

Théorème 4.24 Soit S : [L1;L2]! R une application absolument continue sur [L1;L2].
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Si S 0 appartient à L1 [L1;L2], alors on a :�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
�

8>><>>:
1

L2�L1

�
��

�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�2�
kS 0k1 if 
 >

L1+L2
2

�x
x�L1 ;

1
L2�L1

�
� +

�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�2�
kS 0k1 if 
 �

L1+L2
2

�x
x�L1 ;

où

� = �2+(1+
��)2

(1+
)2
(x� L1)2 + 
2

4(1+
)2
(L2 � L1)2 ;

�; 
 2 [0; 1] et x 2
�
L1; L1+L22

�
.

Preuve. En prenant la valeur absolue aux deux côtés de (2.3), et en utilisant le fait

que jS 0j est bornée, on a :�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� (4.4)

� 1
L2�L1

L2R
L1
jK (t; x)j jS 0 (t)j dt � 1

L2�L1 kS
0k1

L2R
L1
jK (t; x)j dt

= 1
L2�L1

0@ xR
L1

���t� (1+
)L1+�(x�L1)
1+


��� dt+ L1+L2
2R
x

���t� (1+2
)L1+L2
2(1+
)

��� dt
+

L1+L2�xR
L1+L2

2

���t� L1+(1+2
)L2
2(1+
)

��� dt+ L2R
L1+L2�x

���t� (1+
)L2��(x�L1)
1+


��� dt
1A kS 0k1 :

Nous distinguons deux cas. Si 
 >
L1+L2

2
�x

x�L1 , alors (4.4) donne :

�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 1

L2�L1

0@ (1+
)L1+�(x�L1)
1+
R
L1

�
(1+
)L1+�(x�L1)

1+

� t
�
dt
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+
xR

(1+
)L1+�(x�L1)
1+


�
t� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
dt

+

L1+L2
2R
x

�
t� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�
dt+

L1+L2�xR
L1+L2

2

�
L1+(1+2
)L2

2(1+
)
� t
�
dt

+

(1+
)L2��(x�L1)
1+
R

L1+L2�x

�
(1+
)L2��(x�L1)

1+

� t
�
dt

+
L2R

(1+
)L2��(x�L1)
1+


�
t� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
dt

1A kS 0k1
= 1

L2�L1

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2
�
�
(1+2
)(x�L1)�(L2�x)

2(1+
)

�2�
kS 0k1 : (4.5)

Et pour 
 �
L1+L2

2
�x

x�L1 , de (4.4) on obtient :

�����C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 1

L2�L1

0@ (1+
)L1+�(x�L1)
1+
R
L1

�
(1+
)L1+�(x�L1)

1+

� t
�
dt

+
xR

(1+
)L1+�(x�L1)
1+


�
t� (1+
)L1+�(x�L1)

1+


�
dt

+

(1+2
)L1+L2
2(1+
)R
x

�
(1+2
)L1+L2

2(1+
)
� t
�
dt+

L1+L2
2R

(1+2
)L1+L2
2(1+
)

�
t� (1+2
)L1+L2

2(1+
)

�
dt

+

L1+(1+2
)L2
2(1+
)R
L1+L2

2

�
L1+(1+2
)L2

2(1+
)
� t
�
dt+

L1+L2�xR
L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
t� L1+(1+2
)L2

2(1+
)

�
dt

+

(1+
)L2��(x�L1)
1+
R

L1+L2�x

�
(1+
)L2��(x�L1)

1+

� t
�
dt

+
L2R

(1+
)L2��(x�L1)
1+


�
t� (1+
)L2��(x�L1)

1+


�
dt

1A kS 0k1
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= 1
L2�L1

��
�(x�L1)
1+


�2
+
�
(1+
��)(x�L1)

1+


�2
+
�
L2�x�(1+2
)(x�L1)

2(1+
)

�2
+
�

(L2�L1)
2(1+
)

�2�
kS 0k1 : (4.6)

Le résultat souhaité découle de (4.5) et (4.6). La preuve est terminée.

Théorème 4.25 Soit S : [L1;L2] ! R une application continûment di¤érentiable sur

[L1;L2]. Si S 0 2 L1 [L1;L2], alors on a :������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� max

n
(1+
��)
1+


�
x�L1
L2�L1

�
; �
1+


�
x�L1
L2�L1

�
;
��� (1+2
)(x�L1)�(L2�x)2(1+
)(L2�L1)

��� ; 

2(1+
)

o
kS 0k1 ;

où �; 
 2 [0; 1] et x 2
�
L1; L1+L22

�
.

Preuve. En utilisant la valeur absolue aux deux côtés de (2.3), on a :

������C�;
 (L1; x;L2;S)� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� 1

L2�L1

L2Z
L1

jK (t; x)j jS 0 (t)j dt

� 1
L2�L1

0B@ xZ
L1

���t� (1+
)L1+�(x�L1)
1+


��� jS 0 (t)j dt+
L1+L2

2Z
x

���t� (1+2
)L1+L2
2(1+
)

��� jS 0 (t)j dt

+

L1+L2�xZ
L1+L2

2

���t� L1+(1+2
)L2
2(1+
)

��� jS 0 (t)j dt+ L2Z
L1+L2�x

���t� (1+
)L2��(x�L1)
1+


��� jS 0 (t)j dt
1CCA
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� 1
L2�L1

0BB@maxn (1+
��)(x�L1)1+

; �(x�L1)

1+


o0BB@
xZ
L1

jS 0 (t)j dt
L2Z

(1+
)L2��(x�L1)
1+


jS 0 (t)j dt

1CCA

+ max
n��� (1+2
)(x�L1)�(L2�x)2(1+
)

��� ; 
(L2�L1)2(1+
)

o0BB@
L1+L2

2Z
x

jS 0 (t)j dt+
L1+L2�xZ
L1+L2

2

jS 0 (t)j dt

1CCA
1CCA

� 1
L2�L1 max

n
(1+
��)(x�L1)

1+

; �(x�L1)

1+

;
��� (1+2
)(x�L1)�(L2�x)2(1+
)

��� ; 
(L2�L1)2(1+
)

o

�

0BB@
xZ
L1

jS 0 (t)j dt+

L1+L2
2Z
x

jS 0 (t)j dt+
L1+L2�xZ
L1+L2

2

jS 0 (t)j dt+
L2Z

(1+
)L2��(x�L1)
1+


jS 0 (t)j dt

1CCA
� 1

L2�L1 max
n
(1+
��)(x�L1)

1+

; �(x�L1)

1+

;
��� (1+2
)(x�L1)�(L2�x)2(1+
)

��� ; 
(L2�L1)2(1+
)

o
kS 0k1 :

La preuve est ainsi achevée.

4.1.6 Discussion de quelques cas particuliers

Corollaire 4.1 Dans le Théorème 4.23, si l�on prend x = L1+L2
2
, on obtient l�inégalité

de type Simpson suivante :����� �
2(1+
)

S (L1) + 1+
��
1+


S
�L1+L2

2

�
+ �

2(1+
)
S (L2)� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 1

2

�
�q+1+(1+
��)q+1

(1+
)q+1

� 1
q
�
L2�L1
1+q

� 1
q kS 0kp :

Corollaire 4.2 Dans le Théorème 4.23, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et � = 7

15
, on

obtient l�inégalité de Simpson corrigée suivante :����� 130 �7S (L1) + 16S �L1+L22

�
+ 7S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
�

�
7q+1+8q+1

30q+1

� 1
q
�
2(L2�L1)
1+q

� 1
q kS 0kp :
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Corollaire 4.3 Dans le Théorème 4.23, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et � = 3

8
, on

obtient l�inégalité de spline suivante :����� 116 �3S (L1) + 10S �L1+L22

�
+ 3S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
�

�
3q+1+5q+1

16q+1

� 1
q
�
2(L2�L1)
1+q

� 1
q kS 0kp :

Corollaire 4.4 Dans le Théorème 4.23, si l�on prend x = 3L1+L2
4

, on obtient l�inégalité

de type Newton-Cotes à 5-point suivante :������S(L1)+(2��)S( 3L1+L24 )+4
S(L1+L22 )+(2��)S(L1+4L24 )+�S(L2)
4(1+
)

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
�

�
�q+1+(1+
��)q+1+2q+1
q+1+(1�
)q+1

4q+1(1+
)q+1

� 1
q
�
2(L2�L1)
1+q

� 1
q kS 0kp :

Corollaire 4.5 Dans le Théorème 4.23, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 2
5
et 
 = 1

5
, on

obtient l�inégalité de Bullen-Simpson suivante :�����S(L1)+4S( 3L1+L24 )+2S(L1+L22 )+4S(L1+3L24 )+S(L2)
12

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
�

�
1+2q+1

12q+1

� 1
q
�
4(L2�L1)
1+q

� 1
q kS 0kp :

Corollaire 4.6 Dans le Théorème 4.23, si l�on prend x = 2L1+L2
3

, on obtient l�inégalité

de type Newton-Cotes à 5-point suivante :�����2�S(L1)+(3�2�)S( 2L1+L23 )+6
S(L1+L22 )+(3�2�)S(L1+2L23 )+2�S(L2)
6(1+
)

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
�

8><>:
�
2q+1�q+1+2q+1(1+
��)q+1+3q+1
q+1�(2
�1)q+1

6q+1(1+
)q+1

� 1
q
�
2(L2�L1)
1+q

� 1
q kS 0kp if 
 > 1

2
;�

2q+1�q+1+2q+1(1+
��)q+1+3q+1
q+1+(1�2
)q+1

6q+1(1+
)q+1

� 1
q
�
2(L2�L1)
1+q

� 1
q kS 0kp if 
 � 1

2
:

Corollaire 4.7 Dans le Théorème 4.23, si l�on prend x = 5L1+L2
6

, on obtient l�inégalité
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de type Newton-Cotes à 5-point suivante :������S(L1)+(3��)S( 5L1+L26 )+6
S(L1+L22 )+(3��)S(L1+5L26 )+�S(L2)
6(1+
)

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
�

�
�q+1+(1+
��)q+1+3q+1
q+1+(2�
)q+1

6q+1(1+
)q+1

� 1
q
�
2(L2�L1)
1+q

� 1
q kS 0kp :

Corollaire 4.8 Dans le Théorème 4.23, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 13
27
, on

obtient l�inégalité d�Euler-Maclaurin corrigée suivante :����� 180 �27S �5L1+L26

�
+ 26S

�L1+L2
2

�
+ 27S

�L1+5L2
6

��
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
�

�
39q+1+40q+1+41q+1

240q+1

� 1
q
�
2(L2�L1)
1+q

� 1
q kS 0kp :

Corollaire 4.9 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = L1+L2
2
, on obtient l�inégalité

de type Simpson suivante :����� �
2(1+
)

S (L1) + 1+
��
1+


S
�L1+L2

2

�
+ �

2(1+
)
S (L2)� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� (�2+(1+
��)2)(L2�L1)

4(1+
)2
kS 0k1 :

Corollaire 4.10 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et � = 7

15
, on

obtient l�inégalité de Simpson corrigée suivante :����� 130 �7S (L1) + 16S �L1+L22

�
+ 7S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 113(L2�L1)
900

kS 0k1 :

Corollaire 4.11 Dans le Théorème 4.24, si on prend 
 = 0 et � = 3
8
, on obtient l�in-

égalité de spline suivante :����� 116 �3S (L1) + 10S �L1+L22

�
+ 3S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 17(L2�L1)
128

kS 0k1 :
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Corollaire 4.12 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = 3L1+L2
4

, on obtient l�inégalité

de type Newton-Cotes à 5-point suivante :������S(L1)+(2��)S( 3L1+L24 )+4
S(L1+L22 )+(2��)S(L1+4L24 )+�S(L2)
4(1+
)

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� (�2+(1+
��)2+4
2+(1�
)2)(L2�L1)

16(1+
)2
kS 0k1 :

Corollaire 4.13 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 14
39
et 
 = 2

13
, on

obtient l�inégalité de Boole suivante :�����7S(L1)+32S(L1+3L24 )+12S(L1+L22 )+32S( 3L1+L24 )+7S(L2)
90

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

�����
� 239(L2�L1)

3240
kS 0k1 :

Corollaire 4.14 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 2
5
et 
 = 1

5
, on

obtient l�inégalité de Bullen-Simpson suivante :�����S(L1)+4S( 3L1+L24 )+2S(L1+L22 )+4S(L1+3L24 )+S(L2)
12

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 5(L2�L1)
72

kS 0k1 :

Corollaire 4.15 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = 2L1+L2
3

, on obtient l�inégalité

de type Newton-Cotes à 5-point suivante :������2�S(L1)+(3�2�)S(
2L1+L2

3 )+6
S(L1+L22 )+(3�2�)S(L1+2L23 )+2�S(L2)
6(1+
)

� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
�

8<:
(4�2+4(1+
��)2+9
2�(2
�1)2)(L2�L1)

36(1+
)2
kS 0k1 if 
 > 1

2
;

(4�2+4(1+
��)2+9
2+(1�2
)2)(L2�L1)
36(1+
)2

kS 0k1 if 
 � 1
2
:

Corollaire 4.16 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = 5L1+L2
6

, on obtient l�inégalité
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de type Newton-Cotes à 5-point suivante :�������S(L1)+(3��)S(
5L1+L2

6 )+6
S(L1+L22 )+(3��)S(L1+5L26 )+�S(L2)
6(1+
)

� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� (�2+(1+
��)2+9
2+(2�
)2)(L2�L1)

36(1+
)2
kS 0k1 :

Corollaire 4.17 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 1
3
, on

obtient l�inégalité de Maclaurin suivante :������18 �3S �5L1+L26

�
+ 2S

�L1+L2
2

�
+ 3S

�L1+5L2
6

��
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� 25(L2�L1)

288
kS 0k1 :

Corollaire 4.18 Dans le Théorème 4.24, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 13
27
, on

obtient l�inégalité d�Euler-Maclaurin corrigée suivante :������ 180 �27S �5L1+L26

�
+ 26S

�L1+L2
2

�
+ 27S

�L1+5L2
6

��
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� 2401(L2�L1)

28800
kS 0k1 :

Corollaire 4.19 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = L1+L2
2
, on obtient l�inégalité

de type Simpson suivante :������ �
2(1+
)

S (L1) + 1+
��
1+


S
�L1+L2

2

�
+ �

2(1+
)
S (L2)� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� 1

2
max

n
1+
��
1+


; �
1+

; 

1+


o
kS 0k1 :

Corollaire 4.20 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = L1+L2
2

et 
 = 0, on obtient
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l�inégalité de type Simpson suivante :�������2S (L1) + (1� �)S �L1+L22

�
+ �

2
S (L2)� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� 1

2
max f1� �; �g kS 0k1 =

1+j1�2�j
4

kS 0k1 :

Corollaire 4.21 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et � = 1

2
, on

obtient l�inégalité de Bullen suivante :������12
�
S(L1)+S(L2)

2
+ S

�L1+L2
2

��
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 1
4
kS 0k1 :

Corollaire 4.22 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et � = 7

15
, on

obtient l�inégalité de Simpson corrigée suivante :������ 130 �7S (L1) + 16S �L1+L22

�
+ 7S (L2)

�
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 1
60
kS 0k1 :

Corollaire 4.23 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = L1+L2
2
; 
 = 0 et � = 3

8
, on

obtient l�inégalité de spline suivante :������� 116 �3S (L1) + 10S �L1+L22

�
+ 3S (L2)

��
� 1

L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 5
16
kS 0k1 :

Corollaire 4.24 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = 3L1+L2
4

, on obtient l�inégalité

de type Newton-Cotes à 5-point suivante :�������S(L1)+(2��)S(
3L1+L2

4 )+4
S(L1+L22 )+(2��)S(L1+4L24 )+�S(L2)
4(1+
)

� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� max

n
(1+
��)
4(1+
)

; �
4(1+
)

; 1�

4(1+
)

; 

2(1+
)

o
kS 0k1 :
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Corollaire 4.25 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 14
39
et 
 = 2

13
, on

obtient l�inégalité de Boole suivante :�����7S(L1)+32S(L1+3L24 )+12S(L1+L22 )+32S( 3L1+L24 )+7S(L2)
90

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 11
60
kS 0k1 :

Corollaire 4.26 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = 3L1+L2
4

; � = 2
5
et 
 = 1

5
, on

obtient l�inégalité de Bullen-Simpson suivante :�����S(L1)+4S( 3L1+L24 )+2S(L1+L22 )+4S(L1+3L24 )+S(L2)
12

� 1
L2�L1

L2R
L1
S (u) du

����� � 1
6
kS 0k1 :

Corollaire 4.27 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = 2L1+L2
3

, on obtient l�inégalité

de type Newton-Cotes à 5-point suivante :������2�S(L1)+(3�2�)S(
2L1+L2

3 )+6
S(L1+L22 )+(3�2�)S(L1+2L23 )+2�S(L2)
6(1+
)

� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������
� max

n
1+
��
3(1+
)

; �
3(1+
)

; j2
�1j
6(1+
)

; 

2(1+
)

o
kS 0k1 :

Corollaire 4.28 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 1
3
on

obtient l�inégalité de Maclaurin suivante :������3S(
5L1+L2

6 )+2S(L1+L22 )+3S(L1+5L26 )
8

� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 5
24
kS 0k1 :

Corollaire 4.29 Dans le Théorème 4.25, si l�on prend x = 5L1+L2
6

; � = 0 et 
 = 13
27
, on

obtient l�inégalité d�Euler-Maclaurin suivante :������27S(
5L1+L2

6 )+26S(L1+L22 )+27S(L1+5L26 )
80

� 1
L2�L1

L2Z
L1

S (u) du

������ � 41
240
kS 0k1 :
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Chapitre 5

Inégalités intégrales de type

Newton-Cotes pour les fonctions

dont les dérivées premières sont

s-convexes étendus

Dans ce chapitre nous allons étudier les inégalités intégrales de type Newton-Cotes

faisant intervenir au plus cinq points, dont les dérivées premières sont s-convexes éten-

dues.

5.1 Préliminaire

Nous allons rappeler quelques classes de convexité classique, puis nous donnerons une

variante de l�inégalité de Hölder.

Dé�nition 5.1 ([56]) Un ensemble I � R est dit convexe si pour tout x; y 2 I et pour

tout t 2 [0; 1], si

tx+ (1� t) y 2 I:
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Dé�nition 5.2 ([56]) Une fonction f : I ! R est dite convexe, si

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f(y);

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 5.3 ([18]) Une fonction f : I ! R est dite P -fonction, si

f (tx+ (1� t) y) � f (x) + f(y);

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

Dé�nition 5.4 ([32]) Une fonction positive f : I ! R est dite fonction de Godunova-

Levin ou Q-fonction, si

f (tx+ (1� t) y) � f(x)
t
+ f(y)

1�t ;

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 (0; 1).

Dé�nition 5.5 ([29]) Une fonction positive f : I ! R est dite fonction s-Godunova-

Levin, où s 2 [0; 1], si

f (tx+ (1� t) y) � f(x)
ts
+ f(y)

(1�t)s ;

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 (0; 1).

Dé�nition 5.6 ([9]) Une fonction positive f : I � [0;1) ! R est dite s-convexe au

second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y);

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

Dé�nition 5.7 ([61]) Une fonction positive f : I � [0;1) ! R est dite s-convexe
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étendue pour un certain nombre �xé s 2 [�1; 1], si

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y);

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 (0; 1).

Théorème 5.1 ([55]) Soit q � 1. Si jf j 2 L1 [a; b] et jf (x)j
1
q jg (x)j 2 Lq [a; b], alors

jfgj est intégrable sur [a; b] et on a

R b
a
jf (x) g (x)j dx �

�R b
a
jf (x)j dx

�1� 1
q
�R b

a
jf (x)j jg (x)jq dx

� 1
q
:

Les résultats concernant cette classe de fonctions étant massivement abondants, nous

ne citerons pas les résultats déjà établis et nous ne discuterons pas les cas particu-

liers. Nous nous abstiendrons seulement de discuter nos nouveaux résultats qui sont

soumis pour une éventuelle publication. Nous invitons toutefois les lecteurs à consulter

[4-8; 10; 13-16; 34; 38-60; 63; 64].

5.1.1 Nouveaux résultats

Lemme 5.1 Soit S : I � R ! R une fonction di¤érentiable sur I�, #1; #2 2 I� avec

#1 < #2 et S 0 2 L1 [#1; #2], alors l�équation suivante est véri�ée pour tout �; 
 2 [0; 1] et

x 2
�
#1;

#1+#2
2

�
Q (#1; x; #2;S)� 1

#2�#1

#2R
#1

S (u) du

= (x�#1)2
#2�#1

1R
0

�
h� �

1+


�
S 0 ((1� h)#1 + hx) dh

+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

1R
0

�
h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�
S 0
�
(1� h)x+ h#1+#2

2

�
dh

+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

1R
0

�
h� 
(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�
S 0
�
(1� h) #1+#2

2
+ h (#1 + #2 � x)

�
dh

+ (x�#1)2
#2�#1

1R
0

�
h� 1+
��

1+


�
S 0 (((1� h) (#1 + #2 � x) + h#2)) dh;
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où

Q (#1; x; #2;S) = �(x�#1)
(1+
)(#2�#1)S (#1) +

(#2�#1)�2�(x�#1)
2(1+
)(#2�#1) S (x) +



1+

S
�
#1+#2
2

�
+ (#2�#1)�2�(x�#1)

2(1+
)(#2�#1) S (#1 + #2 � x) +
�(x�#1)

(1+
)(#2�#1)S (#2) :

Preuve. Soit

I = (x�#1)2
#2�#1 I1 +

(#1+#2�2x)2
4(#2�#1) I2 +

(#1+#2�2x)2
4(#2�#1) I3 +

(x�#1)2
#2�#1 I4; (5.1)

où

I1 =

1Z
0

�
h� �

1+


�
S 0 ((1� h)#1 + hx) dh;

I2 =

1Z
0

�
h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�
S 0
�
(1� h)x+ h#1+#2

2

�
dh;

I3 =

1Z
0

�
h� 
(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�
S 0
�
(1� h) #1+#2

2
+ h (#1 + #2 � x)

�
dh;

I4 =

1Z
0

�
h� 1+
��

1+


�
S 0 (((1� h) (#1 + #2 � x) + h#2)) dh:

Par le biais de l�intégration par partie, I1 donne :

I1 = 1
x�#1

�
h� �

1+


�
S ((1� h)#1 + hx)

���1
0
� 1

x�#1

1Z
0

S ((1� h)#1 + hx) dh

= 1+
��
(1+
)(x�#1)S (x) +

�
(1+
)(x�#1)S (#1)�

1
x�#1

1Z
0

S ((1� h)#1 + hx) dh

= �
(1+
)(x�#1)S (#1) +

1+
��
(1+
)(x�#1)S (x)�

1
(x�#1)2

xZ
#1

S (u) du: (5.2)
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De manière similaire, on trouve :

I2 = 2
#1+#2�2x

�
h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�
S
�
(1� h)x+ h#1+#2

2

����1
0

� 2
#1+#2�2x

1Z
0

S
�
(1� h)x+ h#1+#2

2

�
dh

= 2
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)2

S
�
#1+#2
2

�
+ 2(#2�x)�2(1+2
)(x�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)2
S (x)

� 4
(#1+#2�2x)2

#1+#2
2Z
x

S (u) du; (5.3)

I3 = 2
#1+#2�2x

�
h� 
(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�
S
�
(1� h) #1+#2

2
+ h (#1 + #2 � x)

����1
0

� 2
#1+#2�2x

1Z
0

S
�
(1� h) #1+#2

2
+ h (#1 + #2 � x)

�
dt

= 2(#2�x)�2(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)2

S (#1 + #2 � x) + 2
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)2

S
�
#1+#2
2

�
� 4
(#1+#2�2x)2

#1+#2�xZ
#1+#2

2

S (u) du (5.4)

et

I4 = 1
x�#1

�
h� 1+
��

1+


�
S (((1� h) (#1 + #2 � x) + h#2))

���1
0

� 1
x�#1

1Z
0

S (((1� h) (#1 + #2 � x) + h#2)) dh

= �
(1+
)(x�#1)S (#2) +

1+
��
(1+
)(x�#1)S (#1 + #2 � x)

� 1
(x�#1)2

#2Z
#1+#2�x

S (u) du: (5.5)

En substituant (5.2)-(5.5) dans (5.1), on aboutit au résultat désiré.
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Théorème 5.2 Soit S : I � R+ ! R une fonction di¤érentiable sur I�, #1; #2 2 I� avec

#1 < #2 et S 0 2 L1 [#1; #2]. Si jS 0j est s-convexe étendue sur [#1; #2], alors on a :������Q (#1; x; #2;S)� 1
#2�#1

#2Z
#1

S (u) du

������
� (x�#1)2

#2�#1

��
�(s+2)�(1+
)
(1+
)(s+1)(s+2)

+ 2
(s+1)(s+2)

�
1+
��
1+


�s+2�
(jS 0 (#1)j+ jS 0 (#2)j)

+

�
(1+
��)(s+1)��
(1+
)(s+1)(s+2)

+ 2
(s+1)(s+2)

�
�
1+


�s+2�
(jS 0 (x)j+ jS 0 (#1 + #2 � x)j)

�
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1) (Ns;
 (x; #1; #2) (jS 0 (x)j+ jS 0 (#1 + #2 � x)j)

+ 2Ms;
 (x; #1; #2)
��S 0 �#1+#2

2

���� ;
où x 2

�
#1;

#1+#2
2

�
; �; 
 2 [0; 1] et s 2 (�1; 1] et Ns;
 (x; #1; #2) et Ms;
 (x; #1; #2) sont

donnés par (5.8) et (5.9), respectivement.

Preuve. En utilisant le Lemme 5.1, la valeur absolue et la s-convexité étendu de jS 0j,

on a : �����Q (#1; x; #2;S)� 1
#2�#1

#2R
#1

S (u) du
�����

� (x�#1)2
#2�#1

1R
0

���h� �
1+


��� jS 0 ((1� h)#1 + hx)j dh
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1)

1R
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� ��S 0 �(1� h)x+ h#1+#22

��� dh
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1)

1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���
�
��S 0 �(1� h) #1+#2

2
+ h (#1 + #2 � x)

��� dh
+ (x�#1)2

#2�#1

1R
0

���h� 1+
��
1+


��� jS 0 (((1� h) (#1 + #2 � x) + h#2))j dh
� (x�#1)2

#2�#1

1R
0

���h� �
1+


��� ((1� h)s jS 0 (#1)j+ hs jS 0 (x)j) dh
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1)

1Z
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� �(1� h)s jS 0 (x)j+ hs ��S 0 �#1+#22

���� dh
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+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

1Z
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���
�
�
(1� h)s

��S 0 �#1+#2
2

���+ hs jS 0 (#1 + #2 � x)j� dh
+ (x�#1)2

#2�#1

1Z
0

���h� 1+
��
1+


��� ((1� h)s jS 0 (#1 + #2 � x)j+ hs jS 0 (#2)j) dh
= (x�#1)2

#2�#1

0@jS 0 (#1)j 1Z
0

���h� �
1+


��� (1� h)s dh+ jS 0 (x)j 1Z
0

���h� �
1+


���hsdh
1A

+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

0@jS 0 (x)j 1Z
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� (1� h)s dh
+
��S 0 �#1+#2

2

��� 1Z
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���hsdh
1A

+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

0@��S 0 �#1+#2
2

��� 1Z
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� (1� h)s dh
+ jS 0 (#1 + #2 � x)j

1Z
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���hsdh
1A

+ (x�#1)2
#2�#1

0@jS 0 (#1 + #2 � x)j 1Z
0

���h� 1+
��
1+


��� (1� h)s dh
+ jS 0 (#2)j

1Z
0

���h� 1+
��
1+


���hsdh
1A

= (x�#1)2
#2�#1

��
�(s+2)�(1+
)
(1+
)(s+1)(s+2)

+ 2
(s+1)(s+2)

�
1+
��
1+


�s+2�
(jS 0 (#1)j+ jS 0 (#2)j)

+

�
(1+
��)(s+1)��
(1+
)(s+1)(s+2)

+ 2
(s+1)(s+2)

�
�
1+


�s+2�
(jS 0 (x)j+ jS 0 (#1 + #2 � x)j)

�
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1) (Ns;
 (x; #1; #2) (jS 0 (x)j+ jS 0 (#1 + #2 � x)j)

+ 2Ms;
 (x; #1; #2)
��S 0 �#1+#2

2

���� ;
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où nous avons utilisé

L1 (s; �; 
) =

1Z
0

���h� �
1+


��� (1� h)s dh = 1Z
0

���h� 1+
��
1+


���hsdh
= �(s+2)�(1+
)

(1+
)(s+1)(s+2)
+ 2

(s+1)(s+2)

�
1+
��
1+


�s+2
; (5.6)

L2 (s; �; 
) =

1Z
0

���h� �
1+


���hsdh = 1Z
0

���h� 1+
��
1+


��� (1� h)s dh
= (1+
��)(s+1)��

(1+
)(s+1)(s+2)
+ 2

(s+1)(s+2)

�
�
1+


�s+2
; (5.7)

Ns;
 (x; #1; #2) =

1Z
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� (1� h)s dh (5.8)

=

1Z
0

��� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x) � h

���hsdh

=

8>>><>>>:
(s+1�
)(#2�x)�((1+2
)(s+1)+
)(x�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)(s+1)(s+2)

+ 2
(s+1)(s+2)

�

(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�s+2
if 
 �

#1+#2
2

�x
x�#1 ;


(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)(s+1) �

1
(s+2)

if 
 >
#1+#2

2
�x

x�#1 ;

et

Ms;
 (x; #1; #2) =

1Z
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���hsdh (5.9)

=

1Z
0

��� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x) � h

��� (1� h)s dh

=

8>>><>>>:
� 1
(s+1)(s+2)

+ 
(#2�#1)
(s+1)(1+
)(#1+#2�2x)

+ 2
(s+1)(s+2)

�
1� 
(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�s+2
if 
 �

#1+#2
2

�x
x�#1 ;


(#2�#1)
(s+1)(1+
)(#1+#2�2x) �

1
(s+1)(s+2)

if 
 >
#1+#2

2
�x

x�#1 :
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Notons que pour (5.8) et (5.9), nous avons utilisé le fait que8<: 0 � 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x) � 1 if 
 �

#1+#2
2

�x
x�#1 ;


(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x) > 1 if 
 >

#1+#2
2

�x
x�#1 :

La preuve est terminée.

Théorème 5.3 Sous les conditions du Théorème 5.1. Si jS 0jq est s-convexe étendu sur

[#1; #2] où q > 1 avec 1
q
+ 1

p
= 1, alors on a :

������Q (#1; x; #2;S)� 1
#2�#1

#2Z
#1

S (u) du

������
� (x�#1)2

#2�#1

�
1
p+1

��
�
1+


�p+1
+
�
1+
��
1+


�p+1�� 1
p

�
��

jS0(#1)jq+jS0(x)jq
s+1

� 1
q
+
�
jS0(#1+#2�x)jq+jS0(#2)jq

s+1

� 1
q

�
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1) (� (
; #1; #2))
1
p

�
 �

jS0(x)jq+jS0(#1+#22 )jq
s+1

� 1
q

+

�
jS0(#1+#22 )jq+jS0(#1+#2�x)jq

s+1

� 1
q

!
;

où �(
; #1; #2) est donné par (5.10).

Preuve. D�après le Lemme 5.1, la valeur absolue, l�inégalité de Hölder et la s-

convexité étendu de jS 0jq, on a :�����Q (#1; x; #2;S)� 1
#2�#1

#2R
#1

S (u) du
�����

� (x�#1)2
#2�#1

�
1R
0

���h� �
1+


���p dh� 1
p
�
1R
0

jS 0 ((1� h)#1 + hx)jq dh
� 1

q

+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

�
1R
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���p dh� 1
p

�
�
1R
0

��S 0 �(1� h)x+ h#1+#2
2

���q dh� 1
q
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+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

�
1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���p dh� 1
p

�
�
1R
0

��S 0 �(1� h) #1+#2
2

+ h (#1 + #2 � x)
���q dh� 1

q

+ (x�#1)2
#2�#1

�
1R
0

���h� 1+
��
1+


���p dh� 1
p
�
1R
0

jS 0 (((1� h) (#1 + #2 � x) + h#2))jq dh
� 1

q

� (x�#1)2
#2�#1

�
1R
0

���h� �
1+


���p dh� 1
p

 �
1R
0

�
(1� h)s jS 0 (#1)jq + hs jS 0 (x)jq

�
dh

� 1
q

+

�
1R
0

�
(1� h)s jS 0 (#1 + #2 � x)jq + hs jS 0 (#2)jq

�
dh

� 1
q

!

+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

�
1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���p dh� 1
p

�
 �

1R
0

�
(1� h)s jS 0 (x)jq + hs

��S 0 �#1+#2
2

���q� dh� 1
q

+

�
1R
0

�
(1� h)s

��S 0 �#1+#2
2

���q + hs jS 0 (#1 + #2 � x)jq� dh� 1
q

!

= (x�#1)2
#2�#1

�
1
p+1

��
�
1+


�p+1
+
�
1+
��
1+


�p+1�� 1
p

�
��

jS0(#1)jq+jS0(x)jq
s+1

� 1
q
+
�
jS0(#1+#2�x)jq+jS0(#2)jq

s+1

� 1
q

�
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1) (� (
; #1; #2))
1
p

�
 �

jS0(x)jq+jS0(#1+#22 )jq
s+1

� 1
q

+

�
jS0(#1+#22 )jq+jS0(#1+#2�x)jq

s+1

� 1
q

!
;

où
1R
0

���h� �
1+


���p dh = 1
p+1

��
�
1+


�p+1
+
�
1+
��
1+


�p+1�
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et

�(
; #1; #2) =
1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���p dh (5.10)

=

8>><>>:
1
p+1

��

(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�p+1
+
�
1� 
(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�p+1�
if 
 �

#1+#2
2

�x
x�#1 ;

1
p+1

��

(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x)

�p+1
�
�


(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x) � 1

�p+1�
if 
 >

#1+#2
2

�x
x�#1 :

La preuve est ainsi achevée.

Théorème 5.4 Sous les conditions du Théorème 5.1. Si jS 0jq est s-convexe étendu sur

[#1; #2] où q � 1, alors on a :�����Q (#1; x; #2;S)� 1
#2�#1

#2R
#1

S (u) du
�����

� (x�#1)2
#2�#1

�
�2+(1+
��)2

2(1+
)2

�1� 1
q
��
L1 (s; �; 
) jS 0 (#1)jq + L2 (s; �; 
) jS 0 (x)jq

� 1
q

+
�
L2 (s; �; 
) jS 0 (#1 + #2 � x)jq + L1 (s; �; 
) jS 0 (#2)jq

� 1
q

�
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1) (
 (
; #1; #2))
1� 1

q

�
��
Ns;
 (x; #1; #2) jS 0 (x)jq +Ms;
 (x; #1; #2)

��S 0 �#1+#2
2

���q� 1q
+
�
Ms;
 (x; #1; #2)

��S 0 �#1+#2
2

���q +Ns;
 (x; #1; #2) jS 0 (#1 + #2 � x)jq� 1q� ;
où L1 (s; �; 
) ; L2 (s; �; 
) ; Ns;
 (x; #1; #2) et Ms;
 (x; #1; #2) sont dé�nis dans (2.6)-(2.9),

respectivement.

Preuve. D�après le Lemme 5.1, la valeur absolue, l�inégalité des moyennes de puis-

sance et la s-convexité étendu de jS 0jq, on a :�����Q (#1; x; #2;S)� 1
#2�#1

#2R
#1

S (u) du
�����

� (x�#1)2
#2�#1

�
1R
0

���h� �
1+


��� dh�1� 1
q
�
1R
0

���h� �
1+


��� jS 0 ((1� h)#1 + hx)jq dh� 1
q
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+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

�
1R
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� dh�1� 1
q

�
�
1R
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� ��S 0 �(1� h)x+ h#1+#22

���q dh� 1
q

+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

�
1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� dh�1� 1
q

�
�
1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� ��S 0 �(1� h) #1+#22
+ h (#1 + #2 � x)

���q dh� 1
q

+ (x�#1)2
#2�#1

�
1R
0

���h� 1+
��
1+


��� dh�1� 1
q

�
�
1R
0

���h� 1+
��
1+


��� jS 0 (((1� h) (#1 + #2 � x) + h#2))jq dh� 1
q

� (x�#1)2
#2�#1

�
1R
0

���h� �
1+


��� dh�1� 1
q

 �
1R
0

���h� �
1+


��� �(1� h)s jS 0 (#1)jq + hs jS 0 (x)jq� dh� 1
q

+

�
1R
0

���h� 1+
��
1+


��� �(1� h)s jS 0 (#1 + #2 � x)jq + hs jS 0 (#2)jq� dh� 1
q

!

+ (#1+#2�2x)2
4(#2�#1)

�
1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� dh�1� 1
q

�
 �

1R
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� �(1� h)s jS 0 (x)jq + hs ��S 0 �#1+#22

���q� dh� 1
q

+

�
1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���
�
�
(1� h)s

��S 0 �#1+#2
2

���q + hs jS 0 (#1 + #2 � x)jq� dh� 1q�
= (x�#1)2

#2�#1

�
�2+(1+
��)2

2(1+
)2

�1� 1
q

��
jS 0 (#1)jq

1R
0

���h� �
1+


��� (1� h)s dh
+ jS 0 (x)jq

1R
0

���h� �
1+


���hsdh� 1
q

+

0@jS 0 (#1 + #2 � x)jq 1Z
0

���h� 1+
��
1+


��� (1� h)s dh
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+ jS 0 (#2)jq
1R
0

���h� 1+
��
1+


���hsdh� 1
q

!
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1) (
 (
; #1; #2))
1� 1

q

�
��
jS 0 (x)jq

1R
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� (1� h)s dh
+
��S 0 �#1+#2

2

���q 1Z
0

���h� (#2�x)�(1+2
)(x�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���hsdh
1A

1
q

+

���S 0 �#1+#2
2

���q 1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� (1� h)s dh
+ jS 0 (#1 + #2 � x)jq

1R
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

���hsdh� 1
q

!

= (x�#1)2
#2�#1

�
�2+(1+
��)2

2(1+
)2

�1� 1
q
��
L1 (s; �; 
) jS 0 (#1)jq + L2 (s; �; 
) jS 0 (x)jq

� 1
q

+
�
L2 (s; �; 
) jS 0 (#1 + #2 � x)jq + L1 (s; �; 
) jS 0 (#2)jq

� 1
q

�
+ (#1+#2�2x)2

4(#2�#1) (
 (
; #1; #2))
1� 1

q

�
��
Ns;
 (x; #1; #2) jS 0 (x)jq +Ms;
 (x; #1; #2)

��S 0 �#1+#2
2

���q� 1q
+
�
Ms;
 (x; #1; #2)

��S 0 �#1+#2
2

���q +Ns;
 (x; #1; #2) jS 0 (#1 + #2 � x)jq� 1q� ;
où nous avons utilisé (5.6)-(5.9) et


 (
; #1; #2) =

1Z
0

���h� 
(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

��� dh (5.11)

=

8><>:
1
2

�
1� 2
(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x) + 2
�


(#2�#1)
(1+
)(#1+#2�2x)

�2�
if 
 �

#1+#2
2

�x
x�#1 ;

1
p+1

�
2
(#2�#1)

(1+
)(#1+#2�2x) � 1
�
if 
 >

#1+#2
2

�x
x�#1 :

La preuve est terminée.
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5.1.2 Discussion de quelque cas particuliers

Corollaire 5.1 Dans le Théorème 5.1, si l�on prend x = 3#1+#2
4
; 
 = 2

13
et � = 14

39
, on

obtient l�inégalité de Boole suivante :������7S(#1)+32S(
3#1+#2

4 )+12S(#1+#22 )+32S(#1+3#24 )+7S(#2)
90

� 1
#2�#1

#2Z
#1

S (u) du

������
� #2�#1

16(s+1)(s+2)

��
14s�17
45

+ 2
�
31
45

�s+2�
(jS 0 (#1)j+ jS 0 (#2)j)

+
�
64s+38
45

+ 2
�
4
15

�s+2
+ 2

�
14
45

�s+2� ���S 0 �3#1+#2
4

���+ ��S 0 �#1+3#2
4

����
+ 2

�
4s�7
15
+ 2

�
11
15

�s+2� ��S 0 �#1+#2
2

���� :
Corollaire 5.2 Dans le Théorème 5.1, si l�on prend x = 3#1+#2

4
; 
 = 1

5
et � = 2

5
, on

obtient l�inégalité de Bullen-Simpson suivante :������S(#1)+4S(
3#1+#2

4 )+2S(#1+#22 )+4S(#1+3#24 )+S(#2)
12

� 1
#2�#1

#2Z
#1

S (u) du

������
� #2�#1

16(s+1)(s+2)

��
s�1
3
+ 2

�
2
3

�s+2� �jS 0 (#1)j+ 2 ��S 0 �#1+#22

���+ jS 0 (#2)j�
+ 2

�
2s+1
3
+ 2

�
1
3

�s+2� ���S 0 �3#1+#2
4

���+ ��S 0 �#1+3#2
4

����� :
Corollaire 5.3 Dans le Théorème 5.1, si l�on prend x = 5#1+#2

6
; 
 = 1

3
et � = 0, on

obtient l�inégalité de Maclaurin suivante :������18 �3S �5#1+#26

�
+ 2S

�
#1+#2
2

�
+ 3S

�
#1+5#2

6

��
� 1

#2�#1

#2Z
#1

S (u) du

������
� #2�#1

36(s+1)(s+2)

�
jS 0 (#1)j+ jS 0 (#2)j+

�
3s� 2 + 10

�
5
8

�s+1� ��S 0 �#1+#2
2

���
+
�
7s+4
2
+ 3

�
3
8

�s+1� ���S 0 �5#1+#2
6

���+ ��S 0 �#1+5#2
6

����� :
Corollaire 5.4 Dans le Théorème 5.1, si l�on prend x = 5#1+#2

6
; 
 = 13

27
et � = 0, on
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obtient l�inégalité d�Euler-Maclaurin corrigée suivante :������ 180 �27S �5#1+#26

�
+ 26S

�
#1+#2
2

�
+ 27S

�
#1+5#2

6

��
� 1

#2�#1

#2Z
#1

S (u) du

������
� #2�#1

36(s+1)(s+2)

�
jS 0 (#1)j+ jS 0 (#2)j+

�
39s�2
10

+ 41
5

�
41
80

�s+1� ��S 0 �#1+#2
2

���
+
�
61s+22
20

+ 39
10

�
39
80

�s+1�
(jS 0 (x)j+ jS 0 (#1 + #2 � x)j)

�
:

Corollaire 5.5 Dans le Théorème 5.1, si l�on prend x = 2#1+#2
3
; 
 = 0 et � = 3

8
, on

obtient l�inégalité de 3
8
-Simpson suivante :

������S(#1)+3S(
2#1+#2

3 )+3S(#1+2#23 )+S(#2)
8

� 1
#2�#1

#2Z
#1

S (u) du

������
� #2�#1

36(s+1)(s+2)

��
3s�2
2
+ 25

8

�
5
8

�s�
(jS 0 (#1)j+ jS 0 (#2)j) +

��S 0 �#1+#2
2

���
+
�
7s+4
2
+ 9

8

�
3
8

�s� ���S 0 �2#1+#2
3

���+ ��S 0 �#1+2#2
3

����� :
Corollaire 5.6 Dans le Théorème 5.1, si l�on prend 
 = � = 0, on obtient l�inégalité

d�Ostrowski à deux point suivante :������S(x)+S(#1+#2�x)2
� 1

#2�#1

#2Z
#1

S (u) du

������
� (x�#1)2

(s+1)(s+2)(#2�#1) (jS
0 (#1)j+ jS 0 (#2)j+ (s+ 1) (jS 0 (x)j+ jS 0 ((#1 + #2 � x))j))

+ (#1+#2�2x)2
4(s+1)(s+2)(#2�#1)

�
(s+ 1) (jS 0 (x)j+ jS 0 (#1 + #2 � x)j) + 2

��S 0 �#1+#2
2

���� :
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l�estimation des erreurs des quadratures de type

Newton-Cotes impliquant au plus cinq points pour di¤érentes classes de fonctions. Nous

avons e¤ectué une collecte des résultats déjà établis, puis nous nous sommes appuyés

sur de nouvelles identités a�n d�établir des résultats plus généraux, introduisant ainsi de

nouvelles découvertes et généralisant une grande partie des travaux déjà connus. Nous

pensons et espérons que notre travail sera très béné�que et utile pour les chercheurs

souhaitant s�initier au domaine des inégalités intégrales, notamment les inégalités portant

sur l�estimation d�erreur des quadratures.
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