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Abstract

In this memory, we will focus on the study of Newton-Cotes type integral
inequalities.

In the first chapter, we will review some basic definitions, such as approximate
integration and the quadrature formulation of simple interpolation type, as well
as some known formulas that we will need in the following chapters.

In the second chapter, we will study Newton-Cotes type inequalities for
functions of bounded variation, dedicating part of this chapter to new results in
this field.

The third chapter will be devoted to the study of Newton-Cotes type
inequalities for lipschitzian and bounded functions.

As for the fourth chapter, it will be dedicated to the study of Newton-Cotes type
inequalities for functions whose first derivatives belong to the L? space.

In the last chapter, we will focus on the study of Newton-Cotes type
inequalities for functions whose first derivatives are extended s-convex.

Keywords: Newton-Cotes type integrals, s-convex functions, lipschitzian and
bounded functions.



Résumé

Dans mémoire, nous nous concentrerons sur I'étude des inégalités intégrales de
type Newton-Cotes.

Dans le premier chapitre, nous passerons en revue quelques définitions de base,
telles que l'intégration approchée et la formulation quadrature de type
interpolation simple, ainsi que quelques formules connues dont nous aurons
besoin dans les chapitres suivants.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudierons les inégalités de type Newton-Cotes
pour les fonctions a variation bornée, en consacrant une partie de ce chapitre aux
nouveaux résultats dans ce domaine.

Le troisieme chapitre sera consacré a I'étude des inegalités de type Newton-
Cotes pour les fonctions lipschitziennes et bornées.

Quant au quatrieme chapitre, il sera dédié a I'étude des inégalités de type
Newton-Cotes pour les fonctions dont les dérivées premiéres appartiennent aux
espaces LP .

Dans le dernier chapitre, nous nous concentrerons sur I'étude des inégalités de
type Newton-Cotes pour les fonctions dont les premieres dérivées sont s-
convexes étendue.

Mots clés: Intégrales de type Newton-Cotes, fonctions s-convexes, fonctions
lipschitziennes, fonctions bornées.
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Introduction

Les inégalités représentent un outil puissant et jouent un role important dans diverses
branches des mathématiques modernes telles que la théorie qualitative des équations dif-
férentielles et des équations aux différences, la théorie des probabilités et des statistiques,
I’analyse réelle, I'analyse complexe et I’analyse numérique. Plus précisément dans I’esti-
mation de 'erreur des quadratures, qui est le but de ce travail.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier 'estimation d’erreur de plusieurs quadratures
de type Newton-Cotes pour différentes classes de fonctions, & savoir la classe de fonctions &
variation bornée, la classe des fonctions lipschitziennes, les fonctions bornées, les fonctions
convexes et les fonctions résidant dans les espaces L,. Notons qu’a chaque chapitre,
nous commencerons par un petit rappel de quelques notions de base et outils qui seront
sollicités. Ensuite, nous énoncerons quelques résultats connus dans la littérature avant
d’établir nos résultats principaux. Enfin, nous conclurons par une discussion des résultats
pouvant découler de nos résultats principaux ainsi que des résultats existants, dont ces
derniers seront présentés sous forme d’une remarque globale.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre traite les inégalités de type Newton-Cotes pour les fonctions a
variation bornée.

Le deuxiéme chapitre étudie les inégalités de type Newton-Cotes pour les fonctions
lipschitziennes et les fonctions bornées.

Le troisiéme chapitre est dévoué aux inégalités de type Newton-Cotes pour les fonc-
tions appartenant aux espaces L, avec 1 < p < oo.

Tandis que le quatrieme chapitre discute les inégalités de type Newton-Cotes sous

contrainte de la convexité.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous donnerons un petit rappel d’analyse numérique portant sur
I'intégration approchée, ainsi que quelques quadratures de Newton-Cotes impliquant au

plus cing point (voir [17]).

1.1 L’intégration approchée

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable sur [a, b], on appel intégrale de f sur [a, b]

la quantité ci-dessous notée par [

I= /f(t)dt. (1.1)

a
L’intégration numérique consiste a remplacer l'intégrale (1.1) par une somme discréte sur

un nombre fini de points.

I~Iy=(b—a) Zwif(m, (1.2)



ou w;,t; sont des valeurs & déterminer qui dépendent de la méthode utilisée. De plus,

chaque méthode doit satisfaire la condition

lim Iy = 1. (1.3)

N—oo

Tout simplement, I'intégrale numérique est calculée a partir de ’évaluation de la fonction
f en un nombre de point N distincts.
Ces méthodes sont appelées les formules de quadrature. Plusieurs types subsistent

dans la littérature, parmi ses méthodes.

1.1.1 Formulation de quadrature de type interpolation simple

Ces formules sont également appelées les méthodes de Cotes ou de Newton-Cotes.

Le principe général des méthodes de Newton-Cotes simples est d’approximer la fonc-
tion f(t) & intégrer par un polynoéme P(t) de degré p qui coincide avec f(z) en p + 1
points distincts et équidistants entre les bornes a et b.

Ces points sont donnés par la relation suivante :
ti=a+ih,i=0,1....p ouh:%a. (1.4)

Ainsi, nous aurons :

I = /P(t)dt. (1.6)

Remarque 1.1 Des polynomes de degrés différents définissent des méthodes différentes.



1.2 Quelques quadratures

b
Pour approximer I = [ f(t)dt on peut adapter I'une des méthodes suivantes selon
a
les cas qui se présentent. Pour plus de détails nous renvoyons les lecteurs intéressés a

consulter [31].

1.2.1 Quadratures a un point

Quadrature du point milieu

Quadrature d’Ostrowski
I'~(b—a)f(x),
ou z € [a,bl.

1.2.2 Quadratures a deux points

Quadrature des trapézes

I 252 (f (a) + £ (b))

Quadrature deux points Ostrowski (Compagnon Ostrowski)

I=~%2(f(z)+ fla+b—2x)),

oﬁxe[a—



1.2.3 Quadratures a trois points

Quadrature de %-Simpson

I

Q

55 (fla) +4f (5°) + £ (D)) -

Quadrature de Bullen

I =22 (f(a)+2f () + f (D).

Quadrature de Simpson corrigée

I B (Tf (a) +16f (2) + 71 (b)) .

Quadrature de Spline

I~ (3f (a) +10f (2£2) + 31 (b)) -

Quadrature de Maclaurin

b (3F (52 + 21 () +3f (552)

Quadrature d’Euler-Maclaurin corrigée

Tt (20f (357) + 267 (457) + 277 (%)) -



1.2.4 Quadratures a quatre points

Quadrature de g-Simpson

I 22t (f(a)+3f (3%52) 4+ 3f (“F2) + f (b)) .

Quadrature de %-Simpson corrigée

I b (131 (a) +27F (252) +27f (52) + 13 (b)) -

1.2.5 Quadratures a cinq points

Quadrature de Boole

I B0 (7 (a) + 32f (3222) + 12 (222) + 32 (2£32) + 77 (b)) .

Quadrature de Bullen-Simpson

e ()47 (22) 4 26 (52) 41 (552) + £ 0).



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type
Newton-Cotes pour les fonctions a

variation bornée

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a ’estimation d’erreur pour les quadratures
admettant au plus cinq points pour les fonctions & variation bornée. Dans la premiére
section, nous rappellerons quelques définitions ainsi que certaines propriétés fondamen-
tales concernant les fonctions & variation bornée. La deuxiéme section sera consacrée aux
résultats publiés traitant des inégalités intégrales pour les fonctions appartenant & cette
classe de fonction. La troisiéme section sera dédiée aux nouveaux résultats qui sont sou-
mis pour une éventuelle publication. Enfin, dans la derniére section, nous allons discuter

certains cas particuliers qui peuvent découler de notre résultat principal.

2.1 Préliminaire

Considérons la fonction f : [a,b] — R. Q; = {§; ) = a,§;, ...,&;,, = b} une subdivision

de [a,b], P ([a,b]) la famille des partitions de [a,b] et Af(&;) = f(&i1) — f(&)-
Définition 2.1 ([19,30,68]) On dit que f est a variation bornée s’il existe M > 0 tel

10



que pour toute subdivision §2; on a :

Y oIAfEN < M.

Définition 2.2 ([19,30,68]) Soit f une fonction & variation bornée sur [a,b], et > (P)
représente la somme Y |Af(&;)| correspondant & la partition P de [a,b]. La variation

totale de f sur |a,b] est notée par le nombre

V() =suwp {3 (P): P e P(lat)}.

Exemple 2.1 Les fonctions monotones sont des fonctions a variation bornée.

Exemple 2.2 La fonction f (z) = [z] sur[a,b], ot —c0 < a < b < +00, est une fonction

a variation bornée ou x| désigne la partie entiére de x.

Remarque 2.1 Une fonction continue n’est pas nécessairement a variation bornée.

f(z)=wsint siz#0

T

0stx=20

Exemple 2.3 La fonctions est continue par contre elle n’est

pas & variation bornée.
Proposition 2.1 ([19,30,68]) Une fonction réelle (continue) est a variation bornée si,
et seulement si, elle est différence de deux fonctions monotones croissantes (continues).

En particulier, une fonction a variation bornée admet au plus un nombre dénombrable de

discontinuités de premiére espéce.

2.1.1 Intégration au sens de Stieltjes

L’intégration de Stieltjes représente une généralisation de I'intégrale de Riemann, ou
les accroissements z;,1 — x; dans les sommes de Riemann sont remplacés par g (z;41) —

g (z;), ou g est une fonction a variation bornée.

11



Proposition 2.2 Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions, ot f est continue sur [a,b] et

g est une fonction a variation bornée sur [a,b], alors nous avons :

/f t)dg(t) = f(t)g @) — /f’ (t) g (t)dt. (2.1)

3

Exemple 2.4 Calculer Uintégrale suivante : [ (x* —1)d (2z — [z]), ou [z] est la partie
0

entiére de x.

En appliquant la formule (2.1) on obtient :

3 3

/(a:Q—l)d(ZC—[av]) — @2 1) (2x—[;c])]§—/2x(2x—[x])dx
= 24— ]4x2d:ﬁ+7(4x2—2m d:v—|—7 472 —4m
= 1. ’ 1

Remarque 2.2 Toutes les propriétés de l’intégrale de Riemann restent valables.

Lemme 2.1 ([19,30]) Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions, ot f est continue sur [a, b]
b
et g est une fonction a variation bornée sur [a,b], alors Uintégrale [ f (t)dg (t) existe et

de plus, on a :

[rwas| < sw sl o). (22)

t€la,b]

2.2 Quelques résultats connus

Plusieurs auteurs ont examiné différentes quadratures concernant les fonctions & va-

riations bornées, parmi lesquels les travaux du Professeur Dragomir, ainsi que ceux de

12



Alomari, Budak, Sarikaya, Erden, Iftikhar, Kumam, Thounthong, etc. Nous rappelons

certains résultats sans démonstration.

2.2.1 Quadrature a un point
Inégalité du point milieu

Théoréme 2.1 ([24]) Soit f : [a,b] — R une application & variation bornée dans [a, b],

alors l'inégalité suivante :
b
b
£~ i [ S @ o] <3V (),

b
est satisfaite, ot V (f) est la variation totale de f sur [a,b].
a

Inégalité d’Ostrowski

Théoréme 2.2 ([19]) Soit f : [a,b] — R une application & variation bornée dans [a, ],
alors l'inégalité suivante :
_ath

)
b—a

f<x>—ﬁ7f<as>dx < |3+

a

Hm,

b
est satisfaite, ou V (f) est la variation totale de f sur [a,b].

13



2.2.2 Quadrature a deux points
Inégalité des trapézes

Théoréme 2.3 ([26]) Soit f : [a,b] — R une application & variation bornée dans [a, b],

alors l'inégalité suivante :
(a b) b
Ha1) / Fa)da| < 30 (),

b
est satisfaite, ot V (f) est la variation totale de f sur [a,b].

Inégalité d’Ostrowski a deux points (Companaion Ostrowski)

Théoréme 2.4 ([3,28]) Soit f : [a,b] — R une application & variation bornée dans

la,b], alors l'inégalité suivante :
x atb—zx —a a b
Leipties) _ /f da| < 5t (5 o = 222)) Y (),

b
est satisfaite, ot V (f) est la variation totale de f sur [a,b].
a

2.2.3 Quadrature a trois points
Inégalité de %-Simpson

Théoréme 2.5 ([22]) Soit f : [a,b] — R une application & variation bornée dans [a, b],

alors l'inégalité suivante :
(@) +4f (52) + £ ) ——/f <1V,

b
est satisfaite, ou V (f) est la variation totale de f sur [a,b].

14



Inégalité de Bullen

Théoréme 2.6 ([36]) Soit f : [a,b] — R une application & variation bornée dans [a, ],

alors l'inégalité suivante :
b
b
L)+ 2f () 4 £0) = i [ F @) | <3V (),

b
est satisfaite, ou V (f) est la variation totale de f sur [a,b].

Inégalité paramétrique a trois points

Théoréme 2.7 ([36]) Soit f : [a,b] — R une application & variation bornée dans [a, b],

alors l'inégalité suivante :
b
b
3@+ Q=X (45 43 0) - i [ £ @) de| < Smaxr 1=V (1),

b
est satisfaite, ou \ € [0,1] et V (f) est la variation totale de f sur [a,b].

2.2.4 Quadrature a quatre points
Inégalité de %-Simpson

Théoréme 2.8 ([30,35]) Soit f : [a,b] — R une application & variation bornée dans

la,b], alors l'inégalité suivante :
b
b
L)+ 37 (259) + 3 (S2) + £ () - o5 [ £ @) da| < £V (6),

b
est satisfaite, ou V (f) est la variation totale de f sur [a,b].

15



2.3 Nouveaux résultats

2.3.1 1Inégalités intégrales de type Newton-Cotes pour les fonc-

tions a variation bornée

Lemme 2.2 Soit § : [ C R — R une fonction différentiable sur I°, L1,Ls € I° avec

L1 < Ly, et 8" € L' [Ly, Ly], alors Uidentité suivante :

Lo
Crq (L1,2,L2;S) — E;El /S (u) du (2.3)
Ly
Lo
= Ezlﬁl/lC (u, ) S (u) du
L1
L1+£L9
x 2
1 L )\$ L:l 14+2v)L1+L
= c;ﬁl /(u (1+9) Hy )dS( ) + / (u_(+2(71)—+7)2> dS (u)
L1 T
Li+Lo—x Lo
b [ (u-smmeyasa+ [ (u- a2 |
51‘552 Li+Lo—x

est satisfaite, ot

C)\,'y (/31, x, Lo; S)

_ AMz—L1) (Lo—x)+(1-2)\)(z—L1) Li1+L
= TS L)+ gy S (@) + 558 (5522)

(Loa—z)+(1—2X)(z—L1) Az—L1)
+ 22(1+7)(£2 L1) 2S(Ly+ Ly —x) + WS (L2), (2.4)

et

(149)L1+A(z—L1)
u— LB iy ¢ [, 4],

(+29)L1+Lo Li+L
2047) *ifue (v, S52]

L )L .
—12((11?7) 2 gfue [£1+£2 L1+ Lo —m]

1 Lo—XNz—L1)
| U—(—HY) i_"_’ym 1) ZfU€[£1+£2—JI,£2],

u —

K(u,z) = (2.5)

16



avec A,y € [0,1] et x € [Ly, %}

N c . , 1 _
Preuve. Comme S est & variation bornée de plus (u — DL Ll)) :

+,y

(L1, 2], |z, 51"2%2], [51‘552 L1+ Lo — ] et [L1 4 Lo — x, L], respectivement, alors

toutes les intégrales de Riemann-Stieltjes existent. Maintenant, on utilise I'intégration

> sont continues sur

par partie au sens de Riemann-Stieltjes (2.1), on obtient :

T

/ (u _ (1+w)513(m%1)) ds (u) (2.6)

L1

_ (u B (1+7)£1+,\(x—z:1)> S (u)

1+

"o (S
. / (u) du
L1
= WAL § (g) 4+ A5 20s (L) - / S (u) du.
L1
D’une fagon analogue, on a :

L1+Loy
2

/ (= 5ee) ds (w) (2.7)

T

— Le=Ly) g (L1tL (L2—a)—(142y)(z=L1)
- vQ(iﬂ)l S( IJQF 2) + = 2(1+77) =S (2) — / S (u) du,

Li+Lo—z
L 1+2v)L
(“ - atne 2) dsS (u) (2.8)
Li+L9
2
Li+Lo—x
Lo—a—(1+27)(xz—L1) (Lo—L1) o (Li+L
= = 2(1+1) SS (Lt Ly —a) + 72(i+~y)1 S(5522) - / S (u) du
C1;C2

17



et

Lo

/ (u — Gl Memty) )dS( ) (2.9)
Li+Lo—x
Lo
= )\(ﬁfl)s (L2) + %S (L1 + Ly —x) — / S (u) du.
Li+Lo—x

En additionnant les équations (2.6)-(2.9), puis en multipliant le résultat obtenu par ﬁ,
on trouve (2.3). =

Le résultat suivant est basé sur 1'identité ci-dessus.

Théoréme 2.9 Soit S : [Lq, L2] — R une application o variation bornée, alors on a :

Lo
Crqy (Ly,2,L2;S) — »C2i»cl /8 (u) du (2.10)
L1
_1 L+y+[14+y—2)] (La—L1) |Co—a—(1+27)(z—L1)] | £2
S mom max{ 72(1+'Z) G >’72(i+7)1 _ 2(1+3) : } V(S)

L
ot A,y € [0,1],2 € [Ly, EEE2] et 2/2 (S) représente la variation totale de S sur [Lq, Ls).
1

Preuve. Prenons la valeur absolue aux deux cotés de (2.3) et utilisons (2.2), on

obtient :
Lo
Cry (L1,2,L9;S) — ['2i['1 /3 (u) du
L1
Li+Ly
* 2
< oo ||[ (- emnee) as | | [ (u- 2 as )
L1 .
Li+Lo—x Lo
_ £ L Lo Na—L
% Li1+Lo—x
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A+ L1+ (x—L1)
1+~

u_

IN

1
La—L1 sup
u€[L1,x]

+  sup

ue [x,#]

L1+£L2
2

Vo (S)

(142v)L1+Lo

R e

L1+(1427)L2

Li4+Lo—x
2(1+) M

+ sup

u€le, 1TE2]

u_

(S)

Lo
L1 +\E/2 —x (S>>

L1+L9
2

(1+y)Lo—A(z—L1)
147

+ sup
u€[L1+Lor—x,L2]

_ 1 AMz—L1) (1+y— /\ (z—L1)
= =L (max{ e

u_

£1+£2

Ez L1) |Lo—a— 1+2’y)(x L1)]

+ max 5T) pTgEEn]

max
* 2(149) 2(1+7) Ly+Lo
2

{’Y(E2 L1) |[Lo—a— (1+2y)(x,51)|}.cl+\/7'2 x s)

+ max

AMz—L1) 1+'y—)\)(m—l:1)} l\l/z (S)
Li+Lo—x

I+ 7 14~
T Lo
(e (00, )

y(La=L1) |La— x—(1+2'y)(x—[,1)|}

+ max TR TEEEY

£1+£ Li+Lo—z
x( \x/ (S) + £1\+/£2 (S)))

_ 1 1+y+[14+y— 2A| (S)
Lo—Lq 2(147) £1+£2 -
- L

L1) (A+y=N)(z—L1)
+vy 1+

1+£2
C +Lo—x
—l—max{ (1 ( 1 \/2 (S)))
C1+52

)1 —L1) |Lz—z— (1+2v)(w*£1)|}

1:211: ax

Litle Li+Lo—z
X(£(8)+ v S+ VTS + Y (3))
1

IN

{1+v+|1+7 22| (z

2(14) 2(1+7 ’ 2(1+7)

M Li+Lo—x
_ 1+~y+]14+7—2)] L1) |Lo—z—(1+27)(z—L1)] Lo
- bk max{ 2(147) (= L), 2(1+”/)1 ) 2(1+7) 1 } 2/1 (S)-

La preuve est ainsi achevée. m
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2.4 Discussion de quelques cas particuliers

Corollaire 2.1 Dans le Théoréeme 2.9, si [’on prend x = %, on obtient ["inégalité de

type Simpson suivante :

Lo

I+y=A ¢ (L1+L
2(1+“Y)S (L) + 75 S(=572) + (1+7)S (Lo) — £1 /S (u) du
L1
1Hy+[14+y—2)] Lo lqyl14y—2) L2
< max{ 4(1+9) 2(117)} 2/1 (8) = = 2/1 (S).

Corollaire 2.2 Dans le Corollaire 2.1, si l'on prend v =0 et A = 15, on obtient l'inéga-

lité de Simpson corrigée suivante :

Lo
Lo
35 (78 (L1) + 168 (B522) + 78 (L2)) — 27 /S (u)du| < & v (S).
L1

Corollaire 2.3 Dans le Corollaire 2.1, si l'on prendy = 0 et A = %, on obtient linégalité

de Spline suivante :

w) du| < 16\/(5)

(& (38 (£1) + 108 (£££2) + 35 (L,)))

3£1+E2 )\

Corollaire 2.4 Dans le Théoréme 2.9, si l'on prend r = 39

obtient l’inégalité de Boole suivante :

Lo
78(£1)+328(2EFE2 ) 1125 (ELEE2 ) 328 (ELPE2 ) 17S8(L,) 1 / 11 L2
— S (u)du| < &V (S).
90 Lo—L1 — Oﬁl
L1

Corollaire 2.5 Dans le Théoréeme 2.9, si l'on prend x = %,)\ = % et v =z, on
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obtient ["inégalité de Bullen-Simpson suivante :

Lo
St as(E 2 )ras(SgR)s(Ba ) esn) 1 / S (u) du| < é? (S)
1
L1

Corollaire 2.6 Dans le Théoréme 2.9, si l'on prend x = %,)\ = g et v =0, on
obtient ["inégalité de %—Simpson susvante :

Lo

(S (0438 (24752) 435 (2552) 5 (0) - gt [Syn| < 5§05,
Ly

Corollaire 2.7 Dans le Théoréeme 2.9, si l'on prend x = %,)\ =0ety = %, on

obtient linégalité de Maclaurin suivante :

Lo
(38 (35752) + 25 (£52) 435 (259)) - 2l [s il < 5V 9).
L1

Corollaire 2.8 Dans le Théoréme 2.9, si l'on prend x = %,)\ =0etvy= é—:;, on

obtient l’inégalité corrigée d’Fuler-Maclaurin suivante :

Lo
2

c
% (273 (%) +26S (%) +97S (E1—z5£2)) — in['l /S (u) du| < ;Tlo h4 (S).
L1

2.4.1 Remarques

1/ Le Théoréeme 2.9 sera réduit au Théoréeme 2.1, si 'on prend x = % et A=0.

2/ Le Théoréme 2.9 sera réduit au Théoreéme 2.3, si 'on prend z = %7 v =0 et
A=1.

3/ Le Théoréme 2.9 sera réduit au Théoréme 2.4, si 'on prend A =y = 0.

4/ Le Théoréme 2.9 sera réduit au Théoréme 2.5, si 'on prend z = %, v=20c¢et
=1

3
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5/ Le Théoreéme 2.9 sera réduit au Théoreme 2.6, si 'on prend z = %, v =0 et
A=1

6/ Le Théoréme 2.9 sera réduit au Théoréme 2.7, si 'on prend = = % et v=0.

7/ Le Théoréme 2.9 sera réduit au Théoréme 2.7, si 'on prend x = %, v=0et
=3

8
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type
Newton-Cotes pour les fonctions
lipschitziennes et les fonctions

bornées

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser & deux autres classes de fonctions qui
ont été extensivement étudiées, connues sous le nom de la classe des fonctions lipschit-
ziennes et la classe des fonctions bornées. Avant d’exposer notre travail, nous allons tout
d’abord rappeler quelques notions et outils que nous solliciterons par la suite, puis nous
énoncerons, sans démonstrations, des résultats établis par autrui. Enfin, nous discuterons

nos nouveaux résultats, qui sont soumis pour une éventuelle publication.

3.0.2 Préliminaire

Considérons la fonction f : [a,b] — R.

Définition 3.1 ([25]) On dit que f est bornée s’il existe m et M deux constante réelles
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telles que pour tout x € [a,b], on a :
m < f(z) <M.

Définition 3.2 ([25]) On dit que f est lipschitzienne de rapport L sur |a,b] si, pour tout
x,y € la,b], on a :

[f () = f ()| < Liz—yl.

Lemme 3.1 ([25]) Soit f,g: [a,b] — R telle que f est Riemann intégrable sur [a,b] et

g est une fonction L-lipschitzienne, alors on a :
b b
[rwdsow <z firwla (31)

3.1 Quelques résultats connus

Les résultats suivants traitent les inégalités intégrales de type Newton-Cotes pour les
fonctions lipschitziennes et les fonctions bornées et peuvent étre facilement trouvés dans

la littérature.

3.1.1 Quadrature & un point
Inégalité du point milieu

Théoréme 3.1 ([25]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f’

est L-lipshitzienne, alors l’inégalité suivante :

—
—~
IS
o[
~—
|
o
| |>—‘
Q
\
—
=
S~—
QL
8
IN
=

(b—a)L,

est satisfaite.
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Théoréme 3.2 ([60]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si

f' € Ly |a,b] et de plus bornée pour tout x € [a,b], alors l'inégalité suivante :

b

£(23) = ot [ £ (@) da] < Ol

a

est satisfaite.

Inégalité d’Ostrowski

Théoréme 3.3 ([19]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si f’

est L-lipshitzienne, alors ["inégalité suivante :

est satisfaite.

3.1.2 Quadrature & deux points
Inégalité des trapézes

Théoréme 3.4 ([22]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si f’

est L-lipshitzienne, alors [inégalité suivante :

b
Ha0) 1 / fla)ds| <L(b—a)L,

a

est satisfaite.

Théoréme 3.5 ([66]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si
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f' € Ly a,b] et de plus bornée pour tout x € |a,b|, alors l'inégalité suivante :

b

f(a)—;f(b) _ ﬁ/f (z)dz| < (b_a)(ém_m)’

a

est satisfaite.

Inégalité d’Ostrowski a deux points (Companaion Ostrowski)

Théoréme 3.6 ([33]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f'

est L-lipshitzienne, alors linégalité suivante :

est satisfaite.

Théoréme 3.7 ([1]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

f' € Ly |a,b] et de plus bornée pour tout x € |[a,b], alors l'inégalité suivante :

b
. .’1773H'+b 2
sorstetes) i [ @) ao| < 0= a) (5 + (50) ) @n - m).

a

est satisfaite.

3.1.3 Quadrature a trois points
Inégalité de %-Simpson

Théoréme 3.8 ([65]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f’

est L-lipshitzienne, alors l’inégalité suivante :

b

%(f(a>+4f(“7“’)+f(b))—ﬁ/f(m)dx <3(b-a)l,

a
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est satisfaite.
Théoréme 3.9 ([66]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si
f" € Ly |a,b] et de plus bornée pour tout x € |a,b], alors l'inégalité suivante :

b

E(F @)+ 47 (5) 4 £ () — o5 [ £ (@) do| < 200itom)

a

est satisfaite.

Inégalité de Bullen

Théoréme 3.10 ([65]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

f" est L-lipshitzienne, alors l'inégalité suivante :

L@+ 2f () + £ 0) - i [ 1)) < L0 o)L

est satisfaite.
Théoréme 3.11 ([66]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si
f' € Ly[a,b] et de plus bornée pour tout x € [a,b], alors l'inégalité suivante :

b

i(f(a)+2f(“7+b)+f(b))—ﬁ/f(aﬁ)da: < Goamm

a

est satisfaite.
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Inégalité paramétrique a trois points

Théoréme 3.12 ([65]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

f' est L-lipshitzienne, alors l'inégalité suivante :

est satisfaite.

Théoréme 3.13 ([2]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

f' € Ly |a,b] et de plus bornée pour tout x € [a,b], alors l'inégalité suivante :

b

%f<a>+(1—A)f(“T“’)+%f(b)—ﬁ/f(x)d:v < AN ) (00— m)

a

est satisfaite.

3.1.4 Quadrature a quatre points
Inégalité de %-Simpson

Théoréme 3.14 ([30]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

f' est L-lipshitzienne, alors l'inégalité suivante :

%(f(a)+3f(2aT+b)+3f(%%)+f(b))—ﬁ/f(az)dx <2 (b-a)l,

est satisfaite.

Théoréme 3.15 ([2]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si
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f' € Ly a,b] et de plus bornée pour tout x € |a,b|, alors l'inégalité suivante :

25(b—a)(M—m)
576 ’

IN

é(f(a)+3f(2“7+")+3f(%%)+f(b))—ﬁ/f(w)dx

est satisfaite.

3.2 Nouveaux résultats

Tout d’abord, notons que les résultats de cette section reposent sur 'identité fournie
par le Lemme 2.2. On commence par le premier résultat qui concerne les fonctions dont

les dérivées premieres sont lipschitziennes.

Théoréme 3.16 Soit S : [L1,Ls] — R une application L-Lipschitzienne sur [Lq, L],

alors on a :

Lo

Caa (L1520, L£538) = 7o /S (u) du

L1

( 2 2 2
L AMz—L1) (I+y=X)(z—L1) v(L2—L1)
Lo—L1 <( 1+71 ) + ( 1+ : ) T ( 2(i+v)1 )

2 L1+Loy
Lo—z—(142v)(z—L1) . ===
+ < : 2(1'*‘1) 1 ) ) S S 372—51 )

2 2 2
L Az—L1) (A+y=N)(z—L1) y(L2—Ly)
Lo—L <( 1+’Y1 ) + ( 14+ : ) T ( Q(ir’Y)l )

2 L1+Lo
(1+2v)(z—L1)—(L2—2) : B R
B ( - 2(1+17) ? ) ) 81y > w2—£1 ,

IN

\
ot A,y €[0,1] et x € [Ly, E11E2].

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de (2.3) et en utilisant

(3.1), on obtient :

Lo
CAKY <£17 xz, £27 S) - [:Qiﬁl fS (U) du
L1
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L1+£9

x 2
L (I+y)L1+A(z—L1) (14+2v)L1+Lo d
[ — R S AN S —_— = u
> oLy J ’u Tty dut+ [ |u 2(1+7)
L1 T
Li+Lor—x Lo
T e Y (N L E S Ely
2(1+7) I+y
L1+Lo Li4+Lo—x
2
A+ Ly +A(z—Ly)
Ty
. L A+ Lit+A(@—Ly) uw) du
- Lo—Lq 1+’y
Ly
r (1+9) L1+ A (z—L1)
_ Y)E1 T—L1
+ f <u s ) du
(A+y)Ly+A(z—Ly)
T+
L1+£o
—2 L1+Lo—x
2 1+L2
_ (1+2’y)£1+£2 o »C1+(1+2’Y)£2
+ [ ‘u iy | dut J 2y | du
T L1+Lo
2
1 Lo—Xz—L
(I+v)Lo—=A( 1) £2

1}7 <(1+7)52*/\(I*£1) _ u) du +

J

+

14y
Li+Lo—x (I4+7)Lo—A(z—Ly)
1+y
Deux cas se présentent.
. Ll+£2 —T
Siy > —2,—, alors (3.2) donne :
Lo
. 1
Crqy (L1,2,L9;S) — £2_£1/S (u) du
L1
A+ Ly+X(z—Lq)
14~ T
L (I4y) L1+ (@—L1)
S 5oL / < T u ) du +
L1 A+y)L1+X(=z—Ly)
1+
L L
g2 Li+Lo—z
(142v)L14+L2 L1+(14279) L2 d
— et = e D22 ) du
* / (= CHRET2) dut 2(1+7)
T L1+Lo
2
(1+7)Lo—A(z—L1)
! 21+'v ! Lo

(A4 La=A(z—L1) .

(A+y)Lo—A(z—=Ly)
1Ty

Li+Lo—x
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du

<u _ (1+7)£2*>\(9€*£1)) du

1+~

(149) L1+A(@—L1)

(u

(1+7)52*>\(9€*£1)) du

1+



— _L ((A(x—ﬁl)>2 + <(1+7—/\)(~’0—£1)>2 + (7(52—51))2 _ ((1+27)(I—E1)—(52—$)>2)
Lo—L1 1+ 1+ 2(14) 2(147) ’

E1+£2_
Dans le cas ott v < —2—-— (3.2) entraine :
x—L1
Lo
. 1
C)\77 (,Cl, xZ, ;CQ, S) — —EQ—E1 /S (U) du
L1
A+ L1+ (z—Lq)
T4y
L A+NLitA@—L1) _
—  Lo—Ly ( 14+ u ) du
Ly
X
. (1+’Y)L:1+)\(:E*[:1)
+ (u - du
A+ Ly +M(z—=Ly)
Ty
(+29)Ly+Lo L14+Lo
2(1+7) 2
A+29)L1+Ly _ (429) L+ Lo
+ / (—2(1“) u ) du + U= i du
x (427)L1+Lo
2(1+7)
L1+(1427) Ly
2(1+7) Li+Lo—x
L1+(1+27)L2 _ Li+(1+29) Lo
+ / (—2(1+w) u ) du + U= TS0 du
L1+Loy L1+(1427)Lo
2 2(1+7)
(A+v)Lo—A(z—-Ly)
T4y
4y La—A(x—L1)
+ / <—1+7 u ) du
Li+Lo—x
Lo

(4+v)La—A(z—L1)
+ / <u - iﬂ L ) du

(A+y)Lo—A(xz—Ly)
Ty

2 2 2 2
_ L Mz—L1) (+y=N)(z—L1) Lo—z—(1+427y)(z—L1) y(La—L1)
T La—La (< 1+’Yl ) + ( 1+~ : ) - ( } 2(1+7) : ) T < 2(i+’7)1 > > ’

La preuve est terminée. m

Le résultat suivant traite les fonctions dont les dérivées premiéres sont bornées.

Théoréme 3.17 Soit S : [L1, Ls] — R une fonction différentiable sur [Lq,Ls]. Si S €
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LY[Ly, Lo] et m < &' (u) <M pour tout u € [Ly, Ls)], alors on a :

Lo
Cary (L1, 2, L2;S) — £2i£1 /3 (u) du

L1

£1+132 -

2
Lo—z—(1427)(z—L
+<2 20 1>>Zf7< I

IN

2 L1+Loy
14+29)(x—L1)—(Lo2—x . -
<( "Y)(2(1+1f3) (L2 )) ) Zf’y > ;7[:1 ’

\

ou N,y € [0,1] et x € [51,%}.

Preuve. Par un simple calcul d’intégrale on aboutit & :

Lo

/K(t,x)dtzo,

L1

ou I (t,x) est défini par (2.5).
Soit C = ™2 d’aprés (2.3), on a :

Lo
Cary (L1, 2, L2;S) — £2i£1 /S (u) du

:LQ /lCta:dS LL//Cth' 52 /lCta: ) (S'(¢)

Ez Lo
— @lgl/ic (t,z) (S'(t) — C)dt + ﬁzfﬁl//c (t,2)dt
Ly 1
Lo
- e (K00 -0,
Ly

32

[ (m—m) ((A(w—£1)>2+ <(1+7—)\)(:c—£1)>2+ (7(52—L1)>2
2(L2—L1) 14+~ I+y 2(1+7)

(M—m) ((A(m—£1)>2+ ((1+7—>\)(x—£1)) N (7(52—51)>2
2(La—L1) I+ 1+ 2(1+7)

(3.3)



ou nous avons utilisé (3.3). Maintenant, appliquons la valeur absolue aux deux membres
de (3.4). On trouve :
Lo

Can (L1, 2, Lo;S) = 27 [ S (u) du
c

1

[,2 [,2
< L;lef K (¢, 2)| S () — C|dt < cziclter[g%] |87 () —Clﬁf K (¢, z)| di.
1 ’ 1
(3.5)
D’autre part, on a :
( 2 2 2
Az—L1) (14+7—\)(z—L1) V(La—L1)
( 1+v1) +< 1+ 21> +<E2(5+~y)1>
+
; (et} e 2
JIK (¢t )] dt = \ 2 2 2 (3.6)
’ (z—L1) (I+y=A)(z=L1) Y(L2—L1)
L1 ( 1+71 ) + ( T4y : > + < 2(i+7)1 )
2 L1+Lo
(14+2v)(x—L1)—(L2—x) . —x
B < . 2(1+17) 2 ) ) ity > :c2—£1 ’
\
et
max |S' () —C| < &, (3.7)

te[Ly,L2]

En combinant (3.5)-(3.7), on obtient :

Lo
Cry (L1, 2, L0;S) — ﬁf«? (u) du
L1
r 9 ) )
(M —m) (A(r—£1)> " ((1+7—/\)(96—E1)) n (vu:z—z:l))
2(L2—Ly) 1+ T+y 2117
2 L1+Lo
Lo—z—(1427)(z—L1) . =l-=2 5
* < ) 2(1‘*‘3) : > ) 1f7 < 1’2—,61 )
(M —m) <A(z—£1)>2 n (<1+7—A><m—z:1>)2 " (w@—cl))?
2(L2—L1) 1+ T+y 2117

Li1+Lo

2
(1427)(@—L1) = (L2—2) : z
o < - 2(14:7) : ) ) if v > x2—£1 .

IN

\

Ainsi, la preuve est achevée. m
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3.2.1 Discussion de quelques cas particuliers

Corollaire 3.1 Dans le Théoréme 3.16, si l'on prend x =

LitL2 - on obtient 'inégalité

de type Simpson suivante :

(1+7) 1+

Lo
A8 (L) + H22S (51-552) + (1% S (Ly) — E;El [ S (u)du
Ly

A (14+y-0)?
= 4(1f7(£2 L)L

Corollaire 3.2 Dans le Corollaire 3.1, si l'on prend v =0 et A = 15, on obtient l'inéga-

lité de Simpson corrigée suivante :

2 (TS (L1) + 168 (£££2) + 78 (L))

w)du| < B3 (L, — L)L

900

Corollaire 3.3 Dans le Corollaire 3.1, si l’on prendy =0 et A = g, on obtient l’inégalité
de Spline suivante :

(£5 (38 (L1) + 108 (B4£2) +3S5 (L,))) — les w)du| < A (Ly — L1) L

128

3[,1 +[,2 )\ 14
— 39

2

Corollaire 3.4 Dans le Théoréme 3.16, si l’'on prend x = ety =13, on

obtient l’inégalité de Boole suivante :

7S(£1)+325 (1252 ) 1125 (E1FE2 ) 4328 (B FE2 ) 4 7S(£s)
S (u) du
90 T Lo— £1 f

S 239 (£2 _£1)L

3240

[y

Corollaire 3.5 Dans le Théoréme 3.16, si l'on prend x = %, A=z et v = on

57

obtient "inégalité de Bullen-Simpson suivante :

S(L1)+45( A1 2 ) pas(£1tl2) s ( LatEe2) 15 (Ly)

, “
= 4 — LrlefS (u) du
1

S%(@-Q)L

Corollaire 3.6 Dans le Théoréme 3.17, si l'on prend x = %, A=0ety= %, on
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obtient l’inégalité de Maclaurin suivante :

1
8

Lo
(38 (2552) +28 (B522) + 38 (2922)) — oo [ S (W) du

25(9ﬁ—m) (Ez _ El) )

— 576

Corollaire 3.7 Dans le Théoréeme 3.17, si l’'on prend x = %, A=0ety= ;—3, on

obtient linégalité d’Euler-Maclaurin corrigée suivante :

Lo
b (07 (35252) 1268 (B652) 4278 (4552)) — g [ )

2401(9M—
< RO (Lo — L),

Li+Lo
2

Corollaire 3.8 Dans le Théoréeme 3.17, si l’on prend x = , on obtient l’inégalité

de type Simpson suivante :

Lo
(1+7)S (£1) + ﬁly)\s (514552) + (1+'y S (L) — ﬁgs (u) du

(A24(1+7-2)?) (M —m)
= 8(1+7)?

(Lo — L) .

Corollaire 3.9 Dans le Théoréme 3.17, si l’'on prend x = %, A= % et v =0, on

obtient l’inégalité de Simpson corrigée suivante :

du < 11315;7(;0 m) (£2 . Ll)

Lo
(TS (L1) + 168 (£5£2) + 7S (L2)) — =[S (u)
L1

Corollaire 3.10 Dans le Théoréme 3.17, si l'on prend x = %, A=

%etvzo, on

obtient l’inégalité de spline suivante :

< 17(M—m) <£2_£1)

256

(L (35 (£1) + 108 (£:522) 4+ 35 (£,))) — l:;ﬁlifa ) du
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Corollaire 3.11 Dans le Théoréme 3.17, si l’on prend x = 3£1+£2 JA = E ety = 13, on
obtient l’inégalité de Boole suivante :
7S(L1)+328(E1E3E2 ) 1125 ( £1E2) 1308 ( BELEE2 ) 75 ( L) L2
( 4 ) (902 ) ( 1 ) _inclgs(u)du
1

239623;0 m (LQ £ )

Corollaire 3.12 Dans le Théoréme 3.17, si l'on prend x = %’ \ = % et v = %’ on
obtient l'inégalité de Bullen-Simpson suivante :
S(L1)+4S( 22 ) pas(ELEE2) as (12252 ) +5(Ly) | L —
: 122 : —£2_£1£fS( )du| < 144'“ (Ly— L)
1

3.2.2 Remarques

1/ Le Théoréme 2.16 sera réduit au Théoréme 3.1, si I'on prend x = M et A=0.

2/ Le Théoreme 2.16 sera réduit au Théoréme 3.4, si 'on prend = = £1+‘C2

A=1

;v =0et

3/ Le Théoréme 2.16 sera réduit au Théoréme 3.6, si 'on prend A = = 0.

4/ Le Théoreme 2.16 sera réduit au Théoréeme 3.8, si 'on prend = = EﬁEQ ,7=0cet
_1
A= 3.
5/ Le Théoréme 2.16 sera réduit au Théoréme 3.10, si 'on prend = = 51”%2 ,Yy=0¢et

A=1.

2
6/ Le Théoreme 2.16 sera réduit au Théoreme 3.12, si 'on prend z = M et v=0.

7/ Le Théoreéme 2.16 sera réduit au Théoréme 3.14, si 'on prend z = 2£1+£2

7 =0
et A\ = %
8/ Le Théoréme 2.17 sera réduit au Théoréme 3.2, si 'on prend z = M et A=0.

9/ Le Théoréeme 2.17 sera réduit au Théoréme 3.5, si 'on prend z = 51“:2

A=1

,7y=0cet

10/ Le Théoreme 2.17 sera réduit au Théoréme 3.7, si 'on prend A\ = v = 0.

Li1+Lo +E2

11/ Le Théoréme 2.17 sera réduit au Théoréme 3.9, si 'on prend z = ,Y=0¢et
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A=l

12/ Le Théoréme 2.17 sera réduit au Théoréeme 3.11, si 'on prend = = %, v=0
et A= 3.

13/ Le Théoréme 2.17 sera réduit au Théoréme 3.13, si ’on prend z = % et v =0.

14/ Le Théoréme 2.17 sera réduit au Théoréeme 3.15, si 'on prend x = 251;52 ,v=20
et A= 2.
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Chapitre 4

Inégalités intégrales de type
Newton-Cotes pour les fonctions
dont les dérivées premiéres
appartiennent aux espaces L' avec

p € [1, ]

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur la classe de fonctions dont les dérivées
premiéres résident dans espace L? [a, b], ou p € [1, 00] ou simplement 1’espace des fonc-
tions dont les dérivées sont p-intégrables. Nous donnons tout d’abord un bref rappel de

quelques notions utilisées dans ce chapitre.

4.0.3 Préliminaire

Considérons la fonction f : [a,b] — R.
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Définition 4.1 ([30]) On dit que f est intégrable sur [a,b] ou f € L' [a,b], si

I1flly = f!f )| dx < oo,

Définition 4.2 ([30]) On dit que f est p-intégrable sur [a,b] ou f € L [a,b], si

11l = (f nt \de)” < co.

Définition 4.3 ([30]) On dit que f est essentiellement bornée sur [a,b] ot f € Lo [a, b],
51

[flloo = sup [f ()] < oo.

z€[a,b]

Théoréme 4.1 ([61]) Soit p,q > 1 tel que ]l) —{—% =1. Si|f| € L”[a,b] et |g| € L ][a,b],

alors |fg| est intégrable sur [a,b] et on a :

1
b

S1f @) gl \dx<(f\f \pda:>;<}]g(x)]qd:c>

a a

4.1 Quelques résultats connus

Les résultats suivants traitent des inégalités de type Newton-Cotes pour les fonctions
lipschitziennes et les fonctions bornées, ces derniéres pouvant étre facilement trouvées

dans la littérature.

4.1.1 Quadrature & un point
Inégalité du point milieu

Théoréme 4.2 ([11]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f’

<i(52)171,.

€ LPa,b], on a :

F82) - s [ (@) da




Théoréme 4.3 ([11]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si

f' € Ly [a,b], alors inégalité suivante :

b

F(es) ﬁ/f(a:)dx <0

est satisfaite.
Théoréme 4.4 ([11]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si
f' € L' [a,b], alors l'inégalité suivante :

b

F(8) ks [T @ ds| < 1171,

a

est satisfaite.

Inégalité d’Ostrowski
Théoréme 4.5 ([11]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f’
€ L?a,b], alors l'inégalité suivante :

b

f(z) - ﬁ/f(a:)dx <l (et ) 1£1L

a

est satisfaite.
Théoréme 4.6 ([11]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si f’
€ Lo |a,b], alors l'inégalité suivante :

b

f(w)—ﬁ/f(x)dx < lmalitoal

a

est satisfaite.
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Théoréme 4.7 ([11]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f’

€ L' [a,b], alors inégalité suivante :

b
fm—ﬁ/mmmsk+%%qu

a

est satisfaite.

4.1.2 Quadrature a deux points

Inégalité des trapézes

Théoréme 4.8 ([12]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si f’
€ LPa,b], alors l'inégalité suivante :

b

1
a b —a
W_ﬁ/f(x)dx <3(52)7 07,

a

est satisfaite.

Théoréme 4.9 ([12]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f’

€ Lo |a,b], alors l'inégalité suivante :

b
“ b b—a
K b [ (@) daf < 05217

a

est satisfaite.

Théoréme 4.10 ([12]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si
f' € L' a,b], alors l'inégalité suivante :

b
a b
w_ﬁ/f(x)dx <170

a
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est satisfaite.

Inégalité d’Ostrowski a deux points (Companaion Ostrowski)

Théoréme 4.11 ([27]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

[ € LP[a,b], alors l'inégalité suivante :

b 1 11 1
f(x)+f(atb—zx) 1 2(b—a) ) @ e\ a1 j_m q q
teretosion) o) o] < (222)° (G200 + (£52)7) 0,
est satisfaite.

Théoréme 4.12 ([27]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

[ € Lo [a,b], alors Uinégalité suivante :

f@)+f(atb—z)
2

@%0“

_ 1
b—a

f(z)dz

§(b—a)( +2(

SIS

est satisfaite.

Théoréme 4.13 ([27]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

[ € L'[a,b], alors l'inégalité suivante :

b

f@) tf(atb-z) _ 1

[Pl — o [ f () da
a

_3atb
< (3+ 5] 111

est satisfaite.

4.1.3 Quadrature a trois points
Inégalité de %-Simpson

Théoréme 4.14 ([20]) Soit f : [a,b] — R wune application différentiable dans [a,b]. Si

f" € Lo [a,b], alors Uinégalité suivante :

L(fla)+4f (“2) + £ (b)) — ;5 [ f (2) do| < X

o0 )

8~
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est satisfaite.

Théoréme 4.15 ([20]) Soit f

la,b] — R une application différentiable dans [a,b]
f' € LP[a,b], alors l'inégalité suivante :

L (@) 4F (52 + £ 1) — 5 (@

est satisfaite.

< (b—a)@ <2q+1+1
=%

qH)) 171, -

Théoréme 4.16 ([20]) Soit f

la,b] — R une application différentiable dans [a,b]. S
I € L' [a,b], alors l'inégalité suivante :

L(f(a)+4f (4

) 1 f (b)) a/f(w) 2 < e £,
est satisfaite.

Inégalité de Bullen

Théoréme 4.17 ([3]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f’
€ Ly [a,b], alors linégalité suivante

b

i (fla)+2f(5°) + £ (b)) -

i [ @)da] <5217
est satisfaite.

Théoréme 4.18 ([3]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f'
€ LP[a,b], alors l'inégalité suivante

b
L)+ 2r (5) + 1 0) - o5 [ £ o] < (52)" 171,
est satisfaite.
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Inégalité paramétrique a trois points

Théoréme 4.19 ([3]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f’

€ Lo |a,b], alors l'inégalité suivante :

b

%f(a)Jr(l—A)f(“T“’)+%f(b)—ﬁ/f(x)dfr < 22 (b - a) 1]

est satisfaite.
Théoréme 4.20 ([3]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si f’
€ LPa,b], alors l'inégalité suivante :

b

@+ Q=N (45) 43 0) - o [ £ @) da| < 00 ()

a

est satisfaite.

4.1.4 Quadrature a quatre points

3_

Inégalité de

Simpson

Théoréme 4.21 ([30]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans [a,b]. Si

f' € Lo [a,b], alors Uinégalité suivante :

b

L @)+ (52) +3F (552) + £ ) - i [ £ (@) o

< s (b—a)llf,
est satisfaite.

Théoréme 4.22 ([3]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable dans |a,b]. Si f'
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€ LP[a,b], alors l'inégalité suivante :

s (f (@) +3f (35%) +37 (552) + 1 (0) -

1 1
q 1 1 1\ q
)" ()

2(b—a)
< ("

est satisfaite.

4.1.5 Nouveaux résultats
Les résultats de cette section s’appuient également sur 'identité du Lemme 2.2. Elle

comporte trois théorémes. Dans le premier théoréme, nous nous intéresserons au cas ol

S’ € LP[Ly, Ls], le deuxiéme théoréme traitera le cas ou S’ € Lo [L1, Lo], et dans le
troisieme théoréme, nous discuterons le cas ou &' € L [Ly, Ls].

Théoréme 4.23 Soit S : [L1, L2] — R une application absolument continue sur [Ly, Lo]

Si S" appartient a LP [Lq, Ls], alors on a :

Lo
C)\,'y (E'17J;’£2;8) — ﬁ/S’ (U) du
L1

1
1 +1\ ¢ Ly+Ly
21 0_ ((1+2v>(x—c1)—<£27x)>q ) S if s SER
< (1+f1)%(£2*£1) < 2(1+7) 1 H ”p f —L;
B q q+1\ q L1+Lo
20 (Q+ (szscf(lJrZ’y)(mel)) S if < SR
(1+Q)%(52*L1) ( 2(1+) || ”p f v < e

yatt (Ly— El)qﬂ ’

ol
q+1
El) + 2q+1(1+’y)q+1

D € e e i
€= (z -

Ay €e0,1] etx e [51,%}.
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Preuve. En prenant la valeur absolue aux deux cotés de (2.3) puis en utilisant I'in-

égalité de Holder, nous obtenons :

C)\A/ (£1,£E LQ, fS (41)
) c
< &5 (t, 2)| 1S (t)] dt
L1
1 1
1 Lo ) P
/
< oo | JIKE)| dt f |S" ()] dt
L1
L1+Lo
1 (149)L1+A@—L) | r (1427) L1+ L |?
S &o f e e / - e @
1
Li+Lo—x q q 4
L1+(1+29)L 149)La—A(z—L
¥ A CH - EnEet it | |8,
131J2rC2 Li+Lo—x
LitLy
Deux cas se présentent. Si vy > —2,—, alors (4.1) donne :
1 2
Cary (L1,2,L9;S ﬁz_ﬁlbe (u) du
1
(1+’Y)EBLFA(E*£1)
g q
1 (A7) L1+ (=—L1)
S o Lf < o _t) dt
1
z q
+ f (t . (1+’y)£1+)\(a:—£1)) dt
A+ L1 +A(z—Ly) e
1+
L1+Lo
= Li+Ly—a g
_ (A429)Li+ Lo Li+(1+27)Ls
T ey e
2
(1+7)E21:r>\(1*£1)
g q
I I ((m)ﬁﬂyx—cl) _t) dt
Li+Lo—x
1
q
T () s
A+y)Lo—A(z—Ly) e P
1+y
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9% (A(a;—ﬁl))q“ 4 ((1+7—A)(x—cl)>q+1
(1+a)7 (La—L1) Ly e

1
S S 14+29)(z—L1)— (L2—2) ) 1T\ °
+ <’Y(2(i+’y)l)> o (( + 7)(2(14_1’3) (L2 )) ||S/||p ) (42)
£1+£2 —r
Dans le cas ot v < —2—, alors (4.1) donne :

Lo
C)‘»'Y (£17x7£2;8) - ﬁf&g (U) du
L1

A+ Ly +A(xz—Ly)

1 = A4+ L1+Az—L1) a
1 — L1
< i 2f ( s —t) dt
1
r (14 L1+Mz—L1) ¢
_ )L A (z—Ly
+ f (t 1+y ) dt
A+ Ly+A(@=Ly)
Ty
(14+2~)L1+Lo L1+Lo
A IS Y RAY ; (429Li+£)
1th2 _ \ray) 1T a2
o (REE ) e ] (- e )
x A4+27)Lq+Lo
2(1+7)
L1+(1+42v)Loy r r
2(1+7) +Lo—w
n f” Lot Ny fz ¢ L)L\ gy
2(1+7) 2(1+)
Li+Lay L£1+(1427) Lo
2 2(1+7)

(I4y)Lo—M(=z—-Ly)

+ 1}‘7 ((1+7)£2—/\($—£1) _ t)q dt

1+
Li+Lo—x
1
£ (14y) La—Az—L1) \ q y
2 — kL1
[ (- el a s,

A+y)Lo—A(z—Ly)

1+

_ 20 (A(w—m)q“ . <(1+7—A)<x—£1>)"+1
(1+q)%(£2—£1) 1+y T+y

1
Lo—a—(142y)(z—£1) | I £o-£) )T ¢
n ( 2 é(m;( 1>> + (7(2&7)1)) 1S, (4.3)
Le résultat souhaité découle de (4.2) et (4.3). La démonstration est ainsi terminée.

Théoréme 4.24 Soit S : [L1, Lo] — R une application absolument continue sur [Ly, Lo].
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Si S’ appartient & Lo, [L1, L], alors on a :

C)\,'y (/31,37752;5) -

Lo
Egiﬁl fS (u) du
L1

2 L +£2
1 (1427)(xz—L1)—(L2—x) —x
Lo—Ly <(1) o ( - 2(1+1'y) : > > HS,“ if v > x—El )

2 L1+£2
Lo—z—(1427)(z—L1) . —x

IA

ou

¢:M<x_£l) %(52_51)27

(1+7)° 4(1+)

Ay €10,1] et w € [£y, 1E22].

n
Preuve. En prenant la valeur absolue aux deux cotés de (2.3), et en utilisant le fait

que |S’| est bornée, on a :

(4.4)

Lo
C)‘v’}’ (‘Cla xz, £2a 8) - £21£1 fS (U) du
L1

ﬁz L2
S g/ IKE)IS (@)]dl < | J 1K (2, 2)] dt
[:1 El
" £1+£2
. 1 (147) L1+ az—L1) (1427)L1+L
SN )t UL gp f ‘t R
Lrtioe t— L1+(1427)Lo dt ¢ (14+y)La—A(z—L1) dt S’
+ 2(1+7) + f T 1y || ||oo
Ll;’£2 Li+Lo—x
E1+[:2
Nous distinguons deux cas. Si v > —2,—, alors (4.4) donne :
Cay (L1,2,Lo; S fS
(149 L1 +A(@—L1)
1 o (149 L1+ A (@ —L1)

L1
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gg t_w)dt
g

14~
(A4+v)L1+X(z—Lq)
iy

L1+Lo

Li+Lo—x L1+(1+27)L2
2 (1+27) 51“32) d+ f (W
b (- ey

2(147) L1+Ly
2

(14+~)Lo—X(z—L1)

1T+ A+ La—A@=L1) t) dt
+ f < 1+y
Li+Lo—x

Lo

p_ M) dt | [IS"]
+ T |

1+
(v Lo—A(z=L)
A

2
2 =N (z—L1)
1 A(z—&)) + <%)
= "m 1+

2 /
2 2y)(z—L1)=(La—x) 1S
Lo L) B <(1+ Y
n (7(2&—4_7)) 2(14+7)

L£1+Lo —x btient :
4.4) on o
Et pour 7y < Zfﬁl ’ de ( )

Lo
L[S (v)du
C/\,'y (£17$;£2§S) - 52751!1 (u)

A+NLy+A(z=Ly)

1 f ( 1+~
< Lo—Ly L1

x p (1+7)131+)‘(r_£1)> dt
+ f (

1+
A4y Ly +A(z=Ly)
I =

Ly1+Loy
Q4291429

2
2(1f+v> (% — t) dt + f (t B
+

2(1+7) (A+29) L1 4Ly
T2
X

L1+(1427) Lo frfame

2(1+7)

2(T+7) L1+(1427)Ls t) dt + f (t B
(e

L1+(1427)Ly

e 2(1+7)
sre2

(14v)Lo—X(z—Lq)

1}7 (M — t) dt
+

1+~
Li+Lo—z
/
Lo ; (1+v)£2—A(’3_£1)>dt 157
- I+y
+ T
(+y)La—Aw=Ly)
=
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(14+27)L1+Lo

2(14+7)

L1+(14+27)Ls

2(1+7)

—t) dt

)dt
)dt



_ ((m—cl))Q +<(1+7—>\)(1’—61)>2
Lo—L1 1+~ 1+~

2
Lo—x— z—L Lo—L
b (Bmsfrean)’ s (4e80)) s (1.6

Le résultat souhaité découle de (4.5) et (4.6). La preuve est terminée. m

Théoréme 4.25 Soit S : [L1, L] — R une application contindment différentiable sur

(L1, Ls]. Si S’ € LY [Ly, Ls), alors on a :

Lo
Cry (L1,2,L2;S) — £2i£1 /S (u) du

L1

(1+y—=N) z—L1 A x—L1
< max{ Ty \La-L1) Ty \La-L1 )

ou N,y €[0,1] et x € [El,%].

(1427)(x—=L1) = (L2—1)
2(147) (L2 —L1)

i IS

Preuve. En utilisant la valeur absolue aux deux cotés de (2.3), on a :

Can (L1, 7, L9;S) = zi7 /S (u) du

Lo
/ K (t,2)|1S' (1)) dt

<
L1
L£1+L9
2
1+ L1+A(z—L1) (1429)L1+L
< s /‘t (e Ne—L)| 5" (1) dt + / ‘t U20ELs |57 (1)
Li+Lo—x Lo
+ / ‘t L |57 (1) di + / ‘t—(””ﬁiﬂx Lol |8 (1) dt
51;52 Li+Lo—x
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1+y—N)(z—L1) Mz—L1)
< 2 max{( W), <1+71 /|3' )| dt / IS (1)] dt
A4v)Lo—A(z—L])
=
6172%2 Li+Lo—z
14+2v)(z—L1)—(Lo2—x Lo—L
+ max { | (2L Cen) | ol | / [S" ()] dt + / S’ ()] dt
T L£1+£Lo
2
1 (A+y=N(@—L1) Ma—£L1) |(Q+29)(@—L1)—(La—2)| (L2—L1)
R max{ g L4y B lJr*r1 ’ g 2(1+17) ) ’72(f+7)1 }
z fifa Li+Lo—a Lo
X |S" (t)| dt + / |S" (t)| dt + / |S" (t)| dt + / |S” (t)] dt
Ly x L1+Lo A+ Lo—A(z=Ly)
2 14y
1 (1+7=AN)(z—L1) Mz—L1) | (142y)(z—L1)—(L2—z) | ~(L2
S oo max{ e Sa | 2(1+7 }”8/”1

La preuve est ainsi achevée. m

4.1.6 Discussion de quelques cas particuliers

Corollaire 4.1 Dans le Théoréme 4.23, si l’on prend x = %

, on obtient [inégalité

de type Simpson suivante :

Lo
A 14y—A Q (L1+L 1

sy (L) + 578 (552) + 35S (L2) — M!S(u) du

1
1
1 (AT (=0T (o
< 3 () (40) 19,
Corollaire 4.2 Dans le Théoréme 4.23, si l'on prend x = ‘Cl+£2 Y =0et A= 15, on

obtient l’inégalité de Simpson corrigée suivante :

Lo
L (TS (L1) + 168 (£5£2) + 7S (L1)) — e[S (u)du
L1

1 1
+lyga+l\a [(2(La—L1)\ @
()" (2522) 1S,

IN

o1



Corollaire 4.3 Dans le Théoréme 4.23, si l'on prend v = %,7 =0et = %, on

obtient l’inégalité de spline suivante :

Lo
L (35 (L1) + 108 (£4£2) 4 35 (L2)) — e[S (u)du
L1

1 1
+1 +1\a (2(La—L q
(25" (2522) 1S,

IA

Corollaire 4.4 Dans le Théoréme 4.23, si l'on prend x = %, on obtient l'inégalité

de type Newton-Cotes a b-point suivante :

AS(£1)+(2_>\)5(%)+475(L1;—£2)+(2—)\)8(#)+)\S(ﬁz) . 1 7*28 (U) du
A(1+7) L2—La
L1

1 1
< (AT =N T 20 Y T (1) T Y (2(Ly L) ) @ 15|
-~ 4q+1(1+,y)q+1 1+q p*

Corollaire 4.5 Dans le Théoréme 4.23, si l'on prend x = %, A= % et v = %, on

obtient l'inégalité de Bullen-Simpson suivante :

S(L1)+45( P2 ) pos (L1352 ) pas (A2 ) 15 (L) , ‘2
- S (u) du

12 Lo—Lq f

L1

1 1
+1\a (4(L2—L q
< (55)" (M=2) s,

, on obtient l’inégalité

Corollaire 4.6 Dans le Théoréme 4.23, si l'on prend x = %

de type Newton-Cotes a 5-point suivante :

2L1+L L1+L L142L L
S-S (AR (52 0SB 1 B 1)
6(1+7) LQ_Llﬁ
1
1 1
AP AES (oY (ESS Vhke ™ Ik (A o VA Kl TS SV AT [ SV
< 60+ (14)4 T 1+q p U= 3%
< 1 1
ZEN 2 (1 T S0 A Q)T (L)) T iy < L
691 (1-4)9F! I+q p U >3
Corollaire 4.7 Dans le Théoréme 4.23, si l'on prend x = %, on obtient l'inégalité
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de type Newton-Cotes a 5-point suivante :

)\S(£1)+(3—/\)5(%)+678(51;’52)+(3_)‘)S(M)+)‘S(L2) 1 fS (U) du
6(1+7) L L
L1

1
o (AT Q=0T 30 Lt 2L 3 (9(Ls— L HS’H
>~ 6q+1(1+,y)q+1 1+q

Corollaire 4.8 Dans le Théoréeme /.23, si l’'on prend x = %, A=0ety= ;—?, on

obtient linégalité d’Euler-Maclaurin corrigée suivante :

Lo
o+ (278 (BEtEz) 4 268 (BbE2) 4 278 (Bd5L2)) — /S (u)du

= 2404F1 1+q

< (mgge)’ (s o,

L1+Lo
2

Corollaire 4.9 Dans le Théoréme 4.24, si l'on prend x = , on obtient ["inégalité

de type Simpson suivante :

I+9=\ @ (L1+L
(1+ )'S([’l) 117 S( 1J2r 2) + (1+’y

Lo
7S (L2) — £2i£1 S (u)du
Ly

(A2+(14y-2) )
- 4(1+~)?

2118

Corollaire 4.10 Dans le Théoréme 4.24, si l’'on prend x = %, =0et = 1—75, on

obtient l'inégalité de Simpson corrigée suivante :

Lo
L (TS (L) + 168 (B££2) + 78 (L)) — 15 [ S () du| < HHEZE |5
Corollaire 4.11 Dans le Théoréme 4.24, si on prend v = 0 et A = %, on obtient [’in-
égalité de spline suivante :
Lo
5 (38 (£1) +108 (442) 43S (L2)) — 7717 [ S (u) du| < FEER (S|,
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Corollaire 4.12 Dans le Théoréme 4.24, si l’on prend x = %

, on obtient ['inégalité

de type Newton-Cotes a 5-point suivante :

AS(L1)+(27A)S(%)+4ry$(%)+(27)\)8<%)J’,)\S(‘CQ)
— S (u) du
4(1+7) Lo—Lq f
Ly

(A24+(1+7=2)+472+(1-7) ) (L2—£1)
— 16(14-)2

15" oo

Corollaire 4.13 Dans le Théoréme 4.24, si l’on prend x = 31:1“:2 JA = E ety = on

2
137

obtient l’inégalité de Boole suivante :

7S(L1)+325( F1E2E2 ) 1128 ( F1EE2 ) 4325 (2ELFE2 ) 175 (L) L 2
1 o 1 — 52_le[8(u) du
1

239 L ﬁ
2L |18

Corollaire 4.14 Dans le Théoréme 4.24, si l'on prend x = %, A= 5 ety = é on

obtient l"inégalité de Bullen-Simpson suivante :

S(L1)+4S( 22 ) pos( L1tEa) a5 ( L1302 | 5(L,) L2 (Lol
(*272) (122 )+4S(5172) —g;glfs(u)du S%HS/HOO
Ly
Corollaire 4.15 Dans le Théoréme 4.24, si l’on prend x = %, on obtient l’inégalité
de type Newton-Cotes a H-point suivante :
Lo
2AS(L1)+(3-20)S( ZELFE2 ) 168 (£1552 ) +(3-20)S (£15252 ) 1208 (L2) 1 d
6(1+) T L La (u) du
L1
(AN +4(147—-2)7+972—(2y—1)% ) (L2—L1) . 1
< () 1500 37> 2
— AN+ 4(14+7—2)2+972+(1—27)2 .
( 36(1+"/)2 ) ||8/||oo Zf’Y S %
Corollaire 4.16 Dans le Théoréme 4.24, si l’on prend x = %, on obtient l’inégalité
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de type Newton-Cotes a 5-point suivante :

Lo
AS(L£1)+(3-NS(ZEFE2 ) 4678 (£1EE2 ) +(3-0)S (ELE2E2 ) +S(Lo) 1 /
- S (u) du
6(14+7) Lo—L1
L1

(A2+(14+7-2)2+972+(2-7)%) (L2 —L1)
= 36(1-+7)2

15"l

Corollaire 4.17 Dans le Théoréeme 4.24, si l’on prend x = 5£1+£2 A=0ety= % on

obtient linégalité de Maclaurin suivante :

Lo

(35 ((E4p2) +28 (555) 138 (249%)) — i [ ()

L1

Lo—L
< Bl L) g

Corollaire 4.18 Dans le Théoréme 4.24, si l’'on prend x = %, A=0etvy= on

27’

obtient l’inégalité d’Euler-Maclaurin corrigée suivante :

Lo
i (27 (5552) o+ 268 (£5552) + 218 (85552)) - grh [ S (u)du

Ly

2401(L2—L
< WOI)HSIH

Corollaire 4.19 Dans le Théoréme 4.25, si l’on prend x = %, on obtient l’inégalité
de type Simpson suivante :
Lo
I4y-A @ (L1+L A 1
2(1+ sy (L1) + 5 S (B2E2) + s (L2) — 7= £1/8 (u) du
Ly
1 IHy=A A
S Qmax{ 117 ) 1+’Y’ 1+,y} ”S,Hl
Corollaire 4.20 Dans le Théoréme 4.25, si l’'on prend x = % et v = 0, on obtient
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linégalité de type Simpson suivante :

Lo

AS(L1) + (1= M) S (B522) + 38 (L) — 2 /S(U)du

Lo—L4
Ly

< lmax{l-AN}|S], = B2 S,

Corollaire 4.21 Dans le Théoréme 4.25, si l'on prend x = %,7 =0e A=z, on

1
27

obtient l’inégalité de Bullen suivante :

Lo

S(L)+S(L
(sese 15 (£1382)) — i [ 0)duf < 1S
Ly

N =

Corollaire 4.22 Dans le Théoréeme 4.25, si l’on prend x = %,'y =0et A= 1—75, on

obtient l"inégalité de Simpson corrigée suivante :

Lo
35 (7S (£1) +168 (B522) + 78 (L2)) — 727 /S (u) du| < & [|S']l; -

L1

Corollaire 4.23 Dans le Théoréme 4.25, si l'on prend x = %,7 =0et = %, on

obtient inégalité de spline suivante :

Lo
(3 (35 (£2) + 105 (£52) +35 (£2))) - 7725, [ S () u| < '],

Ly

Corollaire 4.24 Dans le Théoréme 4.25, si l’on prend v = %

, on obtient ["inégalité

de type Newton-Cotes a 5-point suivante :

Lo
AS(L1)+(2-N)S(ZELFE2 ) 14y S (E1552 )+ (2-0)S (A14£2 ) 1A5(L2) 1
- FrE=y : oz | S(w)du
L1

(A4+y=2) _ A _1- /
< max{ 4(117) ) ) 2(117)} 15715
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Corollaire 4.25 Dans le Théoréme 4.25, si l’on prend x = %, A= % ety =2, on

obtient l’inégalité de Boole suivante :

78(L1)+325( 22 ) 1128 ( F1EE2 ) 328 (2R ) 175 (L) 2
4 902 4 — Ez—ﬁlﬁf‘g (u) du ~
1

Corollaire 4.26 Dans le Théoréme 4.25, si l'on prend x = %, A= % ety =

obtient l’inégalité de Bullen-Simpson suivante :

L
S(L1)+4s(PHfE2 )JF2S(L112;£2 Al ) - l:zil:l fzS (u) du
Ly

Corollaire 4.27 Dans le Théoréme 4.25, si l’on prend x = %, on obtient l’inégalité

de type Newton-Cotes a 5-point suivante :

Lo
AS(£1)+(3-20)S(2EE2 ) 16vS (E11E2 ) +(3—20)S (E1E252 ) 1228 (£2) 1 /
- S (u) du
6(147) Lo—L1
L1

I+9=X A [2y—1] ol /
< max { 3(1+7)? 3(147) 7 6(1+7)° 2(1+v)} 15715

Corollaire 4.28 Dans le Théoréeme 4.25, si l'on prend x = %, A=0etvy= % on

obtient linégalité de Maclaurin suivante :

Lo
3S(2ELEE2) o5 £1tL2) 35 ( £1H5Ls
( 6 ) (82 ) ( 6 )_c;cl/S(U)dUS%WHl-
Ly

Corollaire 4.29 Dans le Théoréme 4.25, si l’'on prend x = %, A=0etvy= %, on

obtient linégalité d’Euler-Maclaurin suivante :

Lo
5L1+Lo L1+Loy L14+5Lg
278( 6 )+268(802 )+27S( 6 )_ 52151/8(u)du < ;Tl()HS/”l‘
Ly
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Chapitre 5

Inégalités intégrales de type
Newton-Cotes pour les fonctions
dont les dérivées premiéres sont

s-convexes étendus

Dans ce chapitre nous allons étudier les inégalités intégrales de type Newton-Cotes
faisant intervenir au plus cinq points, dont les dérivées premiéres sont s-convexes éten-

dues.

5.1 Préliminaire

Nous allons rappeler quelques classes de convexité classique, puis nous donnerons une

variante de 'inégalité de Holder.

Définition 5.1 ([56]) Un ensemble I C R est dit convexe si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0,1], si
tr+(1—t)yel.
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Définition 5.2 ([56]) Une fonction f: I — R est dite convezxe, si

flr+Q—t)y) <tf(z)+ (1—1)f(y),

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 5.3 ([18]) Une fonction f: I — R est dite P-fonction, si

flr+Q=t)y) < f(z)+ f(y),

est satisfaite pour tout x,y € I ett € [0, 1].

Définition 5.4 ([32]) Une fonction positive f : I — R est dite fonction de Godunova-

Levin ou Q-fonction, si

~

()

)

fltr+(1—t)y) <o 4

[y

est satisfaite pour tout x,y € I ett € (0,1).

Définition 5.5 ([29]) Une fonction positive f : I — R est dite fonction s-Godunova-

Levin, ou s € [0, 1], si

fltat+ (1=t)y) < 52+ U,
est satisfaite pour tout x,y € I ett € (0,1).

Définition 5.6 ([9]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite s-conveze au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)"f(y),
est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0,1].

Définition 5.7 ([61]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite s-convexe
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étendue pour un certain nombre fixé s € [—1,1], si

fltz+ (1 =t)y) <t*f(x)+ (1 =1)°f(y),

est satisfaite pour tout x,y € I et t € (0,1).

Théoréme 5.1 ([55]) Soit ¢ > 1. Si |f| € L'[a,b] et \f(w)ﬁ lg (z)| € L%][a,b], alors
|fg| est intégrable sur [a,b] et on a

1

[ @a@lde < (17 @) (J217 @)l @) dr)’

Les résultats concernant cette classe de fonctions étant massivement abondants, nous
ne citerons pas les résultats déja établis et nous ne discuterons pas les cas particu-
liers. Nous nous abstiendrons seulement de discuter nos nouveaux résultats qui sont
soumis pour une éventuelle publication. Nous invitons toutefois les lecteurs & consulter

[4-8,10, 13-16, 34, 38-60, 63, 64].

5.1.1 Nouveaux résultats

Lemme 5.1 Soit S : I C R — R une fonction différentiable sur 1°, 91,95 € I° avec
V1 < 9y et 8’ € LY [91,9,], alors I’équation suivante est vérifiée pour tout A,y € [0,1] et

x € ]’191, —191—5192 [

Q(191,$ 1927

fS

P 14+

_ M[ <h——>8’((1—h)191+hx)dh

1
+(191+192 2x)2f (h— (¥2—z)—(1427) (z—01) )Sl (( —h)z+ hm;m) dh
0

4(92—11) (1+7) (Y1 +92—2)
1
(91402 —22)> ~(9 9 +19
+ 50,0 { (h - T m) S ((L=h) =522 + h (91 + 02 — x)) dh

(a— 191) f < B m) S (1 = h) (91 + 93 — ) + hidy)) dh,

14+~
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ol

Q (U1, 1,99;8) = Ms(ﬁl)_i_(792—191)—2A(m—191)8(x)+is (191+192)

(1+7)(92—91) 2(1+) (92 —91) Ty 3

+ 2(14:7)(192 Y1) us (h + 2 —2) + ms (2).

Preuve. Soit

(z—91) (9149 21 (91+092—22) z—191)
[=y o el I+ O Ly 4 Bl (5.1)

ou

1

ho= /(h_m>3'(< h) 0y + hx) dh,
0
1

= / <h B (192(1—3)(5’};2;2)(962;91)) S' (1 = h) &+ h?2t2) gp,
0
1

b /<h %)Sl (( )191+192+h(191+192—$))dh
0
1

[4 = / (h — 1+7 /\> S’ ((( h) (191 + 192 _ Z') + h/L92)) dh.
0

Par le biais de I'intégration par partie, /; donne :

1
L= F%(h_ﬁp((l—h)ﬁﬁhm)o h) 9, + hz) dh
1
14~y—=X R
(Hv)?x—ﬂl)s () + (A+7) (z—01) 191 / h) 91 + hz) dh
- A 14+y—X 1
= oS () + oS (@) — W/S (u) du. (5.2)

61



De maniére similaire, on trouve :

1
_ 2 (W2—x)—(1+27)(z—01) Y140
Iy = 91+02—2z (h - 2(1+7)(ﬁ1+1;2—2m)1 ) S ((1 —h)z+h 1; 2) 0

1

_—191+1922_2$/S ((1 —h)z+ h191J2r_792) dh
0

_ 2y(92—91) Y1402 (V2 —2)—2(14+27)(z—11)
B (1+7)(T91+192—2w)23< 2 )+ (1+47) (91 +92—27) S(gj)
911+92
2

o (191—!—192—23:)2 / S (u) du’ (53)

1
2 (92—91) Y1+92
I3 = I1+02—2x ( B (1+77)(1921+191272m)> S ((1 - h) J2r +h (191 + s — I)) ’0

1
_191+1922—29:/S ((1—h) 191;2192 +h (9 + Dy —x))dt

0

_ 2(W2—x)—2(1427)(z—%) - 2v(92—11) 9149
(147) (91 +092—22)* S (W +Jp —x) + (1+'7)(191+’l92—23:)28( 5 2)

Y1+ —x

— 9,5 Mj_%)z / S (u) du (5.4)

ooy
et
L= o (=) S (10— h) (0 4 s — 2) + ) ;
-7 ]S ((1 = h) (V) + 99 — x) + hdy)) dh
= (_1+'y)?—:c—0191)8 (92) + oyt S (W + 2 — )
— (x_zl)g 7 S (u) du. (5.5)
Y1+2—x

En substituant (5.2)-(5.5) dans (5.1), on aboutit au résultat désiré. m
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Théoréme 5.2 Soit S : I C RT — R une fonction différentiable sur I°, 91,95 € I° avec

V) <0y et 8" € L [9y,15]. Si |S'| est s-convexe étendue sur [V1,95], alors on a :

¥a
Q (,1917:67792;8) - 1921191 /S (U) du

o—01)? A(s+2)— (14 2 14y-2) 52
< L) (<(1+(w)(s+1()(51)2) + e ( T ) (IS" (91)| + [S" (92)])

(147—A)(s+1)—A 842
+ <(1+1)(s+1)(s+2) + e <ﬁ) ) (IS (@)| + [S" (Vh + V2 — 37)\))
R0 (N, (2,91, 92) (IS ()] + |8 (01 + 02 — )

)

-+ 2M3,'y ('Ta 191? 192) |Sl (191;2192)

ow x € |9y, BE%2[ Ny €[0,1] et s € (—1,1] et Ny, (x,01,92) et M, (x,91,9,) sont

donnés par (5.8) et (5.9), respectivement.

Preuve. En utilisant le Lemme 5.1, la valeur absolue et la s-convexité étendu de |S'|,

on a :
D)

< o) f‘h—H )ys' (1—h) ¥y + ha)| dh
191 ¥2—2x) Jo—x 2v) (x—91
4;:92 ) f‘h : 1+’)y (1911152) 27) : ‘Sl( 1—h)x+h’91‘;92)|dh
791+192 2z) f’ ~y(P2—11)
4(192 191 (1+’y 191+192 2:)3)
|Sl( )191+192+h<191+192—$)}dh
(o9 f‘h Lo A‘|3' (1= h) (91 + P2 — z) + hila))| dh

< Gor f\h— 2= w718 @)+ 0718 (@) an

TRUESE S / = Lt G| (1= ) 1S (@) + 17 [ (2522) ) an

4(192 ’191 (1—0—’)/ 191+192 2z)
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(191+192 2x) /‘h _ y(@2=P1)

4(’!92 ’191 1+'y)(191+192 2w)

x ((1- \5’ (D223 | + B¥ (S (91 + Do — x)|) dh
“””/V H20 (1= )" [ (01 + 02— )] + 1 |S' (92)])
0 157 (9 \/‘h—m (1—h) dh +|S' (z |/‘h—mh3dh

(91492 —2z)> (02—x)—(1427) (x—91) s
sl {151 (o) / [~ o] (o py' an

19 9 (192 x) 1+2 T— 191 s

|8 (Lga) |/(h o) (e 00) | s gy

(91402 —2x)* 191 ¥ (92—11) s
+ 1(1922 2 ‘S/ + 2 ‘/‘h (1+;3 1921+1912 o) (1 —"h)"dh

1+’y) (191 +199—2x hs dh

+|S’(191+192—a:\/‘h—7(192—’91

(@—91)>
B e

1S (9 + I — 1) |/‘h Lty A((1-h> dh

h*dh

1+~

+|S’(192)|/‘h Lo
0

(2—01)2 A(s+2)—(147) 2 1y ) 52
02—1191 <((1+v)(s+1)(512) ) ( 11w ) ) (IS" ()] + 18" (92)])
s+2
(1+7=N)(s+1) A
+ ((1+1>(5+1>(s+2> + G (m) > (IS @] +18" (0 + 02 = x)’)>

22 (N, (2,01, 92) (IS (2)] + S (91 + 92 — )]

+2M, (2,91, 95) |S' (B5%2)])
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ol nous avons utilisé

Li(s,\,7)

Ly (s,)\,7)

NS/‘/ (l‘? 1917 192)

et

Msm (93; U1, 192) =

- /’h— (1—h)*dh = /‘h 1+7 ’\‘hsdh

A(5+2)—(1+47) + 2
A+ (s+D)(s+2) * (

(4
s+1)(s+2) 1+

1 1

(1+7=A)(s+1)—A

A s+2
¥ )

A

(1+7)(s+1)(s+2) + (s+1)(s+2) (

1
/‘h _ (92—2)—(1+27)(z—91)

(147) (91 +92—2x)

(1+7) (01 +92—2x)

7(192 191 _ h, ‘

0
1
0

(1-

h*dh

1+77)\) (1 . h)s dh

/)h—ﬁ‘mh:/‘h— :
0

s+2
1+'y> ’

+v

h)® dh

(s+1=y) (V2 —x) = ((14-27) (s+1)+7)(z—v1)

(147) (91+02—22) (s+1) (5+2)

2 y(92—191) s+2 191+192 o
T e ((1+'Y)('l921+191272x)> ify < 25—,
v(92—191) 1 . 01409
(1+'Y)(791+392712$)(s+1) ) if v > 25—,
(92—2)—(14+27) (z—¥1)
/‘h N 2(1+'Y) Y1 +92—2x) U h*dh
0
1
/ 1+’Y 191-1—192 (A7) (01 +02—2x) h‘ (1 - h) dh
0
— 1 + Y(92—11)
(s+1)(s+2) (s+1)(1+7)(191+792,21) o
L2 (e T M5
(s+1)(s+2) (1+’Y)(191+192—2x) y —
9 +19
(19 *19) 1tv2 .
(5+1)(11'Y§(1911+192*2x) (S+1)(s+2 1f’7 > —m
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Notons que pour (5.8) et (5.9), nous avons utilisé le fait que

191+2 _x

Y(92—91)
0< (1+'y)(1921+1912—2$) <1lify< .
191+192

(92—01) .
Ty > Ly >

—T

La preuve est terminée. m

Théoréme 5.3 Sous les conditions du Théoréme 5.1. Si |S'|? est s-convexe étendu sur

[¥01,02] o2 g > 1 avec % + ]l) =1, alors on a :

Q (01,2, 0: ) — 1921—191/8(u)du
91

1
N (m ((m) +{ T
1 1
x <(|S'<z91>§++1|s'<x>|Q) 4 (s )

91+095—2z)> 1
+( i(t%;ﬁl)) (A (7,01,79))7
1 1
o ((S’(x)lq+|3’(01§ﬂ2)|q)q N (|S'(191;”2)|q+|s'(191+192—x)|q>q>
s+1 s+1 )

ot A (v,91,02) est donné par (5.10).

Preuve. D’aprés le Lemme 5.1, la valeur absolue, I'inégalité de Holder et la s-

convexité étendu de |S’|?, on a :

P
‘Q (01, 2,92.S) — 5257 [ S (u) du
91
x 1 p % ; / %
) (f’h AV‘ dh) ({ys ((1—h)191+ha:)\qdh>

dh) ’

(191+792 2:E) (Y2—z)—(1427)(x—V1)
R Te 4(92—91) (f ‘h (1+7)(91+92—2x)

X <§ S (1—h)z+ h%){%h)
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ou

IN

(91+092—2x)? 7(92—191)
+ 1(1922 <f )h 1+’7)(1921+1912 2z)

po\?
dh)

( |Sl( )191+192—|—h(191+192—l’)‘ dh)q

1+~

xl‘h (f‘h 1+y—X

dh) <f 1S (( h) (91 + 99 — ) + lu92))|qdh>

)1 ((f (1= h)* IS (@W)]* + 2|8 (2)]%) dh)é

0

= (f‘h‘m

! (f (1= h)* |8 (91 + 92 — )"+ ° (S (62)]") dh) )

0
1
P P
dh>

<((Ha-wisrris eppa)

(91+92—27)* Y (92—191)
- i(ﬁ;ﬂ%) <f’h_ 1+'Y)(7921+1912 2z)

T (f ((1— h)* |8 (222) |7 1 12 |S' (9, + 92 — )]") dh) )

0

1
@=00? (1 (AN (1)) )
do—t1 \ p+1 1+~ 1+

1 1
IS’ (91)|?+S" (2)|? ) @ IS’ (91492 —)|?+]S(92)|? | ¢
X(( I >+( i) 415 (0 ))

U 0_20) (A (9, ,))

3=

4('192—191)

1
" <(|S/(x)|q+|3/<19142r192)|‘1) N <|S’(ﬂ1;02)|q+8/(191+192l“)|q) q)
s+1 s+1 )

p
j—
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et

1 p
(92—
A(7,90,05) = [ |h — qiisiias| dh (5.10)
0

1 pH YWe—v)  \PHTY . iy,
p+1 ( 1+’Y 191+192 2x)> ( 1+’y)(191+792—2g;)> 1f'7 S ;_191 s
— . p+1 (99—01) p+1 ) Dtdy
p+l ( 1+7 191+192 290)) - (m - 1) if v > )

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 5.4 Sous les conditions du Théoréme 5.1. Si |S'|? est s-convexe étendu sur

[¥1,02] o g > 1, alors on a :

V2
Q (Y1, 2,99;S) — 192Tlﬁlfé’(u) du
91

1
q

< P () T (1 (5,0,) |8’<m>\q+L2< 718 @)")

+ (L2 (s, A ) |8 (9 + 02 — 2)|" + Ly (5,A,7) S (92)*

-

U2 (Q (7,01, 9))
x ((Ns,“/ ("L‘alﬁla 192) |S, (x)|q + MSO’ (17,191,’192) ‘Sl (%—192)‘ )

+ (MS,’Y (I,ﬁl, ‘Sl (191+192)‘q + Ns'y (ZL’ 191,192) ’S (191 +192 - l’)| )%>

o Ly (5, A\, 7)), La (8, A,7) , Ng (x,01,02) €t M., (x,01,702) sont définis dans (2.6)-(2.9),
respectivement.

Preuve. D’aprées le Lemme 5.1, la valeur absolue, I'inégalité des moyennes de puis-

sance et la s-convexité étendu de |S’|?; on a :
V2

Q (01, 2,99;S) — ﬂ;ﬁlfS (u) du
Y1

h— 2|18 (1= h) o, + h:r)|qdh>

") (]
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IA

(191+192 2:13)2 (Y2—x)—(1427) (z—91)
+ 192 191) f h 1+’)/ 191+’L92 2LE)

1—1
dh)

<f)h (Y2—z)—(1427)(z—11)
(1+’y 191+192 2:13)

(91 +92—2z)>
+ : ’1922 191) <f ‘h o 1+’y)(191+’l92 256

1
X (f
0
17791 (f‘h 1+’y )\‘dh)
1
X <f
0
(z—11)
—1 (f ‘h - 1+7
1
+ ( i
0
(91+092—2x)? (¥
+ i(1922—191) <f‘h_ 1+7)(1921+192 2z)
((f ‘h (Y2—2)—(1427) (z—01)
1+’y)(191+192 2x)

1
f b — ~y(92—71)
0 1+7 )(91+92—2x)

1—1
dh>

b — Y(I2—71)
(147) (91 +92—2z)

[

1+~

(@

) ((

1+

13
dh)

X ((L=h)"[S (B522)|" + h* |S' (91 + U2 — 2)|") dh)

(e—91)? [ 32+(14r—N2) 4
192—119)1 ( 2E1+z)2 ) <<|Sl(191)|qf)h_m

1

1
+|S" ()| [
0

h— —‘hsdh)

+ 1S (91 + 95 — )| /)h 1*“‘(1—11)%111
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(1= by |8 (@) + ° | (2522 | dh>

1

S (1 - )Hh«%;_ﬂz)\qdh)q

1

S’ ((1—h)%—%+h(191+192—x))|qdh)q

1

h — 1+’7 )\‘ ’Sl 1—h) (191+192—33)+h192))|qdh>

— h)*|S" (1) + h° |S' (z)]%) dh>

h — 1+“/—A) (1 =h)*|S" (D) + 02 — 2)|" + 2 |S' (92)|") dh) f‘)

1

Q=

)

(1 - h)*dh

1



1
1 q
+ |8 (192)|q{ ‘h— ﬁlﬂ hsdh) )
_oz)? 1
D20 () (3,91, 09))
1
(Y2—x)—(1+27)(x—0Y1)
X (<|Sl (m)|q‘£ ‘h - 2(1+~y)(z91+1;2—2x)1

1
1 q

(1— h)*dh

Yo—x z—Y1)| 15
+ | ()] [ [n— et peay
0
(Y2—0 s
(I8 (521" b - g | - 0 an

+ |Sl (191 + 192 . ZL‘)|q f ’]’L . y(F2—11)

(14+7) (91492 —2x)

hsdh) )

= on? (Baaont) ((L1<s XIS @)+ Lz (5,0,7) |8 (2)[%)

Q=

(L2 (5, \,7) S (V1 + Y9 — 2)|" + Ly (5, \, ) |S" (9 5)
U020 () (7,0, )

(W (00,0218 @+ Mo (00,90 (252)[1)

+ (Mo (2,01, 92) | S (222 | 4+ N, , (2, 01, 02) |S' (0 + 0 — )" )5)

ot nous avons utilisé (5.6)-(5.9) et

1

(92—91)
Q(y,01,72) = /‘h_m dh

2 19]_-0-192
29(92—1) (92— e
(1 — T oo T 2 ((1+’y)(1921+191272_m)> ) ify < 25—,
1

1 2y(92—¥1) o
1 <(1+’y)(1912+192172m) - 1) if v >

[y

|

La preuve est terminée. m

70



5.1.2 Discussion de quelque cas particuliers

Corollaire 5.1 Dans le Théoréme 5.1, si l'on prend x = % 2 et A= 14

77:Ee @70”’

obtient l’inégalité de Boole suivante :

V2
78(191)-&-323(%)“'128(191;62)+328(ﬂ11302 )—‘,—75(792) . 1 /S (U) du
90 Y2—d

Y1
< gty (52 4+ 2(2)) (18 00| + 1S 9))

16(s+1)(s+2)

+ (S o (£)°4 4 <4—4> ) (1S (225 + |87 (22)])

+2 (B2 (1)) IS (242)]).

Corollaire 5.2 Dans le Théoréme 5.1, si l'on prend x =

5
Y1+

391 +192 1 2
Ry = et A= %, on

obtient l'inégalité de Bullen-Simpson suivante :

J2
S(0)+45(22 ) o5 (02 ) pas (B2 ) 1S (0y) /5 (u) du
12 Y2—1

Y1

< it (5 +2()7) (18 ol +218 (252)] +15' (92))
#2(3r2()77) (18 () [+ [ (2522)]).

Corollaire 5.3 Dans le Théoréme 5.1, si l'on prend x = %,’y = % et A =0, on

obtient linégalité de Maclaurin suivante :

(B8 (25 + 25 (852) + 3 (44)) — 1 [ S

< gt (187 @0+ 18 0] + (35— 2410 (3)") |8 (522)|
(B3 (D)) (I8 ()| + |8 (222)])).

Corollaire 5.4 Dans le Théoreme 5.1, si l'on prend x = %,7 = % et A =0, on
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obtient l’inégalité d’Euler-Maclaurin corrigée suivante :

5 (275 (35%) 4 263 (94 4 275 (235%)) = gk [ ) du

< et (1S 00|+ 18 (92)] + (252 + 4 (8)*1) |57 (21422)|

(2552 188 (9)) (IS (@) + |8 (01 + 92— 2))))

3

Corollaire 5.5 Dans le Théoréme 5.1, si l'on prend x = %,7 =0etX=2, on

[ee]

obtient linégalité de %—Simpson suvante :

V2
S(§1)+35<m);35(@)+8(ﬁ2) _ ﬁziﬂl /S (u) du

Y1

< s (B2 + 2 () (S W)+ 18 Wa)]) + |8 (252))]

+ (515 Q) (I8 (5=2) [ + 8" (=52) )

Corollaire 5.6 Dans le Théoréme 5.1, si l'on prend v = A = 0, on obtient ["inégalité

d’Ostrowski a deux point suivante :

S(z)+S(1+92—x
(@) (21+ : )_ 1921191\/'k9 (U) du

91

el (1S (0] + 18 (8a)] + (5 4+ 1) (18 (@)] + 1S (91 + 2 — 2))]))

< (s+1)(s+2) (9

+4<sﬁ3<t’123é’?_m> ((5+ 1) (IS (@)] + 18" (91 + 02 — 2)]) + 2|8 (252)]).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié I’estimation des erreurs des quadratures de type
Newton-Cotes impliquant au plus cinq points pour différentes classes de fonctions. Nous
avons effectué une collecte des résultats déja établis, puis nous nous sommes appuyés
sur de nouvelles identités afin d’établir des résultats plus généraux, introduisant ainsi de
nouvelles découvertes et généralisant une grande partie des travaux déja connus. Nous
pensons et espérons que notre travail sera trés bénéfique et utile pour les chercheurs
souhaitant s’initier au domaine des inégalités intégrales, notamment les inégalités portant

sur ’estimation d’erreur des quadratures.
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