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Résume

Dans cette thése on s’intéresse a la modélisation mathématique du phénomene
d’un cyclone tropical. Comme le moteur d’un cyclone est le mouvement
ascendant de 1’air di a la chaleur latente de la condensation de la vapeur d’eau,
nous avons étudié le mouvement vertical de 1’air saturé de la vapeur d’cau a
I’intérieur d’une cheminée de hauteur 12 km. Tout d’abord nous avons
construit la solution numeérique de I’équation d’évolution de 1’¢écoulement
vertical ascendant de I’air provoqué par la condensation de la vapeur d’eau. Pour
réaliser le calcul, nous avons adopté la séparation de la variable du temps t et de
la variable spatiale z. Par cette séparation, 1’évolution temporelle est donnée par
une équation différentielle ordinaire (en t), tandis que le mouvement de 1’air
dans le domaine 0 < z <Zz; est donné par un systtme d’équations “quasi
stationnaire” en z. Méme dans sa simplicité notre résultat montre les aspects
physiques fondamentaux du mouvement ascendant de D’air ; en effet le
mouvement vertical de 1’air croit rapidement, mais il sera ralenti par 1’effet de la
friction des gouttelettes avec ’air et tend vers un certain équilibre, ce qui
correspond a ce qu’on observe dans la nature.

Ensuite nous avons étudié ’existence et 1’unicité de la solution du systéeme
d’équations du mouvement vertical de I’air dans une cheminée saturée de la
vapeur d’eau, solution “globale” dans le domaine 0 <z <z; .

Mathematics Subject Classification (2010). 65L12, 35A24, 93A30

Mots clés. Différences finies, équations différentielles ordinaires, modélisation
mathématique.



Laila

o ) syl b AUl Al ) A dailly algd Aa g kY oda

elal) LA cafisit A5alsl 50 jall e Aailill o) el Ao gandl AS Al g2 Al gul) Jmale V) & jaa o La
AlS 12 Sl cld Adle aa Adaa JA1 plal) Ay audall o) gl 430 gand) AS ad) A oy Uiad 3 o Jaliiad

colal) Ay G (e ARl ¢ gl BasLiall A gaad) AS jall 48 o) Ablaall b Sl Jad) il Liad gl 3 ghads
Aagriiall 380 A8k Uaadiu g

81 56 Ae pu o) i cp) 5l Baslual) 43 gandl AS all Apalal) Al udll Gailadd) o el Willua gl
\:\AJ‘g\w\jﬁw\ﬁ\#aﬁﬁ&‘ﬂ&bJﬁiﬂ\ﬂ)bﬁu‘ﬂ‘f‘!djjﬂjﬁwwhgéwshﬁ)ﬂ-\g‘jﬁ
Aagal) B Gaag Le aa las (381 g

sl AL G e Aanll) o) gl da gand) AS al) e alaal Jaldd Jad) duilan g9 29 g Al s Liad SU1D day

Al ) Aadadl) (dolad) Adoalint) Asteal cygaial 5,40 -AdY XY Gl

. A3093 ¢ 65L.12 «A24 35 .(2010) sale ) ayial



Abstract

In this thesis we are interested on the mathematical modeling of the phenomenon of
hurricanes. As the motor of the hurricane is the vertical motion of the air due to the latent
heat of condensation of water vapor, we studied the vertical motion of the air saturated
with the water vapor inside a height chimney. we constructed the numerical solution of
the evolution of the ascending vertical flow of the air caused by the condensation of water
vapor, using finite difference method. Even in its simplicity, our result shows the funda-
mental Physical aspects of the ascending motion of the air ; indeed the vertical motion of
the air grows quickly, but it is slowed down by the effect of friction of droplets with the air
and tends to a certain equilibrium, which corresponds to what is happening in the nature.

Then we proposed the study of the existence and uniqueness of a global solution of
the system of equations of the vertical motion of the air in a height chimney in the field

0 < z < 71, where z; is the height of the chimney.

Key words : Finite differences, ordinary differential equations, mathematical models.

Mathematics Subject Classification (2010). 651L.12, 35A24, 93A30.



Remerciements

Il me sera tres difficile de remercier tout le monde car c’est grace a I’aide de nom-
breuses personnes que j’ai pu mener cette these a son terme.

En premier lieu, je tiens a remercier mon directeur de thése, monsieur Hisao Fujita
Yashima, pour la confiance qu’il m’a accordée en acceptant d’encadrer ce travail doctoral,
pour ses multiples conseils et pour toutes les heures qu’il a consacrées a diriger cette
recherche. J’aimerais également lui dire a quel point j’ai apprécié sa grande disponibilité
et son respect. Enfin, j’ai été extrémement sensible a ses qualités humaines d’écoute et de
compréhension tout au long de ce travail doctoral.

J’adresse de chaleureux remerciements a mon co-encadrant de these monsieur Moha-
med Zine Aissaoui, pour son attention de tout instant sur mes travaux, pour ses conseils
avisés et son écoute qui ont été prépondérants pour la bonne réussite de cette these. Son
énergie et sa confiance ont été des éléments moteurs pour moi. J’ai pris un grand plaisir a
travailler avec lui.

Je suis tres sensible a I’honneur que m’a fait Madamme Fatma Zohra Nouri en ac-
ceptant de présider mon jury de soutenance et d’examiner ma these.

Je voudrais remercier les rapporteurs de cette these monsieurs Messaoud Maouni,
Fateh Ellaggoune, Hamza Guebbai, pour I’intérét qu’ils ont porté a mon travail et I’hon-

neur qu’ils m’ont fait d’étre dans mon jury de these.



Je remercie tous les membres du laboratoire du mathématiques appliqueés et de mo-
délisation pour le climat sympathique dans lequel ils m’ont permis de travailler. Les nom-
breuses discussions que j’ai pu avoir avec chacun m’ont beaucoup apporté. Je voudrais
exprimer particulierement toute mon amitié a Benssaad Meryem, Kaidouchi Wahida
pour leur gentillesse, leur compétence et leur humour.

A titre plus personnel, Je remercie chaleureusement mon mari, Aouata Ali, pour la
grande patience, I’encouragement et la confiance qu’il m’a témoigné. Je tiens a le remer-
cier surtout pour son soutien moral ininterrompu et ses nombreux conseils tout le long de
ma these.

Enfin, les mots les plus simples étant les plus forts, j’adresse toute mon affection a ma
famille, et en particulier 2 mes parents qui m’ont fait comprendre que la vie n’est pas
faite que de problémes qu’on pourrait résoudre grace a des formules mathématiques et
des algorithmes, leur intelligence, leur confiance, leur tendresse, leur amour me portent et
me guident tous les jours. Merci pour avoir fait de moi ce que je suis aujourd’hui. Je vous

aime.



Table des matieres

Introduction 1
Modele général de I’atmosphere et état hydrostatique 8
1.1 Loi de la conservation de la masse de 'airsec . . ... ........... 9
1.2 Loi de la conservation de la masse de la vapeurd’eau . . . . ... ... .. 9
1.3 Conservation de la quantité du movement . . . . . . ... ... ....... 10
1.4 Equationdubiland’énergie. . . . . . ... ... ... L. 12
1.5 Etat hydrostatiquede 'airsec . . ... ... .. ... .. .......... 13
Modele du mouvement vertical de I’air dans une cheminée 17
2.1 Positionduprobleme .. ... ... ... ... L o L. 18

2.1.1 La quantité de la condensation de la vapeur d’eau dans la cheminée 19
2.1.2  Etat hydrostatique avec la condensation de la vapeur d’eau . . . . 21
2.2 Equations du mouvement de I’air avec la condensation de la vapeur d’eau
dansunecheminée . ... ... ... .. ... ... L. 29
2.3 Séparation de I’évolution temporelle et la structure verticale . . ... ... 31
2.4 Simulation numérique du mouvement vertical de 1’air dans une cheminée 34
2.4.1 schéma numérique pour les équations sans la viscosité et la ther-

moconductibilité . . . . .. ... 37



TABLE DES MATIERES

2.4.2  schéma numérique pour les équations avec la viscosité et la ther-
moconductibilité . . . . . ... ... L 38

2.4.3 Résultat du calculs numérique . . . . .. ... ... ... L. 40

3 Existence d’une solution du systeme d’équations du mouvement vertical de

I’air dans une cheminée saturée de la vapeur d’eau 54
3.1 Systtmed’équations . . . . ... ... 55
3.2 Probleme semi-stationnaire - premiére approximation . . . . . . ... ... 56
3.3 Deuxieme approXimation . . . . . . . . . ..ot u e e 57
34 EstimationS APriori. . . . . v v v v v vt e e e e e e 59
Conclusion et perspectives 69

Bibliographie 71



INTRODUCTION

Dans la nature, les systemes et les phénomenes physiques les plus intéressants sont
aussi les plus complexes a étudier, ils sont souvent régis par un grand nombre de para-
metres non-linéaires interagissant entre eux (la météorologie, la turbulence des fluides...).
L’une des solutions est de recourir a une série d’expériences pour analyser les parametres
et les grandeurs du systeéme. Mais les essais peuvent s’avérer tres coliteux (essais en vol,
essais avec matériaux rares, instrumentations tres cheres...) et ils peuvent étre tres dange-
reux (essais nucléaires, environnement spatial...).

De méme on peut construire un modele mathématique permettant la représentation
d’un phénomene physique. Ces modeles utilisent treés souvent des systemes d’équations
aux dérivées partielles (EDP) non-linéaires dont on ne connait pas de solutions analy-
tiques en général. Il faut alors résoudre le probleme numériquement en transformant les
équations continues de la physique en un probléeme discret sur un certain domaine de
calcul.

L’objectif de cette these est la modélisation mathématiques du phénomene d’un cy-
clone tropical, ce phénomene compte parmi les phénomenes météorologiques les plus
dévastateur, il représente un risque majeur pour 1’ensemble des zones intertropicales. En

raison notamment de la " force " du phénomene, et en dépit des progrés effectués dans
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sa compréhension et dans les mesures de surveillance, les cyclones sont chaque année a
I’origine de bilans humains et économiques tres lourds.

Un cyclone est un terme de météorologie, il se présente sous la forme d’un énorme
systtme nuageux de cumulonimbus (nuage d’orage). L’ importance de la condensation
comme source principale d’énergie différencie les cyclones tropicaux des autres phéno-
menes météorologiques, pour conserver la source d’énergie de sa machine thermody-
namique, un cyclone tropical doit demeurer au dessus de I’eau chaude qui lui apporte
I’humidité atmosphérique nécessaire, 1’atmosphere tropicale, chaude, réchauffe I’eau a la
surface de ’océan, ce qui entraine I’évaporation. C’est le début d’une perturbation at-
mosphérique ! L’air montant entre en contact avec des pressions et des températures plus
basses, en hautes altitudes, et la vapeur d’eau commence a se condenser et retrouve sa
forme liquide. Ce sont les nuages. Et c’est a ce moment que 1’intéressant phénomene
physique de la formation des cyclones tropicaux se produit.

La plupart des gens savent que I’évaporation de I’eau est provoquée par la chaleur,
mais de nombreuses personnes ignorent que la vapeur d’eau qui refroidit et se condense
libere sa chaleur. Plus la condensation est marquée plus la quantité de la chaleur libérée
est élevée. La condensation donne la chaleur a I’air et la vapeur d’eau retourne a 1’état
liquide. C’est ce qu’on appelle la chaleur latente de la condensation.

La chaleur latente dans I’air a la surface de I’océan est libérée dans I’atmosphere et
monte a des altitudes ou 1’air ascendant refroidit et provoque la condensation de la vapeur
d’eau. Ce refroidissement a la hautes altitudes accélere 1’ascension de I’air, car il est alors
plus chaud que I’air ambiant. L’air qui continue a monter aspire 1’air qui se trouve plus bas
et accélere I’ aspiration de I’air a la surface de I’eau. Ce mouvement de I’air est le vent qui
accompagne les cyclones tropicaux, les colonnes d’air ascendantes créent rapidement des
orages tropicaux qui sont des germes potentiels des cyclones tropicaux. Le mouvement de
giration du cyclone est donné par la rotation de la Terre : la force de Coriolis, les cyclones
tournent ainsi dans le sens des aiguilles d’'une montre dans I’hémisphere Sud, dans le sens

contraire dans I’hémisphere Nord.
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La littérature autour ce phénomene est exhaustives (voir [1], [6], [9], [21]), cependant
elle occulte en général la phase initiale de sa formation, en particulier dans [23] les au-
teurs ont construit un modele bidimensionnel du mouvement stationnaire de 1’air dans la
partie inférieure du cyclone, plus précisément ils ont choisit une hauteur H entre 1Km et
6Km de la surface de la mer pour que la composante radiale du vent soit petite, ils ont
considéré seulement sa structure mécanique et ont démontré 1’existence de la solution de
ce modele. Dans [28] les auteurs ont étudié numériquement le modele proposé dans [23],
en fait les résultats du calculs numériques obtenus ont donné une bonne approximation de
la distribution de la vitesse de I’air et de la pression. Dans [7] les auteurs ont étudié le dé-
veloppement du phénomene d’un cyclone tropical dans la phase initiale dans sa structure
mécanique et thermodynamique, ils ont construit un modele qui décrit ce dernier et ils ont
trouvé la solution analytique pour le modele proposé. Toutefois pour la construction de la
solution ils ont utilisé des hypotheses qui ne sont pas compatibles avec le comportement
observé par les physiciens et les météorologues par exemple ils ont proposé une solution
qui croit infiniment et la corrige en coupant artificiellemnt.

Dans cette these on s’intéresse a la construction d’un modele mathématique qui décrit
le phénomene d’un cyclone tropical dans sa structure mécanique et thermodynamique, en
utilisant des hypotheses qui conforment aux observations des météorologues et des phy-
siciens. Pour parvenir a cet objectif on étudie tout d’abord le mouvement vertical de I’air
accompagné par la condensation de la vapeur d’eau dans un domaine cylindrique comme
une cheminée, la hauteur de cette cheminée doit correspondre a celle d’un cumulonimbus
(12km), de sorte que le modele est intéressant pour les phénomenes méteorologiques,
comme les orages et les cyclones tropicaux. Dans notre modele on a pris en considération
I’effet de la friction des gouttelettes avec 1’air, en effet apres la construction du modele on
étudie la solution numérique du systeme d’équations proposé en utilisant la méthode de
différences finies. Les résultats du calculs numériques montrent que le mouvement ver-
tical de I’air croit rapidement, mais il sera ralenti par le frottement de la précipitation et

tend vers un certain équilibre, ce qui correspond a ce qui se passe dans la nature.
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Contenu de la these

Cette these est composée d’une introduction et trois chapitres.

Dans le premier chapitre on rappelle bricvement le systeme d’équations développé dans
[12] [24] qui modélise le mouvement de 1’atmosphere en tenant compte des transitions de
phase de I’eau de I’état gazeux a 1’état liquide ou solide.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a la construction d’un modele qui décrit
le mouvement vertical de 1’air dans une cheminée, d’une hauteur qui correspond a celle
d’un ”Cumulonimbus” et de section constante. On a supposé€ une seule condition sur la
cheminée c’est I’existence de 1’air humide a I’intérieur. Dans notre modele nous avons
pris en compte les grandueurs physiques suivantes : La température T, la densité p, la
vitesse v et I’effet de la friction des gouttelettes avec 1’air.

Apres la construction du modele, en séparant la variable temporelle ¢ et la structure verti-
cale z, on a formulé le modele d’évolution dans lequel la structure verticale est donnée par
un systeme d’équations différentielles ordinaires, avec des coéfficients qui dépendent du
parametres £, tandis que 1’évolution tomporelle est donnée par une équation différentielle
ordinaire avec les termes connus résultant du mouvement vertical de 1’air. Cette formu-
lation nous permet d’utiliser la méthode de différences finies pour obtenir la solution nu-
mérique du systeme d’équations. Notre résultat montre bien les aspects fondamentaux du
mouvement croissant de 1’air humide, en effet la vapeur d’eau qui monte commence a se
condenser, la condensation libére la chaleur latente et cette derniere monte a des altitudes
ou I’air ascendant refroidit et provoque la condensation de la vapeur, ce refroidissement
accélere I’ascension de I’air. L’air qui continue a monter aspire 1’air qui se trouve plus
bas et accélaire I’aspiration de I’air a la surface de la cheminée. Ce mouvement vertical
de I’air correspond a ce qui se passe dans un cyclone tropical dans sa phase initiale. Les
résultats du calculs numériques montrent que le mouvement vertical de I’air croit rapide-
ment, mais il sera ralenti par I’effet de la friction des gouttelettes avec 1’air et tend vers un

certain équilibre, ce qui correspond a ce que les méteorologues observent dans la nature.
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Dans le troisieme chapitre, on étudie 1’existence de la solution “globale” du systeme
d’équations proposé dans [15] sous des hypotheéses convenables, du point de vue tech-
nique il s’agit d’un systeme d’équations pour les inconues (7, p, v) qui représentent res-
pectivement la température, la densité et la vitesse verticale de 1’air. Pour démontrer 1’exis-
tence et I’unicité de la solution on va utiliser I’'idée du travail [14] qui consiste a définir
un voisinage d’une solution approchée dans I’intervalle [0, z] pour 0 < z < Z; ; puis, on va
démontrer que, si la solution appartient a ce voisinage, alors elle appartient a son sous-
ensemble strictement intérieur, ce qui nous permettra de prolonger au-dela de I’intervalle
[0, z] et ainsi, en répétant le prolongement, on trouvera la solution globale sur 0 < z < z;.

L’unicité de la solution résultera immédiatement de celle de la solution locale.
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FIGURE .1 — Cumulonimbus (nuages d’orages)
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FIGURE .2 — Image d’un cyclone capter par un satellite



CHAPITRE 1

Modele général de I’atmosphere et état hydrostatique

Sommaire
1.1 Loi de la conservation de la masse de I’airsec . . ........... 9
1.2  Loi de la conservation de la masse de la vapeur d’eau . . . ... .. 9
1.3 Conservation de la quantité du movement . .............. 10
1.4 Equationdubiland’énergie ....................... 12
1.5 Etat hydrostatiquedel’airsec . ..................... 13

Dans ce chapitre nous rappelons le systeme d’équations qui modélise de maniere suf-
fisamment détaillée le mouvement de I’atmosphere, en tenant compte de la transition de
phase de I’eau de I’état gazeux a I’état liquide ou solide (voir [12], [13], [24] ). Nous
considérons les grandeurs physiques :

o =p(x, 1) : la densité de I’air;

7 =7m(x,t) : la densité de la vapeur d’eau ;

v=v(x,t)=(v1(x 1), v2(x, 1), v3(x, t) : la vitesse du fluide ;

T =T(x,t) : la température ;

p = p(x, 1) : la pression.
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On suppose que la pression p est donnée par I’équation suivante

R
p=po—T (1.0.1)
U

avec R la constante universelle des gaz (R ~ 8.31-10’erg/mol-K) et p est la masse

molaire moyenne de 1’air (u = 28.96 g/mole).

1.1 Loi de la conservation de la masse de I’air sec

On entend par ’air sec la partie de 1’air des molécules différentes de H,o, c’est a
dire des molécules de Oy, N,, Ar et d’autre gaz en quantité infime, ainsi il sera régi par

I’équation de la continuité suivante (voir [12] )

0:0=-V.(pv). (1.1.2)

1.2 Loidela conservation de la masse de la vapeur d’eau

Le principe de la conservation de la masse pour la vapeur d’eau, doit étre appliquée
en tenant compte de la variation due a la transition de phase. Dans [24] les auteurs ont
proposé une équation qui tient compte de 1’éventuelle transition de phase du gaz au solide
et inversement ; ainsi 1’équation qui exprime la loi de la conservation de la masse de la
vapeur d’eau s’écrit

on
E'FV'(T[U):—H”. (123)

Ou H,, représente la quantité totale (dans 1’unité du volume et du temps) de H,O qui se
transforme du gaz au liquide ou solide (son éventuelle valeur négative signifie la quantité
de H,O qui se tranforme du liquide au gaz). Dans la suite on va préciser la définition de la
fonction H;,, ou la question délicate, est la description de la formation et de la disparition

des gouttelettes.
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1.3 Conservation de la quantité du movement

On rappelle d’abord que I’équation de la quantité du mouvement pour un gaz visqueux

général est donné par (voir [18])

(0, v+ (v-V)vj)+0x,p = (1.3.4)

3 2
=2 0y (n(0x.v; +0x; Vk — §5jkV- v)) +0,, (V- V) +0fj,
k=1

ou 7 et ¢ sont les coefficients de la viscosité d’écoulement et volumique, tandis que f =
(f1, f2, f3) est la force extérieure.
Pour le mouvement de 1’air dans 1’atmosphere 1’unique force extérieure qui intervient

réellement, est celle de la gravitation
f=-Vo,

® étant le géopotentiel. On rappelle en outre que I’air atmosphérique est composé par
Iair sec (N2, Oy, Ar etc...) et la vapeur d’eau ; de plus le comportement mécanique de
la vapeur d’eau ne différe pas beaucoup de celui de I’air sec, ce qui nous permet de

considérer I’unique équation de la quantité du mouvement avec la densité de 1’air
Qo+
Donc, si on adopte 1’approximation
n = Constante > 0, ¢ = Constante >0,

en utilisant I’expression (1.0.1) de la pression, on obtient, dans le cas de 1’absence de

gouttelettes et de cristaux de glace, 1’équation

(Q+n)(6tv+(y-V)v)+RV((u£+ulh)T): (1.3.5)
a

=nAv+((+ g)wv- V) - (0 + V.
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D’autre part, pour le mouvement de 1’air en présence des gouttelettes et de morceaux
de cristaux de H»O, il faut tenir compte de I’effet de la friction entre I’air et les goutte-
lettes, de méme entre 1’air et les morceaux de cristaux de H» O. Pour représenter ces effets,
on ajoute a I’équation (1.3.5) les termes

o0

faz(m)az(M)(v— ui(m))dm,
0

fas(m)as(m)(v — us(m))dm,
0

ou aj(m) et as(m) sont des fonctions décroissantes par rapport a m representant res-
pectivement le coefficient de la friction entre ’air et les gouttelettes de masse m et le
coefficient de la friction entre I’air et les cristaux de masse m, tandis que u;(m) et us(m)
désignent respectivement la vitesse des gouttelettes de masse m et celle des cristaux de
glace de masse m.

Ainsi on aura I’équation de la conservation de la quantité du mouvement pour 1’air

composé de I’air sec et la vapeur d’eau de la forme (voir [12])

(g+n)(6tv+(v-V)u):nAv+({+g)V(V-v)+ (1.3.6)
—Rv((ﬁ + l)T) —fal(m)ol(m)(v— wy (m))dm+
Ug Uup

o0
—fas(m)as(m)(v —us(m))dm—(p+m)VO.
0
Dans [12] les auteurs ont considéré seulement le terme avec o;(m), en supposant que

0s(m) =0; d’autre part ils ont considéré I’équation de 1’évolution de la vitesse des gout-
telettes u;(m).

Dans [24] (pour u;(m) et us(m)) on a proposé 1’utilisation d’une approximation, qui
simplifie la formulation des équations et permet d’éviter une régularisation plutot arti-

ficielle, en proposant qu’au lieu de considérer une équation propre pour la quantité¢ du
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mouvement des gouttelettes et des morceaux de cristaux, on adopte la détermination de

u;(m) = u;(m, t,x) et de ug(m) = us(m, t, x) par les relations

ui(m,t,x)=v(t,x)— Vo, (1.3.7)

a;(m)

us(m, t,x) = v(t,x)— V. (1.3.8)

as(m)

Ces formulations sont motivées par le fait que la vitesse des gouttelettes dans 1’atmosphere
est, selon les observations effectuées (voir par exemple [25]), presque celle de I’équilibre
(c’est-a-dire, en absence de variation de la vitesse de 1’air, la vitesse des gouttelettes ayant
une masse constante reste presque invariante). Quant a la vitesse des morceaux de cris-
taux de H»O, a cause de leur forme géométrique assez variée, selon les résultats d’obser-
vations, elle n’est pas uniquement déterminée. Vues ces circonstances, les auteurs de [24]
ont adopté la formule (1.3.8) en tant qu'une approximation de caractere statistique, en
admettant une formule analogue a celle de la vitesse des gouttelettes.

En substituant les relations (1.3.7) et (1.3.8) dans I’équation (1.3.6), les auteurs de [24]

ont proposé 1’équation de quantité de mouvement pour 1’air
ov n
(Q+nM5?+UwVM0:nAv+((+§ﬁNV-w+ (1.3.9)

~-Vp-glZ+p+mlés,

avec e3 = (0,0,1)7, T est la densité de I’eau liquide ou solide suspendue dans 1’atmo-

sphere, g est ’accélération de la pesanteur.

1.4 Equation du bilan d’énergie

On note par c, la chaleur spécifique, L la chaleur latente due a la transformation de
I’eau de I’état gazeux a I’état liquide ou solide et k le coefficient de thermoconductibilité.

Pour le bilan de I’énergie, il faut tenir compte de la contribution de la chaleur latente de
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la condensation ou de 1’évaporation, ce qui s’exprime par 1’équation suivante :

oT 3. 9v; an 2 ov; 2
pcva—t:kAT—pV-v+niJZ:1(x—j+x—i—§6ijv-v)x—j+((v-v) —oCcyv-VT+ L Hyy.
(1.4.10)

Pour plus de détail concernant les équations (1.0.1)-(1.4.10) voir [18].

1.5 Etat hydrostatique de I’air sec

Dans I’atmosphere réelle la diffusion de la chaleur et I’effet thermique de la friction
interne sont relativement petits, de sorte que le déplacement vertical de I’air, s’il n’y a pas
de transition de phase de I’eau, engendre la variation de la pression et de la température
de maniere assez proche du processus adiabatique. A cause de ce comportement de I’air,
nous trouvons une distribution de la pression, de la densité et de la température assez
proche de la distribution de I’état hydrostatique.

En effet, si on néglige la diffusion de la chaleur et I’augmentation de la température

due a la friction interne, 1’équation (1.4.10) se réduit a
R
pcy(0;T+v-VT)+—pTV-v=0. (1.5.11)
U

Si le mouvement de I’air vérifie cette équation, le long de sa trajectoire, le rapport

1
T(t,x)7
ﬁ(t,X):—Y__l (1512)
o(t,x) ¥
Cp CV+§ . . N N . . .
avec y = ¢~ = — reste invariant, ou y est I’exposant adiabatique, qui a la valeur ap-

proximativement 1.4, tandis que la trajectoire est définie par la relation
t
{xe IR3|x = x(t,xg), fo < t < 1y}, x(t, xg) = xg +f U(t,,X(t’,xo))dt,
0

(pour plus de détail voir [10]).

Ainsi, sur la trajectoire de chaque partie du gaz on a

T(t,x)=Cip(t,x)"! (1.5.13)
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ou C; est une constante .
Supposons maintenant que la valeur de la constante C; figurant dans I’équation (1.5.13)

est identique dans une région (2, alors dans cette région la pression p, est donnée par
p = hp" (1.5.14)

ol h= Clﬁ est une constante.
Soit @ le géopotentiel, si on substitue v = 0 et la relation (1.5.14) dans 1’équation

(1.3.9), on obtient

hVp"' = —pV®. (1.5.15)
Comme
ver =V 7T = L pvpr,
v—1
de (1.5.15) on déduit que
hLvQY—1 VO,
v—1
ce qui implique que
T G AP 15.16
e €o Ity (©p — D), (1.5.16)
ou X
(1, Y1 1
= +—(Dy—D , 1.5.17
(Y Qo h)/ ( 0 ) ( )

ou @y = D(xp) et pg = p(xp) pour xp € Q. Pour ’application de (1.5.17) a I’atmosphere
réelle il est souvent commode de prendre @ et po comme les valeurs de ® et p au niveau
de la surface de la mer respectivement.

Nous rappelons que, du point de vue physique, (1.5.16) et (1.5.17) sont valables seule-
ment si p(xo) >0 et o ' + Yh—_yl(cpo — D).

La relation (1.5.17) signifie que dans 1’approximation "adiabatique", I’atmosphere "au

C _H

repos" aura la distribution de la densité p. En outre, compte tenu de la relation 3+ = %, on
déduit de (1.5.13) et (1.5.16) que
- -1 -1
T=C o) 1+Yh_y(q)0_q)) :T0+“(7]; )(cpo—q)), (1.5.18)
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ou Ty = Clpg_l est la température au niveau de la surface de la mer, d’autre part, de

(1.5.14) et (1.5.17) on déduit que

X -1

- -1 - = y-1 o
p=h|o} 1Y ” (q>0—q>))y 1 :(poy + L @y - @) (1.5.19)

h nhy

ou po = hpg est la pression au niveau de la surface de la mer.

La distribution de la densité p(x), de la température T'(x) et de la pression P(x), don-
née par (1.5.17)-(1.5.19) dans une région 2, définit un état hydrostatique. Il est intéressant
de remarquer que dans 1I’état hydrostatique, la température T'(x) descend linéairement par
rapport au géopotentiel ®(x), ce qui correspond a son comportement dans la troposphere.
Toutefois, la comparaison entre le calcul explicite de T'(x) par la relation (2.13) et la don-
née de la température dans la troposphere fournie par les observations montre une diffé-
rence non négligeable, c’est-a-dire la décroissance de la température dans la troposphere
de I’atmosphere réelle est plus faible que celle donnée par la relation (2.12).

-1
Prenons en examen le terme %

(®o—P) figurant dans 1’équation (2.12). Pour ob-
tenir une approximation explicite de ce terme, nous utilisons le systtme CGS (centimetregramme-

second). En désignant par ®(H) le géopotentiel a un point a la hauteur Hcm du niveau
ply-1)
R

de référence ® = @ et en substituant dans le terme (@9 — ©(H)) I’approximation
®(H) — @y ~ 980.Hcm?/s72 et les valeurs u = 28,96g/mol, R = 8.31.107erg/m0l.K,
Y = 1,4, on obtient

uly—1 —980.Hcm?/s72.28,96g/ mole.0,4
(Do —D(H) = -
Ry 8,31.10’erg/mole.K.1,4

~-9,8.H.107°K.

En rappelant (2.13), cette relation signifie que quand on monte de H cm la température
devrait descendre de 9,8.H.10~° degrés, c’est-a-dire que quand on monte de 1km la tem-
pérature devrait descendre de 9,8 degrés. Mais les mesures effectuées dans 1’atmosphere
réelle nous montrent que quand on monte de 1km la température descend en moyenne
environ 6,5 degrés. Cette différence est due principalement a la présence de la vapeur

d’eau et a sa transition de phase.



CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ... HYDROSTATIQUE 16

A la fin il ne faut pas oublier de rappeler le résultat bien établi des observations selon
lequel la pression moyenne au niveau de la mer est partout dans le monde approxima-
tivement 1013mb. D’autre part, comme nous le savons bien, la température moyenne
au niveau de la mer varie beaucoup de la zone tropicale aux zones polaires. Par consé-
quent, la densité moyenne au niveau de la mer, qui doit satisfaire a 1’équation (2.5) avec
p = 1013mb et la température moyenne donnée, elle aussi varie sensiblement de la zone
tropicale aux zones polaires. La constante h utilisée dans (2.9) doit en conséquence varier

en fonctione de la température au niveau de la mer.



CHAPITRE 2

Modele du mouvement vertical de I’air dans une cheminée
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Nous rappelons que, le mouvement vertical de 1’air est causé par la chaleur latente
de la condensation de la vapeur, cette derniere joue un role fondamental dans I’appari-
tion de certains phénomenes de 1’atmosphere tel que la formation d’un cumolonimbus
qui provoque les orages, la précipitation intense ainsi que les cyclones tropicaux (ou le
cumulonimbus devient le noyau chaud d’un cyclone tropical voir par exemple [8], [16]).

La littérature autour ce sujet est exhaustives (voir [1], [6], [9], [21]), cependant elle

occulte en général la phase initiale de sa formation. Dans ce chapitre, nous proposons un

17
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systeme d’équations décrivant le développement du mouvement ascendant de 1’air causé
par la chaleur latente suite a la condensation de la vapeur d’eau. En supposant que le
mouvement de I’air se développe dans une cheminée assez haute (12Km), en effet cette
expérience mentale donne une méilleur explication du phénomene d’un cyclone tropical
grace a la simplicité de la structure géométrique de la cheminée.

Pour le calcul nous avons utilisé une approximation par la séparation de la variable
temporelle ¢ et la structure vertical z, nous formulons le modele d’évolution dans lequel la
structure vertical est donnée par un systeme d’équations différentielles ordinaires avec des
coéfficients qui dépendent du parametres ¢ et I’évolution tomporelle est donnée par une
équation différentielle ordinaire avec les termes connus résultant du mouvement vertical
de I’air; cette séparation va nous faciliter 1’utilisation de la méthode de différence finie

pour obtenir la solution numérique.

2.1 Position du probleme

Nous proposons la déscription de I’évolution du mouvement vertical de I’ air provoqué
par la chaleur latente de la condensation. Imaginons une cheminée de hauteur 12km, de
section constante assez large, traversé par un courant ascendant de 1’air humide, provo-
quant la condensation de la vapeur. Désignons par z la coordonnée spatiale verticale telle
que :

0<z<z, >0,

ou z; représente la hauteur de la cheminée.
Avant la construction du modele qui décrit le mouvement vertical de I’air accompagné
par la condensation de la vapeur d’eau dans une cheminée, nous devons déterminer tout

d’abord la quantité de la condensation qui se produit a I’'intérieur de ce dernier.
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2.1.1 La quantité de la condensation de la vapeur d’eau dans la che-
minée

La transition de phase de I’eau réalisée dans la cheminée, provoque la pluie et la neige,
ou la quantité appelée pression de la vapeur saturée p ,(T) joue un role fondamental. En
effet, la condensation de la vapeur d’eau se réalise, lorsque a une température supérieure
a celle de la fusion de H» O, la pression de la vapeur dépasse la pression de la vapeur satu-
rée relative a I'état liquide p ;) (T), valeur critique au-dela de laquelle les molécules de
H,0 a1’état gazeux tendent a s’établir a 1’état liquide. Dans le cas ou la température est
inférieure a celle de la fusion, il faut imaginer la méme expérience au-dessus de la surface
de la glace au lieu de I’eau liquide, ce qui nous donnera la pression de la vapeur saturée
sur la surface de la glace. Mais pour la transition de phase de I’eau dans 1’atmosphere, il
faut tenir compte que dans I’atmosphere réelle méme a une température inférieure a celle
de la fusion, on trouve des gouttelettes d’eau liquide, ce qui nécessite la considération de
la pression de la vapeur saturée sur la surface de 1’eau liquide méme aux températures
inférieures a celle de la fusion. Ces processus de transition s’accompagnent d’un dégage-
ment ou d’une absorption de I’énergie ; ce phénomene est connu sous le nom de chaleur
latente, qui constitue un facteur important dans les phénomenes météorologiques.

Dans le cas du processus condensation évaporation, les valeurs expérimentales établis
concernant la pression de la vapeur saturée p,s a des températures normales de 1’atmo-

sphere sont données approximativement par les valeures

.5(T'-273.15)

Pos(T) = By 10776 Eo = 6.107(mbar),

Il nous est commode de définir, a I’aide de I’expression générale de la pression, la densité

de la vapeur saturée relative a la surface de 1’eau liquide 7,5 (T) par

:uhﬁvs(l) (1)

RT (2.1.1)

Tysy(T) =

ou R et uj sont respectivement la constante universelle des gaz et la masse molaire de

H,0 (voir [12], [17], [24], ).
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D’autre part, ces processus de transition s’accompagnent d’un dégagement ou d’une
absorption de 1’énergie ; ce phénomene est connu sous le nom de chaleur latente, qui
constitue un facteur important dans les phénomenes météorologiques. Nous désignons par
Lgi, Lis, Lgs respectivement la chaleur latente relative a la transition gaz-liquide, liquide-

solide, gaz-solide, selon les données expérimentales on a la relation
Lgs(T) = Lgi(T) + Ly5(T).

(voir [17], [19], [22] ).
Selon les physiciens la quantité de la condensation est donnée par la variation de H,O

dans I’air par rapport a la densité de la vapeur saturée 7 ,s(T), Designons par

Hyr = Hyr (8, 2)

la quantité (par unité du temps et du volume) de H,O de I’état gazeux qui se trans-

forme en liquide ou solide.

Il est bien connu que dans 1’atmosphere essentiellement la partie de la vapeur allant
au-dessus de la densité de saturation devrait étre transformé en liquide ou solide (voir
par exemple [17], [19], [22], ect...). Ainsi, si on dénote par 7,s(T) la densité de vapeur
saturée a la température T, la variation de la densité de H,O dans I’air dans la cheminée

est donnée approximativement par

_ d d _
Her = (0s(1) 7~ 1080 = 05D vs. (2.1.2)

En effet , si on désigne par m(z) la densité de vapeur en z, et si on suppose que la

quantité de H,O qui dépasse 7,s(T) devient immédiatement liquide ou solide, on aura
() = mys(T(2)).

Lorsque I’air monte de Az, la quantité de H,O contenue dans I’air sera

o(z+Az) %, (T(2) o(z+Az)

() 0(2) 0(2)

’
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tandis que la densité de la vapeur saturée s’écrit

7ys(T(z+ AZ)),

N

d’Ou

Az—0 Az Q(Z) _HVS(T(Z+AZ)) =

=7 (T)ilo —iﬁ (N
Y g 80 dz U

Par conséquent, en tenant compte de la relation % = v3, on trouve (2.1.2).

2.1.2 Etat hydrostatique avec la condensation de la vapeur d’eau

Dans cette section, on s’intéresse a la construction d’un modele qui décrit 1’état hy-
drostatique de I’air accompagné par la condensation de la vapeur d’eau. On sait bien que
le comportement mécanique de la vapeur d’eau ne differe pas beaucoup de celui de I’air
sec, pour cela dans la suite on écrit ), au lieu de o + 7.

Quand il y a la condensation de la vapeur d’eau dans I’air, ce dernier regoit la chaleur
latente de la transition de phase de H»O, de sorte que la variation de la température, en

négligeant la diffusion de la chaleur et le terme due a la friction interne, est donnée par

05,00, Tp +v-VT; )+ Ry, T V-v=Ly Hyy, (2.1.3)

R
e
En substituant (2.1.2) et (1.2.3) dans (2.1.3), en tenant compte du mouvement station-

ou L;; est la chaleur latente due a la condensation ou la sublimation inverse et R} =

naire dans la cheminée (de sorte que v = (0,0, v3) et % = l/g%), on obtient

O5sCr— 2 v = R Ty — 205 = (Ry T+ Lup) (Ts () —— 108 03 = —TT0s( T30 vs,

en divisant par v les deux parties, on aura

OnsCv dz — Ry Ths

oy,

. _o.d. . od_ .
— =T, + Lip) (Tos(Th) = logon, — —Tus(Th)). (2.1.4)

dz dz
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Retournons a I’équation (1.3.9), si v = (0,0, v3) et 9;v3 = 0, en négligeant les termes de la

viscosité et on écrit % au lieu de %, on aura d’apres (1.0.1)

. d Rd ., .
thU3EV3:_EE(thThs)_g[z-"th]' (2.1.5)

Ou X est la densité totale de 1’eau liquide ou solide.
Pour v3 — 0 on a

V3— V3 — 0.
dz

Alors, de (2.1.2) il résulte que :
H; —0 ainsique X —0.
Donc nous avons :

R d * * *
pE(thThs) = ~80hs (2.1.6)

Le systeme d’équations (2.1.4), (2.1.6) décrit I’état hydrostatique de I’air accompagné
par la condensation de la vapeur, on note par Ty, go les conditions initiales associées aux

systeme d’équations (3.2.8), (3.2.9), ainsi on écrit
T,,(0)=Ty>0, 05,5(0) =00 > 0. (2.1.7)
On a alors la proposition suivante
Proposition 2.1.1. On note par
— * / d * !/ d = * / / -
Q={z>0| [@y(T; (2 ))%logghs(z ) — %nvs(Ths(z ))>0Vz €]0,Z1maxl}

Si (T;S,Q’;ls) est la solution maximale du probleme (3.2.8),(3.2.9) , avec les conditions

initiales (2.1.7), la solution est définie sur [’intervalle maximale 0,7z} qx[. On a

05c(2) Tsc(2) < 0}, (D) Ty (2) < 0(20) T(29)  VzEQ (2.1.8)

o Tsc(2) et psc(2) sont les fonctions définies dans (1.5.17), (1.5.18)
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Démonstration. En écrivant (3.2.8) sous la forme

d T]:: v 1 RO * — * d * d — *
%log *s@ = T;: QZ (FThs+Lgl)(7tvs(Ths)Elog9hs_%”vs(Ths))’
0 * sEhs

on observe que le second membre de cette égalité est positive pour chaque z € Q2, donc

* v Cy
Ths(z)C S T,

T R VzeQ,
R Ro
th(z)” QO”
R
étant donnée‘é—‘;:y—l,ona

r-1
C ()T <ali(@F VzeQ &
02 7 <aTy(2)r Vze(, C1=—73
TY
0

De (3.2.9) on déduit en utilisant Iinégalié précdente

RO d * * * * ¥
F%(thr‘rhs) = —80ps > —8C1 0y Ty
ce qui implique que

Ry v d il

W y—1az i) T >ag
Par conséquent
" " r-1 o ouy-1
(05,,(2)T;,(2)) v >(poTo) ¥ — e c18%. (2.1.9)
0
En outre, de (1.5.11) on obtient
-1 -l -1
(05c(D Tsc(2) 7 = (oTo) 7 — Rﬂy c1gz. (2.1.10)
0
Ainside (2.1.9) et (2.1.10) on a
0sc(2) Tsc(2) < 07,,(2) T}, (2). (2.1.11)

En se référant a I’équation (3.2.9) on remarque que :

d * *
E (th Ths) =0,
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ce qui veut dire que :

05 5. < 00To. (2.1.12)

d’apres (2.1.11) et (2.1.12) on obtient (2.1.8) ce qui acheve la démonstration.

O

Les figures ci-dessous représentent la distribution verticale de la température ainsi que
la densité de I’air dans 1’état hydrostatique respectivement de 1’air sec et de I’air avec la
condensation. Nous avons fait les calculs utilisant la méthode de différences finies pour
une hauteur de 12km. Les résulats du calculs numériques montrent bien que la pression
p = R1pT calculée avec la température et la densité de 1’état hydrostatique de 1’air sec
est inférieure a celle calculée a partir de “ I’état hydrostatique avec la condensation de la
vapeur d’eau ” (voir Fig. 2.1, Fig 2.2, Fig 2.3 et Fig. 2.4, qui sont obtenues a partir de
(1.5.17)-(1.5.18) (3.2.8)-(3.2.9)), ce qui confirme le résultat de la proposition2.1.1.
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FIGURE 2.1 — La distribution de la température dans 1’état hydrostatique sans condensa-

tion
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FIGURE 2.2 — La distribution de la température dans 1’état hydrostatique avec la conden-

sation
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FIGURE 2.3 — La distribution de la densité dans 1’état hydrostatique sans condensation
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FIGURE 2.4 — La distribution de la densité dans I’état hydrostatique avec la condensation
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2.2 Equations du mouvement de I’air avec la condensa-
tion de la vapeur d’eau dans une cheminée

Pour formuler le systeme d’équations qui modélise le mouvement vertical de 1’air,
accompagné par la condensation de la vapeur d’eau dans une cheminée, nous avons besoin
du systeme d’équations cité dans le chapitre précédent.

Réduisons d’abord le systeme d’équations (1.2.3)-(1.3.9)-(1.4.10) en une dimension

de I’espace ; pour la commodité de la notation dans la suite en écrivant v au lieu de v3

0
_Q"'—(Ql/) —H;,. (2.2.13)
ot 0z

ov ?v a

(m (—)) Ho=—5-P-glZ+ol, (2.2.14)

oT OT) ov_ 0T (OU)Z+L”H” (2.2.15)

eolGr+var) P =Koz
On suppose que la pression p est donnée par I’équation suivante
p=p—T. (2.2.16)
U
En substituant (2.2.16) et (2.2.13) dans (2.2.15), on obtient

oT

2
2 op 69)) o°r (av 2

~RT(5 +vo )| =xo (5] + L Her (2.2.17)

ch(

Revenons maintenant a 1’équation (2.2.14), pour laquelle on a pas fait des commentaires
concernant les conditions aux extrémités du domaine 0 < z < z;. On observe que la pres-
sion p = R1pT, calculée avec la température et la densité de 1’état hydrostatique de 1’air
sec, est inférieure a celle calculée a partir de ““ 1’état hydrostatique avec la condensation
de la vapeur d’eau ” (voir Fig. 2.1, Fig 2.2, Fig 2.3 et Fig. 2.4). Ceci correspond aux ob-
servations des météorologues qui considerent I’existence d’une force poussant I’air vert
le haut lorsqu’il y a la condensation de la vapeur d’eau dans 1’air. Selon ces conditions,

nous allons déterminer notre propre mécanisme de I’évolution, en définissant une force f
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due a la différence entre la pression p(t,z;) au sommet a I'intérieur de la cheminée et la

pression p., de I’état hydrostatique de 1’air sec a I’extérieur, ainsi on a

ff(t;z)dzzRIQ(I;El)T(t»El)_pex; (2218)
0

En fait, dans certains essais de simulation du mouvement vertical ascendant de 1’air,
accompagné par la condensation de la vapeur d’eau, on trouve une croissance infinie de v
(voir [7]), ce qui ne correpond pas aux observations des météorologues, pour que la crois-
sance de la vitesse sera ralentie d’une maniere analogue a ce qui se passe dans la nature,
nous introduisons comme hypothese, 1’effet de “’la friction  entre les gouttelettes et I’ air
(ou la friction entre les cristaux de glace et 1’air). En effet les météorologues observent
que la vitesse des gouttelettes ou de cristaux de glace par rapport a I’ air environnant se sta-
bilise rapidement apres leur(s) création(s) (voir [22]) ; ceci veut dire que, dans une bonne
approximation suivant le principe d’action-réaction, I’effet de la force gravitationnelle sur
les gouttelettes ou les cristaux de glace devient celui de la gravitation sur 1’air (voir [24]).

Considérons le systeme d’équations (2.2.13)-(2.2.15) en tenant compte de la condition

(2.2.18), on aura alors

%+%(pv) = —Hyr, (2.2.19)

Q(% + V%) = u% - Rl%(QT) —-glZ+pol+f, (2.2.20)
QC,,(Z—? + vg—Z) —RIT(% + Ug_g) =

:K?;TZ +u(%)2+(R1T+L”)H”, (2.2.21)

ou Hy, est donnée par (2.1.2).
Si on néglige la viscosité et la conductibilité thermique, les équations (2.2.20)-(2.2.21),

seront réduites a

ov ov

0
Q(E+ v&) =-Ri—(eD-glZ+ol+f, (2.2.22)
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oT oT 0 0
ocu( S+ v ) - RT(Z2 +032) = (R T+ L) Hyr (2.2.23)

2.3 Séparation de I’évolution temporelle et la structure
verticale

Le systeme d’équations aux dérivées partielles (2.2.19)-(2.2.21) n’est pas facile a ré-
soudre, cependant, on a vu que la distribution de T et p dans 1’état hydrostatique avec
la condensation de la vapeur d’eau est obtenue comme solution du systeme d’équations
(2.1.4), (2.1.6) et cette solution peut étre construite par la méthode de différences finies.
Cela nous suggere que, si nous adoptons une approximation de telle sorte que le calcul
de la structure verticale peut étre exécutée séparément de celle de 1’évolution temporelle,
une application simple de la méthode de différences finies nous a donnée la solution nu-
mérique ; mais la question de I’estimation de la différence entre la solution de 1’approxi-
mation et celle de du systéme original (2.2.19)-(2.2.21) reste posée et devrait étre étudiée
dans un futur proche.

Pour résoudre le systeme d’équaions (2.2.19)-(2.2.21) numériquement nous propo-

sons les approximations suivantes, en effet on pose
v=ca(t)w(t,z), (2.3.24)
tout en supposant
0:0(t,2) =0, 0;T(t,z) =0, 0;w(t,z) =0. (2.3.25)

Avec les approximations (2.3.24)-(2.3.25) I’équation (2.2.20) se réduit a
2

a 0“w 0
Qwaa+pa2wazw:ua@—Rla(pT)—g[Z+Q]+f. (2.3.26)

En outre, on trouve qu’il est commode d’adopter 1’approximation suivante pour f (¢, z)

f(t,2) =p(t, D) w(t,z) — Pt,2) =~ Pex
Jotet, 2 w(t,z)dz'

(2.3.27)
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Comme la fonction f(t, z) vérifie (2.2.18) et puisque la variation en z de p(t, z) w(t, z) est
assez petite, alors f(z,z) sera également petite. En substituant (2.3.27) dans (2.3.26), on
obtient

d
Qwaa+9a2wazw:

02 a t)_ -
- ua L;}_Rl_(QT) gl=+ 0]+ ow _ p(t,Z1) — Pex ’
0z o et 2 w(t,z)dz

ainsi, I’équation (2.3.26) devient

L= — p(t,21) — Pex ,
dt [Z o(t, 2 w(t,2)dz'
2

0z 2

Concernant la fonction X(t,z), nous pensons qu’il est dificile de déterminer sa dé-

0
0’ W, w = pa— RI&(QT)—g[Z+Q].

duction théorique, en attendant les données d’observations qui la définie de maniere plus
cohérente du point de vue physique ; par conséquaent nous allons utiliser 1’approximation

suivante

4 1
(1) = Eif(p(t—s)thr(z,s)dzds:
1
0

t 1
1 _ 4 d_
_ E_lf(p(t_s)f(n,,s(:r)%logg-EHUS(T))udzds (2.3.28)
0

ou foz " H;r (2, s)dz représente la densité totale de 1’eau liquide ou solide réalisée dans la
cheminée et ¢ est la probabilité de Permanence des gouttelettes dans 1’air . En fait, si
@(t —s) est la probabilité de permanence de 1’eau liquide ou solide produit au moment
s dans le domaine 0 < z < zj, la quantité Z(¢) définie par (2.3.28) est la moyenne (dans
0 < z < z1) de la masse totale de I’eau liquide ou solide présente dans I’air a I’instant .

Enfin I’interprétation de (2.3.25) est la possibilité de considérer p, T, w en fonction

N . . . . do 4T d
de z avec un parametre ¢. Ecrivons o(t;z), T(t;2z), w(t; z) et dg’ o d”Z” au lieu de a ,
0T oJw N :
3z 9z hotre probleme devient

a(t) = Rio(t;21)T(£;21) - Pex. (2.3.29)

dt fozlp(t; ZNw(t; 2" dz
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do dw d d
w=2 +0—= = ~(Tus(T) 7 logo - —Tus(D)) w, (2330)
aT do Kk d’T pat) dw.,
R T=_ — il
v dz 1z a(Hw dz? w (dz)
_ d d
+(R1T+ng)(nys(T) o =D T) (2331)
a(t)? wd—w+R £+R T@— oc(t)i——
e dz 1Qalz 1z H dz2 &0
1 J d d
g f ot—s) f (us(D) - logo~ ——Ts(D)|awdzds. (2.332)
0

Ou (2.3.29)-(2.3.32) découle de 1équation de la quantité du mouvement, (2.3.30) repré-
sente 1’équation de la conservation de la masse et I’équation (2.3.31) est le bilan d’energie.
Comme nous nous intéressons au mouvement vertical ascendant de 1’air , on considere

le cas ou v = aw est positive et n’est pas trop petit (de sorte que dans (2.3.31) le terme

= (t) — est relativement petit).
Comme les équations (2.3.31)-(2.3.32) sont du second ordre, pour le probleme de
Cauchy, pres des conditions p(t;0), T'(£;0), w(t;0), nous devons donner des valeurs a

d . d .
ETU’Z)IZZO’ %w(t’z)|z:0'

La condition initiale de la dérivée premiere pour z = 0 peut étre un probléme difficile dans
la théorie générale des équations différentielles ordinaires. Mais dans notre cas, comme
les coefficients sont suffisamment réguliers et loin des singularités et les coefficients de la
viscosité et la thermoconductibilité sont supposés d’€étre petits , nous pouvons chercher la
solution de (2.3.31)-(2.3.32) dans un voisinage de la solution des équations sans viscosité
et conductibilité thermique, en mettant la valeur de la premiere dérivée de la solution des
équations sans viscosité et conductibilité thermique comme 1’état initial de la premiere
dérivée de notre solution (voir [3]).

Si nous négligeons la viscosité et la conductibilité thermique, les équations (2.3.31) et

(2.3.32) seront réduites a
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c aT R TdQ 3
O T 4 T
_ . 1d d_ _. d
= (R1T+Lgl)(ﬂvs(T)EEQ— (1) T}, (2.3.33)
a2ow®™ 4 RpdL g% - _
e dz 1€ dz Yz &0
1 f 7 d d
—g_—f(p(t—s)f(ﬁ,,s(T)—logQ——EUS(T))awdzds. (2.3.34)
Z1 ) , dz dz

2.4 Simulation numérique du mouvement vertical de I’air
dans une cheminée

Dans cette partie nous présentons les résultats du calculs numérique pour le systeme
d’équations du mouvement vertical de ’air dans une cheminée ; nous allons traiter le
systeme d’équations sans la viscosité et la thermoconductibilité et les équations analogues
avec la viscosité et la thermoconductibilité, en utilisant la méthode de différences finies.

On verra que les deux solutions numérique ne different pas sensiblement.

Choix des parametres et calcul numérique

Pour effectuer les calculs, nous devons clarifier certains parametres qui interviennent

dans les équations. En effet les parametres physiques g, Ry, ¢, sont
- R 5 R
g§=98gm°/s*", Ri=—, Cy=7—1)
Hm 2 pm
R=8,31- 107erg/mole-K, Um =28,96g/ mole.

Dans les calculs on utilise pour la densité de la vapeur saturée 7,¢(T) la valeur relative a

la surface du liquide

_ 1 7,63(T—=273,15)
mys(T) = ﬁEo 10" 7315 | E3=6,107 (mbar),
1
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et pour la chaleur latente L;, on utilise la valeur relative a la transition de phase de I’eau

de I’état gazeux a I’état liquide
Lgi(T) = (3244-2,72 7103 (J/kg).

La correction de la fonction L, par la considération de la transition de phase de I’eau de
I’état gazeux a I’état solide , rend le calcul assez compliqué et ne modéfie pas beaucoup
le résultat (voir [17], [19], [22], [25]).

pour la pression a I’extérieur de la cheminée p.,, dans notre exemple de simulation
nous utilisons

Pex = RIQSC(EI)TSC(El)r

ou Tc(2) et psc(z) sont les fonctions de la température et de la densité de 1’air dans 1’état

hydrostatique (sans condensation), c.a.d

g(Y—l)z gly—-1)

Tsce(2) =T(0) - ) ~9,8°K/km,
sc(2) 0) Riy Riy m
- -1 7
Osc(2) = (0(0)}’ 1_ Y}’—hgz)y 1,
Ry +¢y , . .
Y= Y (y est ’exposante adiabatique),
v
(RTO)"  _
h = constante = ————, P, =1013 mb.
Po

En ce qui concerne la fonction ¢(:) (la probabilité de permanence des gouttelettes
apres le temps 1 depuis leurs création), il n’est pas diffcile de comprendre que la moyenne

du temps de permanence est donnée par

f(p(r)dr.
0

On propose une forme particuliere de la fonction ¢(7), c’est a dire

JTTZ

p(1)=e 4°, (2.4.35)

ou Q est une constante que nous allons définir plus tard.
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On va calculer son intégrale de 0 a +oo. On a

+00o +00 +oo

_nt? 1 _nr?
f(p(r)drzfe 4de1:5fe 1 dt

0 0 —00

En utilisant le changement de variables

x= vrT
V2Q
C’est a dire
VT
Ona
+00 +00 +oo +oo
1 _ﬁ 1 X2 d 1 x2 2 «?
—fe 4derz—fe_7—rdx:—fe‘T\/_de: Q fe_de
2, 2. dx 2. VX V27 .
Q +00 +00 2y % Q 24y2 %
—_— e 2 dxd :—fe_ 2 dxd =
m(—[o—[o y) m(R y)

+00 +00

o0
Q - _ —ﬁrdr % _ a 2 % —
E(fe 22nrdr)—Q(fe 2 ) —Q(—fae 2dr) =Q.
0 0 0

ca signifie que, si on prend ¢(7) de la forme (2.4.35), alors la moyenne du temps de la

permanence des gouttelettes dans 1’air est Q. Si on utilise la discrétisation avec le pas du
temps est 5 secondes, alors pour que la moyenne de permanence soit 20 minutes (= 1200

secondes), il faut prendre la fonction

T2

-———), 1=0.
4(240)2)

91(7) = exp

Pour réaliser la simulation nous choisissons
0<z<12000 (m), 0=<t=<3600(s),

a(0) =0.01 (m/s), T(¢t;0)=300 (K),

o(£;0) = 1204 (g/m>), w(t;0)=1.
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2.4.1 schéma numérique pour les équations sans la viscosité et la

thermoconductibilité

Pour construire le schéma numérique, on discrétise les intervalles
0<t<1t; =3600(s)et0<z=<2z =12000 (m) en {ti}i'\ilo et {zj}j.vjo avec les pas 6; et 6,
c’est-a-dire

O=to<f <-<tn-1<In =11,

ti—ti-1=0; Vie{l,---,Ny}, (2.4.36)
0=2p<2z1<--<2ZN,—1 < 2N, = 21,

zj—zj1=6, Vjell, -, No}. (2.4.37)

Avec la discrétisation du domaine (2.4.36) et (2.4.37), nous proposons un schéma
de différences finies pour le systeme d’équations (2.3.29), (2.3.30), (2.3.33) et (2.3.34).
En effet, lorsque les valeurs de w(t;;z5), p(tir;z7), T(ty;z)) et a(t;-1) (i'=1,---,i-1,
j=1,---,N>) sont données, nous pouvons déterminer les valeurs de a(t;) et X(;) par les

équations
R10(ti-1;21) T(ti-1;21) — Pex

a(t)=a(ti-)+6— , (2.4.38)
02Xy, 0Ui-1; 2 w(ti-1; 2j1)
1 i—1
() ==06; ) @(t; — ty)a(t;)8,x
L =1
Np
x Y (D1, ) = Do (', ) w(ty; zj), (2.4.39)

j=1

Dy (i, j) = s (T (tir; 7)) (o(ti; zj) —(tyr; zj-1)),

o(ti;zj-1)
dn,s(T)
ar

Puis, quand nous avons les valeurs de a(#;), Z(;), w(t;zj-1), o(t;;zj-1) et T(t3;2j-1),

D, (i', j) = (tir; 2j))(T(tyr;27) — T(tr; 2j-1)).

on peut déterminer les valeurs de w(t;;z;), p(#;; z;) et T(#;;z7) a partir des €quations

w(ti;zj-1)e(ti; zj) + e(ti; zj—1) w(ti; 25) =
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=2w(t;2j-1)0(8;2j-1) — (D1(i, J) = D2 (i, ) w(ti;zj-1), (2.4.40)
o(ti;zj—1)cy T(ti;2j) — R T (L5 zj-1)p(ti5 2j) =
=po(t;;2j-1)cp T(t3;2j-1) — R T(t;25-1) (85 2j-1)+
+6, (Rl T(ti;2j-1) + L[r)(Dl(i, )= Dai, ), (2.4.41)
a(t)*ow(ti;zj— ) w(t;; zj) + Rip(ti; zj—) T(t; 2j)+
+R1 T(t3;2j-1)0 (15 7)) = a(t)*pw(ti; 2j-1) w(ti; 2j-1)+
+2R10(t552j-1) T (t;2j-1) —6.80(ti52j-1) — 6,82 (1;); (2.4.42)

dans (2.4.40) et (2.4.41), D, (i, j) et D»(i, j) sont comme (2.4.39) (évidemment en remplat

i par i’).

2.4.2 schéma numérique pour les équations avec la viscosité et la

thermoconductibilité

Pour calculer la solution du systeme d’équations (2.3.29)-(??)-(2.3.31)-(2.3.32), nous

utilisons la méthode de différences finies avec les approximations suivantes :

dw)  wi+1)-w(@)

dz lz=i "~ 5, ’

@’ _a(j)-a(j-1

dt =i 5, ’
dw)  wi+1)-2w@)+w(i-1)
dz? le=i ~ 52 ’
Ty TE+D-2TA)+TE-1)
dz? lz=i~ 6? ’

En ce qui concerne les conditions initiales %T(t; z)| z=0 €t %w(t; z)| on utilise les

z=0’

valeurs des dérivées de maniere analogues a la solution des équations sans la viscosité et

la thermoconductibilité (voir [3]).
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Pour la déscritisation du domaine 0 < ¢ < £; = 3600 (s) et
0 < z <7z =12000 (m), on suit les mémes étapes utilisées pour les équations sans la
viscosité et la conductibilité thermique.

Avec la déscritisation du domaine, quand on a les valeurs de w(t;;z;), p(ti;z}),

T(ty;zj) et a(ti-1) (i'=1,---,i—-1, j=1,---,N>), on détermine a(t;) et Z(t;) par

Ri(p(ti-1;21) T (ti-1;21) — Pns(z21) Tns(21))

a(t;) = a(ti-1) +6; N
6:X %, 0tz w(ti-1;2))

(2.4.43)

1 i—-1 No
() ==6; ) @t — ti)a(t;y)d, Z (D1(i', j+ 1) =D (i, j+ D w(tiszj), (2.4.44)

1 =1 j=1

Di(i,j+1) =7s(T(ty; 2)) ————

o(tir; z;) (o(tiszj+1) — o(tir; 25)),
i’ ]

dmys(T)
artr

Puis, quand nous avons les valeurs de a(#;), Z(t;), w(t; zj), o(t;; z;) et T(¢;z;), on peut

Dy(i',j+1) = (tir; 2) (T (8315 2j1) — T (375 2))-

déterminer les valeurs de w(t;;zj+1), 0(%;;2j+1) et T(£;;zj+1) a partir des équations
w(ti;z2)o(ti; zj+1) + (ti; zj) w(ti; zj+1) =
=2w(t;;25)(t;25) — (D1(i, j+ 1) — D2 (i, j+ D) w(t;; z;), (2.4.45)
(Gz0(ti52j)cy =) T (t52j+1) =6 R T (835 2))0(8i52j41)—
—a () p(w(t;; z) — witi; 2j-1)) w(ti; 2j1) =

=0.0(t;;2j)cy T(ti52) + K(T(t5;2j-1) —2T (85, 27)) — 6. Ry T (855 2j) (835 27) +
+02(R1 T(t552)) + L) (D1(i, j+ 1) = Da(i, j+ 1) —a(t)* p(w (L5 2)) — w(ti; zj-1) wti; 27),
(2.4.46)

5za(ti)29w(ti;zj)w(ti;zj+1) —a(t)pw(ti;zj+1) + 6, R10(t;2)) T(t;2j4 1)+

+8 R T (t;;2))0(ti; zj+1) = 5 .a(t) oW’ (155 2)) + 26 . R1o(13;2)) T (135 2j) +

+a(t)p(w(t; zj-1) —2w(t; 2)) — 6280(ti; 2;) — 628 (1y); (2.4.47)

Dans (2.4.40) et (2.4.41), Dy (i, j+1) et D,(i, j + 1) sont comme (2.4.39) (en substituant i

au lieu de i’).
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2.4.3 Résultat du calculs numérique

Nous illustrons ci-dessous les valeurs de la solution (w(i), T'(i), (i), @(i)) du systeme
d’équations (2.4.38)-(2.4.42) avec pu =« = 0 et celles de la solution (w(i+1), T(i+1),0(i+
1), a(i)) du systeme d’équations (2.4.43)-(2.4.47) avec u =20, x =10

La température

Sans la viscosité | Avec la viscosité

i=0 T =300 T =300
i =200 T =291,836 T =291,962
i =400 T =282,904 T =283,248
i =600 T =272,886 T =273,421
i =800 T =260,893 T =261,726
i=1000 T =245,680 T =246,84
i=1200 T =226,037 T =227,324
La densité

Sans la viscosité | Avec la viscosité

i=0 o =1204 o =1204
i=200 | ©=976,286 0 =975,977
i=400 | ©=785,693 0 = 784,265
i=600 | ©=626,747 0 = 625,524
i=800 | ©=496,595 o = 494,859
i=1000 | p=2390,222 o = 388,043
i=1200 | p=2302,652 0 = 300,326




CHAPITRE 2. MODELE DU MOUVEMENT VERTICAL DE L’ AIR DANS UNE
CHEMINEE 41

La vitesse a(t)

Sans la viscosité | Avec la viscosité

j=0 a=0.01 a=0.01
Jj=40 a=33,77 a =33.89
Jj =60 a =35,23 a =35.05
Jj =100 a =30,67 a =30.53
j =150 a =24,27 a =24.38
Jj =250 a =16.02 a=16.53
Jj =400 a=17.08 a=17.28
Jj =500 a=18.44 a =18.56
Jj =600 a=18.28 a =18.50
j =650 a =18.07 a=18.32
j =700 a=17.93 a=18.19
j=720 a=17.89 a=18.15

Si on utilise la discrétisation avec le pas de 5 secondes .et si nous voulons que la

moyenne de permanence soit 30 minutes (= 1800 secondes), il faut prendre la fonction

71"['2

4(360)2)’

@2(1) =exp (-
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La vitesse a(t) avec @2 (1)

Avec @1 | Avec ¢,
j=0 a=0.01 a=0.01
j=40 | @=33,77 | @=33,76
j=60 | a=35,23 | a =35.21

j=100 | «=30,67 | @ =30.53
j=150 | @« =24,27 | a =23.60
j=250 | a=16.02 | a=12.14
j=400 | ¢ =17.08 | a=9.51
j=500 | a=18.44 | a=13.31
j=600 | a=18.28 | a =14.20
j=650 | a=18.07 | a =14.04
j=700 | «a=17.93 | a =13.79
j=720 | a=17.89 | a =13.68

Les résultats de la simulation numérique montrent bien les aspects fondamentaux de
I’évolution du mouvement vertical de 1’air avec la condensation de la vapeur d’eau. En
effet les figures 2.9 et 2.13 illustrent le développement de la vitesse verticale de 1’air a (i)
sans les termes de la viscosité et la conductibilité thermique, ol la premiere figure est

_ a2 _ nr?
calculée avec @ (T) = so-e 42102 et la seconde avec @, (T) = so—=e 43602 ; la vitesse est

2400 2400
représentée dans 1’axe vertical en m/s et I’axe horizontal représente le temps (le pas du
temps est 5secondes)

Dans la figure 2.9, la valeur maximale de la vitesse est 35 m/s avec ¢ = 4 minutes
(50 pas), tandis que la valeur de la stabilisation est autour de 21 m/s. D’autre part la
valeur maximale de la vitesse est 35 m/s dans la figure 2.13 avec t =4 minutes (50 pas),
alors que la valeur de la stabilisation est autour de 14 m/s. La différence entre la valeur

maximale et la valeur de la stabilisation de la vitesse dans ces deux figures (2.9-2.13) est

due au terme Z qui représente la moyenne de permanence des gouttelettes dans 1’air ; en
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fait dans la figure 2.9 on a supposé que la moyenne de permanence des gouttelettes dans
I’air est de 20 minutes, par contre dans la figure 2.13 on I’a supposé de 30 minutes et donc
I’effet de la friction entre les gouttelettes et 1’air pour ¢, sera plus fort que celle pour ¢,
ce qui explique la petitesse de vitesse maximale dans la figure 2.13 par rapport a celle
représentée dans la figure 2.9 (méme chose pour la vitesse de la stabilisation).

Les figures 2.5, 2.7 et 2.11 illustrent la distribution verticale de la température, la den-

2
nT
1

sité et la vitesse v = aw au temps ¢ = 3600s, pour @1 = 5;55€ +2407 sans les termes de
la viscosité et la thermoconductibilité thermique, tandis que les figures 2.6, 2.8 et 2.12
montrent la distribution verticale de la température, la densité et la vitesse v = aw au
temps ¢ = 3600 s ,pour ¢, (1) = ﬁe_% avec les termes de la viscosité et thermocon-
ductibilité thermique. On voit clairement que les deux solutions ne different pas ; quand le
processus devient quasi-stationnaire, la croissance de la vitesse verticale selon la hauteur
est due a la section constante de la cheminée ; en réalité la vitesse croit d’une maniére
inversement proportionnelle avec la densité.

On remarque aussi que la vitesse verticale de 1’air a/(f), croit rapidement a cause de
I’effet de la chaleur latente, de la condensation de la vapeur, puis elle se stabilise a cause

de I’effet de la friction des gouttelettes avec 1’ air.
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FIGURE 2.5 — La distribution de la température sans la viscosité et la thermoconductibilité

thermique au temps t=3600 s
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FIGURE 2.6 — La distribution de la température avec la viscosité et la thermoconductibilité

au temps t=3600 s
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FIGURE 2.7 — La distribution de la densité sans la viscosité et la thermoconductibilité au

temps t=3600 s
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FIGURE 2.8 — La distribution de la densité avec la viscosité et la thermoconductibilité au

temps t=3600 s
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FIGURE 2.9 — La distribution de la vitesse a/(t)sans la viscosité et la thermoconductibilité
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FIGURE 2.10 — La distribution de la vitesse a(t) avec la viscosité et la thermoconductibi-

lité



CHAPITRE 2. MODELE DU MOUVEMENT VERTICAL DE L’ AIR DANS UNE
CHEMINEE 50

80

v(m/s)

\ \ \ \ \
10
0 20 400 600 800 1000 1200 2(10m)

FIGURE 2.11 — La distribution de la vitesse v = a x w sans la viscosité la thermoconduc-

tibilité
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FIGURE 2.12 — La distribution de la vitesse v = a x w avec la viscosité et la thermocon-

ductibilité
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FIGURE 2.13 — La distribution de la vitesse a(t) sans la viscosité et la thermoconductibi-

lité et avce la fonction ¢»
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FIGURE 2.14 — La distribution de la vitesse a(¢) avec la viscosité et la thermoconductibi-

lité et avce la fonction ¢,



CHAPITRE 3

Existence d’une solution du systeme d’équations du

mouvement vertical de I’air dans une cheminée saturée de

la vapeur d’eau

Sommaire
3.1 Systemed’équations ............ .0ttt 55
3.2 Probleme semi-stationnaire - premiere approximation . . . ... .. 56
3.3 Deuxieme approximation . ..........0 00ttt 57
34 Estimationsapriori.............c00 ittt 59

Dans I’article [15] on a construit la solution numérique du systeme d’équations décri-
vant I’écoulement de I’air dans un cylindre vertical provoqué par la chaleur latente de la
condensation de la vapeur d’eau ; la construction numérique de la solution a été faite en
utilisant I’approximation par la séparation de 1’évolution temporelle et de la structure spa-
tiale. Or la question de I’existence et de 1’unicité de la solution de ce systeme d’équations,
méme celle du sous-systeme pour la structure spatiale, n’a pas €té résolue.

Dans [14] I’ auteur propose un théoreme d’existence et d’unicité d’un systeme d’équa-

54
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tions similaire au sous-systeme pour la structure spatiale étudié dans [15]. Le résultat
de [14] améliore le théoreme classique d’existence et d’unicité de la solution locale. Tou-
tefois il ne donne que I’existence et 1’unicité de la solution dans un intervalle, qui nous
semble encore trop petit pour garantir la résolubilité d’un systeme d’équations du type
envisagé dans [15].

Dans le présent travail, en utilisant I’idée de [14], mais en introduisant aussi une autre
méthode basée sur la “deuxieme approximation”, nous démontront un théoreme d’exis-
tence et d’unicité de la solution d’un systeme d’équations différentielles ordinaires non
linéaires, théoréme qui améliore le résultat de [14].

Le systeme d’équations différentielles ordinaires que nous allons considérer corres-
pond au sous-systeme pour la structure spatiale traité dans [15]. Les équations de ce type
se trouvent souvent dans 1’étude des phénomenes atmosphériques qui impliquent le mou-
vement de ’air provoqué par la chaleur latente de la condensation de la vapeur d’eau

comme les orages, qui continuent a intéresser beaucoup de chercheurs (voir [8]).

3.1 Systeme d’équations

On note par T la température de I’air, p la densité de I’air, v = aw la vitesse de I’air,

g I’accélération gravitationnelle. On propose le systeme d’équations suivant (voir [15])

R ;2T (5Z1)— R z1) Ty (z
ia(t): 10(5521)T(52) — R10ns(Z1) hs(Z1)’ G.LD)
dt F o2 w(t;2)dz!
do dw
—+p—=—-H 1.2
w——+ o~ tr (3.1.2)
aT d
QCVE —Rle—g = Lt hyr, (3.1.3)
dw ar dop
2 aw arl ae _ .o _
a()pw P + Ryp P +R1sz go—8%, (3.1.4)

ans le domaine z <z, t =0, pour modéliser le mouvement de I’air dans un cy-
d le d 0<z<z,t=0 dél 1 t de I’air d y

lindre vertical de hauteur z;, mouvement ascendant provoqué par la chaleur latente de
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la condensation. Ici a(#) est une fonction de ¢t = 0, tandis que p = p(t;2), T = T(¢; 2),
w = w(t; z) sont des fonctions de 0 < z < z; qui dépendent du parametre ¢ = 0, Ly, est
la chaleur latente due a la transition de phase de ’eau de I’état gazeux a 1’état liquide ou

solide, H;, est la quantité de la condensation définie par la relation

_ d d_
Hyr = (JI,,S(T)ElogQ—Eﬂus(T))w. (3.1.5)

Pour la pression p, nous avons supposé qu’elle est donnée par la loi valable pour le
gaz parfait

p=RiTp.

Le systeme d’équations (3.1.1)-(3.1.4) devra étre considéré avec les conditions aux
limites

Olz=0=00, Tlz=0=To, wlz=0=1, ali=0=ao. (3.1.6)

Pour que le probleme soit significatif du point de vue physique, les valeurs de gg, Ty, ag

ne doivent pas €tre arbitraies, mais doivent correspondre a la réalité physique de I’atmo-

sphere, de telle sorte que la solution puisse représenter une évolution réelle de 1’écoule-

ment ascendant de I’air : gy et Ty doivent étre dans le voisinage des valeurs
o0 = 1204(g/m?), To =~ 300(°K), wo =1, (3.1.7)

tandis que @ doit étre strictement positif mais suffisament petit.

3.2 Probleme semi-stationnaire - premiere approximation

De systeme d’équations (3.1.1)-(3.1.4), nous supposons que «(?) et
= E—llfot(p(t— s) f021 (EUS(T)%logQ - %EUS(T)) vdzds sont donnés, de sorte que les
équations (3.1.2)-(3.1.4) deviennent stationnaires (dans 1’écriture précédente ¢ doit étre

considéré comme parametre).
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Introduisons maintenant la premiere approximation. Désignons par (o hs(z) (z)) la

solution du systeme d’équations

arT; do; d d
hs h * — * * — *
O5sCr® = R T2 = (R Ty + Ler ) (Ts( ) —— 10807~ —Tus(T)), - (3.28)
d * * *
RIE(QhSThS):_thS’ (3.2.9)
avec les conditions initiales
05,0 =00,  TLO=T (3.2.10)

Du point de vue physique, (g} ,(2), T, (2)) sont les distributions hydrostatiques de la den-
sité€ et de la température de I’air humide. Le couple de fonctions (g} (2), T, (2)) sera

utilisé comme premiere approximation de notre solution.

3.3 Deuxieme approximation

Maintenant nous proposons de construire la deuxieéme approximation.
Posons

d d
hir(2) = Tos(T)5(2) — 108015 (2) = =T us(T(2)). (3.3.11)

Définissons les fonctions (U, V, W) qui satisfont aux équations

d ~ L~
—logU(z) =——L = fi, (3.3.12)
dz hs
iV(z) = U (3.3.13)
dz dz g
d - (R Ty + L) R d Ly
—Wi(z)= —nvs(Ths )_loths ———Tps(Ths" ) +— ( — )”vs(Ths )—hl’
dz o Ty o dz dz\ep Ty
(3.3.14)
et aux conditions
c,, L
U0) =0, V(0)=RTopo, W) —10g R —rﬂus(Ths*(O))- (3.3.15)

ol 03, T; (0
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Lemme 3.3.1. Soient U, V et W les fonctions qui satisfont aux équations (3.3.12)-(3.3.14)
et aux conditions (3.3.15).

Alors il existe des fonctions (Q, T, w) vérifiant les relations

N L _ L B T(z o L
U(z) = p(2)w(z), V(z) = RlQ(Z)T(Z)+gfp(Z')dZ’, W(z) =log e &t o i T Tps(Ths™).
hs
(3.3.16)
et elles sont uniques.
Démonstration. Il résulte de la troisieme équation de (3.3.16) que
Lermys(T) Lermys(T)
p(2) = e VAR (T(z)e(ue’1+cvw))c”’ Rle((—ze’ﬁcwa‘f), (33.17)

En substituant cette égalité dans la seconde équation de (3.3.16), on a

Rytew (Lnﬁus(f) LtrﬂVS(T)))Cy/Rl (Ltrﬁvsm
e

Z
Rie W@IRT(g) R o\ Rer )+g f e‘W(Z)’Rl(T(z)e(mwwﬁ ) 4y - v

Ry+cy | Lermys(D)

Donc, en posant y(z) = e_W(Z)/R1 T (2) Rl e( RyoT ), on obtient

d _ g —W(2)/(Ry+cp) (R ””m) o g1(2) _
- v 1+ev)eT Ri+ew 4 , 0) = poTp. 3.3.18
dzy(Z) R1 Jy(2)h R y(0) =poTyp. ( )
Ou
a_ 8 _W@IRi+cy) (L"n—w@) g1(2) ~
-y =——"e el et ) 4 ————,  y(0)=poTo. (3.3.19)
dz Ry Ry y(z) Fver
On note par

Ly Tps(D) )

~ L] ~ ( <
Y = j/le"'CU’ (/)(Y) = e\ ®1+c)eT ,
d’apres la formule de Taylor on a :

d
d—d)—d)( Yo) + ¢IY Y(Y Yo) + R(Y).

On substitue dans 1’équation (3.3.19) on aura

d -~ g W __d¢p ~ 1 =g d¢ ~
EY_F Ry +c0) E |17=Y0 Y = —glyR1+Cy +R_e (R1+Cu (¢(Y0)+YO IY Yo +R(Y)) Y0)=Y,
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La solution de ce probleme de Cauchy est définie par

w
NIZETM) d¢> |~ 2
_YO

7(2) = Yyelo 2

Z w

1 —cy g W d(P fz/ie’(}i’lﬂy _<~b| dz"
+f(nglJ’R1”“ +R_1€ Ru+er) ((P(Yo)-i-Yod 7=y, +R(Y)))e 0 R v

dz'.

Soit Y (z) la solution du probléme de Cauchy (3.3.19). Alors on peut définir immédiate-

ment T, la fonction T étant construite on peut définir o(T) comme suit

Lermys(T) Lyymys(T)

0= _W(Z)/Rl (T(z)e( R1+cu)pT))CV/R1e((Rl“'ﬂﬁ)

et w(z) par la relation (3.3.16).

Les fonctions (g, T, w) ainsi construites seront utilisées comme la deuxieme approxi-

mation.

3.4 Estimations a priori

définissons la famille de distances

d
K(@1,92)(2) =max( sup |gi1(2) —p2(2)], sup |—,<p1( )— qoz(Z)I) (3.4.20)

0<z'=<z 0<z'=<z

pour0<z=<zj,ona

kg(2) =x(9,07,,)(2), k7(2) =x(T, T, ) (2), K (2) =« (W, (3.4.21)

th

Ax(2) =1{(o, T, w)Ix(p,0)(2) < x5(2),x(T, T) () < x7(2), x(w, W) (2) <x ()}
(3.4.22)

Nous supposons que, si (g, T, w) € Ax(z1), on aura

o(z) = %5(2) T(z)= %T(z) w(z) = %ﬁ/(z) Vze[0,7z;]. (3.4.23)
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Hypothese (a) Sur I’intervalle [0, z](z €]0, z1]), on suppose que la solution du systeme
d’équations (3.1.2)-(3.1.4) avec les conditions initiales (3.1.6) appartient a 1’ensemble

Ax(2).

Pour démontrer I’existence et I’unicité de la solution du systeme d’équations (3.1.2)-

(3.1.4), on pose

( INF T(2)° Lir_
U(z) =p(2)w(z), V(z) = RlQ(Z)T(Z)+ng(Z Ydz, W(z) =log = +—T,5(T).
J (@™ oT
(3.4.24)
On constate que U, V, W vérifient les équations
d _ ~
d—(logU—log U)=AH-1, (3.4.25)
z
Lv-D-g-g (3.4.26)
dz =818 s
d _ ~
—W-W)=h;—-h, (3.4.27)
dz
ou
_ d a _ 1 5 dw
fl—_(”vs(T)£logQ_Eﬂvs(T))5; gr=-a'U——-gx
C(RiT+Ly)_ . d R d_ d (Liry—
I = (D) loge = Tus() + E(Q—T)msm, (3.4.28)
avec les conditions initiales
logU(0)—logU0)=0 V(©0)-V(0)=0 W(0)—W(0)=0, (3.4.29)
ol f1,81,h sont définies dans (3.3.12)-(3.3.14).
Pour les fonctions ¢(g, T, w) Nous allons utiliser aussi la notation
[l (2) = sup ¢, T, w)(z) (3.4.30)

(0, T, w)e Ay (2),7'€[0,2]
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Ry+ey (Lnﬁusm)

Lemme 3.4.1. Soit y(z) =e " W@/RiT(z) "R e\ ieT ,
en supposant que (a) est vérifié nous avons
1Y (2) - Y (2)] SfMy(z')dz'. (3.4.31)
d d ~
| —Y(2) - —Y(2)| = My(2), (3.4.32)
dz dz
ou
g W d -~ ~
My(2) = (14 —E— = o (p(v) + = (V) Iy, +R(D))) x
ymea R dy
2Y0g oz Z(Ybﬁb(y)ly Yp€ Rl“") dz' (AP ze(Rlﬂ'})
(T (- mf ixr + o)+
W d
eRite (dY ly=v, —d—;[; |17:y0))+
J o e e g T Sl (e e R [ R R T e K )
Ri+c,lpT ol @ LTl 1) LoT Ik grwIvene

g w ~
e (e (YO(—(P ly=vy = ch I7oy,) + (ROY) = R(V)) )+

2¢ (e
—f(tthTﬂthQ)dz ))

dé
+(<P(Yo)+d ly=vy Y0+R(Y))(

et O, P59}, 95, & sont définies par (3.4.34), (3.4.35).

Démonstration.

De maniere analogue a (3.3.19), on a

d¢ 1 =ty ie_rvrm(

d W
— Y+ @®r+on) |Y=Y0 Y = _glyR1+cv +

d¢
Y “I~s = R Y N Y = Y
dz Rl ay Rl Rl 0 |Y—Y0 + ( )) (0)

ay
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La solution de ce probleme de Cauchy est définie par

w
R1+CU) (PlY YOdZ

Y(2) = Yol #1° +

1 —cy g __w_ d¢ fZ’ie’(Rlvrcy)d_ﬁ _v.dZ" ,
+ (_ Ri+cr 4 2 o  ®Ri+c) (Y — |v_—v. +R(Y ))e 0 Ry FrALGL0) dz.
f 7 81V R 07y ly=y, +R(Y)

d’ou on obtient

W
Y(2)-Y(2) = ( JE e ™ o lvry _ I e T gy Yo)+ (3.4.33)

zZ

e Ri+cv) +c,,) d d
f[ J§ L e®ra) A gy v Lc,, 8 R1+Cu) ((P(Yo)+—¢|y % Y0+R(Y)))
5 Rlle+c,, Rl

z g ;Wc,, d o -W d ~
AT gy L@ + 8 omre (V) + = 17—y, Y0+R(Y)))]dz’
R yRre M dy
De (3.3.13)on a

181(2) - §1(2)| < D'k + Dok, (3.4.34)

dw .
oY :Zazg;‘ls[ —||, +22°0.

of=2a’(| g2 1

D’autre part, en tenant compte de la relation h; =0, et (3.3.14) on obtient

V4
_HmE B ZeXP(R tc
e — ¢ < [ @ixg+ohrpaz, (3.435)
v
0

H,(2) = f h(z)dz,  H(2)= f h(z)dzZ.

1 ths
Kph dz

ths
dz

¢ —[ | sl (R + L 2] )([ I+

Jr

b r
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5] (dThs
+R1[ ar < az [?] +Ltr7fys(T)[| ( )|]
1 dphs R[Tl+Ltr R d 1
= T — —l=
(ph [Tlvs( )] (th dz ( [QT] +@'T)+ tr(dle[QT]Kl))
()] (e )[1] s By = ( )+ 2120 (LT
dT vs 1 [T], K dz Q tr To K @, dz K dT2 K

En utilisant y(z) = p(2) T(z), Y(z) =p(2) T(z), de (3.4.33), (3.4.34), (3.4.35) on obtient
(3.4.31) et (3.4.32). [J

Lemme 3.4.2. supposont que I’hypothése (a) est vérifiée alors on a

IT-T| < ¥ (x5 %7 Ka)(2), (3.4.36)
dT dT
7~ =Y K xa) (2), (3.4.37)
lo—0l < ¥ lkp K7,k 3)(2), (3.4.38)
do dp 1
=~ 2,1 = Yook xa) (2), (3.4.39)
\w(z) - W(2)| < ¥, (kg K7, K) (2), (3.4.40)
d dw
|_w(z)_d—(z)|_\y (K K3, K ) (2). (3.4.41)
Our
W9 (x5, K7 Kp) = ———— f M,(z)dz. (3.4.42)
Ko KK dT(Z(T*)) y
1 e _ ; d _d_z *f l !
WL (kg K7, K) = T Z(T*))Z(dT (T)My (@) =~ Z(T") My(z)dz) (3.4.43)
1 Ri+c¢, 1 +0y
qu(xé,xf,m):[QT]KT[T]K\IJOT+ z UT Rl M(z)dz (3.4.44)
Voo o o, 1 1R1+vf d Rffcu
¥k K7 Kip) = |dz Yaki )]« \PT+[[T]KT]K\IJT My (Z)dz(dZ(T)[ eTlx
d c+ R + 14
—loT)y’ ey fate TT[QT]KMY(z). (3.4.45)
1
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[F1lx
\P(,),,(K(),KT,KI’[/)_e [ ] ‘I’O(z)+29[F1]“ — f(prT-prKQd . (3.4.46)
0

1 dQ 1 d§ F 0 [ Filx

Yl (kK7 Kp) = i+ ===~ + =——[ =1l Fibogd + —— w1+
wren ( []K flK 2]1( dz * QZ[Q]K dz K) Q[Q]K e

(3.4.47)

+26[F1]"( (—)+ /1 Txer + Pk )dz’+[l] eﬁl( Tk + @Cx,)

dz ol rrerte o< KTt

Z(), (p]{, (p? sont des fonctions définies dans (3.4.48), (3.4.51), (3.4.52).

Démonstration. On définie la fonction

Lirmys(T)
Z(T) = Te®i+evleT (3.4.48)
donc on aura
Lyymys(T)
T = Z 1 (Te®i+eveT), (3.4.49)

en tenant compte de la relation (3.4.49), on aura

_ d __, . - Y-Y
T(2)-T(@)=—Z2"'ZNY-V)=——»—.
dz L 7(T*)

Avec

dn - T
LiyTs (1 N Ly 7 Ltr”vs(T)Z_Z)

iZ(T)—e(RﬁCvQT .
(R1+CU)Q (R1+Cv)QT

ar
Par conséquent, d’apres (3.4.31) on obtient (3.4.36).
De plus, nous avons
daTr dT 1 ( d a?

Z
ST T T T o\ G- _ * / /

de maniere analogue a I’estimation (3.4.36), on obtient (3.4.37).

Pour I’estimation (3.4.38) on a

Lervs  cy _LyrTos

po=e —w/R, (Te®i+ceT )Ry g Ri+cvleT
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avec un calcul simple on obtient

R1+L‘y Lyrmys 1 1
o= e WIR TR pW+cweT — — J/—
T

donc on aura
0= (1 1)+1( )
De plus on a
do dp

&I i(i)(T—T)+Li(T—T)+
dz dz dz TT TTd

Tite 1% 1 d Yo R+CV d %
)[ 17 (Y—Y)+T(d YR (Y - F) + [y Z(Y—Y))).

(Y- = YR (y— 7). (3.4.50)

Ri+c¢cy
De (3.4.50), (3.4.36), (3.4.37) on obtient (3.4.38), (3.4.39).
Pour obtenir (3.4.40) et (3.4.41), on note par :

Fi(2) = f filzhdz  Fi(z)= f filzhdz.

D’apres (3.3.12)-(3.3.16) on a

F 1 _
w(z) — W(z) = (— (@ —p) + —(ef1 —eM)).
(QQ g-0+ )

d—w—@—i(e—ﬂ)r— )+ L G pr

dz dz 5 00 pp dz e-e
F1 fl F_ Fl il l Fig_BF
+[e(p— Q)( dzp )+( )dzp+g(e hi—e" )]

En tenant compte de la définition de (3.1.5), (3.3.11), (3.4.28), on obtient

Z
K —E :2e[F1]Kf(<p;KT+<p?K9)dz’
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ou
‘P;:((Z[éh di | + iz [ (1)) ) (3.4.51)
wiz(([é]x %I]ﬁ ;] )| -2 nvs(T)] + 1] |] [denvs(T)] | G452

Ainsi on trouve (3.4.40), (3.4.41) O

Théoreme 3.4.1. Soit 0< z; < 2). S’il y a un €, tel que 0 <€y <1 et que les relations

max(¥y (kg K 7,k ) (2), ¥ p (K3, K 7, K ) (2)) < (1 — E0)k p(2) (3.4.53)
max(¥) (kg k7, k@) (@), V1 (K5, K 7, K ) (2)) < (1 —€0)k 7(2), (3.4.54)
max(¥), (kg K 7K 3)(2), ¥, (K, K 7, K ) (2)) < (1 - Eo)k (2) (3.4.55)

soient vérifiées pour tout z € [0,z1], alors il existe une solution unique pour le systeme

d’équations (3.1.2)-(3.1.4) avec les conditions initiales (3.1.6) dans [’intervalle [0, z,].

Démonstration. Nous considns le systeme d’équations différentielles pour (p, T, w)

et (o, T, w) qui est exprimé par le systeme d’équations (th ) pour z=0.0n a

hsg

p(0)=5(0) =0} (0) =00, TO)=TO)=T,0)=Ty, wl)=iD0)=uw,0)=uw,
(3.4.56)
(ot o} (0) = o7 (2(0)), Ty (0) = Ty (z(0))), en utilisant les expressions de hy, g1, g1 au

point z=0o0n a

dQ dw dg  div doy, d

—+00—— = + 00— =—woh (0
dz +00—— iz wodz Qo 1z wo iz Qodz st wohyr(0)

d dT dp dT do: daT;
—RlTod—‘Z)+c,,QOE:—RlTod—£Z)+c,,QOE:—RITO d;s+c,,go dgsz(R1T0+L”)h”(0)
do daTr dp daT N
RTo—+Ripo— =R To— +R1po—— =—8po0+ &1(0) (= —gpo + &1(0),

dz dz dz dz
dT,
R To QhS+R1 0 h = —80Po-
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on aura
doy _dp ary _ dT dw| _dw
dzle0" dzle=0 gl dzleo’  dzlio dzleos O
D’autre part on a B
wi(~— ) + i(IZD— U)—O
OdZ Q th 2=0 Qodz Q;;s — Y
RTd(~ |+ d(T T )| =0
1 Odz 0= 0ps 20 Cupodz hs| o = O
RTir— *)  +R i(T—T*) =£(0)
1 Odz 0 —0ps 0 190dz hs Zzo—gl )
apres la résolution de ce systeme on obtient,
ag) _dey &0 ary  dn,, &0
dzlz=0 dz lz=0 RTo(Ri+c,) dzlz=0 dz lz=0 po(Ri+cy)’
@ _i( (7 ) _ vaogl(o)
dz 1z=0 dz Q;S z=0 RlQ()T()(R1+CU).

Il est claire que g1 # 0, donc d’apres (3.4.56) et (3.4.57) il en résulte qu’il existe z, >0
de telle sorte que I’hypothese (a) est vérifiée sur I’intervalle [0, z¢].

Par conséquent, d’apres le lemme3.4.2 et les relations (3.4.53)-(3.4.55) on peut pro-
longer la solution (w, p, T) jusqu’a z;. Cela prouve le théoreme 3.4.1.

L’unicité de la solution résulte de lunicité de la solution locale.O

Corollaire 3.4.1. Soient 0 =12y <z, <:-- < zy_1 < 2, = 21. On suppose que

i) les relations (3.4.53)-(3.4.55) avec les conditions initiales oy = p(z¢), To = T(z¢), wo =
w(zy) sont vérifiées pour tout z € [zy, 211,

ii) si p(z;), T(z;), w(z;) sont les valeurs en z = z; de la solution du systéeme d’équations
(3.1.2)-(3.1.4) dans lintervalle [z;_1, z;], les relations (3.4.53)-(3.4.55) avec les condi-
tions initiales py = p(z;), To = T(z;), wy = w(z;) sont vérifiées pour tout z € [z;,zi+1],
i=1,---,n—1.

Alors il existe une solution unique du systeme d’équations (3.1.2)-(3.1.4) avec les condi-

tions initiales (3.1.6) dans l'intervalle [0, z;].
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Démonstration. En appliquant le théoreme3.4.1 successivement sur chaque sous-
intervalle [z;,z;+1], i =0,---,n—1, il existe une unique solution du systeme d’équations
(3.1.2)-(3.1.4) avec les conditions initiales (3.1.6) dans I’intervalle [0,z;]. O

Ce corollaire est une conséquence triviale du théoreme 3.4.1, mais dans la pratique
nous sommes souvent dans la situation ot nous devons utiliser ce corollaire, car I’inter-
valle de I’existence de la solution que le théoreme garantit est souvent trop petit tandis

que la solution réelle suscite dans un intervalle relativement long.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette theése nous avons construit un modele qui modélise le mouvement vertical
de I’air dans une cheminée assez haute, de sorte que le modele peut étre appliqué aux
phénomenes naturels dans 1’atmospheére comme un cyclone troipical ou un orage. Bien
que cette expérience soit vertuelle, les résultats du calculs numériques montrent bien les
aspects fondamentaux de 1’évolution du mouvement vertical de 1’air avec la condensation
de la vapeur d’eau. On voit que la vitesse verticale de 1’air croit rapidement a cause de la
chaleur latente due a la condensation de la vapeur d’eau, mais elle sera ralentie par 1’effet
de la friction des gouttelettes avec 1’air et tend vers un certain équilibre, ce qui corres-
pond a ce qu’on observe dans la nature. D’autre part nous avons démontré un théoreme
d’existence et d’unicité de la solution d’un systeme d’équations différentielles ordinaires
non linéaires qui modélise le mouvement vertical de 1’air dans une cheminée, en utili-
sant I’idée de [14] mais en introduisant aussi une autre méthode basée sur la “deuxieme
approximation”.

L’étude effectuée ouvre de maniere tout naturelle une voie de la recherche sur la des-
cription mathématique d’un cyclone tropical, qui se développe autour de I’écoulement
ascendant de 1’air humide sur les mers tropicales ; le phénomene étudiée dans cette these
est le mécanisme fondamental et central du cyclone tropical. Nous pouvons imaginer faci-
lement que les techniques développées dans notre étude peuvent offrir beaucoup d’outils,

en particulier si on utilise une modélisation d’un cyclone basée sur I’écoulement de 1’air
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sur les trajectoires ; méme si les trajectoires ne seront pas linéaires, la technique de calcul
sur une variété de dimension 1 donnera des résultats de calcul tres utiles pour décrire le

comportement de I’évolution d’un cyclone.
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