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Résumé

Dans la présente these, on considere 1’équation décrivant la chute des gouttelettes par
la force gravitationnelle, en réalisant le processus de coagulation et de fragmentation dans
un domaine d’une dimension spatiale. Du point de vue mathématique, il s’agit d’une équa-
tion intégro-différentielle pour une fonction inconnue représentant la densité, par rapport
a I’unité de volume, de I’eau liquide contenue dans les gouttelettes. Cette fonction dépen-
dra de la masse de gouttelettes, du temps et de la position. Dans la premiere partie, on
utilise les caractéristiques pour le déplacement des gouttelettes, ce qui sera crucial pour la
construction de la solution de I’équation associée avec d’autres conditions convenables. A
cet effet, en construisant les solutions approchées, qui sont constituées par des familles de
fonctions analytiques par morceaux, et en vérifiant leur convergence, on démontre 1’exis-
tence et I’unicité de la solution locale. Dans la deuxieme partie, nous proposons 1’étude
d’une variante de 1’équation de coagulation et de fragmentation des gouttelettes en chute.
En construisant les solutions approchées par la troncature des coefficients de coagulation
et de fragmentation, nous démontrons la convergence dans une certaine topologie d’une

suite de solutions approchées, dont la limite est une fonction localement bornée.

Mots clés : Equations intégro-différentielles, coagulation-fragmentation des gouttelettes,
chute des gouttelettes, solution analytique.

Mathematics Subject Classification (2010). 35R09, 35L60.
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Abstract

In this thesis, we consider the equation which describes the fall of drops by the gravi-
tational force, realizing the process of coagulation and fragmentation in one-dimensional
domain. From a mathematical point of view, it is an integro-differential equation for an
unknown function representing the density, with respect to the unit volume, of the liquid
water contained in the drops. This function will depend on the mass of drops, the time
and the position. In the first part, we use the characteristics for displacement of drops
which will be crucial for the construction of the solution associated with other appro-
priate conditions. For this purpose, by constructing the approximate solutions, which are
constituted by families of piece-wise analytic functions, and verifying their convergence,
we prove the existence and uniqueness of the local solution. In the second part, we pro-
pose the study of a variant of the coagulation and fragmentation equation of water drops
in fall. We construct the approximate solutions by truncation of the coefficients of coagu-
lation and fragmentation, we prove the convergence in a certain topology of a sequence

of approximate solutions whose limit is a locally bounded function.

Key words : Integro-differential equations, coagulation-fragmentation of drops, fall of
drops, analytic solution.
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INTRODUCTION

Les nuages se forment lorsque la vapeur d’eau se condense et se transforme en eau
liquide. L’eau qui forme ces nuages provient de I’évaporation de I’eau liquide qui existe
dans la nature et plus particuliecrement des grandes étendues d’eau (lacs, mers, etc...).
Cette vapeur d’eau se mélange a la masse d’air. Lorsque 1’air s’éleéve a cause des mou-
vements de I’atmosphere, il se refroidit par détente. La vapeur d’eau contenue dans I’air
se condense autour de noyaux de condensation (aérosols : poussieres, pollens etc...) lors-
qu’une légere sursaturation est atteinte. Ces gouttelettes donnent des nuages.

Nous observons que quand les nuages sont “noirs”, il est fréquent qu’il commence a
pleuvoir. Le fait que les nuages sont “noirs” est dii a la présence de gouttelettes plus nom-
breuses, qui absorbent la radiation de la lumiere visible. Dans ces nuages les petites gout-
telettes se déplacent dans toutes les directions a des vitesses différentes. Elles se heurtent
parfois ’'une a ’autre, formant ainsi des gouttelettes plus grosses. La vapeur d’eau se
condense parfois sur une gouttelette déja formée, ce qui augmente sa taille ; c’est le phé-
nomene de coagulation, ainsi des nuages tombent des gouttelettes relativement grandes,
que nous appelons la pluie. Les processus de coagulation et la chute de gouttelettes sont
donc les processus essentiels qui expliquent le phénomene dit pluie. D autre part, les
gouttelettes qui sont devenues un peu grandes peuvent subir la fragmentation a cause de
la friction entre les gouttelettes et 1’ air.

Les nuages se forment et la pluie tombe dans I’atmosphere. En un mot, les nuages et la
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pluie font partie de I’atmosphere. Dans cette optique, les scientifiques ont tenter de décrire
I’ensemble des phénomenes qui se passent dans 1’atmosphere ; parmi les nombreuses des-
criptions physiques nous citons [24], [29]. Ces descriptions de caractere physique utilisent
évidemment les descriptions mathématiques. Or, il nous semble qu’il n’est pas facile a
construire un modele mathématique cohérent et complet. Dans [30] (voir aussi [16], [14])
les auteurs ont proposé un modele mathématique assez général et assez complet. En sui-
vant cette orientation de la recherche dans [27] et [3] une équation de coagulation des
gouttelettes en chute a été étudiée. Ceci nous donne une motivation et une orientation
pour I’étude de I’équation de coagulation, de fragmentation et de chute des gouttelettes.

Dans notre étude, nous allons examiner du point de vue mathématique 1’équation qui
décrit les processus de coagulation, de fragmentation et la chute des gouttelettes, comme
on I’observe dans la pluie. Mais pour que notre étude soit réalisée avec certaine rigueur
nous devons formuler 1’équation avec une abstraction et des notions bien définies. Parmi
les notions que nous allons utiliser, celle de densité mérite d’€tre précisée.

En effet, si on considere une région D, nous voulons que I’intégrale

/ o(m;t,z)dmdzx
[m1,ma2]x D

représente la quantité de 1’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m &
[m1, ms| se trouvant dans la région D a I’instant t. Comme o(m;t, z) est la densité de

I’eau liquide, c’est-a-dire le rapport entre la masse d’eau liquide contenue dans des goutte-

lettes de masse m et le volume d’espace, le rapport % représenterait le nombre, toujours

dans un sens statistique, de gouttelettes de masse m se trouvant dans 1’unité de volume,

c’est-a-dire, I’intégrale
ocm;t.x
m
[ml,mz}xD

représentera le nombre de gouttelettes de masse m € [my, ms| se trouvant dans la région
D aVlinstant .
Cela étant, on doit introduire 1’opérateur qui représente le processus de coagulation

et celui qui représente le processus de fragmentation. La chute, ou plus généralement
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le déplacement, devra étre décrite d’'une maniere analogue a 1’équation de transport. La
premiere formulation d’une équation qui décrit le processus de coagulation a été don-
née par Smoluchowski dans son article [31]; ’équation de ce type est appelé équation
de Smoluchowski. Or, la formulation de Smoluchowski était relative aux gouttelettes de
masse discrete, c’est-a-dire multiples d’une masse strictement positive. Puis dans [28]
I’équation de Smoluchowski a été généralisée a une équation relative a la masse continue
(ainsi m a pu avoir toutes les valeurs réelles strictement positives). Plus tard dans son ar-
ticle [25] Melzak a étudié 1’équation de coagulation et de fragmentation des gouttelettes
(sans déplacement des gouttelettes) et a démontré 1’existence et ’unicité de la solution
globale dans le cadre des fonctions analytiques. Quant a 1’équation des gouttelettes qui
se déplacent et subissent le processus de coagulation, elle a été étudiée en particulier par
Galkin [18, 19] (voir aussi [17]), tandis que Dubovskii [13] a étudié I’équation de dépla-
cement, de coagulation et de fragmentation des gouttelettes.

Dans cette these, on propose des alternatives pour améliorer les résultats existants.
Plus précisément, dans la premiere partie, nous étudions une équation analogue a celle
du travail [13] de Dubovskii, c’est-a-dire nous étudions 1’équation qui décrit la chute, la
coagulation et la fragmentation des gouttelettes. Pour la construction de la solution, on
utilise une transformation réalisée par un changement de variables de notre équation sur
les caractéristiques, en suivant les trajectoires des gouttelettes et leurs positions z < 0, ce
qui est différent des techniques utilisées dans les travaux précédents (ils se sont intéréssés
a I’évolution par rapport au temps et ils ont construit la solution suivant le temps) ; en
particulier en adoptant une approximation pour la vitesse des gouttelettes cohérente avec
ce qu’on observe dans la nature selon la formule (2.1.1). Dans la deuxieme partie, nous
introduisons I’opérateur de coagulation et celui de fragmentation avec la position z élar-
gie, ce qui peut avoir des aspects similaires aux collisions de gouttelettes avec le rayon
strictement positif. Aprés avoir introduit un changement de variables qui est différent a
celle proposer dans la premiere partie et qui fait I’évolution des caractéristiques en temps,

on va étudier la convergence d’une suite de solutions approchées.
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Contenu de la these

Nous rappelons I’articulation de la présente theése, qui est constituée par une introduc-
tion, trois chapitres et une conclusion. Dans le premier chapitre, on rappelle rapidement
un systeme d’équations général des phénomenes dans 1’atmosphere selon [30]. On rap-
pelle aussi que I’équation de coagulation des gouttelettes en chute a été étudié dans ce
contexte dans [2,27].

Dans le deuxieme chapitre, on étudie I’équation de coagulation et de fragmentation
des gouttelettes qui se déplacent dans 1’air par la force gravitationnelle dans le cas d’équi-
libre, c’est-a-dire sans transition de phase de 1’eau, et en absence du mouvement de I’air.
Du point de vue technique, on va considérer une équation intégro-différentielle pour une
fonction inconnue o = o (m, z, t) représentant la densité (par rapport au volume de 1’air)
de I’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m. L’équation est considérée
dans un domaine d’une dimension spatiale qui représente 1’axe verticale de I’atmosphere
et la densité des gouttelettes a I’entrée du domaine est supposée donnée ; dans le cas ou la
condition d’entrée dépend du temps ¢, on démontre I’existence et 1’unicité de la solution
locale (c’est-a-dire dans un domaine —L < z < () de I’équation en considération sous
certaines hypotheses appropriées. Pour ce faire, en utilisant la méthode de Melzak [25],
nous construisons les solutions approchées, constituées par des fonctions analytiques en
v vl

Y], v =0,1,2,- - -, et nous démontrons leur conver-

s = —z dans chaque intervalle [, %

gence vers la solution de 1I’équation. Dans le cas ou la condition d’entrée ne dépend pas du
temps ¢, nous pouvons construire directement la solution, qui sera une fonction analytique
en s = —z; ou plutdt, I’équation avec I’entrée homogene réécrite sur les trajectoires ne
sera qu’une variante formelle de 1’équation étudiée par Melzak dans [25]. La démonstra-
tion s’appuie sur la transformation de 1’équation en une équation différentielle ordinaire
dans un espace de Banach, transformation réalisée par un changement de variables, par
lequel la fonction o devient une fonction définie sur une famille de courbes, ce qui nous

ramene a mettre au point une variante du théoreme de Fubini, qui va servir a surmonter
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les difficultés techniques rencontrées.

Dans le chapitre 3, nous proposons une variante de I’équation de coagulation et de
fragmentation des gouttelettes en chute. Plus précisément, nous introduisons 1’opérateur
de coagulation et celui de fragmentation avec 1’élargissement de position z, ce qui peut
avoir des aspects similaires aux collisions de gouttelettes avec le rayon strictement posi-
tif. L’introduction de ces opérateurs a I’effet de régulariser la solution, ce qui nous permet
d’obtenir des estimations utiles pour surmonter les difficultés rencontrées dans I’étude de
I’équation de coagulation-fragmentation des gouttelettes en chute. Du point de vue tech-
nique, nous utilisons, outre la conservation de la masse de 1’eau liquide contenue dans les
gouttelettes, 1’idée des travaux de Da Costa [10], Ball et Carr [1], qui est basée sur 1’ex-
ploitation de I’estimation du moment y de 1’équation discret de coagulation-fragmentation
sans déplacement et la méthode de Galkin [19] et Dubovskii [13] qui est basée essentiel-
lement sur I’utilisation de “Principe du maximum” pour contrdler la norme dans L°° de
la fonction inconnue. En utilisant ces techniques, nous montrons la convergence de solu-
tions approchées, qui sont les solutions des équations approchées par troncature sur les

coefficients de coagulation et de fragmentation.



CHAPITRE 1

Systeme d’équations du modele gaz-liquide

Sommaire
1.1 Equation de quantité de mouvement . . . . ... ........... 7
1.2 Equation du bilan de I’énergie . .. .................. 8
1.3 Equationsdecontinuité . ... .............000..... 8

Dans ce chapitre nous rappelons le systeme d’équations de la mécanique des fluides
développé dans [2, 16]. Ce systeme d’équations modélise le mouvement de 1’air en tenant
compte de la transition de phase de I’eau du gaz en liquide, c’est-a-dire la présence des
gouttelettes d’eau dans 1’atmosphere. (Pour le modele compte tenu toutes les transitions
de phases de H,O, voir [30]).

Pour décrire le mouvement de I’air contenant H,O nous considérons les quantités
physiques suivantes : la densité de 1’air sec p, la densité de la vapeur d’eau 7 , la densité
o de I’eau liquide se trouvant dans les gouttelettes, la vitesse v = (v, v9,v3) de I'air
composé par I’air sec et la vapeur d’eau, la vitesse u(m) = (uy(m), us(m), uz(m)) des
gouttelettes de masse m, la température 7" de 1’air et la pression p. Les quantités v, T', p,
o et m seront des fonctions de la position x et du temps ¢, tandis que o est une fonction

de la masse de gouttelette m ainsi que de x et de ¢. Ici par I’air sec on entend la partie de
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I’air constituée par des molécules différentes de H,O. On rappelle que dans les conditions
usuelles de I’atmosphere, le comportement de 1’air est similaire a celui du gaz idéal, ce
qui nous permet d’écrire I’équation de la pression dans la forme
p:R<9+”)T7 (1.0.1)
Ha  Hn
ou R, p,, ppn sont respectivement, la constante universelle des gaz, la masse molaire
moyenne de I’air et celle de 1’eau. Pour la vitesse u(m, x,t) des gouttelettes de masse m,

nous admettons 1’approximation (voir [16])

1

a(m)

Vo, (1.0.2)

u(m,t,x) = v(t,z) —

ol a(m) est le coefficient de friction d’une gouttelette de masse m avec 1’air, tandis que ¢
est le potentiel gravitationnel (pour les détails, voir [16,30]). Il est bon de rappeler que le
coefficient de friction «(m) est une fonction décroissante de la masse m et que la relation
(1.0.2) correspond, dans une bonne approximation, a la vitesse réelle des gouttelettes
(voir [22,24]). Les équations (1.0.1) et (1.0.2) nous permettent de réduire le nombre des

inconnues dans le systeme d’équations a définir dans la suite.

1.1 Equation de quantité de mouvement

On rappelle que 1’air atmosphérique est composé par 1’air sec (N, Oy, Ar etc...) et
la vapeur d’eau ; de plus le comportement mécanique de la vapeur d’eau ne differe pas
beaucoup de celui de I’air sec, ce qui nous permet d’écrire I’équation de la quantité de

mouvement de 1’air dans la forme (voir [16])

(o+ ﬂ)((a;t) + (v.V)v) = nAv + (C + g)V(V.v)+

—RV K/fa + ;)T} — 7a(m)a(m) (v — u(m))dm —(o+m)VO, (1.1.3)

ou 7, ¢ sont les coefficients de viscosité.
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1.2 Equation du bilan de I’énergie

Pour la conservation de 1’énegie dans ce systeme d’équations, on aura (voir [16])

(Q+7T)CV(W +UVT> = kAT — R(Q + 7T>TVU—|—
ot T
3. /0v  Ov; 2 ov; )
T 3% ) o - E Lu(T)H 1.2.4
I i?:% <8$J * Ox; 35UV 1}) axj + C(V U) + Lrad + gl( ) gl ( )

ou ¢, et kK sont respectivement la chaleur spécifique et le coefficient de la thermocon-
ductibilité de I’air, F,.4 est la source de la chaleur (principalement due a la radiation),
Hy = Hy(T,7,0(.)) est la quantité totale (dans ’unité de volume et de temps) de H,0O
qui se transforme du gaz en liquide, tandis que L,(7") désignent la chaleur latente de la

transition de phase gaz-liquide de H5O.

1.3 Equations de continuité

La loi de la conservation de la masse pour 1’air sec (dont la densité est notée o) est

exprimée par 1’équation de continuité classique (absence de transition de phase)

do B
5 t Vo) =0, (1.3.5)

Pour la vapeur d’eau (dont la densité est notée 7), compte tenu de la quantité de 1’eau qui
resulte de la transition de phase, le principe de la conservation de la masse est exprimé
par I’équation (voir [16])

0
8777: +V.(mv) = ~Hg(T,7,0(.)). (1.3.6)

D’autre part, pour I’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m, la considéra-
tion sur la partie hy(m) de condensation (ou d’évaporation) produite sur les gouttelettes

de masse m aboutit a I’équation (voir [2, 16])

d(mhg(m)o(m
+ V.(J(m)u(m)) =— ( ém) ( )) + hg(m)o(m)+ (1.3.7)

do(m)
ot
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N —

75(771 —m!',m)o(m'Yo(m —m')dm' — 76(m, m')o(m)o(m')dm'+

+go(m)[N" = N(0)]" [ = Tuay(T)]" = gr(m) [ — Tosy ()]0 (m),

ol B(m,m’) est la probabilité de rencontre entre une gouttelettes de masse m et une de
masse m’, hy est la quantité de H,O qui se transforme de gaz en liquide, par unité de
masse, sur les gouttelettes de masse m.

Pour déduire I’équations (1.3.7), nous devons avant tout préciser la définition de H, hy
apparaissant dans (1.3.6)-(1.3.7), rappelons d’abord que dans 1’atmosphere les goutte-
lettes se forment exclusivement sur les aérosols. Pour le formuler convenablement, dans
[2] (voir aussi [30]) il a été introduit la probabilité de création d’une nouvelle gouttelette

ayant la forme
_l’_

go(m) [7? — Tos(l) (T)] v = N(O‘)

Y

ou NV* est le nombre total de gouttelettes qui peuvent étre formés dans 1’unité de volume,
tandis que N représente le nombre dans I’unité de volume des aérosols qui se trouvent

déja dans des gouttelettes ; ainsi N aura la forme

]V(a) = 0705:;) dm + ¢ 70(m)dm

0
avec une constantes positive convenable ¢;.
Pour formuler 1’évaporation totale, il est nécessaire d’introduire la probabilité de dis-

parition des gouttelettes

g1(m) {W ~ Tus(l) (T)}
Comme pour I’apparition et la disparition de gouttelettes de dimension d’aérosols, il a été

supposé

gO<m) = 07 gl(m) = 07 pour m Z mbv

my €tant la masse maximale des aérosols concernés.
Pour formuler la condensation et 1I’évaporation sur la surface des gouttelettes, on rap-

pelle que dans [2, 16,30] il a été définit la fonction S;(m) qui représente la surface des
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gouttelettes de masse m, ol m est considéré comme la somme de la masse de H5O et
de celle des noyaux (aérosols) a I’exception des gouttelettes d’eau de diametre trop petit ;

cette fonction doit vérifier

ma
Sy(m) € C*([0, 00]), Si(m) =0 pour 0<m< 5
Si(m) = 32/3(47T)1/3m% pour m >, >0
(T, est la borne inférieure de la masse des aérosols concernés). Rappelons que la surface
Si(m) est considérée comme celle de 1’eau et que donc la surface d’un aérosol sans eau
doit étre considérée comme nulle. Avec S;(m) ainsi définies, de méme dans [2] la quantité

de condensation sur les gouttelettes de masse m et la quantité totale de condensation notés

respectivement /1, et H, sont données par :

) (m —Tus@y(T)) (1.3.8)

Hy(T,7,0()) = K (7 = Ty (T)) |
0
ou /; est le coefficient positif de la vitesse de condensation ou d’évaporation. Maintenant,

hgl = hgl<T77T7 m) = Kl

Sl(m)

m

o(m)dm, (1.3.9)

en rappelant la définition de h, introduite dans (1.3.8), la vitesse de croissance d’une
gouttelette de masse m est défini par mhy,, ce qui permet de considérer les vecteurs de R*

U4l == (74[(U, T7 T, U) = (mhgla Uy (m)7 Ug(m), u3(m))T

pour définir la vitesse d’une gouttelette dans I’espace R, x R?, ot la masse m est consi-
dérée comme une variable spatiale. D’une maniere similaire aux équations de continuité
dans R?, en utilisant Uy, la loi de la conservation de la masse pour H,O liquide est expri-

mée dans la forme

0o + Vim,z) - (0(74l) = variation de la masse,

. - ( o 0 0 0 )T
m.2) =\ om’ Oxy Oxy’ Ox3)
En rappelant les contributions a la variations de o définie ci-dessus, on aura 1’équation

(1.3.7).
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Sommaire
2.1 Positionduprobleme ...............c00iiite... 12
22 Préliminaires . . . . . . . ... Lo e 14
23 Casdel’entréehomogene . . . .. .. ...t eunonnn 20
2.4 Solution locale de I’équation approchée . .. ............. 22
2.5 Solution globale de I’équation approchée . .............. 31
2.6 [Estimations des solutions approchées . ... ............. 34
2.7 Convergence des solutions approchées . . . . ... .......... 40

Dans ce chapitre, on va étudier I’équation intégro-différentielle pour une fonction in-

connue o(m,

lettes en chute en absence de transition de phase. Plus précisément, on démontre 1’exis-

tence et I'unicité de la solution locale. En construisant les solutions approchées de notre

équation, qui

t,z) qui décrit le processus de coagulation et de fragmentation des goutte-

sont constituées par des familles de fonctions analytiques par morceaux, et

en vérifiant leur convergence.

11
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2.1 Position du probleme

Désignons par o(m, t, z) la densité de 1’eau liquide contenue dans les gouttelettes de
masse m a 'instant £ € R et au point z € Q (C R_). En effet, la densité o(m, ¢, z)
et le nombre 7(m, ¢, z), au sens purement statistique, des gouttelettes de masse m sont
reliés par la relation n(m, t,z) = W Donc, I’équation peut €tre écrite par rapport
au nombre (voir par exemple [12, 13, 17, 25]), mais nous préférons utiliser la densité
o(m,t, z) pour étre conforme a la littérature de la modélisation générale des phénomenes
météorologiques (voir [2, 16,30]).

Pour la vitesse des gouttelettes u(m) en absence de mouvement de 1’air, son approxi-

mation donnée dans (1.0.2) est réduite alors a

u(m) = - 2.1.1)

a(m)’
ou g, a(m) désignent respectivement, 1’accélération gravitationnelle et le coefficient de
friction entre les gouttelettes et 1’air.

Si on considere la variation de la densité o(m, t, z) due au déplacement avec la vitesse
u(m) des gouttelettes et au processus de coagulation-fragmentation, et si on ne considere
pas I’éventuelle condensation de la vapeur d’eau sur les gouttelettes ni 1’évaporation a
partir des gouttelettes ; I’absence de condensation et d’évaporation correspondrait a 1’ état
d’équilibre entre la vapeur d’eau présente dans I’air et la densité de la vapeur saturée.
Dans cette situation, 1’équation (1.3.7) dans laquelle on ajoute le terme de fragmentation
est réduite a

oo (m,t, z) + 0,(ac(m,t, z)u(m)) = 2.12)
= %/B(m —m/, m')a(m’, t, Z)O'(m —m/,t, Z)dm,—i—
0

—m/ﬁ(m,m’)o(m,t,z)a(m',t,z)dm' — %a(m,t, z) /19(m —m/,m’)dm’+
0 0

+m / d(m,m'Yo(m +m', ¢, 2)dm/,
0
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ou 3(my, ms) est le taux de coagulation d’une gouttelette de masse m; et d’autre de masse
meo, tandis que ¥(mq, my) est le taux de fragmentation d’une gouttelette de masse m =
m1 +ms9 en une de masse m, et en une de masse My ; le premier terme du second membre
de (2.1.2) correspond a la création d’une gouttelette de masse m par coagulation de deux
plus petites gouttelettes, le second terme correspond a la disparition d’une gouttelette
de masse m par coagulation de celui-ci avec une autre gouttelette, le troisieme terme
correspond a la perte d’une gouttelette de masse m par fragmentation de celui-ci, et le
dernier terme correspond au gain d’une gouttelette de masse m issu de la fragmentation
d’une gouttelette de plus grande masse.

Dans la suite, on considere le probleme de trouver une fonction o(m,t, z), qui vé-
rifie I’équation (2.1.2) pour (m,t,z) € Ry x R x [—L,0] avec un certain L > 0 ou

éventuellement dans R, x Rx | — oo, 0] avec la condition d’entrée
o(m, t,0) = o(m, 1). (2.1.3)

Pour les fonctions (3(mq,ms) et ¥(my, ms), conformément a leur nature physique,

nous supposons que
B(my, mg) > 0, B(my, ma) = B(mae,my) Y(my,mo) € Ry x Ry, (2.1.4)

Y(my,mg) >0, Y(my, me) = P(ma,my) V(my,me) € Ry x Ry. (2.1.5)

Pour la commodité de présentation, nous allons utiliser la notation w(m) définie par
w(m) = —u(m), de sorte que w(m) > 0 pour tout m > 0. Pour w(m) nous supposons
que

w(-) € C(Ry), 0 <w(my) <w(mg) si 0<my < mg; (2.1.6)

la croissance de la fonction w(m) correspond a ce qu’on observe dans la nature (voir par
exemple [29]).

Nous supposons en outre que

B() € CRy xRy), () € C(Ry x Ry), (2.1.7)
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et qu’il existe une constante Cjy < oo telle que

sup LB(m—m’,m') < Cy, (2.1.8)
meRy,m’'€[0,m] w(m)
m /
sup ———fB(m,m’) < Cy, (2.1.9)
m,m/€R ¢ w(m)
m T / / /
sup 7/19(m —m',m")dm’ < Cy, (2.1.10)
meR, w(m) 0
m m/

sup I (m —m',m’)dm’ < Cy, (2.1.11)

meRy 4 W (m)

sup L19(m,m’) < Cp. (2.1.12)
m,m’€R w(m)

Il est clair que, si ﬁ est une fonction croissante de m, alors les conditions (2.1.8)
et (2.1.10) impliquent (2.1.9) et (2.1.11). Les conditions sur la fonction &o(m, t) seront

précisées dans la suite (voir (2.2.24), (2.6.77)-(2.6.78)).

2.2 Préliminaires

Pour résoudre 1’équation (2.1.2) avec la condition (2.1.3), on va la transformer en une
équation différentielle ordinaire. Pour cela, on définit d’abord la famille des caractéris-

tiques x,, ; par le systeme d’équations

e — b 22.13
dt(s) _ 1 ( o )
ds — w(m)?’
avec les conditions initiales
2(0) =0, t(0) = {. (2.2.14)

Les caractéristiques + ainsi définies ont, dans I’espace Rx | — oo, 0}, I’expression
m,t 9

Xmi = 1{(t,2) € Rx | —00,0] |t =1+  z=—s5 s€0,00[}.  (22.15)

w(m)
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Dans la suite nous allons utiliser les coordonnées (m,%,s) € Ry x R x R, au lieu de

S

(m,t,2) € Ry xRx ]—00,0] et écrire o(m, t, s) au lieu de o(m, t, z) lorsque t = £+

w(m)
etz = —s.
Maintenant nous introduisons, pour chaque s > 0 fixé, la famille de courbes
’yqsz{(m,f)ERerRﬁ:q—w(Sm)}, g€R. (2.2.16)
La courbe ,, n’est autre que ’ensemble des points (m, t) (sur le demi-plan {z = —s})
tels que les caractéristiques Y, ; passe par le point ¢ = ¢, z = —s sur le plan (¢, z).

De maniere analogue a [27] (voir aussi [3]) sur les courbes 7,5 on définit la mesure
- = [i~,, (dans la suite, quand il n’y a pas de risque d’équivoque, on utilisera la notation
{4 pour ne pas alourdir I’écriture) par la projection Py, de 74, sur R (3 m), c’est-a-dire
par les relations
i) A" C v, est mesurable si et seulement si P, A" est mesurable selon Lebesgue sur R,
il) py(A") = prr, (Pr,A’), ol i r, () est la mesure de Lebesgue sur R

La mesure i, (-) jouit des propriétés convenables pour les calculs intégraux sur les
courbes 7,5 (pour les détails, voir [27]). En particulier, nous rappelons que, si ¢ et ¢ sont

deux fonctions appartenant & L' (s, i, ), alors on a ¢ s 1) € L' (74, 1,,) et on a

19 % VLt (getings) S NP L Quating) 111 (spinge): (2.2.17)

(o )(m) = [ olm = myo(m sy, (dm).
Yas
Soit (-, -) une fonction mesurable définie sur R, x R. On pose

S

{e}es(m) = p(m, q — w(m) ), (2.2.18)

qui représente les valeurs de ((m, 1) sur la courbe 7, exprimées en fonction de m. On

w(m)

désigne en outre par v, 7 la courbe vy s avec ¢ = t+ - On voit que la courbe 7y, 1)

passe par le point (m,?, s) eton a

Yosempy = L', ) e Ry x R| ' =+ — 1. (2.2.19)
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On pose également
0,m
%[,s(m]f) = Ygs(m,py N ([0,m] X R).
On définit maintenant les opérateurs K., [p, 1] et L, [p] par les relations

K., e, 9](m, 1) :; / Blm—m’, m"){p}gs(m—m"){}gs (M), (dm/)+ (2.2.20)

[0,m]

Tgs(m %)

—dimd) [ Blmm) (@, (A,

Ygs(m, 1)

1 B}
Lo, [pl(m,t) = —§so(m, t) / O(m —m/,m" ), (dm')+ (2.2.21)

[0,m]
qs(m,t)

+ [ D) lm + g (dm),

Ygs(m,t)

v

pourvu que les intégrales dans les seconds membres soient bien définies. De ces relations
il résulte que K, [, 1] est un opérateur bilinéaire symétrique et L., [¢] est un opérateur
linéaire. Si ¢(m,t) et ¢(m, ) sont continues, alors K., [, ](m,t) et L, [p](m,t) le
sont eux aussi.

Les opérateurs K, [-, -] et L, [-] étant définis, on peut transformer I’équation (2.1.2)
en

0 - m

5.0(m.1.s) = (Kol 9), 0, 9)](m, ) + Lo [o (-, 8)](m, F)) (22.22)

w(m)
dans les coordonnées (m, t, s) définies ci-dessus. L’équation (2.2.22) est envisagée avec
la condition

o(m,t,0) = ao(m,t), (2.2.23)

qui est la transcription de la condition (2.1.3) dans les coordonnées (m, ?, s). Nous sup-

posons que &(m, ) est continue en (m,%) € R, x R et que
o0

0 <To(m,t), sup  Go(m,t) < oo, sup [ Go(m,t)dm < oo. (2.2.24)
(m,£)eR; xR ter y
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Pour démontrer I’existence et I'unicité de la solution locale de 1’équation (2.2.22)
dans le cas ot la condition @,(m, t) dépend effectivement de # ¢’est-a-dire avec la condi-
tion (2.2.23), nous avons besoin de construire une suite de solutions approchées de notre

équation (2.2.22). En effet, pour chaque N € N\{0}, on introduit la partition de R, en

[, 24, v =0,1,2,- -, et on va considérer I"équation approchée
ga(m fs)= L(K (01, 8), 0, 9)](m, ) + Lo [0 (-, 5)](m, )
88 » Yy - w(m) Yqsu ] 9 ) 9 Vqsu Y 9
(2.2.25)
pour
1
sy—;§S<V;\rf ’ v=0,1,2,;

on remarque que dans I'intervalle [%, “£*[ la famille de courbes {7,3, }4cr est fixée et ne
dépend pas de s. En résolvant (2.2.25) pour 0 < s < % avec la condition (2.2.23) et en
utilisant, o(m, ¢, +-) comme condition d’entrée de I’équation (2.2.25) pour + < s < 2

et on va la résoudre dans | ; en répétant cette procédure pour v = 0,1,2,---, on

1 l[
N'N
construira la solution approchée o(m, t, s) = o™¥(m, £, s).

Avant d’examiner I’équation (2.2.22) ou (2.2.25), nous rappelons les inégalités concer-

nant les opérateurs K, [-,-] et L, [-].

Lemme 2.2.1. Quel que soit s > 0, on a

sup ——— K, [¢,¥](m, ) < (2.2.26)
(m,f)eR4 xR w(m) b

<Z2 s el [l dm)+

ERL xR
(mv)e + ’yqs(m,,f)

£ s pemd] [ Hehm)lu, dm)].

t)eRL xR
(m.t)ER+ Vgs(m,t)

{ s, [, U} gs(m) | s (dm) < (2.2.27)

m
sup | ——
gk ) w(m)

Ya

E]

< ?’Qa)sqgﬂg [{bas ) s (dm) [ 1{ Y m) s, ()

Yas
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sup
(m,f)eRy xR W w(m

<afy sw fotm, B+ sup [ 1{eYos(m)ly ()

(m,£)eR4; xR

)IL%,Q[ pl(m, )] < (2.2.28)

3C,
Sqtelﬂqus MI{LWS [©]}gs(m) |y (dm) < 20312571 H{etgs(m)|py(dm).  (2.2.29)

Démonstration. L’inégalités (2.2.26) résulte immédiatement de la définition de I’ opéra-

teurs K, [+, -] (voir (2.2.20)), la condition (2.1.8) et (2.1.9). Plus précisément, on a

K [0, 0] (m, B)] <

w(m)

C
< 29
- 2

2| [ Hobm =m0 s iy () + L, D) [ 10 )y (i +

Ho(m, ) / {phas () s '),

Comme on a

¢ ||Loo ('YQSv“’qu ) ’

/ {e}(m = m)[[{e}gs(m) | (dm) < 1@l 21 (g p0r)

ou

S HSOHLOO('YQS#‘L’Y(IS) w”Ll('}/qall/’qu)'

Il résulte que

KL, 0] (m, B)] <

sup

min(sup fg(m, ) ) 18t

(m,£)€R+ XR

e
- 2

sup [ (m, ) / e o)1 (')

(m,f) €R+ XR

+ supfp(m, D) / {0 s () 1 (') +

(m,f) S XR

i D[ 1eham iy (')

(mf)eR+ ><R
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En utilisant I’inégalité

1
min(a,b) < §(a+b),
on aura
sup — | K., [, ¥](m., )| <
mi w(m) T T
3C
<0 swp fp(md) / {0 as ()l (')
(m,t)E]R.,_XR
T s [pm,D) / oo 1) 1tz ().
(m,t)€R+XR

En particulier,

3C
=0 sup Jp(m, D) / {03 gs () 1 ().

m ~
— K t)] <
Sup w(m) | Yqs [Qp, gp] (m, )| — (m,f)eR+ ><]R

m,t

D’autre part, I’inégalité (2.2.27) se déduit des relations (2.2.20), (2.1.8), (2.1.9) et
(2.2.17).

Pour montrer I’'inégalité (2.2.28), on peut procéder d’'une maniere analogue a (2.2.26).
Plus précisément, on utilise la définition de I’opérateur L., [-] (voir (2.2.21)) et la condi-
tion (2.1.12).

En ce qui concerne 1’inégalité (2.2.29), on déduit de la définition (2.2.21) de I’opéra-

teur L, [] que

| oy el (m) s (am) <

Yqs

<;/ s Hebnlm)| [ 19 = ') s () +

[0,m]
qs

+ / / [9m,m) {0} (m + 10" |1 (dom Y, (o)

on remarque que, pour une courbe v, arbitraire mais fixée, on a, avec le changement de

variables m” = m + m/, (et le théoréme de Fubini)

[t [ 9 @dostm s am) = 22.30)

Yas
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" ot
Fas w(m” —m’)

" _ /
N / / 5 - 19(m” —m', ml)MV(dml>{§0}qs(m//)ﬂv(dm”)-
Ao
Donc, compte tenu des conditions (2.1.11), (2.1.12) et (2.1.5), on aura

| oy e sl ) <

< 0207/ (Lol dm) + o [ ebtrmls ),

d’ou
m
sup | ——
gek J w(m)
Vas

3ChH
(L el m) s (dm) < 52 sup [ Lo}l (dm).
q
Yqs
Maintenant, avant de nous occuper a 1I’étude de notre équation approchée (2.2.25)
avec la condition d’entrée (2.2.23) qui dépend du temps, nous allons examiner 1’équa-
tion (2.2.22) dans le cas ou la condition d’entrée est indépendante du temps ce que nous

appelons cas de I’entrée homogene.

2.3 Cas de I’entrée homogene

Le cas le plus simple du probleme (2.2.22)-(2.2.23) est celui dans lequel la fonction
Go(m,t) ne dépend pas de t, c’est-a-dire &o(m,t) = Go(m). Dans ce cas la solution
o(m, 1, s), si elle existe, ne dépendra pas de #. On constate facilement que, si o(m, ¢, s) ne
dépend pas de ¢, alors K., [o(-,,s),0(-,,s)|(m,t) et L, [o(-,-,s)](m,t) ne dépendent
pasde ¢ € R (voir (2.2.16), (2.2.19), (2.2.20), (2.2.21)) ; de plus, la définition de la mesure
{1, (dm) implique que pour o (m, t, s) indépendante de ¢, on a

K’qu [0('7 K S)? U('? *y S)Km7 E) = K’qu [U('7 %y 3)7 U('? K 8)](771, t),

L'Vqs [U('7 * S)Km7 E) = L'Vqr [U<'7 * s)](m, {{)7
quel que soit 7 > 0. Donc, dans le cas de I’entrée homogene, en choisissant -y, (avec un

q € R arbitraire), le probleme (2.2.22)-(2.2.23) se réduit a

0 - m

5.0 (m 1) = (Kypolo ), 00, 8)1(m, ) + Lo [0+, 9)](m, 1)), (23.31)

w(m)
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a(m,t,0) = ao(m). (2.3.32)

Or, comme tous les termes dans (2.3.31)-(2.3.32) sont indépendentes de #, en posant

U(m7 S) = U(ma ta S)? Y0 = Y40,

on peut écrire (2.3.31)-(2.3.32) d’une maniere plus simple

2a(m,s) S

% (Kol ), 0 9)](m) + Loglo (-, 9)](m)), - (23.33)

w(m)
o(m,0) =ao(m). (2.3.34)

Comme 7y = 7,0 n’est autre qu’une demi-droite et que la mesure 1., (dm) sur o = Y40

se réduit a la mesure de Lebesgue sur R, on pourrait définir les opérateurs /|-, -] et
L.,[-] sans utiliser la notion de courbe vy = 40 et formuler directement 1’équation sur
R, (3 m). Mais pour la commodité de la présentation, nous la formulons dans la forme
de (2.3.33)-(2.3.34) ou (2.3.31)-(2.3.32) et nous allons démontrer I’existence et 1I’unicité

de la solution comme cas particulier de (2.2.25).

Théoréme 2.3.1. On suppose que ((-,-), 9(-,-) et w(-) vérifient les conditions (2.1.7)-

(2.1.12) et que To(m) est continue en m € R et vérifie les conditions

o0

0 <a7o(m), sup ag(m) < oo, /Eo(m)dm < 0. (2.3.35)

meR J
Alors le probléeme (2.3.33)-(2.3.34) admet une solution o(m, s) dans Uintervalle [0, oo[ (3
s) et o(m, s) est continue en (m, s), non-négative, intégrables sur [0, co[ (5 m) pour tout
s > 0 fixé et analytique en s pour chaque m € R. En outre, la solution est unique dans
la classe des fonctions o(m, s) qui vérifient les conditions

i) o(m,s) est continue dans R, x R,

i1) pourtout s > 0, o(m, s) est intégrable par rapport am € R,
iii) quel que soit 35, € (0,00, on a supycpz, Jo lo(m, s)|dm < occ.
Le théoreme 2.3.1 sera démontré comme corollaire des propositions 2.5.1 et 2.5.2.

Dans la suite, nous allons travailler sur la résolution de 1’équation approchée (2.2.25) avec

la condition (2.2.23).
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2.4 Solution locale de I’équation approchée

On considere I’équation approchée (2.2.25) suivante

0 - m

2 tm.8) = (K o9 om0, D) Lo o))

pour s > 5, = < avec la condition

o(m,t, =) =a,(m,1),

14
N
ou 7, (m, ) est une fonction donnée. Or, comme dans ce probleme les courbes 7,5, ne

dépendent que de ¢, pour simplifier la notation nous posons

Ya = Vg5 Ya(m, i) = Vg5, (m,i)> {Sp}q = {@}q?w (2436)
11 suffirait alors de considérer I’équation dans I’intervalle [, VTH [, cependant il nous

sera plus commode de la considérer dans I'intervalle [, oo[. Encore pour la commodité
de I’écriture, en utilisant le changement de variables s’ = s— %, on transforme I’intervalle
[ 00 en [0, 00 et on convient d’écrire simplement s au lieu de s'. Par ces conventions

d’écriture, on peut écrire le probleme dans la forme

O otm. s =

seolm.is) =

o(m,t,0) =a,(m,t). (2.4.38)
On suppose que pour chaque (m,7) € R, x R la fonction o (m, £, s) est analytique en
s, c’est-d-dire qu’il existe des fonctions ax(m, ?), k € N, telles que

o(m,t,s) = i ar(m,t)s®. (2.4.39)
k=0

Comme pour o(m, t, s) vérifiant (2.4.39) on a

go(m,ﬂ s) = (k+ D)ags1(m,1)s",
Os =
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en rappelant les définitions (2.2.20), (2.2.21), et en regroupant les termes ayant la méme

puissance de s, on déduit de 1’égalité (2.4.37) que

ak-&-l(mvf) ,En)k‘-f-l( Z

Vo lai, aj] m,f)—i—L%[ak](m,f)) (2.4.40)
i+j=k

pour k=0,1,2,---

Lemme 2.4.1. On suppose que [(-,-), ¥(-,-) et w(-) vérifient les conditions (2.1.7)-

(2.1.12) et que G,,(m, 1) est continue en (m,t) € Ry x R et vérifie les conditions

sup [ {7, },(m)p,(dm) = Ay < o0, (2.4.41)
qeRWq
sup  7,(m,t) = By < 0o. (2.4.42)
(m,£)€R+ xR
Alors la série du second membre de (2.4.39) converge dans I'intervalle |0, ﬁ[, ou
M = C( (A +1)+@) (2.4.43)
0 0 By 4.
Démonstration. On pose
A =sup [ {ar},(m)|p,(dm), Br= sup |ap(m,t)]. (2.4.44)
qeR (m,f)eR4; xR

Ya
On rappelle que, en vertu de (2.4.38), les valeurs de A, et de By données par (2.4.41) et
(2.4.42) coincident avec celles données par (2.4.44).
D’apres (2.2.27), (2.2.29) et (2.4.40) on a

| Hawsayo(m) s (dm) <

1 m
< 1 o (2, Bl bl + ol o) o) <

i+j=k
1 3G
<z (2, Hoadtmtam) [ asb ) [ ool
F+1 2\, 52
On en déduit que
1 3¢
Apq1 < P12 ( > AiAj+Ak). (2.4.45)

it+j=k
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D’autre part, en vertu de (2.2.26), (2.2.28) et (2.4.40), on obtient

Co (3 1
B < — A;B;+ =By + Ay ). 2.4.46
k+1_k+1<21+]2k iR ’“) (2.4.40)
Nous allons démontrer les inégalités
A < AgM*, B, < ByM*  pourtout k € N, (2.4.47)

ol M est le nombre défini dans (2.4.43).
On remarque d’abord que, pour k£ = 0 les inégalités de (2.4.47) sont vérifiées.
Pour démontrer (2.4.47) par récurrence, supposons que ces inégalités sont vérifiées pour
k = n, et montrons qu’elles sont vérifiées pour k = n + 1. D’apres la majoration de
A,y1 et B,1 donnée respectivement dans (2.4.45) et (2.4.46), de plus si on procede a
la majoration de Aj, et By, pour k = n dans I’expression des deuxieémes membres de ces
inégalités, on a
1 3C)

< - Y n
An+1 =011 2 A()M ((n+1)A0+1),

Co
n+1
d’ou, en rappelant la définition (2.4.43), on obtient

B <

/3 1 A
BOM (§<n+1)A0+§+§0),

An—H S AOMn+17 Bn+1 S BOMn+1-

Par conséquent, la relation (2.4.47) est vérifiée.
Les inégalités (2.4.39), (2.4.44) et (2.4.47) impliquent que

i lax(m, 1)|s* < i BoM*s*  pourtout (m,f) € Ry x R,

k=0 k=0
ce qui signifie que, si M's < 1, alors la série formelle du second membre de (2.4.39)
converge absoliiment dans I’intervalle [0, ﬁ[ . La continuité des coefficients ay,(m, t) pour
tout k résulte de la formule de récurrence (2.4.40), ainsi la fonction o (m,t, s) satisfait
toutes les conditions du lemme, ce qui acheve la démonstration. [

Une fois la solution locale o(m, £, s) obtenue sur I’intervalle [0 , nous allons exa-

s 2

miner ses propriétés.
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Lemme 2.4.2. Soit o(m, 1, s) la solution du probléme (2.4.37)-(2.4.38) construite dans le

lemme 2.4.1. Alors pour 0 < s < ﬁ ona

. B, Ao
< . <
lo(m, t,5)] < s Sqlelgv H{o (-, 8) }q(m)|py (dm) < 1= Ms’
80(7”7 t~7 8) BOM ‘ 60(-, B S) AOM
< ook 8) <
’ Ds = (1 - Ms)?’ Sqlelﬂlgy/ { s }q(m) podm) < (1—Ms)*
ago_(m’ i" 8) QBoMQ 320(‘, - 3) 2A0M2
< oo\, 8) <
952 |~ (1-Ms)* Sqléﬂ%/ ‘{ o L)) < T

Démonstration. Ces inégalités résultent de (2.4.39), (2.4.44), (2.4.47) et du calcul élé-

mentaire. [

Lemme 2.4.3. Soit o(m, t, s) la solution du probléme (2.4.37)-(2.4.38) construite dans le
lemme 2.4.1. Si
,(m,t) >0  V(m,i) e R, xR, (2.4.48)

alors on a

1
t >0 0<s< —.
o(m,t,s) > pour 0 < s i

Démonstration. Le lemme se démontre d’une maniére analogue au lemme 2 de [25].
Toutefois, la dépendance de o(m,,s) de £, la présence du facteur ﬁ et Iutilisation
de I'intégrale sur les courbes v, = 7,35, exigent une écriture légerement différente. Pour
éviter les confusions dues a la différence d’écriture, nous écrivons la démonstration d’une
maniere autonome.

Nous choisissons un nombre 7 € |0, ﬁ[ ; dans la suite (voir (2.4.58)) nous imposerons
une ultérieure restriction sur 7. Nous allons construire une approximation G, (m,t, s)

(n € N) de o(m, 1, s) dans I'intervalle 0 < s < 7, en posant

. ~ k k+1
Gn(m,t,s) = ggn(m,t) pour o <s< w, k=0,1,--- ,n—1, (2.4.49)
n

N

ou

gon(m,t) = o(m,t,0) = 7,(m, 1), (2.4.50)



CHAPITRE 2. SOLUTION LOCALE ... DES GOUTTELETTES EN CHUTE 26

. T m N -
Grr1n(m,t) = grn(m, 1) + nw(m)(K% [Gkn> Grn) (M, 1) + Loy, [gkn] (M, 75)) (2.4.51)
On pose
Tin = sup | {ginte(m)lpy(dm),  Lyn = sup |ge(m,1)]. (2.4.52)
gqeR (m,t)eRL xR

Ya
D’apres (2.4.41)-(2.4.42) ona Ty, = Ay, Lq, = Bg.
D’autre part, en vertu de (2.4.51) et du lemme 2.2.1 on a

Thvin < (1 + ET)Tkn + ETTM?

Lk+1n§<1+:—162’0) 73C)

Pour obtenir la borne supérieure de 7}, et Lg,, on va construire une majoration dans une

forme plus convenable. Pour ce faire, on note par

Agn = max(Tip, L), (2.4.53)
on a
AOn = maX(Ao, B()), (2454)
7'300 7'300 2
Akyin < (14 ﬁT)Akn A (2.4.55)
Donc, si on pose
1
g=14 73 o 173G, (2.4.56)
n 2 an 2

on a

)\k+1n S a>\kn(1 + )\k’n)a

ou, si on définit la fonction h(x) = ax(1 + x),
)\kJrln S h()\kn)a

et par suite

Men < BB (o) < B (Non)

ot h*) désigne la k-ieme itération de la fonction h.
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Or, il n’est pas difficile de constater, par récurrence sur k = 1,2, -- -, que
(k) akx
0<h (l’)gﬁ, /{:1,27-..’
T a1
pourvu que =1z < 1. On a donc
a\
Men € g k=0,1,--om,
1 - a—1 )\0”
n n 37C; < 1s
pourvu que “a__ll Aon < 1. Comme a" = (1 + %%) < e~ 2", enretournant A I’ex-

pression de Ay, (voir (2.4.56)) et en tenant compte de (2.4.53)-(2.4.54) et de I’expression
de a (voir (2.4.56)), on a

37Cp
Ao, B
(T, L) < —— o 20, Bo) (2.4.57)
1— (e — 1)max(Ay, By)
pourvu que
2 1

= log (1 4+ —— ) 2.4.58
T 300 08 < + ITI&X(AAO7 Bo)>’ ( )

on constate également que (2.4.58) garantit la condition “::11 Aon < L.

L’inégalité (2.4.57) (voir aussi (2.4.52)) implique que les fonctions gy, (m, f) sont
bornées et intégrables sur toutes les courbes ,. En outre, si on rappelle les formules avec
lesquelles on a défini les fonctions gy,(m,?) (voir (2.4.50)-(2.4.51)), on peut constater
qu’elles sont continues en (m,?) € R, x R.

D’autre part, en rappelant I’expression explicite des opérateurs K, [-,-] et L, [] (voir
(2.2.20)-(2.2.21)) et la définition des fonctions gy, (m, t) (voir (2.4.50)-(2.4.51)) ainsi que
les conditions (2.1.4)-(2.1.5), on voit que, si gx,(m,t) > 0 pour tout (m,?) € R, x R,

alors on a

T m

gesann ) 2 g D(1= TR [ oYyt o )+
Tq(m,?)

+= / ﬁ(m—m',m')uv(dm')b.
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En rappelant les relations (2.1.9), (2.1.10), (2.4.52) et (2.4.57), on voit que, si n est suffi-
samment grand, alors on a gy 1,(m,%) > 0, ce qui signifie que g, (m,%) > 0 pour tout

(m,t) € R. x Retpourtoutk =0,1,--- , n,c’est-a-dire

Gn(m,t,s) >0 V(m,t,s) € Ry x R x [0,7]. (2.4.59)

Maintenant on va examiner la différence o(m,t,s) — G,(m,t,s) dans I'intervalle

[0, 7]. Pour cela, on pose

a = sup /|{a(-, - 8) — Gu(-, -, 8) }o(m)| ey (dm) = (2.4.60)

qER,EZ <o UL

= sw [Ho(8) = gabe(m)lis (dm),

qeR, kL <5< BT

B = sup lo(m,t,s) — Gn(m,t,s)| = (2.4.61)
(m7£)€R+XR,%§5§W

= sup lo(m,t,8) — grn(m,1)|.

(m,f)ER4 xR, AT <5< (LT
En substituant, dans la différence o(m, t, s) — grn(m, t), la forme donnée par (2.4.51)

eteny ajoutant 0 = —o(m, ¢, s — Z) + o(m,{,s — =), on a

r T
n n

a(m,t,8) — grn(m,t) = a(m,t,s) —a(m,t,s — Z) +o(m,t,s — Z) — Gh_1n(m, t)+
n n

(2.4.62)
T m 3 i
_nw(m)(KW [Gk—1n> k1) (M, £) + Lo, [g5-10)(m, ).
Comme
r - 0 f.g—T 2 92 o
U(m,t,S)—o’(m,t)S_Z):Z O_(ma , S n) 17 ao‘(mjt,s 51)

n n s 2n2 0s2
avec 0 < 6; < 7, en utilisant (2.4.37), la symétrie de I’opérateur bilinéaire K, (o, ¥]
(voir (2.2.20)) et la lin€arit€¢ de I’opérateur L., [¢] (voir (2.2.21)), de (2.4.62) on déduit

que
~ ~ ~ T ~
lo(m,t,s) — gin(m,t)| <|o(m,t,s— ﬁ) — Gr—1n(m, )|+ (2.4.63)
T m T T -
+ﬁm’[(’ﬁz[a('v S — g) + Gk—1n, U('a S8 — ﬁ) - gkfln](ma t)l_'_
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T m T D?a(m,t, s —d1)
%mqu[a('avs—ﬁ)—gk ln](m t)‘—i_ 2n2‘ 052 ‘

Comme, pour 0 < s < 7, en vertu de (2.4.57), (2.4.52) et du lemme 2.4.2 les termes

[t = Dt mdtmntam. g [ {0 )

sont uniformément bornés par une constante, que nous désignons par (', en vertu de

(2.2.27), (2.2.29) et (2.4.60), on déduit de (2.4.63) que

7 3C) 72
(1+ S Ch))ar—1 + G (2.4.64)

ay <

De maniere analogue, en majorant les termes

1,0%0(m,t,s — 1) ‘
2 0s?

~ T -
lo(m,t, s — ﬁ) + gr—1n(m, t)],

par une constante, que nous désignons par Cs, et en tenant compte de (2.2.26), (2.2.28) et

(2.4.61),0on a

3C 1 3C: 72
Be < (1+ 00(71 + ))Bk L+ 00(72 + Dagr + G (2.4.65)
Si on pose
(x = max(ag, Ok), C3 = max(C, Csy), (2.4.66)
alors de (2.4.64)-(2.4.65) on déduit que
7 3C 72
G< (14 —70(1 +C3)) Gt + 5 Cs. (2.4.67)

En répétant I’application de 1’inégalité (2.4.67), on obtient

3C n— n2 3C
max G < (1+17°(1+03)) 1g0+ 032(1+1—0(1+03)) < (2.4.68)

kzlv"'vn_ 2
T30 0+Cy) _

%(1 + C3)
Quant a o et 5y, de (2.4.50), (2.4.60) et (2.4.61), on déduit que

3 T e
< ez (14Cs) max(ag, fo) + ﬁC’g

80 do(,-s)
et [0 o,
q€R0<s<T
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do(m,t,s)
0s

I

T
Bo < " sup

n T

(m,t)€ER4 xR,0<s< =

Donc en vertu du lemme 2.4.2 il existe une constante C} telle que
T
max(ag, f) < 0457

ce qui nous permet de déduire de (2.4.68) que

3¢
TS0 (14C3) _ 1

%(1—1—03)

T 3Cy
< — T (1+Cg)
k:0,1?.)7(n—1 [ ax(ak’ﬁk)} n {e Ca 03

e

(2.4.69)

En rappelant (2.4.61), on voit que (2.4.69) implique que, pour 0 < s < 7, G,,(m, , 5)
converge uniformément vers o(m,t,s) quand n tend vers I’infini. Donc, en vertu de
(2.4.59), on a o(m,t,s) > 0 pour tout (m,,s) € R, x R x [0, 7].

Etant démontrée la non-négativité de o(mn, f, s) dans I’intervalle [0, 7], nous construi-
sons les intervalles [y, 73] (nous prenons 71 = 0, 75 = 7) et, en répétant la procédure sur
les intervalles [, T,11] pour n = 2,3, - - - . De maniére analogue a (2.4.58), qui donne la

restriction du choix de 7, on peut prendre 7,,,, de telle sorte que

< 2 log (1+ ! )
T’I”L _Tn o ?
i 3Co max(AJ”, BIM)
ou
Ay =sup [ {o (- m)Yo(m)liy(dm),  Bf'=  sup |o(m.E,7).
geR (mt)ERy xR

Yq
Le lemme 2.4.2 implique alors que 1’on peut construire une suite d’intervalles [7,,, 7,11,
n=0,1,--,detelle sorte que [0, -] C Upen[Tn: Tns1), ce qui acheve la démons-

tration du lemme. O

En résumant, nous avons démontré I’existence d’une solution dans I’intervalle [0, ﬁ [,

solution qui est analytique en s, non-négative, continue, bornée et intégrable sur chaque

Yq = Vgs.- 9 € R.
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2.5 Solution globale de I’équation approchée

Suite a la preuve de I’existence d’une solution locale, on va montrer qu’on peut la

prolonger sur Iintervalle [0, o] .

Proposition 2.5.1. Sous les conditions des lemmes 2.4.1 et 2.4.3 le probleme (2.4.37)-
(2.4.38) admet, dans Uintervalle [0, 00|, une solution o(m,t, s), qui est analytique en s,

continue, non-négative et intégrable sur chaque courbe v, = 7y5,.

Démonstration. La proposition 2.5.1 se démontre d’une maniére analogue au lemme

1

3 de [25]. Plus précisément, on consideére le premier intervalle [0, D] avec Dy = oI

M = C’o(%(Ao +1)+ %8) (voir (2.4.43)), puis successivement les intervalles [D,,, D,, 1]

avec
1

Co(3(A(Dn) +1) +2554)

Dn+1 - D, =

(2.5.70)

A(s) =sup [ {o(, - s)}g(m)uy(dm),  B(s)=  sup [o(m,t,s)l;
q€R Y (m,t)eRL xR

les lemmes 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3, reformulés avec les données initiales o (m, t, D,,), donne
la solution dans 'intervalle [D,,, D,,11].

Retournons a I’équation (2.4.37) et intégrons les deux membres de (2.4.37) sur -,.
Pour examiner le terme [, ﬁ{(qu [o(-,-,8),0(-, -, 8)| }4(m)p,(dm) (rappeler I’ expres-
sion (2.2.20)), on remarque que

1 m

sty | A= (o alm = ) o s)om s (i () =

Yq Om

— [ | 5t o o ) m){ s ) om e).

Donc, en vertu de la symétrie de la fonction 3(m, m') et de la condition (2.1.6) ainsi que
de la non-négativité de o(m, 1, s), on a

| iy (6l ot 1} ) = [ (G = 25 )+

Ya Ya Va




CHAPITRE 2. SOLUTION LOCALE ... DES GOUTTELETTES EN CHUTE 32

% Bm,m) (-, 5)}o(m) {0 (-, -, 5) Yo () (o, (dim) < 0.
D’autre part, de maniere analogue a la démonstration de (2.2.29) (voir en particulier
(2.2.30)), en faisant I’attention sur le signe de chaque terme, de 1’expression de (2.2.21)

on déduit que

/wznm){[’vq lo(-, .75)]}q(m),uﬂ,(dm) < Cy /{0(~, -, 8) Fq(m) - (dm).

A T’aide de ces inégalités, de I'intégrale des deux membres de (2.4.37) sur ~y,, on

Yaq

obtient

A(s) = sup [{o(,-,8)}g(m)py (dm) <

€eR
4 Ya

S

<sup [, 0) ()i (dm) + Co [[sup [{o(,, )}y, (dm)ds',

€R €R
1 Yq 0o 17 Yq

d’ou il résulte que

A(s) < A(0)es. (2.5.71)

D’autre part, en vertu de (2.2.20), (2.2.21) et de la non-négativité de o(m, t, s), on
déduit de (2.4.37) que

S otm.f5) = ~o(m,£.5)| [ 5, m Yo () s () +

Ya w<m>

1 m

- 719 _ / !/ d /

+3 [0/] w(m) (m —m',m" ), (dm")|,
’Yq7m

d’ou en utilisant les conditions (2.1.9), (2.1.10), on obtient

B(s) > B(0) — C, / B(s')(A() + = )ds'

0

et donc

B(s) > B(0)e~ % Jo A +3)ds’, (2.5.72)

Les relations (2.5.70)-(2.5.72) implique que la suite {D,, }°° , ne peut pas converger
vers une valeur finie, ¢’est-a-dire qu’il faut lim,_,., D, = oo, ce qui acheve la dé-

monstration. [
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Proposition 2.5.2. Sous les mémes hypotheses de la proposition 2.5.1, la solution du
probleme (2.4.37)-(2.4.38) est unique dans la classe ¢ avec

d = {gp(m, t,s) est continue dans Ry x R x Ry, intégrable sur chaque courbe -,

(eR), et V5 €[0,00, ona supyep sefoz,) fy, [P0 ste(m)|p,(dm) < oo}

Démonstration. Soient o, et py deux solutions du probleme (2.4.37)-(2.4.38) appar-
tenant 2 la classe ®. Comme ¢;(m,t,0) — @3(m,t,0) = 0, a aide de la symétrie de

I’opérateur K, [¢, ] et de la linéarité de L., [¢], on a

/w?:n Yq 901( )+902<'7'78,)7901('7'7S/)_902<"7'78,)]+

+L’Yq [901('7 K S) - @2('7 K 5)])d5/'

Donc, d’apres (2.2.27) et (2.2.29) on a

/ |S01(m7 Ea S) - SOQ(ma fy S)| S (2573)

< —— [ sup ngl(-,-,sl) +@2(-,-,s’)}q(m)|uy(dm)x

xsup [ [{pr(8") =2l 8") ba(m) |y (dm)ds'+

eR
7 Yaq

30 / / / /
+ 550 [sup [ HirCoos) = ol ) balm)l iy (dm) s
0 1F5,

Or, en choisissant un 5, < oo, telle que

sup /|{901(-> 8+ 0ol 8) e (m) |y (dm) = M,y < 0. (2.5.74)

€R,s€[0,5
qER,s€] 51]%

Donc, si on pose

g(s) =sup [ Hp1(+,+8) — @als, -, 8) bo(m)| s (dm),

SN
7 Ya
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il résulte de (2.5.73) que

ce qui implique que g(s) =0 Vs € ]0,35].

Pour avoir la relation (2.5.74), on peut choisir quelconque 5; < oo (méme si M; peut
étre différent, mais toujours M; < c0), de sorte que, en répétant le méme raisonnement,
on peut démontrer g(s) = 0 pour tout s € R, ce qui achéve la démonstration. [

Les propositions 2.5.1 et 2.5.2 étant établies, on peut en déduire le théoreme 2.3.1.

Démonstration du théoréme 2.3.1. Méme si la présence de 7 est superflue, le probléme
(2.3.33)-(2.3.34) peut étre écrit dans la forme de (2.3.31)-(2.3.32), et donc on peut le
considérer comme un cas particulier du probleme (2.4.37)-(2.4.38).

On remarque d’ailleurs que les conditions (2.3.35) ne sont autres que les conditions
(2.4.41),(2.4.42), (2.4.48) avec v = 0 (- = 0). Par conséquent, il résulte de la proposition
2.5.1 que le probleme (2.3.31)-(2.3.32) (et donc le probleme (2.3.33)-(2.3.34)) admet une
solution dans I’intervalle [0, co[ (5 s) et cette solution est analytique en s, continue en
(m, s), non-négative et intégrable sur [0, oo (3 m) pour tout s > 0 fixé.

L’unicité de la solution résulte immédiatement de la proposition 2.5.2. []

2.6 Estimations des solutions approchées

On remarque que, si &, (m, ) est continue en (m, t) et satisfait aux conditions (2.4.41),
(2.4.42) et (2.4.48), d’apres les propositions 2.5.1 et 2.5.2, il existe une solution unique

o(m, t, s) du probleme (2.4.37)-(2.4.38) pour £ < s < oo (ici nous revenons a la formu-

v+1

lation initiale de la variable s) et si on note par ,1(m,t) = o(m,, %), on remarque

qu’elle est continue en (m, t) et satisfait aux conditions (2.4.41), (2.4.42) et (2.4.48), de

sorte qu’on peut répéter la résolution de 1’équation pour VTH < s associée a cette condition

d’entrée. Ainsi, en itérant cette procédure sur les intervalles | iNl] pourv =0,1,2,---,

v
N>
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on construit sur R, x R x R, la solution de 1’équation (2.2.25) avec la condition d’en-

trée (2.2.23). Nous désignons cette solution par oM (m, £, s), il est utile de rappeler que

oN(m, t, s) ainsi construite est continue en (m, f, s), bornée et non-négative.

Pour résoudre le probleme (2.2.22)-(2.2.23) dans le domaine R, x R x [0, 5] avec un

s > 0, nous supposons que w(m) vérifie la condition supplémentaire

1 1 _
0<——< sup ——=0C, <>
w(m) = ek, wlm)

et que ao(m, f), outre la condition (2.2.24), satisfait aux conditions

oo
/supﬁo(m,f)dm = Wy < 00,
0 teR
th)—7o t -
sup [@0(m, 1) = To(m, t2)| _ %, < oo,
mER Y E1,E2ER, 1 #to |t1 - t2|
oo ~ ~
Fo(m, 1) — oo(m, 1 =
sup [Zo(m, 1~) ?O(m’ 2)|dm =Jy < .
{1,{2€R,£175£2 |t1 - t2|

0

(2.6.75)

(2.6.76)

(2.6.77)

(2.6.78)

Dans la suite, nous allons établir des estimations pour les valeurs w!™l(s), ¥V (5s),

JWNI(s) et AV (5) définies par

o0

wiNl(s) = /u[N] (m, s)dm, uM (m, s) = sup o™ (m, 1, s),
0 teR
W) = sup o™M(m,is) = sup ul(m,s),
(m,f)ER 4 xR meR
TN (s) = [ ™ m, 5)dm,
0
N y N n
M s) =  sup o1 (m, 1, 5) = o™ (m, b, 8)]
fl,fzeR,ﬂ;ﬁfQ |t1 - t2|
N ; N s
AN (5) = sup o ]<m7t1>5~) —‘f[ l(m, ty, 5)| — sup jIM
mER+,£1,£2€R,t~17ét~2 |t1 - t2’ meR

(2.6.79)

(2.6.80)

(2.6.81)

(m, s).

(2.6.82)
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Lemme 2.6.1. Quel que soit N € N\{0}, ona
wM(s) < @(s) Vs € [0,.54], (2.6.83)

ou

1 2
o) — 1y 1 2.6.84
@) (2 + e Cos — 3 51 = Co ° (wo " ) ( :

Démonstration. Comme oVl(m, 7, s) > 0, a I’aide de (2.2.20) et (2.2.21), on déduit de

(2.2.25) que pour ¥ =35, < s < “ ona
iam (m,t,s) <
<lm / Bm —m',m" ) {o™ (-, -, 8)} g5, (m — m ) {o™(, -, 5)} g5, () (dm)+
=~ 2w(m> ) P qSv » qSv Y
Y,
_m N[, . _ ' /
oty | 20N 5 s, (ot ),

Yqsu
En utilisant (2.6.79), on en déduit que pour tout s > 0, s #5,, v € N,ona
0

%O—[N] (m7 LZ? S) S

1om_
2w(m)

/B(m —m!,m ) u™ (m —m/, s)ulN (m!, s)dm'+
0
mo [ ", [N] / /
+——— [ F(m,m Y (m+m', s)dm’,
w(m) J
ce qui, joint 2 la continuité de o'V (m, 7, s), entraine que
WiVl (s) < wo+

i //l/ﬁm m',m Y ul™ (m —m’, N (m!, s")dm'dmds'+
0 0

w(m)

N | —

+// /19mm)”(m+m s"Ydm/dmds’,
w(m)
ot w!™ et ul™! sont définis par la relation (2.6.79).
Donc, en vertu de la condition (2.1.8), de la propriété de la convolution et de la condition
(2.1.11), on en déduit que
M (5 + 0 [Ny N5
W(s) < @+ / ds' + Cy / (2.6.85)

0
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D’autre part, on constate immédiatement que la fonction

1
(= + 3)e~Cos — 2

est la solution du probleme de Cauchy

d Co
"=
et que son intervalle maximal d’existence est [0, ;[ avec S; donné dans (2.6.84). De la

comparaison de (2.6.85) avec (2.6.86) on obtient (2.6.83). [J

—(@(s))* + Cow(s),  @(0) = @o (2.6.86)

Lemme 2.6.2. Quel que soit N € N\{0}, ona
P(s5) < 9(s) pour 0 < s < Sy, (2.6.87)
ou 1 (s) est la solution du probléme de Cauchy

OO[( w(s) + 1)Y(s) + 20(s)],  $(0)= sup Fo(m,i). (2.6.88)

2 (m,f) eRL xR

f@( )=

Démonstration. En appliquant (2.2.26) et (2.2.28) au second membre de (2.2.25) et en
rappelant les définitions (2.6.79), (2.6.80) et (2.6.84), on a

S

wN(s) < 2+ T2 [13B() +1)6(s) + 20 (),

v

N

V;rl]

Comme cette inégalité a 1a méme forme dans tous les intervalles [, %3], v = 0,1, - -,

on a
s

w(s) < 9(0) + 2 [1(33(") + 1)) + 25(s))]d,

0
d’ou, en rappelant (2.2.24), par le raisonnement usuel on obtient (2.6.87) avec 1 (s) définie

par (2.6.88). [J
Lemme 2.6.3. Quel que soit N € N\{0}, on a

JN(s) <T(s)  pour 0<s< S, (2.6.89)
ou J(s) est la solution du probleme de Cauchy

(ZSJ( - 350 (2w(s) + 1) T(s), J(0) = Jo. (2.6.90)
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Démonstration. Considérons #1,¢, € R, &; # &, m € Ry, s € [£, %] Alors, en

posant
— v f + Sy E + Sy
Sy = =5 = ) - )
N q1 1 w(m) q2 2 w(m)
ona
0™ (m, 1, 5) — o™ (m, B, 8)| < o™ (m, 1, %) — o™, 1, %)H 2.6.91)
+/ |D[ ] m t17t27 ’dS +/ |D[LN]<m,fl,t~2,S/)’dS,,

DEJ(V](mafht})S) =

- K. _ [O[N}(.,.75)’0[N}(.,.73)](m751) K. [U[N](.’.,S/)’U[N}(.,.75)}(m7t2)7

’qusu ’yqzsy

ngl (m, 11,19, 8) = Ly, (™., -, 8)](m, 1) — Ly, ., (o™, -, 8)](m, o).

Méme si K, _ [-,-] et K, _ [-,-] sont définis sur deux courbes différentes 7,5, et
Ygo5.» de I’expression du second membre de (2.2.20), on constate que, une fois définies
{o™ (-, 8) Yz, (m) et {oI(-, -, 8) b5, (m) (voir (2.2.18)), DI (m, 11,1, s) peut étre
écrit dans la forme

DMV, £, s, 8) = (2.6.92)

— 5 [ Blm = ) (s (m = ') = {0} (m = )

l\D\»—t

< ({o™}q, (m) + {o™™} g, (m'))dm'+

Blm, m")({o™}g, (m) + {0}, (m))dim'+

\8

— 5 (10}, ) — {671}, (m)

—;({U[N}}ql (m) +{o™}gu(m)) | Blm, m")({o™}g, (m) = {1}, (m))di?,

0\8 <

{U[N]}Q1 <m> = {O-[N]<"7 " 8)}q1§u (m)7 {O-[N]}th (m) = {O-[N]('ﬂ ) S)}qﬁu (m)
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En rappelant (2.1.8), (2.1.9) et les définitions (2.6.79), (2.6.81), on déduit de (2.6.92) que

m DY (m, 11, £, 5)|
——  sup — <
w(m) fl,fQER,{l;éEQ |2(’-1 - 2(:2|

(2.6.93)

< Cpy /j[N] (m —m’, s)ul™(m’, s)dm’ + Cow™ (5)j™M(m, s) + Coul™ (m, )TN (s).
0

D’autre part, pour D[LN} (m, 11,15, s), on obtient sans difficulté a partir de la définition

(2.2.21)

m DM (m, £, T, )|
— sup s
w(m) 51,£2€R,t~17é7§2 |t1 - t2|

(2.6.94)

[e.o]

Co . m )
< Y0 7/ 1 <[N] / 3
<5 (m,s)—i—w( )Oﬁ(m,m)] (m+m', s)dm

A 1’aide de la relation

/L /ﬁ(m,m’)j[N](vam’,s)dm’dm =

p wim) g
oo m” m" —m/

T i
0 0

on déduit de (2.1.11), (2.6.91), (2.6.93), (2.6.94) et de la propriété de la convolution que

JW(s) < J[N](%) + 3G, / JN (W™ (5" ds' + 3200 / JWN (5" ds'.
% %

Comme cette inégalité a la méme forme dans tous les intervalles [, ”TH], v=201,---,

on obtient

S

JW(5) < JWN(0) + 3CO/J[N](3’)w[N](s’)dS’ + 7/J[N](5')ds’,
0 0

ou, compte tenu de (2.6.83) et de la relation J!] (0) = Jo,

JWN(s) < Ty + 3200 (2w(s") + 1) T (s")ds,
0

ce qui implique (2.6.89) ainsi que (2.6.90). [J
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Lemme 2.6.4. Quel que soit N € N\{0}, on a
AN (5) < X(s) pour 0 < s < Sy, (2.6.95)

ot \(s) est la solution du probléme de Cauchy

N[ —

d — _ _ _ _ _
£A(s) = Co(2w(s) + =)A(s) + Co(1(s) + 1) J(s), A(0) = Ao. (2.6.96)
Démonstration. En utilisant les relations

sup ul! (m,s) = w[N](S) < 1(s), sup j[N](m,S) = )‘[N](S)a

m€R+ m€R+
WM(s) <w(s),  TN(s) < T(s),

on déduit de (2.6.91), (2.6.93), (2.6.94) et de la propriété de la convolution que

AN () < )\[N(N)+200 / G(s) AN (s)ds'+

+Co/¢ §')ds' + 22 /A[N ds+CO/J

D’une maniere analogue a la démonstration du lemme 2.6.3, on déduit de cette inégalité

la relation (2.6.95) et (2.6.96). [

2.7 Convergence des solutions approchées

Pour résoudre le probleme (2.2.22)-(2.2.23), nous démontrerons la convergence d’une
sous-suite de solutions approchées oVl (m, 7, s) dans I’intervalle [0, S;[, ce qui nous don-

nera la solution du probleme dans cet intervalle.

Théoreme 2.7.1. On suppose que [(-,-), V(-,-) et w(-) vérifient les conditions (2.1.7)-
(2.1.12), (2.6.75), en plus Go(m, 1) est continue en (m,t) € R, x R et vérifie les condi-
tions (2.2.24), (2.6.76), (2.6.77) et (2.6.78). Soit Sy le nombre donné dans (2.6.84). Alors
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le probleme (2.2.22)-(2.2.23) admet une solution dans Uintervalle [0,S[. En outre la

solution est unique dans la classe des fonctions o(m,t, s) qui vérifient les conditions

i) o(m,t,s) est continue dans Ry x R x [0, 5],
ii) pourtout s € [0,S1[, u(m,s) = supseg |o(m,t,s)| est intégrable en m € R,

iii) quel que soit 3, € (0,51, ona sup,eps, Jo- u(m,s)dm < oo.

Démonstration. Nous construisons la suite de solutions approchées o2l n = 1,2,---,

qui sont les solutions du probleme (2.2.25) avec la condition (2.2.23) ou N = 2" tout

en notant o, au lieu de ¢!>"!. On rappelle que dans I’intervalle (57 22’;1} [, les solutions

approchées o, et 0,1 se définissent par les opérateurs intégraux définis sur les mémes

2v+1 v41

—, tandis que dans I’intervalle [2n Ty o [, 1a solution approchée o, se

on»

courbes v43,, 51 =

définit par les opérateurs intégraux définis sur les courbes ~y,5, par contre 0,1 se définit

sur les courbes ,5,, 52 = 3557 .
On pose
Nn(m, 8) = sup |on(m, t,8) — gpy1(m, L, s)], (2.7.97)
teRrR
An(s) = /nn(m, s)dm, (2.7.98)
0
B,.(s)= sup |on(m,t,5) —oni1(m,t,s)| = sup n,(m,s). (2.7.99)
(m,f)eERL xR meR4

On va écrire également wu, (11, 5), j, (M, 8), Wn(5), Yn(s), Ju(s) et A, (s) au lieu de ul?"l(m, s),
3% (m, s), w2'1(s), P1(s), JZ"(s) et A2"](s) (voir (2.6.79)-(2.6.82)).
On rappelle que, quels que soient ¢ € Ret’s > 0, la définition de I’opérateur K, _ ]

nous donne

on(m,t,8) — ony1(m,t,5) = on(m,t, —) — opp1(m, 1, 1)—% (2.7.100)
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s
m

w(m)

/ |:qu51 [On('7 " S/) + O-n-&-l(" K Sl)? O-n(" E Sl) - 0-71-&-1(" K 8/>](m7 E)+
7

+L’7q§1 [Jn('> R 5/) - UnJrl('v 5 Sl)](m’ t) ds'

pour
2v+1

S s S gn+1

S = v
fzn
et

- - - 2v+1 - 2v+1
an(m, t, S) - 0n+1(m, t, S) = an(m, t, W) - 0n+1(m, t, W)—i_ (27101)

m
T wlm) / [ S 1on( 5 8) F o 8), onl, o 8') = onga(c -, 8)](m, )+
w(m) apid g3y
on+1
+L’qu [O-n(v 75) Un+1( )](m t) ds +A81 Sz(m t)
pour
2v+1 v+1 B v B 2v+1
on+l  — §> on ’ S1= 27’ 52 on+1 ’
ou
A8152(771 t~) =
- s / x ), a0, D) = Ko [l ), e )], D)+
m 'quln7’ sy YUn\" 7 ) Vg5 LY T y Yn\" % )
+

Lz, lon (s (M, 8) — Ly [on (-, )] (m, £) | ds'.

En vertu des conditions (2.1.8)-(2.1.10), on déduit de (2.2.20), (2.2.21) que, quels que

soientg € Rets,s € [0,5;[,ona

sup ——| K, _[on(-,+,8) + 0ngi(c5 5 8), onl(c,8) — Onga (s, -, 8)](m, 1) < (2.7.102)
p I (01 ) O (1), 0ul19) = ()] . )
C m
§7/un m—m',s) + U1 (m —m', s))n,(m', s)dm'+
0

+Coal,5)2(5) + a1, 5) + 2 (1, )0 5),
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sup JWLM[%(., 1 8) = Ot (s 8)](m, )| < (2.7.103)

Co m 7 , , ,
< — —_— .
<5 Nn(m, s) + w(m) 0/19(m,m)77n(m+m ,s)dm

D’autre part, d’apres (2.2.18) et (2.2.19), on remarque que les valeurs de o,,(m/, ', s)

sur les courbes gz, (m.#) €t Vgs, (m,7) SONt données par

{Jn<'7 'y 8)}q§1(m,f)<m/) = Un<m/7 L+ w(m) - w(m’) 5 5)7
/ [y 52 52
n\" " So(m,t — Un T y9)-
{U ( S)}q 2( ,t)(m) o (m + w(m) U}( ,) S)
Donc, compte tenu également de la relation 55 —5; = 3‘,’:11 — o = TL% et de I’hypothese
(2.6.75),0on a
{on(s 5 8) b gsaomay (M) = {on (s 8) sy m,y ()] < (2.7.104)
: 5 5 5o 5o Cy
< n ! - - ( - ) n
=/ (m’s)‘w(m) w(m’) w(m)  w(m’) ‘ < gn(m’, 5) 5,0 on

ou 7, est défini par la relation (2.6.81). Compte tenu des conditions (2.1.8)-(2.1.10), on
déduit de (2.2.20), (2.2.21) et (2.7.104) que

wzr;n)‘K’qul [Jn('7 Y 5/)7 Un('v ) 8/)](771, f) - K’YqEQ [0-”('7 Y Sl)? Un('? " 8/)](m7 5)’ <
B (2.7.105)
o [ untom = 1 )ulont )’ + uom, $)on(s) + wnom, )],
w’gjn Ly, 1) = Ly [on(cs )] (m, 1)] < (2.7.106)
Cw CO . m T N - / /
< oo {2']”(771, s) + w(m) O/ﬂ(m,m Vjn(m +m/, s)dm}
Comme

//(un(m —m',8) + Upy1(m —m', 8))n,(m', s)dm'dm < 2w(s)a,(s),
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/zn/ﬂ m,m"Yn,(m +m', s)dm’dm < Cya,(s),

m)

0

ou @, est défini par la relation (2.7.98), avec @,,(0) = 3,,(0) = 0. A I’aide de (2.7.100)-
(2.7.103) ainsi que (2.7.105) et (2.7.106) (voir aussi (2.6.83), (2.6.87), (2.6.89), (2.6.95)),

il s’ensuit que

) < SO/ ")+ 1) (s) 0 1)7()ds', (2.7.107)

Bu(5) < Co [ (@0() + V(") + (B(") + )8, (s))ds'+ (27.108)
r T — ! ]‘ / /
+5:CuCo [ (@0() + DI(S) + @() + 5)A(s) ) ds

Par conséquent

N

ol 7(s) est la solution du probleme de Cauchy

d _ 300 1 3C,Cy
y(s

=52 2m(s) + 1y(s) + o

S 2m(s) + 1)T(s), p(0) =0,

tandis que Z(s) est la solution du probleme de Cauchy

iz@) — Col@(s) + ;>z<s> + Co(20(s) + 1)g(s)+

C’est-a-dire, si on pose

— 300 / (s')e 7 Ju 2B+ gt (2.7.109)
0

Bls) = Co [ [(20(s) + DA + Cul(25(") + DI() + (@(") + HA))]
’ (2.7.110)

Co S (o=t ”
e 2 S/(Qw(s )+1)ds ds’'

Y
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on a
() S 5 AG), B9 <o

Comme B(s) définie par (2.7.109)-(2.7.110) ne dépend pas de n, est une fonction crois-

B(s). (2.7.111)

sante bien définie sur [0, S|, ¢’est-a-dire
0 < B(s1) < B(sz) < 00 Vsi, 89 € (0,51, s1 < s9,

de (2.7.99) et (2.7.111) on déduit que, quel que soit ¢ > 0 et quel que soit 5 € [0, 51, si

on choisit @ € N de telle sorte que

1 — 1
n> log B(3) + log — 1
n logQ(Og (8)+0g5)+,
alors on a
sup |00, (M, T, 5) — 0, (m, L, 5)] < &, V ni,ne >,

(mf,5)ER 4 xRx[0,3]
ce qui démontre la convergence uniforme de o,,(m, £, s) dans R, x R x [0, 5] pour n — oo.
A la fin on rappelle que, quel que soit 5 € [0, 5[, cette démonstration de la convergence
demeure valide.
Désignons, a titre provisoire, par o..(m,t,s) la limite de la suite {0, (m, %, s)}°%,,
c’est-a-dire

Oso(m,t,s) = Jim o,(m,t,s).

Alors comme o,,(m, t, s) converge uniformément vers o, (m,t, s) dans R, x R x [0, ]
pour quelconque 5 €10, S, [, il est clair que . (m, £, 5) est aussi continue et non-négative ;
en outre de la premiére inégalité de (2.7.111), on déduit que, Supzg 0o (m, 1, 5) est inté-
grable sur R, (> m) pour tout s € [0, S1][.

Soit s €0, S1[. On pose

Ay = sup ‘ooo(m,f, s) —ao(m,t) — I(m,1,s)
(m,t,5)ER L xRx[0,5]

: (2.7.112)
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Comme

m / / ra / !
+ / 7(K’Yq§,/(n,s) [Un('7 S )7 an('v S )]<m7 t) + L’Yqéu(n,s) [Un('v S )](m7 t))ds

on a

Ooo(m,t,s) —ao(m,t) — I(m,t,s) = (2.7.113)

12m.7.9) = [ (o), 0 0)m.0) o+ L o )], )+

Ygs [0n<'7 " 8/)7 Un(’v * 8/)](771, t~) - L7qs [Un('v Y SI)](mv E)>d8/>

12m,1,5) = [ =2 (Ko ), 0l 0. D) + Loy oo, ), D)+

Koo .0 ) = Loy 00 ()

La convergence uniforme de o,,(m, t, s) vers o, (m, t, s) implique que

lim (|ow(m, t,8) — 0, (m, 1, s)| + |I,[11](m,t~,s)]) =0.

n—oo

D’autre part, en rappelant les raisonnements utilisés pour I’obtention de (2.7.105)-(2.7.106),
on constate sans difficulté que, quel que soit ¢ > 0, on peut trouver un 7. € N tel que
pour tout n > M. on ait
sup 112 (m, 1, 5)] <e.
(m,t,s)ER+ xR x0,3]

On en déduitque A, =0 ou

Too(m,t,s) = To(m, t)+ (2.7.114)
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En vertu de la continuité de o, (m,, s), la dérivée par rapport a s du second membre de
(2.7.114) est bien définie, ce qui nous permet de passer de (2.7.114) a sa version différen-
tielle (2.2.22), c¢’est-a-dire oo, (m, t, s) est une solution du probleme (2.2.22)-(2.2.23).

Pour démontrer 1’unicité de la solution, nous considérons deux solutions o et ¢ du
probleéme (2.2.22)-(2.2.23), appartenant a la classe des fonctions définie dans 1’énoncé du
théoréme 2.7.1. Comme o (m, t,0) — ¢(m,t,0) = 0 et que

K’qu [U(-, K 3)7 O’(-, i S)](?TL, t) - K’qu [90('7 K $>7 90('7 K S)](m> t) =

= K’qu [U<'7 " S) + 90('? K S)? U('? B S) - 90('7 ) S)](mvt)a

En intégrant les deux membres de (2.2.22) de 0 a s €10, 5[, on a

Donc, en posant

n(m,s) = sup |o(m, £,8) — p(m,5,5)l,  wi(m,s) = sup [o(m, &, s) + p(m. T, )],
teRr teRr
de maniere analogue a (2.7.102)-(2.7.103), on obtient
A C10 T * o o / CO / T * A /
77<m,3> < ? U’Q(m_m?S)n(mvS)dm +777(ma3) u2(m73)dm+
0 0 0

o

n(m’, s"dm' —|—£n(m s)—kL d(m,m"n(m +m', s")dm’|ds'

—u2ms 5 w(m) J

Par conséquent, si on pose
g(s) = /n(m,s)dm,
0

de maniere analogue a (2.7.107), on a

g < 20 | 1+ [ uitn. )i ()

0 0
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Compte tenu de la condition 7ii) du théoréme 2.7.1, on en déduit que
g(s) =0 Vs € [0, .51],

ce qui prouve I’unicité de la solution. Le théoreme est démontré. []



CHAPITRE 2. SOLUTION LOCALE ... DES GOUTTELETTES EN CHUTE 49

Avec les techniques qu’on a utilisées pour la construction de la solution, on n’a pas
réussi a trouver les estimations nécessaires pour la convergence globale de solutions ap-

prochées.

Donc, une premicre piste de réflexion pour prolonger la solution obtenue dans ce tra-
vail et démontrer la convergence globale de solutions approchée est d’utiliser de nouvelles
techniques (naturellement avec les modifications nécessaires) qui nous permettent de sur-
monter les difficultés comme le probleme de changement de la courbe et la croissance

non linéaire de la solution (a cause de la bilinéarité du terme de coagulation).
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Dans le présent chapitre, nous introduisons 1’opérateur de coagulation qui représentent
la coagulation produite dans une collision de gouttelettes ayant le rayon strictement po-
sitive et un opérateur de fragmentation analogue. L’introduction de ces opérateurs a 1’ef-

fet de régulariser la solution, ce qui nous permet d’obtenir des estimations utiles pour

50
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surmonter les difficultés rencontrées dans 1’étude de I’équation de coagulation et de frag-
mentation des gouttelettes en chute (2.1.2). En construisant les solutions approchées par la
troncature des coefficients de coagulation et de fragmentation, nous démontrons la conver-
gence dans une certaine topologie d’une suite de solutions approchées, dont la limite est

une fonction localement bornée.

3.1 Position du probleme
Nous allons considérer le domaine en une dimension verticale
II=]—-A,0] (3.1.1)

ol A est un nombre strictement positif. Désignons par o (m, z, t) la densité de I’eau liquide
contenue dans les gouttelettes de masse m (densité dans le sens de la masse dans 1’unité
de volume de I’air dans lequel les gouttelettes se trouvent) a la position z € Il et a I'instant
t>0.

Introduisons les opérateurs de coagulation et de fragmentation approchés par 1’ampli-
fication de la position (ou la régularisation par rapport a la variable z € II) de la fonction
o(m, z,t). Plus précisément, on pose

1

1—(2/2)2
el—(2/0) pour —e<z<e,

ﬁ
ne(2) = I e (3.1.2)
0 pour |z| > e,
of(m,z,t) = /775(2 — 2Na(m, 2, t)d7, (3.1.3)
i1

ou ¢ est un nombre strictement positif fixé. Nous précisons que I’intégrale du second
membre de (3.1.3) est définie par rapport a 2’ € II de sorte que pour —e < z < 0 et pour

—A<z<—-A4econa
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et
—A+e

of(m,z,t) = n-(z — 2o(m, 2’ t)dz
~A
respectivement, méme si 7.(z — z’) > 0 pour certains 0 < 2’ ou 2/ < —A. L’intro-
duction de o° est motivée par son comportement similaire aux gouttelettes avec le rayon
strictement positif dans leur coagulation.

Nous définissons les opérateurs de coagulation et de fragmentation relatifs a o par

les relations

K [0, 0%|(m) = % /B(m —m',m")o*(m —m', z,t)0°(m', z,t)dm'+  (3.1.4)
0

—m / B(m,m’)o®(m, z,t)o*(m’, z, t)dm/,
0

L,.[o%])(m) = —% / I(m — m',m')o" (m, z, t)dm/+ (3.1.5)
0

—I—m/ﬁ(m,m')aa(m +m/, 2z, t)dm’.
0
Cela étant, I’équation que nous allons étudier s’écrit
oo (m, z,t) + 0,(o(m, z, t)u(m)) = K, .[0°, 0°|(m) + Ly ,[0%](m). (3.1.6)

L’équation (3.1.6) doit étre considérée pour (m, z,t) € R, x II x R, avec la condition
initiale

o(m,z,0) =a,(m, z) (3.1.7)
et la condition d’entrée

o(m,0,t) =75 (m, t). (3.1.8)

On suppose que

a(-,+) € LY (R xII), 7i(-,-) € LN(RLxR,), ao(m,z) >0, ai(m,t) > 0.
(3.1.9)
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Pour les fonctions (3(my, ms) et ¥J(my, my), conformément a leur nature physique, nous

supposons que
B(my,mg) >0, B(my,msy) = B(mg,my) Y(my,ms) € Ry x Ry, (3.1.10)
¥(my, ma) > 0, ¥(my, mg) = P(ma,mq) Y(my,me) € Ry x Ry. (3.1.11)
7m'19(m —m',m")dm’ <1 Vm > 0. (3.1.12)
0

La nature des relations (3.1.10) et (3.1.11) est claire, tandis que 1’inégalité (3.1.12) (qui
est équivalente a la seconde inégalité de (H;) de [25]) signifie que la somme de masse
des gouttelettes produites par les possibles fragmentations ne dépasse pas la masse de la
gouttelette qui éventuellement se fragmente.

Dans le présent travail, nous supposons en outre que

6('a ) € C(R-‘r X R-f—)v 19(’ ) € O(R-l- X R+)7 (3.1.13)
sup ¥(m,m’) < Cy, (3.1.14)
(m —m')pm —m',m") <mp(m,m') pour 0 <m' <m, (3.1.15)

qu’il existe des constantes «, (i, 7, 1o, K. et Ky telles que

1
§<04<1, uw>0, 200—-1<vy<1, 192>2,

B(m,m') < K.(mm/)* !, (3.1.16)

r

/m““z?(m, r—m)dm > K7t Yr > ro, (3.1.17)
0

et que pour chaque m* il existe une constante C'(m*) dépendante de m* (croissante

comme fonction de m™) telle que

"L B(m,m’) < C(m"). (3.1.18)

su
J—r

0<m,m’<m*

Pour la vitesse des gouttelettes u(m) nous supposons que

w(m) <0 ¥m >0, (3.1.19)
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3.2 Préliminaires

Maintenant nous introduisons le changement de variables ; nous transformons (m, z, t)

en (i, q, ) par les relations
w=m, q=z—ulm}t, 1=t (3.2.20)

Ce changement de variables transforme le domaine (m, z,t) € Ry xIIxRy en{ (u,q,7) €
Ry xRxRy | —A—7u(p) < g < —7u(p) }. Mais il nous sera commode de prolonger
le domaine en R, x R x R, c’est-a-dire nous allons considérer aussi les points (u, g, 7)
tels que ¢ < —A — Tu(p) ou g > —7u(p), en prolongeant par 0 la fonction o (p, g, 7) (et
aussi 0°(u, q, 7)) pour ¢ < —A — Tu(p) et pour g > —7u(p).

Remarquons que dans les nouvelles coordonnées (y, ¢, 7) le point z € II a I’instant ¢,
point dans lequel la coagulation et la fragmentation peuvent se produire, se transforme en

une courbe
v-={a=a(W) W eRe}t, () =z—u()r.
Rappelons aussi les relations entre les dérivées

0 0 0 0 0 0 0

o_9 uml 9_9 9 _9 221
oo "My wT e am o G221

Cela étant, comme nous allons étudier 1’équation (3.1.6) dans les coordonnées (1, ¢, 7),

pour simplifier la notation, nous écrivons m au lieu de p et ¢ au lieu de 7, ¢’est-a-dire nous

utilisons le changement de variables
m=m, q=z—u(m)t, t=t, (3.2.22)

avec les relations (3.2.21) réécrites avec (m, q,t).
On remarque que dans les coordonnées (m,q,t) les opérateurs K, ,[o%, o%](m) et

L; .[0°](m) doivent avoir la forme

K .[0%,0%l(m) = K, [0, 0%](m,q) = (3.2.23)
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— %/B(m —m',m)o(m —m', q.(m —m'), t)o%(m’, q.(m'), t)dm/+
0

—m/ﬁ(m,m')ag(m,qz(m),t)og(m',qz(m’),t)dm’ =

= Kt7z[0'a('7 qz, t), 06('7 qz, t)](m)7

Ly of](m) = Ly .[0%](m, q) = (3.2.24)

= —% /ﬁ(m —m',m")o*(m, q.(m), t)dm'+
0

+m / I(m, m')o(m +m', qu(m +m'), t)dm’ = Ly.[0°(-, q., 1)) (m)
0

¢.(m') = g+ (u(m) — u(m’))t. (3.2.25)

Il est utile de remarquer que ¢.(m) = g,
g.m — m') = g + (u(m) — u(m — M.

Quant a la condition d’entrée (3.1.8), pour que nous puissions formuler 1’équation

dans R, x R x R, , nous allons I’écrire dans la forme du terme additif

F(m, 1) _a ()

u(m)

au deuxieme membre de I’équation ; ici (Lﬁ(t) désigne le ¢ de Dirac translaté a ¢t =
—ﬁ. I1 est clair que I’écriture avec ¢ de Dirac est une convention d’écriture dans une
forme différentielle dont le sens exact doit €tre congu dans la forme intégrale ; nous allons
utiliser cette convention aussi dans la suite. D’autre part, nous traduisons le fait que nous
ne considérons pas o(m, ¢, t) pour ¢ < —A — u(m)t comme la sortie des gouttelettes de
IT représentée par le terme additif

—o(m,q,t)0_ g (t).
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Concernant la condition initiale, en prolongeant &};(m, z) par 0 en dehors de II, on

considere la condition
a(m,q,0) =a5(m,q) pour (m,q) € Ry xR (3.2.26)

(on rappelle que pourt = 0 ona g = 2).
Avec les informations mentionnées ci-dessus, dans la suite nous allons étudier, au lieu

de I’équation (3.1.6), I’équation

0
aO’(TFL q, ) = Kt,z[o's('a 4z, t)a UE('a 4z, t)](m) + Lt,z[oﬁ('a 4z, t)](m)+ (3.2.27)
+ai(m,t)0__a_(t) —o(m,q,t)0_q+a (t), pour (m,q,t) € Ry x R x Ry,

u(m) u(m)

qui doit étre envisagée avec la condition initiale (3.2.26).

On rappelle une conséquence du changement de variables.

Lemme 3.2.1. Pouro(-,-,t) € L}(R, x R), t € R, vérifiant la relation o(m, q,t) = 0

pour ¢ < —A — tu(m) et pour ¢ > —tu(m), on a

0 o0
/ o(m,q,t)dmdq = /dz/a(m,qz(m),t)dm.
RxXR A0

Démonstration. Comme ¢,(m) = g = z — u(m)t (voir (3.2.22) et (3.2.25)) et que
o(m,q,t) = 0pour ¢ < —A — tu(m) et pour ¢ > —tu(m), on a

oco 0
/ o(m, q,t)dmdq //Um q.(m qdzdm—// o(m,q.(m),t)dmdz.
A

RXR+ —-A0

Le lemme est démontré. [

3.3 Position des problémes approchés

On va introduire une famille de problémes approchés. Plus précisément, définissons

les fonctions 3, (m,m’) et ¥, (m,m’) par

Bu(m,m') = B(m, m" )¢ (m +m' —n), (3.3.28)

Ip(m,m’) = I(m, m ) (m +m' —n),



CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE SOLUTIONS ... DE TYPE RAYON POSITIF 57

ot ¢! (m) est une fonction de classe C*° (R ), décroissante et telle que

1 pour r <0,
WH(r) = (3.3.29)

0 pour 7 > 1.

En remplacant 3(m, m’) par 8, (m, m’) et d(m, m') par ¥,,(m, m’) dans 1’équation (3.2.27)

et en désignant la fonction inconnue par o, au lieu de o, on considere 1’équation

0
aan(m, q,t) =o1,(m,t)d_ . (t) — on(m,q, t)5_%(t)+ (3.3.30)

FE03,( 20 1), 05, ) m) + i[5 (g, 1)](m),
ot K", ] et L[] sont définis comme dans la définition (3.2.23)-(3.2.24) de K[, ]
et L;.[-] avec le remplacement de ((-,-) et 9(-,-) par 5,(-,-) et U, (-, "), et of, est défi-
nie comme dans (3.1.3) a partir de 0,,. Pour la condition initiale (3.2.26) et la condition

d’entrée, nous posons
on(m,q,0) = a5(m, Q)Y (m +m' —n), (3.3.31)

E”{n(m, t)(S_ q

u(m)

(t) =71(m,1)0__o ®)(m +m' —n). (3.3.32)

On rappelle d’abord que les opérateurs Kt[f” et LL?} conservent la masse.

z z

Lemme 3.3.1. Quel que soit o(-,q.(-),t) € L'(R,), ona

[ Ko a00,0,0(,00), D] (m)dm = 0, (3333)
R4
[ 2o a0, ) (mydm = 0. (33.34)
R
Démonstration. Comme Kt[Z] [, et Lz[fnj[] ne sont que les cas particuliers de K ,[-, -] et

L, .[-] dans lesquels 3(-,-) et 9(-,-) ont la forme 3,(-,-) et J,(,-), les égalités (3.3.33)
et (3.3.34) sont des résultats classiques bien connus (pour I’expression explicite de la
démonstration de (3.3.33), voir [4], [27]; I’égalité (3.3.34) se démontre de maniere ana-

logue). [J

De ce lemme résulte immédiatement la propriété suivante.
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Lemme 3.3.2. SoitG}(-,) € L'(Ry x R) avec 75(+,-) > 0. Si 0,,(-, -, t) est la solution
de I’équation (3.3.30) avec la condition initiale (3.3.31), alors on a

—A—tu(m)

g+ A
lon(s Ol xr) = / / (m,q, — e ~—)dqdm, (3.3.35)
ou
7tum
Yo(t) = 105 )21 @y xr) +/ / 7. (m m))dqdm (3.3.36)

Démonstration. On considere I’équation (3.3.30) exprimée sous forme intégrale. En I’in-
tégrant sur R X R, par rapport a g et m et en utilisant les lemmes 3.2.1 et 3.3.1, on obtient

(3.3.35). U

Lemme 3.3.3. Sio,(-,-,t) estla solution de I’équation (3.3.30) avec la condition initiale
(3.3.31) et si o}, est définie de la méme maniere que (3.1.3), alors on a
sup oo (m,q.(m),t)dm < K(t) < co. (3.3.37)

—A<z<0
R4

K(t) = n:(0)Zo(t)

(n:(+) et Xo(t) sont définis dans (3.1.2) et (3.3.36) respectivement).

Démonstration. D’apres (3.1.3), on a (en posant z, = ¢ + u(m)t)
0
ot (m,q,t) = /ng(zq — 2Nop(m, g (m), t)dz" < sup n.(¢ /Un (m,q,t)dq.
N ¢'eR 2
Par conséquent, compte tenu aussi de (3.1.2), on a
[ ontm,a.tdm < nO)llon, )l e, e,

Ry

ce qui, en vertu de (3.3.35), entraine (3.3.37). [J
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3.4 Existence et unicité de la solution du probleme ap-

proché

Maintenant on va montrer I’existence et I’unicité de la solution o,, du probleme ap-

proché.

Proposition 3.4.1. L’équation (3.3.30) avec la condition (3.3.31) admet une solution

o, € C(Ry, L*(R, X R)) et une seule. En outre, on a

on(m,q) =0 pour m >n+ 1. (3.4.38)

Démonstration. On rappelle d’abord que la condition (3.1.9) avec le prolongement de
75(+,-) par 0 en dehors de TI implique que 7;(-,-) € L'(R, x R) et que a5(m,q) > 0
pour tout (m,q) € R, x R. Pour résoudre le probleme (3.3.30)-(3.3.31), on considere

(3.3.30) comme une équation différentielle ordinaire a valeurs dans I’espace de Banach

LY(R, x R)

9 (1) = FU03(0)] + A(t) — Aalt) (3.439)

FI o2 ()](m, q) = K05 (40 1), 05 gz )] (m) + LY 05 (-, gz, )] (m),

Ar(t)(m, q) = 71, (m, 1)d__o (1),

“u(m)

On remarque que, d’apres la définition de [3,,, il existe une constantes cq(n), dépendante
de n telle que I'inégalité

%Bn(m —m/';m’) < ¢o(n), Vm € Ry, Vm' €]0,m][,

soit vérifiée.
Pour examiner la condition de Lipschitz, nous considérons deux fonctions ¢!!l(m, ¢,(m))

et ol?(m, ¢.(m)) comme fonction de (1, q) dans un ensemble bornée de L'(R, x R).



CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE SOLUTIONS ... DE TYPE RAYON POSITIF 60

Comme la définition de ¢,(m) (voir (3.2.25)) contient implicitement ¢, a titre provisoire
fixons . En outre, de maniere analogue (voir (3.1.3)), nous définissons la fonction oclil 3
partir de ¢/l (i = 1,2); d’aprés la définition (3.1.3) on a o[l € L' (R, x R) et

sup o°(m,q.(m))dm < K < oo, i =1,2 (3.4.40)

—A<2<0
Ry

(K dépend de I’ensemble borné considéré). Alors on a, a I’aide du lemme 3.2.1,

1K 00 q2), 0 ()] = K02 q.), 0% )]l sy <

0

canfe]]

ocll (m’, q.(m ’))’x

A
x|oW(m —m’, q.(m —m')) — o (m —m’, q.(m — m/ ‘dmdm—i—
0 ocom
+co(n)/dz// 05[2](m—m’,qz(m—m’))‘ o (m/, q.(m")) =B (m’, q.(m ‘dm dm+
SA 000
0 oooo
teoln) [ dz [ [ o, q.m)||o o, g.(m')) = o (' gz m')) | dm+
= 00

o', q.(m")||o

Wim, q.(m)) — o (m, q.(m ‘dm dm.

En ce qui concerne le terme de fragmentation (voir la définition (3.2.24)), on remarque

qu’avec le changement de variables m” = m + m/, on a

o0

0 oo
/ dz/ md(m, m’)o®(m +m’, q.(m +m’))dm'dm =
SA 000

0 oo m
:/dz//m m" )9 (m —m',m")o(m, q.(m))dm’dm,
A 00
donc compte tenu de la condition (3.1.12), on déduit que

||L [ M, q.)] - L?z][ffap](wQZ)]||L1(R+xR) <
0 00
8[1

0

<2 [ a

—A

(m,q.(m)) — 05[2](m q.(m ’dm
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En vertu de I’inégalité (3.4.40) et de I’'inégalité
HUEM - UE[Q]HLl(RMR) < HU[” - U[Z}HLl(]&_xR)v
on déduit que
1K 00,0, )] = Ko 0), 0% )],y <

< 4Kco(n)||0[1] — UT[LQ]||L1(R+><R)7

n

1LE20 T g2 = Lo )l sy < 210 = 0 1y,
De ces inégalités on déduit que FI"/[o*] vérifie localement la condition de Lipschitz dans
la topologie de L'(R, x R) pour ¢t € R, choisi.

La condition de Lipschitz locale pour chaque ¢ fixé étant démontrée, en utilisant
(3.3.37) et le raisonnement pour (3.4.40), on peut prolonger la solution (en répétant 1’ap-
plication de la condition de Lipschitz locale) pour tout ¢t € R, c’est-a-dire on a mon-
tré que 1’équation (3.3.30) avec la condition (3.3.31) admet une solution o,(-,-,t) €
L'(Ry x R), t > 0, et une seule; la continuité en ¢ dans la topologie de L'(R; x R)
résulte de (3.4.39).

A la fin, on remarque que, en vertu des conditions (3.3.28), (3.3.31), (3.3.32), pour
m > n + 1 I’équation (3.3.30) se réduit a

a0n<ma q, t) = —0Op (ma q, t)é_% (t)a

ce qui nous donne (3.4.38). [

3.5 Estimation du “moment” 1 des solutions approchées

Maintenant, en utilisant I’idée des travaux [1], [10], on va démontrer que le moment a

I’ordre i1 > 0 des solutions approchées est borné. On définit d’abord le moment a 1’ordre
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pde o = o(m,g..t) par
0

[ N0l
—A

oo

lo=@llw = llo=ll = /m“ﬁ(quz(m%t)dm (¢=(m) = 2 — u(m)t).
0
Avant de donner I’estimation du moment x, nous allons rappeler quelques propriétés

préliminaires. Soit 0 € L'(R) telle que o(m) > 0 pour tout m € R,. Pour A > 0, on
définit -
lolx = /m’\a(m)dm.
0
Lemme 3.5.1. Pour tout \ < < 6, ona
_ 5— _
o157 < el llolls . (3.5.41)
Pour la démonstration, voir [9].

Lemme 3.5.2. Soitv > 1.

i) 1l existe une constante C',, > 0 telle que
(m+m)[(m+m)" —m”—m"] < C,(m"m +mm"), (3.5.42)
ii) Pour1 <m < %, r>rg > 2, o0ona
" —m” —(r—m)” > (2" = 2)m". (3.5.43)

Pour la démonstration, voir [8].

Lemme 3.5.3. Soit 0,, la solution de I’équation (3.3.30) avec la condition (3.3.31). Alors

X (Bn(m, m')ot (m, q.(m), t)os,(m’, q.(m'), t) =0, (m,m")o;, (m+m’, ¢.(m+m’), t)) dm'dm+
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Démonstration. On consideére

n+41 n+1
[ e 0,05 Dltmdm [ LR g Dl m)im = (3549

=L —1I—Ji+ Jy,

n+1 n—m+1
Jy = / mtm / In(m,m’ ot (m +m', q.(m+m'), t)dm’'dm.
0 0

On remarque que, si on fait le changement de variables m” = m — m/, I et J; se trans-

forment en

. / " ;Lm/ + m// ! " £ / / £ " " / "
L= (Y o o (), ) (0 . (), )

o<m/4+m'"<n+1

m' +m”

5 In(m’,m" ol (m' +m”, q.(m' +m"), t)dm'dm".

Jl = / (m +m )
o<m/4+m’'" <n+1

En faisant la somme de [; — I, — J; + J> et en rappelant (3.5.45) et (3.3.30), on obtient
(3.5.44). O

Lemme 3.5.4. 1l existe une fonction croissante K, (t) indépendante de n telle que pour

toutt > 0 on ait

[ on-(0)lud= < K (o). (3.5.46)
—A
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Démonstration. Rappelons d’abord que, si les conditions (3.1.16) et (3.1.17) sont véri-

fiées, alors les relations (3.3.28) impliquent que

Bulm,m') < K.(mm/)* !, (3.5.47)
/m““ﬁn(m,r —m)dm > K¢(r—1)""  Vrg<r<n+1. (3.5.48)
0
D’apres le lemme 3.5.3, on a
d | "1
o / o udz = / s / (Q1 — Qy)dm'dmd=+ (3.5.49)
—A —A  m+m/<n+l

n+1 —tu(m) n+1 —A—tu(m)

+ / / muﬁin(ma _L)dqdm - / / muan(m7 q, _q
0 0

a0 [ wlm)

)dgdm

Q= ((m +m/ )P — gt — m’”“)ﬁn(m, m')os (m, q.(m), t)os(m', q.(m'), t)

Q2 = ((m +m/ ) — it — m’““)ﬁn(m, m’)os (m+m', q.(m +m'),t).

On remarque que, en vertu de (3.5.42) et de (3.5.47), il existe une constante C telle que

N | QY

((m + m’)’”l ottt m’““)ﬁn(m,m') < (mu+a—1m/o¢ + mam/u-&-a—l)‘

Donc, compte tenu de la symétrie entre m et m’ et de lemme 3.5.1, on a pour p > «

0
|
/ > / Ovdm/dmdz < (3.5.50)

—A m+m/<n+l1

0
< /C~’ / m* M (m, q.(m), t)os (m’, q.(m'), t)dm’dmdz <
—A m—+m/<n+1

0 0
< C [ 105 llallor, Nura-sdz < v [ s iz,
—A —A

p—2c

ouCy =Cllo; llo" ,an=1+ % sont des constantes.
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Passons maintenant a I’étude de (). En utilisant les inégalités (3.5.43), (3.5.48) et le

changement de variables r = m + m’ on a

"1
/ " / Oodm/dmdz >

—A m+m/'<n+l

0 n+1lr—m

1
/ 5 / / r““ ot — m)““)ﬁn(m,r —m)os(r,q.(r),t))drdmdz
Sa T2 00

n+1

2
n+1

2_4 @ = DE;(n) [ (r = 1) 051, 0.(r), D)drdz

2

(2t — 2ymP Y, (m,r — m)os (r, q.(r), t)drdmdz

|

.‘L\o
N | —

O\MH

0 n+1
20— 1K
> ( 27J>ru s(1) [/ /7’7*“0 (r,q.(r), t)drdz — //r'”“a T, q.(r )drdz}
—A 0 —-A0

0
(2" — 1)Ky (p) .
= wa [ / 105 .1y udz — 27K (1) A] =
—A

2 DE ()
21T

0
[ 105 iz = (2% = DE () K (1) A,
—A

Donc, compte tenu du lemme 3.5.1, on a

0
1
/5 / Qadm’ dmdz>Cg/Ha |%2dz — Cs, (3.5.51)

—A  m4+m/<n+l

ot O = EUH ) =1 4 T et Oy = (2 — 1)K (p)K (1) A.

27+

En substituant (3.5.50) et (3.5.51) dans (3.5.49), on obtient pour p1 > «

0 0 0
d
%/WWWWSQ/W%WW—@/WLWW+@ (3.5.52)
~A Y u
n+1 —tu(m) n+1 —A—tu(m)

/ mtay, (m —u(qm))dqdm— 0/ é m”an(m,q,—m)dqdm.
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Comme 0 < a1 < g, 0n a

r g « ’ g « =2 =1 r Qxcl ar ol 7 g « =1
[l lizde < ([ (sl = as)®( [ a5 = a7 ([ oy a2 =
—-A —-A —-A —-A

ou

O 2 a9 —o
([ ot i)™ < 4™
—A

0
1 € a2

[ o ez,
ZA

Par conséquent, on a

d | 0 o 0
o2
i [ oncldz < G [ ot lidz = —2a ([ orld)™ + Gt (35.53)
—A —_A A aq “a

n+1 —tu(m) n+1 —A—tu(m) LA
+ / / m"‘gln _L)dqdm - / / m“an(m, q, —L)dqdm
u(m) u(m)
0 ~A
On remarque que £2 > 1 et que donc
sup |C1r — —=; 7’3?} = () < .
r>0 A o1
Donc, si on pose
/ lo,(0 ||ud2+/ )+ Cild (35.54)
avec
n+1 —tu(m) .
G(t) = C / / b5 (m. ——L Vdgdm,
( ) 2+ / / m Uln(m u(m)) qam

alors de I’inégalité (3.5.53) on déduit immédiatement que la fonction K (t) vérifie I’in-

égalité (3.5.46). [

Du lemme 3.3.3 et lemme 3.5.4 résulte immédiatement le lemme suivant

Lemme 3.5.5. Sio,(-,,t) estla solution de I’équation (3.3.30) avec la condition initiale
(3.3.31) et si 0;, est définie de la méme maniére que (3.1.3), alors on a
sup mtas (m,q.(m),t)dm < Ky(t) < oo, (3.5.55)

—A<z<0
Ry
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ou

Ko(t) = 1.00) [ ons(0)ludz = n.(0) (1)

(n:(+) et K1(t) sont définis dans (3.1.2) et (3.5.54) respectivement).

Démonstration. Le lemme se démontre de maniere analogue au lemme 3.3.3. Plus pré-
cisément, il suffit de multiplier (3.1.3) par m* et de I’intégrer sur R, par rapport a m, de

sorte que, en utilisant le lemme 3.5.4, on obtient (3.5.55). UJ

3.6 Estimation des solutions approchées dans L>°

Pour estimer les solutions approchées dans la norme de L>°(R, x R), nous adoptons
I’'idée du principe du maximum utilisé par Galkin [19] et Dubovskii [13], en le générali-

sant légerement. On a le lemme suivant.

Lemme 3.6.1. Soit ) un ouvert de R". Soit u(x,t) une fonction non négative, continue
dans Q) x [0, 1] et admettant la dérivée partielle Oyu(x,t) pour tout (x,t) € Q2x]0,t,].

On suppose que pour tout t € [0, t1] il existe au moins un point T € () tel que
(T, t) > u(z,t) Vo € Q, (3.6.56)
et que, pour tout t € [0, 1], au point T on a
Ou(T, t) < b(t) + ku(T,t) (b(t) > 0). (3.6.57)

Alors on a
t
u(z,t) < aexp(kt) + /b(s) exp k(t — s)ds = A(t) V(z,t) € Qx]0,t], (3.6.58)
0

ou

a = max u(z, 0).
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Démonstration. On utilise I’idée de Galkin, qui démontre le lemme dans le cas ou b(t) =
Oetk =0.

On va démontrer (3.6.58) par absurde. Pour cela, pour chaque € > 0 on pose

a. = maxu(z,0) +ec=a+e,
e

Aclt) = acexp((k +)t) + [ b(s)exp((k + £)(t — ))ds,

Uc(z,t) =

On suppose qu’il existe un (x,t) € Q x [0, ] tel que u(z,t) > A.(t). Alors il existerait
unt € [0, ] tel que
t =min{t >0 | max Ue(z,t) > 1}. (3.6.59)
e

D’apres notre hypothese (voir (3.6.56) ) il existerait un point = € € tel que

u(T,t) > u(z,t), Vo € .

On a évidemment

U.(z,t) > Ud(z,1) Vo € Q.

De la définition de U, (7, t), de A. et de I’hypothése (3.6.57) on a

= 1 e~ - -
atUE(x7 t) - (Ag(%v))Q [Q;u(x, t)AE(t) - U(I, t)afAe@ﬂ <
1 N O o
< A0 [(b(t) + ku(T, 1)) Ac(t) — u(T, t) ((k + ) A(t) + b(t))].
Comme U (7, 1) = :(ig) = 1, on obtient
A7) < Aig))Q[b(f)As(f) 4 k(@ DA — ku(z, DAD)+
— eu(T, 1) A(t) — b(t)u(z, 1)
1
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1 ~2y
— 7(145({))2(_&45@) )=—-e<0.

Donc il existe un point (z, %) € Qx]0, [ (c’est-a-dire ' < t) tel que
U.(z,t') > 1,
ce qui contredit la définition (3.6.59) de #, c’est-a-dire £ n’existe pas. Par conséquent on a
Uc(z,t) <1 V(z,t) € Q x [0,t].
C’est-a-dire, on a
u(z,t) < Ac(t).

Comme cette inégalité est valable pour tout € > 0, en passant a la limite pour ¢ — 0, on
obtient I’'inégalité

u(z,t) < A(t) V(x,t) € Qx]0,t].
Le lemme est démontré. [

Maintenant on va montrer que o,,(m, ¢, t) est localement bornée.

Lemme 3.6.2. 1] existe une fonction C'(m*;t) continue en (m*,t) € R, x R, et telle
que pour tout n. > m* on ait
sup  on(m,q,t) < C(m";t), (3.6.60)
0<m<m*,qeR

ou o,(m,q,t) est la solution de I’équation (3.3.30) (avec (3.3.32)) avec la condition ini-

tiale (3.3.31).

Démonstration. Pour chaque m* > 0 on définit la fonction ). (m) par

1 si r<Q0,
b (m) = ¢%(m —m*),  PO(r) =

0 si r>0.
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Soit ¢ > 0 et soit (77, ) le point de maximum de la fonction ¢~. (m )M pour t > 0

et n > m* choisis, c’est-a-dire

O LY 1) S UL 2300 (3.6.61)

m 0<m<m*,q€R m
En rappelant les définitions des opérateurs de coagulation et de fragmentation (voir (3.2.23)

et (3.2.24)),on a

a n 77 77t
Ve (M )atia (an ) < (3.6.62)

- ; 0/ [ﬁn(m — ' m ). (m)oy, (M —m', q.(m —m'), )+

=B (M, M) (M), (M, 7. (M), 1) |07, (m, g (), )dm+

B (0, )5 (M), (7, Q. (M), t) o, (m', g (), t)dm+

1
2

L B, . ()0 (7, . (), )05 (10, @ (1), )i+

[ O, Y ()0 (7 ' 7+ ), )+
0

— [ Oum = Y () 7, (), )+
0

e ) T 5 ) () 2T ),

Examinons le signe du terme

L\D\r—t

f{ﬂn (m —m/',m )~ (m)os(m—m',q.(m—m'), t)+

=B (M, m' )iy (M), (M, 7. (M), 1) | oy, (m, g (m), t)dm’.
On remarque d’abord que D peut €tre écrit dans la forme

ol (m—m',q,(m—m'),t)
m—m'

D = Z{m m') B, (m —m', m' ). (m) +

[\'J\»—l
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m

]UZ(m', q.(m), t)dm’

ot(m—m', g, (m—m),t
LRI ANL IR

MM—‘

Z{m m') B, (m —m', m" )~ (

o () P o o, )+

2 T, ) [ T ST ),

Or, la relation (3.1.15), la définition (3.1.3) et ’inégalité

on(m — ', q,(m —m'),t) _ 0n(m,q.(m), 1)

— ; < -2 pour 0 <m' <m <m",7€R,
m—m m

(3.6.63)
impliquent que

Y S—

A T'aide de cette derniere relation, en négligeant les termes négatifs dans (3.6.62), on

) on(m,q.(m),t) o, (m,q.(m),t)

_ S(m/, g, (m'), t)dm/.
= T o (g (m), £)dm

[\ \

obtient ; -
) i () O OB
<3 7 7 01, 10 ) P2 L) g g o), )i+
* 7 D)o 4 ), ) 5 )T ()=
b
; O]” i O, 70 ) (1) 707 ?;(m)’ D o gu o), )+
+ 77%(% m)oy (M +m',q.(m +m'), t)dm’ + . (m)W(S_lfm ().
b

Les relation (3.1.18), (3.1.14), (3.3.37) et (3.5.55) impliquent que

8 n777’
i () O



CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE SOLUTIONS ... DE TYPE RAYON POSITIF 72

o1, (M, t) C(m*) . 0,(m,q,t)
< ———=0__a (¢ Ko(t)Ys (M) ——7—.
(COR (1) + e () 220 (1) + =5 Ko(0) ()
Donc, d’apres le lemme du principe de maximum cité ci-dessus (lemme 3.6.1), on a
— /
on(m, q,t) < max ao(m/,q)ecm CE) sup, Ko(t)t + (3.6.64)
m m/,q m
* / t ;Vn*
+/ (Cok(s) + sup gln@’ s ¢ )(S))ec(z *sup, Ko(®)(t=2) g
m u(m

Comme le second membre de (3.6.64) ne dépend que de m* et de ¢, on peut le noter

% ce qui implique (3.6.60). Le lemme est démontré. []

3.7 Convergence faible des solutions approchées

Démontrons d’abord une propriété supplémentaire de la conservation de la masse.

Lemme 3.7.1. Pour chaque £ > 0, il existe une fonction m’(t) telle qu’on ait

—A—tu(m)

/wm m)on(m, q.,t)dmdz > Yo(t / / (m,q,— q+ A)dqdm —c
J u(m)

L—

(3.7.65)
ou Yo (t) est la fonction définie dans (3.3.36) et J’mz (+) est la fonction définie par

Uz (m) = &' (m — mi(t)),

Y1(+) étant la fonction introduite dans (3.3.28)—(3.3.29).

Démonstration. On pose

0 o

://an(m,qz,t)dmdz. (3.7.66)

—Am*
Alors, en utilisant la fonction K (¢) introduite dans le lemme 3.5.4, on a

0
Ko /||am )|l dz > / /m“an m, g, )dmdz > m*™5, (m*, 2),

—Am*
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d’ou
Kq(t
Ya(m*, z) < L
m*#
En prenant m(t) = (Kle(t) )5 on a
K
= # > ¥, (m*, 2). (3.7.67)
(mz ()"

De cette inégalité, compte tenu de (3.7.66), on déduit 1’inégalité (3.7.65). L]

Enfin nous obtenons la convergence d’une sous-suite de solutions approchées.

Proposition 3.7.1. Soit {0,,}22, la suite des solutions de I’équation approchée (3.3.30)
(avec (3.3.32)) avec la condition initiale (3.3.31). Sous les conditions mentionnées dans

la section 2, il existe une sous-suite {0y, }3°, de {0,}>°, etuno € L2 (R, L' (R x 1))

tels que

1) pour tout t >0, o, — o dans L'(Ry x I1x]0,?[),

2)  pourtout t >0, ||, (-, )i, xm = o Ol xm dans L=(0,1),

3) pourtout m* >0 et pourtout t >0, o, — o dans L>(]0,m*[xIIx]0,t]),

4)  pour tout € > 0 il existe une fonction m’(t) telle que, pour presque tout t, on ait

\o

/szmé‘ (m)a(m, 4z, t)dde > ||0-('7 ) t)HLl(RJrXH) —¢€ (3768)
0

bS

(la fonction 1y, (m) est définie comme dans le lemme 3.7.1).

Démonstration. Le lemme 3.6.2 implique immédiatement qu’il existe une sous-suite de

{0,}5°, convergente faiblement-x dans L>(]0, m*[xIIx]0, ¢[) pour tout m* > 0.
D’autre part, d’apres le lemme 3.3.2 la norme dans L>(0,¢; L'(R, x II)) des fonc-

tions o, est uniformément bornée. Donc, compte tenu de la conséquence du lemme

3.6.2, on peut extraire une sous-suite de {7, }°°; qui converge faiblement dans L' (R, X
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IIx |0, [ ) vers une fonction appartenant & L' (R, x IIx |0, ] ) et aussi une sous-suite de
{llon, - )l L@, xm o2 qui converge faiblement-* dans L>°(0, t).

Soit > 0. On pose &, =  pour ¢ € N\{0}. Comme

D>\o

/ml ) (m, g, )dmdz < o, )1,
0

de la suite {0, },°; on peut extraire une sous-suite telle que, pour tout £,, ¢ € N\{0},
le premier membre de cette inégalité considéré comme fonction de ¢ € [0, ] converge

faiblement-+ dans L>°(0,¢). D’autre part on a

—A—tu(m)
+ A
[ outmia =25 ydadm = So(t) = ol ) s e. e
J o u(m)

Donc, en substituant cette égalité dans (3.7.65) et en passant a la limite dans la sous-suite
extraite, on peut obtenir (3.7.68).

Cela étant, de manicere usuelle, de ces procédés d’extraction de sous-suite convergente
on peut construire une sous-suite {o,,, }32, de {0,,}°°, etun o € L2 (R, , L' (R, x II))
qui vérifient les conditions 1), 2), 3) et 4), ce qui acheve la démonstration de la proposition

3.7.1.00

On remarque que, si on interprete 3o (t) —||o(-, -, t)|| 1 (=, xm) comme la sortie de I’eau

liquide de II, qui serait représentée par

—A—tu(m) A
/ / 0<m7 q, _L)dqdma
u(m)

I’inégalité (3.7.68) est une forme faible de 1’'inégalité

0 oo —A—tu(m)
A
[ [ dme gz, tydmdz = 5oty = [ [ otm.q,~L"Zydgdm <
u(m)
ZA0 Ry -—A

et peut étre interprétée comme absence de fuite de la masse vers 1’infini en temps fini.



PERSPECTIVES ET CONCLUSION

I Perspectives

La limite o de la suite {0, }32,, limite obtenue dans la proposition 3.7.1, est, il est
clair, la candidate naturelle pour étre une solution faible de notre équation (3.2.27). Pour
démontrer qu’elle 1’est effectivement, il faudra procéder par le passage a la limite dans
I’équation. Toutefois, a cause de la non-linéarité de I’opérateur de coagulation K .|, ],
il nous faudra trouver un autre outil technique pour passer a la limite. Mais, comme nous
I’avons vu dans la proposition 3.7.1, la limite o de la suite {0, }7>, que nous construit
dans la proposition 3.7.1 jouit de plusieurs propriét€s que nous pouvons considérer utiles.
Ceci nous donne une bonne perspective de notre recherche.

Nous devrons retourner aussi a 1’équation (2.1.2), ou sa forme transformée (2.2.22),
et examiner les difficultés observées dans 1’étude de cette équation a la lumiere de notre
étude de 1’équation (3.2.27), ce qui pourra nous suggérer de nouvelles conditions ou nou-
velles variantes a proposer et éventuellement de nouvelles méthodes pour améliorer les
résultats existants sur 1’équation de coagulation et de fragmentation de gouttelettes en

déplacement.

75
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I Conclusion

Dans la présente these nous avons présenté deux études sur I’équation de coagulation
et de fragmentation des gouttelettes en chute : une solution locale avec une méthode ins-
pirée a celle de Melzak [25] (en utilisant les fonctions analytiques) et une convergence
de solutions approchées avec un élargissement de la position des gouttelettes. Avec ces
études nous avons proposé des approches alternatives au résultat de Dubovskii [13] et a
d’autres travaux (comme une étude d’une équation similaire [6]).

Pour proposer nos méthodes alternatives, nous avons fait nos efforts pour que les
conditions soient naturelles du point de vue physique. Méme si les difficultés restent et on
n’est pas en mesure de clarifier tous les aspects de cette équation, nous pouvons croire que
nos études ont offert des outils utiles pour les ultérieures investigations sur la description
mathématique des processus de coagulation et de fragmentation des gouttelettes qui se

déplacent dans un milieu naturel comme 1’atmosphere.
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