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Résumé

Dans la présente thèse, on considère l’équation décrivant la chute des gouttelettes par

la force gravitationnelle, en réalisant le processus de coagulation et de fragmentation dans

un domaine d’une dimension spatiale. Du point de vue mathématique, il s’agit d’une équa-

tion intégro-différentielle pour une fonction inconnue représentant la densité, par rapport

à l’unité de volume, de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes. Cette fonction dépen-

dra de la masse de gouttelettes, du temps et de la position. Dans la première partie, on

utilise les caractéristiques pour le déplacement des gouttelettes, ce qui sera crucial pour la

construction de la solution de l’équation associée avec d’autres conditions convenables. A

cet effet, en construisant les solutions approchées, qui sont constituées par des familles de

fonctions analytiques par morceaux, et en vérifiant leur convergence, on démontre l’exis-

tence et l’unicité de la solution locale. Dans la deuxième partie, nous proposons l’étude

d’une variante de l’équation de coagulation et de fragmentation des gouttelettes en chute.

En construisant les solutions approchées par la troncature des coefficients de coagulation

et de fragmentation, nous démontrons la convergence dans une certaine topologie d’une

suite de solutions approchées, dont la limite est une fonction localement bornée.

Mots clés : Equations intégro-différentielles, coagulation-fragmentation des gouttelettes,

chute des gouttelettes, solution analytique.

Mathematics Subject Classification (2010). 35R09, 35L60.



 الملخص

 

في هذه الأطروحة نقوم بدراسة المعادلة التي تصف تساقط قطرات المطر تحت تأثير 

الجاذبية الأرضية والتي تخضع لعملية احتمال الالتقاء و التجزئة فيما بينها في مجال ذو بعد 

تفاضلية لدالة على شكل معادلة تكاملية  تيةارياضي تصاغ من وجهة نظر .حادي الوضعيةأ

الماء السائل، بالنسبة لوحدة الحجم، المحتوى في القطرات مع الأخذ   تمثل كثافة مجهولة

 بعين الاعتبار كتلة القطرات و الزمن و الوضعية.          

نستعمل المسارات لحركة القطرات الذي يكون حاسما لإيجاد الحل وفق في الجزء الأول ،  

شروط محددة. لهذا الغرض، نقوم بإنشاء الحلول التقريبية و التي تتكون من عائلات الدوال 

 التحليلية بالتجزئة و التحقق من تقاربها، نبرهن على وجود حل محلي وحيد. 

والتي  رالتي تصف تساقط قطرات المط معادلةالحالة من   دراسة نقترحفي الجزء الثاني ،   

 عن طريقالحلول التقريبية  بإنشاءنقوم  .تخضع لعملية احتمال الالتقاء و التجزئة فيما بينها

نهايتها  ، التقريبية الحلول لمتتالية ةمعين طوبولوجيا في التقارب ونثبت، والتجزؤ جمعالت عوامل اقتطاع

 .محليا عبارة عن دالة محدودة 

 

 قطرات  سقوط ، المطر قطرات تجزئةو التقاء ، تكامليةال التفاضلية المعادلات :الكلمات الاستدلالية
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   : 35R09, 35L60   (2010التصنيف الرياضي)

 

 

 

 



Abstract

In this thesis, we consider the equation which describes the fall of drops by the gravi-

tational force, realizing the process of coagulation and fragmentation in one-dimensional

domain. From a mathematical point of view, it is an integro-differential equation for an

unknown function representing the density, with respect to the unit volume, of the liquid

water contained in the drops. This function will depend on the mass of drops, the time

and the position. In the first part, we use the characteristics for displacement of drops

which will be crucial for the construction of the solution associated with other appro-

priate conditions. For this purpose, by constructing the approximate solutions, which are

constituted by families of piece-wise analytic functions, and verifying their convergence,

we prove the existence and uniqueness of the local solution. In the second part, we pro-

pose the study of a variant of the coagulation and fragmentation equation of water drops

in fall. We construct the approximate solutions by truncation of the coefficients of coagu-

lation and fragmentation, we prove the convergence in a certain topology of a sequence

of approximate solutions whose limit is a locally bounded function.

Key words : Integro-differential equations, coagulation-fragmentation of drops, fall of

drops, analytic solution.

Mathematics Subject Classification (2010). 35R09, 35L60.



Remerciements

La présente étude n’aurait pas été possible sans le bienveillant soutien de certaines

personnes. Et je ne suis pas non plus capable de dire dans les mots qui conviennent, le

rôle qu’elles ont pu jouer à mes côtés pour en arriver là. Cependant, je voudrais les prier

d’accueillir ici tous mes sentiments de gratitude qui viennent du fond de mon coeur, en

acceptant mes remerciements.

Mes premiers remerciements vont d’abord au professeur MOHAMED ZINE AISSAOUI

pour la confiance qu’il m’a témoignée en acceptant la direction scientifique de mes tra-

vaux. Je lui suis reconnaissante de m’avoir fait bénéficier tout au long de ce travail de sa

grande compétence, de sa rigueur intellectuelle, de son dynamisme, et de son efficacité

que je n’oublierai jamais.

Mes plus s’insères remerciement vont également au professeur HISAO FUJITA YA-

SHIMA qui m’a aussi encadré durant l’élaboration de cette thèse. Je le remercie pour ses

précieux conseils, sa disponibilité, son indéfectible enthousiasme et sa patience. Je n’au-

rais pu imaginer meilleures guides pour accompagner mes premiers pas dans le monde de

la recherche scientifique.

Je remercie très sincèrement professeur BENCHATTAH AZZEDINE d’avoir accepté de

préséder mon jury de soutenance. Je tiens à l’assurer de ma profonde reconnaissance pour

l’intérêt qu’il porte à ce travail.

i



ii

J’adresse aussi mes vifs remerciement au professeurs DRABLA SALAH, ELLAG-

GOUNE FATAH ET MADAME BADI SABRINA pour l’honneur qu’ils m’ont fait en ac-

ceptant de participer à mon jury de thèse et pour leurs temps consacrer à la lecture de ce

manuscrit.

Je remercie chaleureusement tous les membres du Laboratoire de Mathématiques Ap-

pliquées et de Modélisation, qu’ils soient permanents ou thésards, que j’ai eu beaucoup

de plaisir à cotoyer durant ces années de thèse. Je remercie particulièrement mes amies

Meryem et Sarra pour leurs gentillesse et compétence.

Je terminerai en remerciant évidemment ma famille pour son soutien et ses encoura-

gements. Merci à tous.



Table des matières

Introduction 1

1 Système d’équations du modèle gaz-liquide 6

1.1 Equation de quantité de mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Equation du bilan de l’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Equations de continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Solution locale de l’équation de coagulation-fragmentation des gouttelettes

en chute 11

2.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 Cas de l’entrée homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4 Solution locale de l’équation approchée . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5 Solution globale de l’équation approchée . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.6 Estimations des solutions approchées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.7 Convergence des solutions approchées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3 Convergence de solutions approchées de l’équation de coagulation-fragmentation

et de chute des gouttelettes de type rayon positif 50

iii



TABLE DES MATIÈRES iv

3.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3 Position des problèmes approchés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.4 Existence et unicité de la solution du problème approché . . . . . . . . . 59

3.5 Estimation du “moment” µ des solutions approchées . . . . . . . . . . . 61

3.6 Estimation des solutions approchées dans L∞ . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.7 Convergence faible des solutions approchées . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Perspectives et conclusion 75

I Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

II Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Bibliographie 77



INTRODUCTION
Introduction

Les nuages se forment lorsque la vapeur d’eau se condense et se transforme en eau

liquide. L’eau qui forme ces nuages provient de l’évaporation de l’eau liquide qui existe

dans la nature et plus particulièrement des grandes étendues d’eau (lacs, mers, etc...).

Cette vapeur d’eau se mélange à la masse d’air. Lorsque l’air s’élève à cause des mou-

vements de l’atmosphère, il se refroidit par détente. La vapeur d’eau contenue dans l’air

se condense autour de noyaux de condensation (aérosols : poussières, pollens etc...) lors-

qu’une légère sursaturation est atteinte. Ces gouttelettes donnent des nuages.

Nous observons que quand les nuages sont “noirs”, il est fréquent qu’il commence à

pleuvoir. Le fait que les nuages sont “noirs” est dû à la présence de gouttelettes plus nom-

breuses, qui absorbent la radiation de la lumière visible. Dans ces nuages les petites gout-

telettes se déplacent dans toutes les directions à des vitesses différentes. Elles se heurtent

parfois l’une à l’autre, formant ainsi des gouttelettes plus grosses. La vapeur d’eau se

condense parfois sur une gouttelette déjà formée, ce qui augmente sa taille ; c’est le phé-

nomène de coagulation, ainsi des nuages tombent des gouttelettes relativement grandes,

que nous appelons la pluie. Les processus de coagulation et la chute de gouttelettes sont

donc les processus essentiels qui expliquent le phénomène dit pluie. D’autre part, les

gouttelettes qui sont devenues un peu grandes peuvent subir la fragmentation à cause de

la friction entre les gouttelettes et l’air.

Les nuages se forment et la pluie tombe dans l’atmosphère. En un mot, les nuages et la
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Introduction 2

pluie font partie de l’atmosphère. Dans cette optique, les scientifiques ont tenter de décrire

l’ensemble des phénomènes qui se passent dans l’atmosphère ; parmi les nombreuses des-

criptions physiques nous citons [24], [29]. Ces descriptions de caractère physique utilisent

évidemment les descriptions mathématiques. Or, il nous semble qu’il n’est pas facile à

construire un modèle mathématique cohérent et complet. Dans [30] (voir aussi [16], [14])

les auteurs ont proposé un modèle mathématique assez général et assez complet. En sui-

vant cette orientation de la recherche dans [27] et [3] une équation de coagulation des

gouttelettes en chute a été étudiée. Ceci nous donne une motivation et une orientation

pour l’étude de l’équation de coagulation, de fragmentation et de chute des gouttelettes.

Dans notre étude, nous allons examiner du point de vue mathématique l’équation qui

décrit les processus de coagulation, de fragmentation et la chute des gouttelettes, comme

on l’observe dans la pluie. Mais pour que notre étude soit réalisée avec certaine rigueur

nous devons formuler l’équation avec une abstraction et des notions bien définies. Parmi

les notions que nous allons utiliser, celle de densité mérite d’être précisée.

En effet, si on considère une région D, nous voulons que l’intégrale∫
[m1,m2]×D

σ(m; t, x)dmdx

représente la quantité de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m ∈

[m1,m2] se trouvant dans la région D à l’instant t. Comme σ(m; t, x) est la densité de

l’eau liquide, c’est-à-dire le rapport entre la masse d’eau liquide contenue dans des goutte-

lettes de massem et le volume d’espace, le rapport σ(m)
m

représenterait le nombre, toujours

dans un sens statistique, de gouttelettes de masse m se trouvant dans l’unité de volume,

c’est-à-dire, l’intégrale ∫
[m1,m2]×D

σ(m; t, x)
m

dmdx

représentera le nombre de gouttelettes de masse m ∈ [m1,m2] se trouvant dans la région

D à l’instant t.

Cela étant, on doit introduire l’opérateur qui représente le processus de coagulation

et celui qui représente le processus de fragmentation. La chute, ou plus généralement
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le déplacement, devra être décrite d’une manière analogue à l’équation de transport. La

première formulation d’une équation qui décrit le processus de coagulation a été don-

née par Smoluchowski dans son article [31] ; l’équation de ce type est appelé équation

de Smoluchowski. Or, la formulation de Smoluchowski était relative aux gouttelettes de

masse discrète, c’est-à-dire multiples d’une masse strictement positive. Puis dans [28]

l’équation de Smoluchowski a été généralisée à une équation relative à la masse continue

(ainsi m a pu avoir toutes les valeurs réelles strictement positives). Plus tard dans son ar-

ticle [25] Melzak a étudié l’équation de coagulation et de fragmentation des gouttelettes

(sans déplacement des gouttelettes) et a démontré l’existence et l’unicité de la solution

globale dans le cadre des fonctions analytiques. Quant à l’équation des gouttelettes qui

se déplacent et subissent le processus de coagulation, elle a été étudiée en particulier par

Galkin [18, 19] (voir aussi [17]), tandis que Dubovskii [13] a étudié l’équation de dépla-

cement, de coagulation et de fragmentation des gouttelettes.

Dans cette thèse, on propose des alternatives pour améliorer les résultats existants.

Plus précisément, dans la première partie, nous étudions une équation analogue à celle

du travail [13] de Dubovskii, c’est-à-dire nous étudions l’équation qui décrit la chute, la

coagulation et la fragmentation des gouttelettes. Pour la construction de la solution, on

utilise une transformation réalisée par un changement de variables de notre équation sur

les caractéristiques, en suivant les trajectoires des gouttelettes et leurs positions z ≤ 0, ce

qui est différent des techniques utilisées dans les travaux précédents (ils se sont intéréssés

à l’évolution par rapport au temps et ils ont construit la solution suivant le temps) ; en

particulier en adoptant une approximation pour la vitesse des gouttelettes cohérente avec

ce qu’on observe dans la nature selon la formule (2.1.1). Dans la deuxième partie, nous

introduisons l’opérateur de coagulation et celui de fragmentation avec la position z élar-

gie, ce qui peut avoir des aspects similaires aux collisions de gouttelettes avec le rayon

strictement positif. Après avoir introduit un changement de variables qui est différent à

celle proposer dans la première partie et qui fait l’évolution des caractéristiques en temps,

on va étudier la convergence d’une suite de solutions approchées.
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Contenu de la thèse

Nous rappelons l’articulation de la présente thèse, qui est constituée par une introduc-

tion, trois chapitres et une conclusion. Dans le premier chapitre, on rappelle rapidement

un système d’équations général des phénomènes dans l’atmosphère selon [30]. On rap-

pelle aussi que l’équation de coagulation des gouttelettes en chute a été étudié dans ce

contexte dans [2, 27].

Dans le deuxième chapitre, on étudie l’équation de coagulation et de fragmentation

des gouttelettes qui se déplacent dans l’air par la force gravitationnelle dans le cas d’équi-

libre, c’est-à-dire sans transition de phase de l’eau, et en absence du mouvement de l’air.

Du point de vue technique, on va considérer une équation intégro-différentielle pour une

fonction inconnue σ = σ(m, z, t) représentant la densité (par rapport au volume de l’air)

de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m. L’équation est considérée

dans un domaine d’une dimension spatiale qui représente l’axe verticale de l’atmosphère

et la densité des gouttelettes à l’entrée du domaine est supposée donnée ; dans le cas où la

condition d’entrée dépend du temps t, on démontre l’existence et l’unicité de la solution

locale (c’est-à-dire dans un domaine −L < z ≤ 0) de l’équation en considération sous

certaines hypothèses appropriées. Pour ce faire, en utilisant la méthode de Melzak [25],

nous construisons les solutions approchées, constituées par des fonctions analytiques en

s = −z dans chaque intervalle [ ν
N
, ν+1
N

], ν = 0, 1, 2, · · · , et nous démontrons leur conver-

gence vers la solution de l’équation. Dans le cas où la condition d’entrée ne dépend pas du

temps t, nous pouvons construire directement la solution, qui sera une fonction analytique

en s = −z ; ou plutôt, l’équation avec l’entrée homogène réécrite sur les trajectoires ne

sera qu’une variante formelle de l’équation étudiée par Melzak dans [25]. La démonstra-

tion s’appuie sur la transformation de l’équation en une équation différentielle ordinaire

dans un espace de Banach, transformation réalisée par un changement de variables, par

lequel la fonction σ devient une fonction définie sur une famille de courbes, ce qui nous

ramène à mettre au point une variante du théorème de Fubini, qui va servir à surmonter
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les difficultés techniques rencontrées.

Dans le chapitre 3, nous proposons une variante de l’équation de coagulation et de

fragmentation des gouttelettes en chute. Plus précisément, nous introduisons l’opérateur

de coagulation et celui de fragmentation avec l’élargissement de position z, ce qui peut

avoir des aspects similaires aux collisions de gouttelettes avec le rayon strictement posi-

tif. L’introduction de ces opérateurs a l’effet de régulariser la solution, ce qui nous permet

d’obtenir des estimations utiles pour surmonter les difficultés rencontrées dans l’étude de

l’équation de coagulation-fragmentation des gouttelettes en chute. Du point de vue tech-

nique, nous utilisons, outre la conservation de la masse de l’eau liquide contenue dans les

gouttelettes, l’idée des travaux de Da Costa [10], Ball et Carr [1], qui est basée sur l’ex-

ploitation de l’estimation du moment µ de l’équation discret de coagulation-fragmentation

sans déplacement et la méthode de Galkin [19] et Dubovskii [13] qui est basée essentiel-

lement sur l’utilisation de “Principe du maximum” pour contrôler la norme dans L∞ de

la fonction inconnue. En utilisant ces techniques, nous montrons la convergence de solu-

tions approchées, qui sont les solutions des équations approchées par troncature sur les

coefficients de coagulation et de fragmentation.



CHAPITRE 1

Système d’équations du modèle gaz-liquide

Sommaire
1.1 Equation de quantité de mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Equation du bilan de l’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Equations de continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Dans ce chapitre nous rappelons le système d’équations de la mécanique des fluides

développé dans [2,16]. Ce système d’équations modélise le mouvement de l’air en tenant

compte de la transition de phase de l’eau du gaz en liquide, c’est-à-dire la présence des

gouttelettes d’eau dans l’atmosphère. (Pour le modèle compte tenu toutes les transitions

de phases de H2O, voir [30]).

Pour décrire le mouvement de l’air contenant H2O nous considérons les quantités

physiques suivantes : la densité de l’air sec %, la densité de la vapeur d’eau π , la densité

σ de l’eau liquide se trouvant dans les gouttelettes, la vitesse v = (v1, v2, v3) de l’air

composé par l’air sec et la vapeur d’eau, la vitesse u(m) = (u1(m), u2(m), u3(m)) des

gouttelettes de masse m, la température T de l’air et la pression p. Les quantités v, T , p,

% et π seront des fonctions de la position x et du temps t, tandis que σ est une fonction

de la masse de gouttelette m ainsi que de x et de t. Ici par l’air sec on entend la partie de

6
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l’air constituée par des molécules différentes deH2O. On rappelle que dans les conditions

usuelles de l’atmosphère, le comportement de l’air est similaire à celui du gaz idéal, ce

qui nous permet d’écrire l’équation de la pression dans la forme

p = R
(
%

µa
+ π

µh

)
T, (1.0.1)

où R, µa, µh sont respectivement, la constante universelle des gaz, la masse molaire

moyenne de l’air et celle de l’eau. Pour la vitesse u(m,x, t) des gouttelettes de masse m,

nous admettons l’approximation (voir [16])

u(m, t, x) = v(t, x)− 1
α(m)∇Φ, (1.0.2)

où α(m) est le coefficient de friction d’une gouttelette de massem avec l’air, tandis que Φ

est le potentiel gravitationnel (pour les détails, voir [16, 30]). Il est bon de rappeler que le

coefficient de friction α(m) est une fonction décroissante de la masse m et que la relation

(1.0.2) correspond, dans une bonne approximation, à la vitesse réelle des gouttelettes

(voir [22, 24]). Les équations (1.0.1) et (1.0.2) nous permettent de réduire le nombre des

inconnues dans le système d’équations à définir dans la suite.

1.1 Equation de quantité de mouvement

On rappelle que l’air atmosphérique est composé par l’air sec (N2, O2, Ar etc...) et

la vapeur d’eau ; de plus le comportement mécanique de la vapeur d’eau ne diffère pas

beaucoup de celui de l’air sec, ce qui nous permet d’écrire l’équation de la quantité de

mouvement de l’air dans la forme (voir [16])

(%+ π)
(
∂v

∂t
+
(
v.∇

)
v
)

= η∆v +
(
ζ + η

3

)
∇(∇.v)+

−R∇
[(

%

µa
+ π

µh

)
T
]
−
∞∫
0

α(m)σ(m)
(
v − u(m)

)
dm− (%+ π)∇Φ, (1.1.3)

où η, ζ sont les coefficients de viscosité.
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1.2 Equation du bilan de l’énergie

Pour la conservation de l’énegie dans ce système d’équations, on aura (voir [16])

(%+ π)cν
(
∂T

∂t
+ v.∇T

)
= κ∆T −R

(
%

µa
+ π

µh

)
T∇.v+

+η
3∑

i,j=1

(
∂vi
∂xj

+ ∂vj
∂xi
− 2

3δij∇.v
)
∂vi
∂xj

+ ζ(∇.v)2 + Erad + Lgl(T )Hgl, (1.2.4)

où cν et κ sont respectivement la chaleur spécifique et le coefficient de la thermocon-

ductibilité de l’air, Erad est la source de la chaleur (principalement due à la radiation),

Hgl = Hgl(T, π, σ(.)) est la quantité totale (dans l’unité de volume et de temps) de H2O

qui se transforme du gaz en liquide, tandis que Lgl(T ) désignent la chaleur latente de la

transition de phase gaz-liquide de H2O.

1.3 Equations de continuité

La loi de la conservation de la masse pour l’air sec (dont la densité est notée %) est

exprimée par l’équation de continuité classique (absence de transition de phase)

∂%

∂t
+∇.(%v) = 0, (1.3.5)

Pour la vapeur d’eau (dont la densité est notée π), compte tenu de la quantité de l’eau qui

resulte de la transition de phase, le principe de la conservation de la masse est exprimé

par l’équation (voir [16])

∂π

∂t
+∇.(πv) = −Hgl

(
T, π, σ(.)

)
, (1.3.6)

D’autre part, pour l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m, la considéra-

tion sur la partie hgl(m) de condensation (ou d’évaporation) produite sur les gouttelettes

de masse m aboutit à l’équation (voir [2, 16])

∂σ(m)
∂t

+∇.
(
σ(m)u(m)

)
= −

∂
(
mhgl(m)σ(m)

)
∂m

+ hgl(m)σ(m)+ (1.3.7)
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1
2

m∫
0

β(m−m′,m′)σ(m′)σ(m−m′)dm′ −
∞∫
0

β(m,m′)σ(m)σ(m′)dm′+

+g0(m)[N∗ − Ñ(σ)]+[π − πvs(l)(T )]+ − g1(m)[π − πvs(l)(T )]−σ(m),

où β(m,m′) est la probabilité de rencontre entre une gouttelettes de masse m et une de

masse m′, hgl est la quantité de H2O qui se transforme de gaz en liquide, par unité de

masse, sur les gouttelettes de masse m.

Pour déduire l’équations (1.3.7), nous devons avant tout préciser la définition de Hgl, hgl

apparaissant dans (1.3.6)-(1.3.7), rappelons d’abord que dans l’atmosphère les goutte-

lettes se forment exclusivement sur les aérosols. Pour le formuler convenablement, dans

[2] (voir aussi [30]) il a été introduit la probabilité de création d’une nouvelle gouttelette

ayant la forme

g0(m)
[
π − πvs(l)(T )

]+[
N∗ − Ñ

(
σ
)]+

,

où N∗ est le nombre total de gouttelettes qui peuvent être formés dans l’unité de volume,

tandis que Ñ représente le nombre dans l’unité de volume des aérosols qui se trouvent

déjà dans des gouttelettes ; ainsi Ñ aura la forme

Ñ
(
σ
)

=
∞∫
0

σ(m)
m

dm+ cl

∞∫
0

σ(m)dm

avec une constantes positive convenable cl.

Pour formuler l’évaporation totale, il est nécessaire d’introduire la probabilité de dis-

parition des gouttelettes

g1(m)
[
π − πvs(l)(T )

]−
Comme pour l’apparition et la disparition de gouttelettes de dimension d’aérosols, il a été

supposé

g0(m) = 0, g1(m) = 0, pour m ≥ mb,

mb étant la masse maximale des aérosols concernés.

Pour formuler la condensation et l’évaporation sur la surface des gouttelettes, on rap-

pelle que dans [2, 16, 30] il a été définit la fonction Sl(m) qui représente la surface des
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gouttelettes de masse m, où m est considéré comme la somme de la masse de H2O et

de celle des noyaux (aérosols) à l’exception des gouttelettes d’eau de diamètre trop petit ;

cette fonction doit vérifier

Sl(m) ∈ C2([0,∞[), Sl(m) = 0 pour 0 ≤ m ≤ ma

2 ,

Sl(m) = 32/3(4π)1/3m
2
3 pour m ≥ mb > 0

(ma est la borne inférieure de la masse des aérosols concernés). Rappelons que la surface

Sl(m) est considérée comme celle de l’eau et que donc la surface d’un aérosol sans eau

doit être considérée comme nulle. Avec Sl(m) ainsi définies, de même dans [2] la quantité

de condensation sur les gouttelettes de massem et la quantité totale de condensation notés

respectivement hgl et Hgl sont données par :

hgl = hgl(T, π,m) = K1
Sl(m)
m

(π − πvs(l)(T )) (1.3.8)

Hgl(T, π, σ(.)) = K1(π − πvs(l)(T ))
∞∫
0

Sl(m)
m

σ(m)dm, (1.3.9)

oùK1 est le coefficient positif de la vitesse de condensation ou d’évaporation. Maintenant,

en rappelant la définition de hgl introduite dans (1.3.8), la vitesse de croissance d’une

gouttelette de masse m est défini par mhgl, ce qui permet de considérer les vecteurs de R4

Ũ4l = Ũ4l(u, T, π, σ) = (mhgl, u1(m), u2(m), u3(m))T

pour définir la vitesse d’une gouttelette dans l’espace R+ × R3, où la masse m est consi-

dérée comme une variable spatiale. D’une manière similaire aux équations de continuité

dans R3, en utilisant Ũ4l, la loi de la conservation de la masse pour H2O liquide est expri-

mée dans la forme

∂tσ +∇(m,x) ·
(
σŨ4l

)
= variation de la masse, ,

où

∇(m,x) =
(
∂

∂m
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)T
.

En rappelant les contributions à la variations de σ définie ci-dessus, on aura l’équation

(1.3.7).
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Dans ce chapitre, on va étudier l’équation intégro-différentielle pour une fonction in-

connue σ(m, t, z) qui décrit le processus de coagulation et de fragmentation des goutte-

lettes en chute en absence de transition de phase. Plus précisément, on démontre l’exis-

tence et l’unicité de la solution locale. En construisant les solutions approchées de notre

équation, qui sont constituées par des familles de fonctions analytiques par morceaux, et

en vérifiant leur convergence.

11
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2.1 Position du problème

Désignons par σ(m, t, z) la densité de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de

masse m à l’instant t ∈ R et au point z ∈ Ω (⊂ R−). En effet, la densité σ(m, t, z)

et le nombre ñ(m, t, z), au sens purement statistique, des gouttelettes de masse m sont

reliés par la relation ñ(m, t, z) = σ(m,t,z)
m

. Donc, l’équation peut être écrite par rapport

au nombre (voir par exemple [12, 13, 17, 25]), mais nous préférons utiliser la densité

σ(m, t, z) pour être conforme à la littérature de la modélisation générale des phénomènes

météorologiques (voir [2, 16, 30]).

Pour la vitesse des gouttelettes u(m) en absence de mouvement de l’air, son approxi-

mation donnée dans (1.0.2) est réduite alors à

u(m) = − g

α(m) , (2.1.1)

où g, α(m) désignent respectivement, l’accélération gravitationnelle et le coefficient de

friction entre les gouttelettes et l’air.

Si on considère la variation de la densité σ(m, t, z) due au déplacement avec la vitesse

u(m) des gouttelettes et au processus de coagulation-fragmentation, et si on ne considère

pas l’éventuelle condensation de la vapeur d’eau sur les gouttelettes ni l’évaporation à

partir des gouttelettes ; l’absence de condensation et d’évaporation correspondrait à l’état

d’équilibre entre la vapeur d’eau présente dans l’air et la densité de la vapeur saturée.

Dans cette situation, l’équation (1.3.7) dans laquelle on ajoute le terme de fragmentation

est réduite à

∂tσ(m, t, z) + ∂z(σ(m, t, z)u(m)) = (2.1.2)

= m

2

m∫
0

β(m−m′,m′)σ(m′, t, z)σ(m−m′, t, z)dm′+

−m
∞∫
0

β(m,m′)σ(m, t, z)σ(m′, t, z)dm′ − m

2 σ(m, t, z)
m∫

0

ϑ(m−m′,m′)dm′+

+m
∞∫
0

ϑ(m,m′)σ(m+m′, t, z)dm′,
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où β(m1,m2) est le taux de coagulation d’une gouttelette de massem1 et d’autre de masse

m2, tandis que ϑ(m1,m2) est le taux de fragmentation d’une gouttelette de masse m =

m1 +m2 en une de massem1 et en une de massem2 ; le premier terme du second membre

de (2.1.2) correspond à la création d’une gouttelette de masse m par coagulation de deux

plus petites gouttelettes, le second terme correspond à la disparition d’une gouttelette

de masse m par coagulation de celui-ci avec une autre gouttelette, le troisième terme

correspond à la perte d’une gouttelette de masse m par fragmentation de celui-ci, et le

dernier terme correspond au gain d’une gouttelette de masse m issu de la fragmentation

d’une gouttelette de plus grande masse.

Dans la suite, on considère le problème de trouver une fonction σ(m, t, z), qui vé-

rifie l’équation (2.1.2) pour (m, t, z) ∈ R+ × R × [−L, 0] avec un certain L > 0 ou

éventuellement dans R+ × R× ]−∞, 0] avec la condition d’entrée

σ(m, t, 0) = σ0(m, t). (2.1.3)

Pour les fonctions β(m1,m2) et ϑ(m1,m2), conformément à leur nature physique,

nous supposons que

β(m1,m2) ≥ 0, β(m1,m2) = β(m2,m1) ∀(m1,m2) ∈ R+ × R+, (2.1.4)

ϑ(m1,m2) ≥ 0, ϑ(m1,m2) = ϑ(m2,m1) ∀(m1,m2) ∈ R+ × R+. (2.1.5)

Pour la commodité de présentation, nous allons utiliser la notation w(m) définie par

w(m) = −u(m), de sorte que w(m) > 0 pour tout m > 0. Pour w(m) nous supposons

que

w(·) ∈ C(R+), 0 < w(m1) ≤ w(m2) si 0 < m1 ≤ m2; (2.1.6)

la croissance de la fonction w(m) correspond à ce qu’on observe dans la nature (voir par

exemple [29]).

Nous supposons en outre que

β(·, ·) ∈ C(R+ × R+), ϑ(·, ·) ∈ C(R+ × R+), (2.1.7)
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et qu’il existe une constante C0 <∞ telle que

sup
m∈R+,m′∈[0,m]

m

w(m)β(m−m′,m′) ≤ C0, (2.1.8)

sup
m,m′∈R+

m

w(m)β(m,m′) ≤ C0, (2.1.9)

sup
m∈R+

m

w(m)

m∫
0

ϑ(m−m′,m′)dm′ ≤ C0, (2.1.10)

sup
m∈R+

m∫
0

m′

w(m′)ϑ(m−m′,m′)dm′ ≤ C0, (2.1.11)

sup
m,m′∈R+

m

w(m)ϑ(m,m′) ≤ C0. (2.1.12)

Il est clair que, si m
w(m) est une fonction croissante de m, alors les conditions (2.1.8)

et (2.1.10) impliquent (2.1.9) et (2.1.11). Les conditions sur la fonction σ0(m, t) seront

précisées dans la suite (voir (2.2.24), (2.6.77)-(2.6.78)).

2.2 Préliminaires

Pour résoudre l’équation (2.1.2) avec la condition (2.1.3), on va la transformer en une

équation différentielle ordinaire. Pour cela, on définit d’abord la famille des caractéris-

tiques χm,t̃ par le système d’équations
dz(s)
ds

= −1,
dt(s)
ds

= 1
w(m) ,

(2.2.13)

avec les conditions initiales

z(0) = 0, t(0) = t̃. (2.2.14)

Les caractéristiques χm,t̃ ainsi définies ont, dans l’espace R× ]−∞, 0], l’expression

χm,t̃ = {(t, z) ∈ R× ]−∞, 0] | t = t̃+ s

w(m) , z = −s, s ∈ [0,∞[ }. (2.2.15)
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Dans la suite nous allons utiliser les coordonnées (m, t̃, s) ∈ R+ × R × R+ au lieu de

(m, t, z) ∈ R+×R× ]−∞, 0] et écrire σ(m, t̃, s) au lieu de σ(m, t, z) lorsque t = t̃+ s
w(m)

et z = −s.

Maintenant nous introduisons, pour chaque s ≥ 0 fixé, la famille de courbes

γqs = {(m, t̃) ∈ R+ × R | t̃ = q − s

w(m) }, q ∈ R. (2.2.16)

La courbe γqs n’est autre que l’ensemble des points (m, t̃) (sur le demi-plan {z = −s})

tels que les caractéristiques χm,t̃ passe par le point t = q, z = −s sur le plan (t, z).

De manière analogue à [27] (voir aussi [3]) sur les courbes γqs on définit la mesure

µγ = µγqs (dans la suite, quand il n’y a pas de risque d’équivoque, on utilisera la notation

µγ pour ne pas alourdir l’écriture) par la projection PR+ de γqs sur R+(3 m), c’est-à-dire

par les relations

i) A′ ⊂ γqs est mesurable si et seulement si PR+A
′ est mesurable selon Lebesgue sur R+,

ii) µγ(A′) = µL,R+(PR+A
′), où µL,R+(·) est la mesure de Lebesgue sur R+.

La mesure µγqs(·) jouit des propriétés convenables pour les calculs intégraux sur les

courbes γqs (pour les détails, voir [27]). En particulier, nous rappelons que, si ϕ et ψ sont

deux fonctions appartenant à L1(γqs, µγqs), alors on a ϕ ∗ ψ ∈ L1(γqs, µγqs) et on a

‖ϕ ∗ ψ‖L1(γqs,µγqs ) ≤ ‖ϕ‖L1(γqs,µγqs )‖ψ‖L1(γqs,µγqs ), (2.2.17)

où

(ϕ ∗ ψ)(m) =
∫
γqs

ϕ(m−m′)ψ(m′)µγqs(dm′).

Soit ϕ(·, ·) une fonction mesurable définie sur R+ × R. On pose

{ϕ}qs(m) = ϕ(m, q − s

w(m)), (2.2.18)

qui représente les valeurs de ϕ(m, t̃) sur la courbe γqs exprimées en fonction de m. On

désigne en outre par γqs(m,t̃) la courbe γqs avec q = t̃+ s
w(m) . On voit que la courbe γqs(m,t̃)

passe par le point (m, t̃, s) et on a

γqs(m,t̃) = {(m′, t̃′) ∈ R+ × R | t̃′ = t̃+ s

w(m) −
s

w(m′) }. (2.2.19)
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On pose également

γ
[0,m]
qs(m,t̃) = γqs(m,t̃) ∩ ([0,m]× R).

On définit maintenant les opérateurs Kγqs [ϕ, ψ] et Lγqs [ϕ] par les relations

Kγqs [ϕ, ψ](m, t̃) = 1
2

∫
γ

[0,m]
qs(m,t̃)

β(m−m′,m′){ϕ}qs(m−m′){ψ}qs(m′)µγ(dm′)+ (2.2.20)

−1
2ϕ(m, t̃)

∫
γqs(m,t̃)

β(m,m′){ψ}qs(m′)µγ(dm′)+

−1
2ψ(m, t̃)

∫
γqs(m,t̃)

β(m,m′){ϕ}qs(m′)µγ(dm′),

Lγqs [ϕ](m, t̃) = −1
2ϕ(m, t̃)

∫
γ

[0,m]
qs(m,t̃)

ϑ(m−m′,m′)µγ(dm′)+ (2.2.21)

+
∫

γqs(m,t̃)

ϑ(m,m′){ϕ}qs(m+m′)µγ(dm′),

pourvu que les intégrales dans les seconds membres soient bien définies. De ces relations

il résulte que Kγqs [ϕ, ψ] est un opérateur bilinéaire symétrique et Lγqs [ϕ] est un opérateur

linéaire. Si ϕ(m, t̃) et ψ(m, t̃) sont continues, alors Kγqs [ϕ, ψ](m, t̃) et Lγqs [ϕ](m, t̃) le

sont eux aussi.

Les opérateurs Kγqs [·, ·] et Lγqs [·] étant définis, on peut transformer l’équation (2.1.2)

en

∂

∂s
σ(m, t̃, s) = m

w(m)
(
Kγqs [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃) + Lγqs [σ(·, ·, s)](m, t̃)

)
(2.2.22)

dans les coordonnées (m, t̃, s) définies ci-dessus. L’équation (2.2.22) est envisagée avec

la condition

σ(m, t̃, 0) = σ0(m, t̃), (2.2.23)

qui est la transcription de la condition (2.1.3) dans les coordonnées (m, t̃, s). Nous sup-

posons que σ0(m, t̃) est continue en (m, t̃) ∈ R+ × R et que

0 ≤ σ0(m, t̃), sup
(m,t̃)∈R+×R

σ0(m, t̃) <∞, sup
t̃∈R

∞∫
0

σ0(m, t̃)dm <∞. (2.2.24)



CHAPITRE 2. SOLUTION LOCALE ... DES GOUTTELETTES EN CHUTE 17

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution locale de l’équation (2.2.22)

dans le cas où la condition σ0(m, t̃) dépend effectivement de t̃ c’est-à-dire avec la condi-

tion (2.2.23), nous avons besoin de construire une suite de solutions approchées de notre

équation (2.2.22). En effet, pour chaque N ∈ N\{0}, on introduit la partition de R+ en

[ ν
N
, ν+1
N

[, ν = 0, 1, 2, · · · , et on va considérer l’équation approchée

∂

∂s
σ(m, t̃, s) = m

w(m)
(
Kγq sν

[σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃) + Lγq sν [σ(·, ·, s)](m, t̃)
)

(2.2.25)

pour

sν = ν

N
≤ s <

ν + 1
N

, ν = 0, 1, 2, · · · ;

on remarque que dans l’intervalle [ ν
N
, ν+1
N

[ la famille de courbes {γq sν}q∈R est fixée et ne

dépend pas de s. En résolvant (2.2.25) pour 0 ≤ s < 1
N

avec la condition (2.2.23) et en

utilisant, σ(m, t̃, 1
N

) comme condition d’entrée de l’équation (2.2.25) pour 1
N
≤ s < 2

N

et on va la résoudre dans [ 1
N
, 2
N

[ ; en répétant cette procédure pour ν = 0, 1, 2, · · · , on

construira la solution approchée σ(m, t̃, s) = σ[N ](m, t̃, s).

Avant d’examiner l’équation (2.2.22) ou (2.2.25), nous rappelons les inégalités concer-

nant les opérateurs Kγqs [·, ·] et Lγqs [·].

Lemme 2.2.1. Quel que soit s ≥ 0, on a

sup
(m,t̃)∈R+×R

m

w(m) |Kγqs [ϕ, ψ](m, t̃)| ≤ (2.2.26)

≤ 3C0

4

[
sup

(m,t̃)∈R+×R
|ϕ(m, t̃)|

∫
γqs(m,t̃)

|{ψ}qs(m)|µγ(dm)+

+ sup
(m,t̃)∈R+×R

|ψ(m, t̃)|
∫

γqs(m,t̃)

|{ϕ}qs(m)|µγ(dm)
]
,

sup
q∈R

∫
γqs

m

w(m) |{Kγqs [ϕ, ψ]}qs(m)|µγ(dm) ≤ (2.2.27)

≤ 3C0

2 sup
q∈R

∫
γqs

|{ϕ}qs(m)|µγ(dm)
∫
γqs

|{ψ}qs(m)|µγ(dm),
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sup
(m,t̃)∈R+×R

m

w(m) |Lγqs [ϕ](m, t̃)| ≤ (2.2.28)

≤ C0

[1
2 sup

(m,t̃)∈R+×R
|ϕ(m, t̃)|+ sup

q∈R

∫
γqs

|{ϕ}qs(m)|µγ(dm)
]
.

sup
q∈R

∫
γqs

m

w(m) |{Lγqs [ϕ]}qs(m)|µγ(dm) ≤ 3C0

2 sup
q∈R

∫
γqs

|{ϕ}qs(m)|µγ(dm). (2.2.29)

Démonstration. L’inégalités (2.2.26) résulte immédiatement de la définition de l’opéra-

teurs Kγqs [·, ·] (voir (2.2.20)), la condition (2.1.8) et (2.1.9). Plus précisément, on a

m

w(m) |Kγqs [ϕ, ψ](m, t̃)| ≤

≤ C0

2

[ ∫
γqs

|{ϕ}(m−m′)||{ψ}qs(m′)|µγ(dm′) + |ϕ(m, t̃)|
∫
γqs

|{ψ}qs(m′)|µγ(dm′)+

+|ψ(m, t̃)|
∫
γqs

|{ϕ}qs(m′)|µγ(dm′)
]
,

Comme on a

∫
γqs

|{ϕ}(m−m′)||{ψ}qs(m′)|µγ(dm′) ≤ ‖ϕ‖L1(γqs,µγqs )‖ψ‖L∞(γqs,µγqs );

ou

≤ ‖ϕ‖L∞(γqs,µγqs )‖ψ‖L1(γqs,µγqs ).

Il résulte que

sup
m,t̃

m

w(m) |Kγqs [ϕ, ψ](m, t̃)| ≤

≤ C0

2

[
min

(
sup

(m,t̃)∈R+×R
|ϕ(m, t̃)|

∫
γqs

|{ψ}qs(m′)|µγ(dm′),

sup
(m,t̃)∈R+×R

|ψ(m, t̃)|
∫
γqs

|{ϕ}qs(m′)|µγ(dm′)
)

+ sup
(m,t̃)∈R+×R

|ϕ(m, t̃)|
∫
γqs

|{ψ}qs(m′)|µγ(dm′)+

+ sup
(m,t̃)∈R+×R

|ψ(m, t̃)|
∫
γqs

|{ϕ}qs(m′)|µγ(dm′)
]
.
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En utilisant l’inégalité

min(a, b) ≤ 1
2(a+ b),

on aura

sup
m,t̃

m

w(m) |Kγqs [ϕ, ψ](m, t̃)| ≤

≤ 3C0

4

[
sup

(m,t̃)∈R+×R
|ϕ(m, t̃)|

∫
γqs

|{ψ}qs(m′)|µγ(dm′)+

+ sup
(m,t̃)∈R+×R

|ψ(m, t̃)|
∫
γqs

|{ϕ}qs(m′)|µγ(dm′)
]
.

En particulier,

sup
m,t̃

m

w(m) |Kγqs [ϕ, ϕ](m, t̃)| ≤ 3C0

2 sup
(m,t̃)∈R+×R

|ϕ(m, t̃)|
∫
γqs

|{ϕ}qs(m′)|µγ(dm′).

D’autre part, l’inégalité (2.2.27) se déduit des relations (2.2.20), (2.1.8), (2.1.9) et

(2.2.17).

Pour montrer l’inégalité (2.2.28), on peut procéder d’une manière analogue à (2.2.26).

Plus précisément, on utilise la définition de l’opérateur Lγqs [·] (voir (2.2.21)) et la condi-

tion (2.1.12).

En ce qui concerne l’inégalité (2.2.29), on déduit de la définition (2.2.21) de l’opéra-

teur Lγqs [·] que ∫
γqs

m

w(m) |{Lγqs [ϕ]}qs(m)|µγ(dm) ≤

≤ 1
2

∫
γqs

m

w(m) |{ϕ}qs(m)|
∫

γ
[0,m]
qs

|ϑ(m−m′,m′)|µγ(dm′)µγ(dm)+

+
∫
γqs

m

w(m)

∫
γqs

|ϑ(m,m′)||{ϕ}qs(m+m′)|µγ(dm′)µγ(dm),

on remarque que, pour une courbe γqs arbitraire mais fixée, on a, avec le changement de

variables m′′ = m+m′, (et le théorème de Fubini)

∫
γqs

m

w(m)

∫
γqs

ϑ(m,m′){ϕ}qs(m+m′)µγ(dm′)µγ(dm) = (2.2.30)
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=
∫
γqs

∫
γ

[0,m′′]
qs

m′′ −m′

w(m′′ −m′)ϑ(m′′ −m′,m′)µγ(dm′){ϕ}qs(m′′)µγ(dm′′).

Donc, compte tenu des conditions (2.1.11), (2.1.12) et (2.1.5), on aura∫
γqs

m

w(m) |{Lγqs [ϕ]}qs(m)|µγ(dm) ≤

≤ C0

2

∫
γqs

|{ϕ}qs(m)|µγ(dm) + C0

∫
γqs

|{ϕ}qs(m)|µγ(dm),

d’où

sup
q∈R

∫
γqs

m

w(m) |{Lγqs [ϕ]}qs(m)|µγ(dm) ≤ 3C0

2 sup
q∈R

∫
γqs

|{ϕ}qs(m)|µγ(dm).

Maintenant, avant de nous occuper à l’étude de notre équation approchée (2.2.25)

avec la condition d’entrée (2.2.23) qui dépend du temps, nous allons examiner l’équa-

tion (2.2.22) dans le cas où la condition d’entrée est indépendante du temps ce que nous

appelons cas de l’entrée homogène.

2.3 Cas de l’entrée homogène

Le cas le plus simple du problème (2.2.22)-(2.2.23) est celui dans lequel la fonction

σ0(m, t̃) ne dépend pas de t̃, c’est-à-dire σ0(m, t̃) = σ0(m). Dans ce cas la solution

σ(m, t̃, s), si elle existe, ne dépendra pas de t̃. On constate facilement que, si σ(m, t̃, s) ne

dépend pas de t̃, alors Kγqs [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃) et Lγqs [σ(·, ·, s)](m, t̃) ne dépendent

pas de q ∈ R (voir (2.2.16), (2.2.19), (2.2.20), (2.2.21)) ; de plus, la définition de la mesure

µγ(dm) implique que pour σ(m, t̃, s) indépendante de t̃, on a

Kγqs [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃) = Kγqr [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃),

Lγqs [σ(·, ·, s)](m, t̃) = Lγqr [σ(·, ·, s)](m, t̃),

quel que soit r ≥ 0. Donc, dans le cas de l’entrée homogène, en choisissant γq0 (avec un

q ∈ R arbitraire), le problème (2.2.22)-(2.2.23) se réduit à

∂

∂s
σ(m, t̃, s) = m

w(m)
(
Kγq0 [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃) + Lγq0 [σ(·, ·, s)](m, t̃)

)
, (2.3.31)
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σ(m, t̃, 0) = σ0(m). (2.3.32)

Or, comme tous les termes dans (2.3.31)-(2.3.32) sont indépendentes de t̃, en posant

σ(m, s) = σ(m, t̃, s), γ0 = γq0,

on peut écrire (2.3.31)-(2.3.32) d’une manière plus simple

∂

∂s
σ(m, s) = m

w(m)
(
Kγ0 [σ(·, s), σ(·, s)](m) + Lγ0 [σ(·, s)](m)

)
, (2.3.33)

σ(m, 0) = σ0(m). (2.3.34)

Comme γ0 = γq0 n’est autre qu’une demi-droite et que la mesure µγ(dm) sur γ0 = γq0

se réduit à la mesure de Lebesgue sur R+, on pourrait définir les opérateurs Kγ0 [·, ·] et

Lγ0 [·] sans utiliser la notion de courbe γ0 = γq0 et formuler directement l’équation sur

R+(3 m). Mais pour la commodité de la présentation, nous la formulons dans la forme

de (2.3.33)-(2.3.34) ou (2.3.31)-(2.3.32) et nous allons démontrer l’existence et l’unicité

de la solution comme cas particulier de (2.2.25).

Théorème 2.3.1. On suppose que β(·, ·), ϑ(·, ·) et w(·) vérifient les conditions (2.1.7)-

(2.1.12) et que σ0(m) est continue en m ∈ R+ et vérifie les conditions

0 ≤ σ0(m), sup
m∈R+

σ0(m) <∞,
∞∫
0

σ0(m)dm <∞. (2.3.35)

Alors le problème (2.3.33)-(2.3.34) admet une solution σ(m, s) dans l’intervalle [0,∞[ (3

s) et σ(m, s) est continue en (m, s), non-négative, intégrables sur [0,∞[ (3 m) pour tout

s ≥ 0 fixé et analytique en s pour chaque m ∈ R+. En outre, la solution est unique dans

la classe des fonctions σ(m, s) qui vérifient les conditions

i) σ(m, s) est continue dans R+ × R+,

ii) pour tout s ≥ 0, σ(m, s) est intégrable par rapport à m ∈ R+,

iii) quel que soit s1 ∈ [0,∞[, on a sups∈[0,s1]
∫∞

0 |σ(m, s)|dm <∞.

Le théorème 2.3.1 sera démontré comme corollaire des propositions 2.5.1 et 2.5.2.

Dans la suite, nous allons travailler sur la résolution de l’équation approchée (2.2.25) avec

la condition (2.2.23).
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2.4 Solution locale de l’équation approchée

On considère l’équation approchée (2.2.25) suivante

∂

∂s
σ(m, t̃, s) = m

w(m)
(
Kγq sν

[σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃) + Lγq sν [σ(·, ·, s)](m, t̃)
)

pour s ≥ sν = ν
N

avec la condition

σ(m, t̃, ν
N

) = σν(m, t̃),

où σν(m, t̃) est une fonction donnée. Or, comme dans ce problème les courbes γq sν ne

dépendent que de q, pour simplifier la notation nous posons

γq = γq sν , γq(m,t̃) = γq sν(m,t̃), {ϕ}q = {ϕ}q sν . (2.4.36)

Il suffirait alors de considérer l’équation dans l’intervalle [ ν
N
, ν+1
N

[ , cependant il nous

sera plus commode de la considérer dans l’intervalle [ ν
N
,∞[ . Encore pour la commodité

de l’écriture, en utilisant le changement de variables s′ = s− ν
N

, on transforme l’intervalle

[ ν
N
,∞[ en [0,∞[ et on convient d’écrire simplement s au lieu de s′. Par ces conventions

d’écriture, on peut écrire le problème dans la forme

∂

∂s
σ(m, t̃, s) = m

w(m)
(
Kγq [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃) + Lγq [σ(·, ·, s)](m, t̃)

)
, (2.4.37)

σ(m, t̃, 0) = σν(m, t̃). (2.4.38)

On suppose que pour chaque (m, t̃) ∈ R+×R la fonction σ(m, t̃, s) est analytique en

s, c’est-à-dire qu’il existe des fonctions ak(m, t̃), k ∈ N, telles que

σ(m, t̃, s) =
∞∑
k=0

ak(m, t̃)sk. (2.4.39)

Comme pour σ(m, t̃, s) vérifiant (2.4.39) on a

∂

∂s
σ(m, t̃, s) =

∞∑
k=0

(k + 1)ak+1(m, t̃)sk,
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en rappelant les définitions (2.2.20), (2.2.21), et en regroupant les termes ayant la même

puissance de s, on déduit de l’égalité (2.4.37) que

ak+1(m, t̃) = m

w(m)
1

k + 1

( ∑
i+j=k

Kγq [ai, aj](m, t̃) + Lγq [ak](m, t̃)
)

(2.4.40)

pour k = 0, 1, 2, · · · .

Lemme 2.4.1. On suppose que β(·, ·), ϑ(·, ·) et w(·) vérifient les conditions (2.1.7)-

(2.1.12) et que σν(m, t̃) est continue en (m, t̃) ∈ R+ × R et vérifie les conditions

sup
q∈R

∫
γq

{σν}q(m)µγ(dm) ≡ A0 <∞, (2.4.41)

sup
(m,t̃)∈R+×R

σν(m, t̃) ≡ B0 <∞. (2.4.42)

Alors la série du second membre de (2.4.39) converge dans l’intervalle [0, 1
M

[ , où

M = C0
(3

2(A0 + 1) + A0

B0

)
. (2.4.43)

Démonstration. On pose

Ak = sup
q∈R

∫
γq

|{ak}q(m)|µγ(dm), Bk = sup
(m,t̃)∈R+×R

|ak(m, t̃)|. (2.4.44)

On rappelle que, en vertu de (2.4.38), les valeurs de A0 et de B0 données par (2.4.41) et

(2.4.42) coïncident avec celles données par (2.4.44).

D’après (2.2.27), (2.2.29) et (2.4.40) on a∫
γq

|{ak+1}q(m)|µγ(dm) ≤

≤ 1
k + 1

∫
γq

m

w(m)

( ∑
i+j=k

|{Kγq [ai, aj]}q(m)|+ |{Lγq [ak]}q(m)|
)
µγ(dm) ≤

≤ 1
k + 1

3C0

2

( ∑
i+j=k

∫
γq

|{ai}q(m)|µγ(dm)
∫
γq

|{aj}q(m)|µγ(dm)+
∫
γq

|{ak}q(m)|µγ(dm)
)
.

On en déduit que

Ak+1 ≤
1

k + 1
3C0

2

( ∑
i+j=k

AiAj + Ak

)
. (2.4.45)
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D’autre part, en vertu de (2.2.26), (2.2.28) et (2.4.40), on obtient

Bk+1 ≤
C0

k + 1

(3
2
∑
i+j=k

AiBj + 1
2Bk + Ak

)
. (2.4.46)

Nous allons démontrer les inégalités

Ak ≤ A0M
k, Bk ≤ B0M

k pour tout k ∈ N, (2.4.47)

où M est le nombre défini dans (2.4.43).

On remarque d’abord que, pour k = 0 les inégalités de (2.4.47) sont vérifiées.

Pour démontrer (2.4.47) par récurrence, supposons que ces inégalités sont vérifiées pour

k = n, et montrons qu’elles sont vérifiées pour k = n + 1. D’après la majoration de

An+1 et Bn+1 donnée respectivement dans (2.4.45) et (2.4.46), de plus si on procède à

la majoration de Ak et Bk pour k = n dans l’expression des deuxièmes membres de ces

inégalités, on a

An+1 ≤
1

n+ 1
3C0

2 A0M
n((n+ 1)A0 + 1),

Bn+1 ≤
C0

n+ 1B0M
n
(3

2(n+ 1)A0 + 1
2 + A0

B0

)
,

d’où, en rappelant la définition (2.4.43), on obtient

An+1 ≤ A0M
n+1, Bn+1 ≤ B0M

n+1.

Par conséquent, la relation (2.4.47) est vérifiée.

Les inégalités (2.4.39), (2.4.44) et (2.4.47) impliquent que

∞∑
k=0
|ak(m, t̃)|sk ≤

∞∑
k=0

B0M
ksk pour tout (m, t̃) ∈ R+ × R,

ce qui signifie que, si Ms < 1, alors la série formelle du second membre de (2.4.39)

converge absolûment dans l’intervalle [0, 1
M

[ . La continuité des coefficients ak(m, t̃) pour

tout k résulte de la formule de récurrence (2.4.40), ainsi la fonction σ(m, t̃, s) satisfait

toutes les conditions du lemme, ce qui achève la démonstration. �

Une fois la solution locale σ(m, t̃, s) obtenue sur l’intervalle [0, 1
M

[ , nous allons exa-

miner ses propriétés.
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Lemme 2.4.2. Soit σ(m, t̃, s) la solution du problème (2.4.37)-(2.4.38) construite dans le

lemme 2.4.1. Alors pour 0 ≤ s < 1
M

on a

|σ(m, t̃, s)| ≤ B0

1−Ms
, sup

q∈R

∫
γq

|{σ(·, ·, s)}q(m)|µγ(dm) ≤ A0

1−Ms
,

∣∣∣∣∂σ(m, t̃, s)
∂s

∣∣∣∣ ≤ B0M

(1−Ms)2 , sup
q∈R

∫
γq

∣∣∣∣{∂σ(·, ·, s)
∂s

}
q
(m)

∣∣∣∣µγ(dm) ≤ A0M

(1−Ms)2 ,

∣∣∣∣∂2σ(m, t̃, s)
∂s2

∣∣∣∣ ≤ 2B0M
2

(1−Ms)3 , sup
q∈R

∫
γq

∣∣∣∣{∂2σ(·, ·, s)
∂s2

}
q
(m)

∣∣∣∣µγ(dm) ≤ 2A0M
2

(1−Ms)3 .

Démonstration. Ces inégalités résultent de (2.4.39), (2.4.44), (2.4.47) et du calcul élé-

mentaire. �

Lemme 2.4.3. Soit σ(m, t̃, s) la solution du problème (2.4.37)-(2.4.38) construite dans le

lemme 2.4.1. Si

σν(m, t̃) ≥ 0 ∀(m, t̃) ∈ R+ × R, (2.4.48)

alors on a

σ(m, t̃, s) ≥ 0 pour 0 ≤ s <
1
M
.

Démonstration. Le lemme se démontre d’une manière analogue au lemme 2 de [25].

Toutefois, la dépendance de σ(m, t̃, s) de t̃, la présence du facteur 1
w(m) et l’utilisation

de l’intégrale sur les courbes γq = γq sν exigent une écriture légèrement différente. Pour

éviter les confusions dues à la différence d’écriture, nous écrivons la démonstration d’une

manière autonome.

Nous choisissons un nombre τ ∈ ]0, 1
M

[ ; dans la suite (voir (2.4.58)) nous imposerons

une ultérieure restriction sur τ . Nous allons construire une approximation Gn(m, t̃, s)

(n ∈ N) de σ(m, t̃, s) dans l’intervalle 0 ≤ s < τ , en posant

Gn(m, t̃, s) = gkn(m, t̃) pour
kτ

n
≤ s <

(k + 1)τ
n

, k = 0, 1, · · · , n−1, (2.4.49)

où

g0n(m, t̃) = σ(m, t̃, 0) = σν(m, t̃), (2.4.50)



CHAPITRE 2. SOLUTION LOCALE ... DES GOUTTELETTES EN CHUTE 26

gk+1n(m, t̃) = gkn(m, t̃) + τ

n

m

w(m)
(
Kγq [gkn, gkn](m, t̃) + Lγq [gkn](m, t̃)

)
. (2.4.51)

On pose

Tkn = sup
q∈R

∫
γq

|{gkn}q(m)|µγ(dm), Lkn = sup
(m,t̃)∈R+×R

|gkn(m, t̃)|. (2.4.52)

D’après (2.4.41)-(2.4.42) on a T0n = A0, L0n = B0.

D’autre part, en vertu de (2.4.51) et du lemme 2.2.1 on a

Tk+1n ≤
(
1 + τ

n

3C0

2
)
Tkn + τ

n

3C0

2 T 2
kn,

Lk+1n ≤
(
1 + τ

n

C0

2
)
Lkn + τ

n

3C0

2 LknTkn + τ

n
C0Tkn.

Pour obtenir la borne supérieure de Tkn et Lkn, on va construire une majoration dans une

forme plus convenable. Pour ce faire, on note par

Λkn = max(Tkn, Lkn), (2.4.53)

on a

Λ0n = max(A0, B0), (2.4.54)

Λk+1n ≤
(
1 + τ

n

3C0

2
)
Λkn + τ

n

3C0

2 Λ2
kn. (2.4.55)

Donc, si on pose

a = 1 + τ

n

3C0

2 , λkn = 1
a

τ

n

3C0

2 Λkn, (2.4.56)

on a

λk+1n ≤ aλkn(1 + λkn),

ou, si on définit la fonction h(x) = ax(1 + x),

λk+1n ≤ h(λkn),

et par suite

λkn ≤ h(k)(λ0n) ≤ h(n)(λ0n)

où h(k) désigne la k-ième itération de la fonction h.
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Or, il n’est pas difficile de constater, par récurrence sur k = 1, 2, · · · , que

0 < h(k)(x) ≤ akx

1− ak−1
a−1 x

, k = 1, 2, · · · ,

pourvu que ak−1
a−1 x < 1. On a donc

λkn ≤
anλ0n

1− an−1
a−1 λ0n

, k = 0, 1, · · ·n,

pourvu que an−1
a−1 λ0n < 1. Comme an =

(
1 + τ

n
3C0

2

)n
≤ e

3τC0
2 , en retournant à l’ex-

pression de Λkn (voir (2.4.56)) et en tenant compte de (2.4.53)-(2.4.54) et de l’expression

de a (voir (2.4.56)), on a

max(Tkn, Lkn) ≤ e
3τC0

2 max(A0, B0)
1− (e

3τC0
2 − 1) max(A0, B0)

, (2.4.57)

pourvu que

τ <
2

3C0
log

(
1 + 1

max(A0, B0)
)
; (2.4.58)

on constate également que (2.4.58) garantit la condition an−1
a−1 λ0n < 1.

L’inégalité (2.4.57) (voir aussi (2.4.52)) implique que les fonctions gkn(m, t̃) sont

bornées et intégrables sur toutes les courbes γq. En outre, si on rappelle les formules avec

lesquelles on a défini les fonctions gkn(m, t̃) (voir (2.4.50)-(2.4.51)), on peut constater

qu’elles sont continues en (m, t̃) ∈ R+ × R.

D’autre part, en rappelant l’expression explicite des opérateurs Kγq [·, ·] et Lγq [·] (voir

(2.2.20)-(2.2.21)) et la définition des fonctions gkn(m, t̃) (voir (2.4.50)-(2.4.51)) ainsi que

les conditions (2.1.4)-(2.1.5), on voit que, si gkn(m, t̃) ≥ 0 pour tout (m, t̃) ∈ R+ × R,

alors on a

gk+1n(m, t̃) ≥ gkn(m, t̃)
(

1− τ

n

m

w(m)

[ ∫
γq(m,t̃)

β(m,m′){gkn}q(m′)µγ(dm′)+

+1
2

∫
γ

[0,m]
q(m,t̃)

ϑ(m−m′,m′)µγ(dm′)
])
.
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En rappelant les relations (2.1.9), (2.1.10), (2.4.52) et (2.4.57), on voit que, si n est suffi-

samment grand, alors on a gk+1n(m, t̃) ≥ 0, ce qui signifie que gkn(m, t̃) ≥ 0 pour tout

(m, t̃) ∈ R+ × R et pour tout k = 0, 1, · · · , n, c’est-à-dire

Gn(m, t̃, s) ≥ 0 ∀(m, t̃, s) ∈ R+ × R× [0, τ ]. (2.4.59)

Maintenant on va examiner la différence σ(m, t̃, s) − Gn(m, t̃, s) dans l’intervalle

[0, τ ]. Pour cela, on pose

αk = sup
q∈R, kτ

n
≤s≤ (k+1)τ

n

∫
γq

|{σ(·, ·, s)−Gn(·, ·, s)}q(m)|µγ(dm) = (2.4.60)

= sup
q∈R, kτ

n
≤s≤ (k+1)τ

n

∫
γq

|{σ(·, ·, s)− gkn}q(m)|µγ(dm),

βk = sup
(m,t̃)∈R+×R, kτn ≤s≤

(k+1)τ
n

|σ(m, t̃, s)−Gn(m, t̃, s)| = (2.4.61)

= sup
(m,t̃)∈R+×R, kτn ≤s≤

(k+1)τ
n

|σ(m, t̃, s)− gkn(m, t̃)|.

En substituant, dans la différence σ(m, t̃, s)− gkn(m, t̃), la forme donnée par (2.4.51)

et en y ajoutant 0 = −σ(m, t̃, s− τ
n
) + σ(m, t̃, s− τ

n
), on a

σ(m, t̃, s)− gkn(m, t̃) = σ(m, t̃, s)− σ(m, t̃, s− τ

n
) + σ(m, t̃, s− τ

n
)− gk−1n(m, t̃)+

(2.4.62)

−τ
n

m

w(m)
(
Kγq [gk−1n, gk−1n](m, t̃) + Lγq [gk−1n](m, t̃)

)
.

Comme

σ(m, t̃, s)− σ(m, t̃, s− τ

n
) = τ

n

∂σ(m, t̃, s− τ
n
)

∂s
+ 1

2
τ 2

n2
∂2σ(m, t̃, s− δ1)

∂s2

avec 0 ≤ δ1 ≤ τ
n

, en utilisant (2.4.37), la symétrie de l’opérateur bilinéaire Kγq [ϕ, ψ]

(voir (2.2.20)) et la linéarité de l’opérateur Lγq [ϕ] (voir (2.2.21)), de (2.4.62) on déduit

que

|σ(m, t̃, s)− gkn(m, t̃)| ≤ |σ(m, t̃, s− τ

n
)− gk−1n(m, t̃)|+ (2.4.63)

+τ

n

m

w(m) |Kγq [σ(·, ·, s− τ

n
) + gk−1n, σ(·, ·, s− τ

n
)− gk−1n](m, t̃)|+
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+τ

n

m

w(m) |Lγq [σ(·, ·, s− τ

n
)− gk−1n](m, t̃)|+ 1

2
τ 2

n2

∣∣∣∂2σ(m, t̃, s− δ1)
∂s2

∣∣∣.
Comme, pour 0 ≤ s ≤ τ , en vertu de (2.4.57), (2.4.52) et du lemme 2.4.2 les termes∫

γq

|{σ(·, ·, s− τ

n
) + gk−1n}q(m)|µγ(dm), 1

2

∫
γq

∣∣∣{∂2σ(·, ·, s− δ1)
∂s2

}
q
(m)

∣∣∣µγ(dm)

sont uniformément bornés par une constante, que nous désignons par C1, en vertu de

(2.2.27), (2.2.29) et (2.4.60), on déduit de (2.4.63) que

αk ≤
(
1 + τ

n

3C0

2 (1 + C1)
)
αk−1 + τ 2

n2C1. (2.4.64)

De manière analogue, en majorant les termes

|σ(m, t̃, s− τ

n
) + gk−1n(m, t̃)|, 1

2
∣∣∣∂2σ(m, t̃, s− δ1)

∂s2

∣∣∣
par une constante, que nous désignons par C2, et en tenant compte de (2.2.26), (2.2.28) et

(2.4.61), on a

βk ≤
(
1 + τ

n
C0
(3C1

4 + 1
2
))
βk−1 + τ

n
C0(3C2

4 + 1)αk−1 + τ 2

n2C2. (2.4.65)

Si on pose

ζk = max(αk, βk), C3 = max(C1, C2), (2.4.66)

alors de (2.4.64)-(2.4.65) on déduit que

ζk ≤
(
1 + τ

n

3C0

2 (1 + C3)
)
ζk−1 + τ 2

n2C3. (2.4.67)

En répétant l’application de l’inégalité (2.4.67), on obtient

max
k=1,··· ,n−1

ζk ≤
(
1+ τ

n

3C0

2 (1+C3)
)n−1

ζ0 + τ 2

n2C3

n−2∑
k=0

(
1+ τ

n

3C0

2 (1+C3)
)k
≤ (2.4.68)

≤ eτ
3C0

2 (1+C3) max(α0, β0) + τ

n
C3
eτ

3C0
2 (1+C3) − 1

3C0
2 (1 + C3)

.

Quant à α0 et β0, de (2.4.50), (2.4.60) et (2.4.61), on déduit que

α0 ≤
τ

n
sup

q∈R,0≤s≤ τ
n

∫
γq

∣∣∣{∂σ(·, ·, s)
∂s

}
q
(m)

∣∣∣µγ(dm),
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β0 ≤
τ

n
sup

(m,t̃)∈R+×R,0≤s≤ τn

∣∣∣∂σ(m, t̃, s)
∂s

∣∣∣;
Donc en vertu du lemme 2.4.2 il existe une constante C4 telle que

max(α0, β0) ≤ C4
τ

n
,

ce qui nous permet de déduire de (2.4.68) que

max
k=0,1,··· ,n−1

[
max(αk, βk)

]
≤ τ

n

[
eτ

3C0
2 (1+C3)C4 + C3

eτ
3C0

2 (1+C3) − 1
3C0

2 (1 + C3)

]
. (2.4.69)

En rappelant (2.4.61), on voit que (2.4.69) implique que, pour 0 ≤ s ≤ τ , Gn(m, t̃, s)

converge uniformément vers σ(m, t̃, s) quand n tend vers l’infini. Donc, en vertu de

(2.4.59), on a σ(m, t̃, s) ≥ 0 pour tout (m, t̃, s) ∈ R+ × R× [0, τ ].

Étant démontrée la non-négativité de σ(m, t̃, s) dans l’intervalle [0, τ ], nous construi-

sons les intervalles [τ1, τ2] (nous prenons τ1 = 0, τ2 = τ ) et, en répétant la procédure sur

les intervalles [τn, τn+1] pour n = 2, 3, · · · . De manière analogue à (2.4.58), qui donne la

restriction du choix de τ , on peut prendre τn+1 de telle sorte que

τn+1 − τn <
2

3C0
log

(
1 + 1

max(A[n]
0 , B

[n]
0 )

)
,

où

A
[n]
0 = sup

q∈R

∫
γq

|{σ(·, ·, τn)}q(m)|µγ(dm), B
[n]
0 = sup

(m,t̃)∈R+×R
|σ(m, t̃, τn)|.

Le lemme 2.4.2 implique alors que l’on peut construire une suite d’intervalles [τn, τn+1],

n = 0, 1, · · · , de telle sorte que [0, 1
M

[ ⊂ ⋃
n∈N[τn, τn+1], ce qui achève la démons-

tration du lemme. �

En résumant, nous avons démontré l’existence d’une solution dans l’intervalle [0, 1
M

[,

solution qui est analytique en s, non-négative, continue, bornée et intégrable sur chaque

γq = γq sν , q ∈ R.
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2.5 Solution globale de l’équation approchée

Suite à la preuve de l’existence d’une solution locale, on va montrer qu’on peut la

prolonger sur l’intervalle [0,∞[ .

Proposition 2.5.1. Sous les conditions des lemmes 2.4.1 et 2.4.3 le problème (2.4.37)-

(2.4.38) admet, dans l’intervalle [0,∞[ , une solution σ(m, t̃, s), qui est analytique en s,

continue, non-négative et intégrable sur chaque courbe γq = γq sν .

Démonstration. La proposition 2.5.1 se démontre d’une manière analogue au lemme

3 de [25]. Plus précisément, on considère le premier intervalle [0, D1] avec D1 = 1
2M ,

M = C0
(

3
2(A0 + 1) + A0

B0

)
(voir (2.4.43)), puis successivement les intervalles [Dn, Dn+1]

avec

Dn+1 −Dn = 1
C0(3(A(Dn) + 1) + 2A(Dn)

B(Dn))
, (2.5.70)

où

A(s) = sup
q∈R

∫
γq

|{σ(·, ·, s)}q(m)|µγ(dm), B(s) = sup
(m,t̃)∈R+×R

|σ(m, t̃, s)|;

les lemmes 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3, reformulés avec les données initiales σ(m, t̃,Dn), donne

la solution dans l’intervalle [Dn, Dn+1].

Retournons à l’équation (2.4.37) et intégrons les deux membres de (2.4.37) sur γq.

Pour examiner le terme
∫
γq

m
w(m){(Kγq [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)]}q(m)µγ(dm) (rappeler l’expres-

sion (2.2.20)), on remarque que∫
γq

1
2

m

w(m)

∫
γ

[0,m]
q

β(m−m′,m′){σ(·, ·, s)}q(m−m′){σ(·, ·, s)}q(m′)µγ(dm′)µγ(dm) =

=
∫
γq

∫
γq

1
2

m+m′

w(m+m′)β(m,m′){σ(·, ·, s)}q(m){σ(·, ·, s)}q(m′)µγ(dm)µγ(dm′).

Donc, en vertu de la symétrie de la fonction β(m,m′) et de la condition (2.1.6) ainsi que

de la non-négativité de σ(m, t̃, s), on a∫
γq

m

w(m)
{
Kγq [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)]

}
q
(m)µγ(dm) =

∫
γq

∫
γq

(
m

w(m+m′) −
m

w(m)

)
×
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×β(m,m′){σ(·, ·, s)}q(m){σ(·, ·, s)}q(m′)µγ(dm′)µγ(dm) ≤ 0.

D’autre part, de manière analogue à la démonstration de (2.2.29) (voir en particulier

(2.2.30)), en faisant l’attention sur le signe de chaque terme, de l’expression de (2.2.21)

on déduit que∫
γq

m

w(m)
{
Lγq [σ(·, ·, s)]

}
q
(m)µγ(dm) ≤ C0

∫
γq

{σ(·, ·, s)}q(m)µγ(dm).

A l’aide de ces inégalités, de l’intégrale des deux membres de (2.4.37) sur γq, on

obtient

A(s) = sup
q∈R

∫
γq

{σ(·, ·, s)}q(m)µγ(dm) ≤

≤ sup
q∈R

∫
γq

{σ(·, ·, 0)}q(m)µγ(dm) + C0

s∫
0

sup
q∈R

∫
γq

{σ(·, ·, s′)}q(m)µγ(dm)ds′,

d’où il résulte que

A(s) ≤ A(0)eC0s. (2.5.71)

D’autre part, en vertu de (2.2.20), (2.2.21) et de la non-négativité de σ(m, t̃, s), on

déduit de (2.4.37) que

∂

∂s
σ(m, t̃, s) ≥ −σ(m, t̃, s)

[ ∫
γq

m

w(m)β(m,m′){σ(·, ·, s)}q(m′)µγ(dm′)+

+1
2

∫
γ

[0,m]
q

m

w(m)ϑ(m−m′,m′)µγ(dm′)
]
,

d’où en utilisant les conditions (2.1.9), (2.1.10), on obtient

B(s) ≥ B(0)− C0

s∫
0

B(s′)(A(s′) + 1
2)ds′

et donc

B(s) ≥ B(0)e−C0
∫ s

0 (A(s′)+ 1
2 )ds′ . (2.5.72)

Les relations (2.5.70)-(2.5.72) implique que la suite {Dn}∞n=0 ne peut pas converger

vers une valeur finie, c’est-à-dire qu’il faut limn→∞Dn = ∞, ce qui achève la dé-

monstration. �
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Proposition 2.5.2. Sous les mêmes hypothèses de la proposition 2.5.1, la solution du

problème (2.4.37)-(2.4.38) est unique dans la classe Φ avec

Φ =
{
ϕ(m, t̃, s) est continue dans R+ × R× R+, intégrable sur chaque courbe γq

(q ∈ R), et ∀ s1 ∈ [0,∞[, on a supq∈R,s∈[0,s1]
∫
γq
|{ϕ(·, ·, s}q(m)|µγ(dm) <∞

}
.

Démonstration. Soient ϕ1 et ϕ2 deux solutions du problème (2.4.37)-(2.4.38) appar-

tenant à la classe Φ. Comme ϕ1(m, t̃, 0) − ϕ2(m, t̃, 0) = 0, à l’aide de la symétrie de

l’opérateur Kγq [ϕ, ψ] et de la linéarité de Lγq [ϕ], on a

ϕ1(m, t̃, s)− ϕ2(m, t̃, s) =

=
s∫

0

m

w(m)(Kγq [ϕ1(·, ·, s′) + ϕ2(·, ·, s′), ϕ1(·, ·, s′)− ϕ2(·, ·, s′)]+

+Lγq [ϕ1(·, ·, s)− ϕ2(·, ·, s)])ds′.

Donc, d’après (2.2.27) et (2.2.29) on a

∫
γq

|ϕ1(m, t̃, s)− ϕ2(m, t̃, s)| ≤ (2.5.73)

≤ 3C0

2

s∫
0

sup
q∈R

∫
γq

|{ϕ1(·, ·, s′) + ϕ2(·, ·, s′)}q(m)|µγ(dm)×

× sup
q∈R

∫
γq

|{ϕ1(·, ·, s′)− ϕ2(·, ·, s′)}q(m)|µγ(dm)ds′+

+3C0

2

s∫
0

sup
q∈R

∫
γq

|{ϕ1(·, ·, s′)− ϕ2(·, ·, s′)}q(m)|µγ(dm)ds′.

Or, en choisissant un s1 <∞, telle que

sup
q∈R,s∈[0,s1]

∫
γq

|{ϕ1(·, ·, s′) + ϕ2(·, ·, s′)}q(m)|µγ(dm) ≡M1 <∞. (2.5.74)

Donc, si on pose

g(s) = sup
q∈R

∫
γq

|{ϕ1(·, ·, s)− ϕ2(·, ·, s)}q(m)|µγ(dm),
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il résulte de (2.5.73) que

g(s) ≤ 3C0

2 (M1 + 1)
s∫

0

g(s′)ds′,

ce qui implique que g(s) = 0 ∀s ∈ [0, s1].

Pour avoir la relation (2.5.74), on peut choisir quelconque s1 <∞ (même si M1 peut

être différent, mais toujours M1 < ∞), de sorte que, en répétant le même raisonnement,

on peut démontrer g(s) = 0 pour tout s ∈ R+, ce qui achève la démonstration. �

Les propositions 2.5.1 et 2.5.2 étant établies, on peut en déduire le théorème 2.3.1.

Démonstration du théorème 2.3.1. Même si la présence de t̃ est superflue, le problème

(2.3.33)-(2.3.34) peut être écrit dans la forme de (2.3.31)-(2.3.32), et donc on peut le

considérer comme un cas particulier du problème (2.4.37)-(2.4.38).

On remarque d’ailleurs que les conditions (2.3.35) ne sont autres que les conditions

(2.4.41), (2.4.42), (2.4.48) avec ν = 0 ( ν
N

= 0). Par conséquent, il résulte de la proposition

2.5.1 que le problème (2.3.31)-(2.3.32) (et donc le problème (2.3.33)-(2.3.34)) admet une

solution dans l’intervalle [0,∞[ (3 s) et cette solution est analytique en s, continue en

(m, s), non-négative et intégrable sur [0,∞[ (3 m) pour tout s ≥ 0 fixé.

L’unicité de la solution résulte immédiatement de la proposition 2.5.2. �

2.6 Estimations des solutions approchées

On remarque que, si σν(m, t̃) est continue en (m, t̃) et satisfait aux conditions (2.4.41),

(2.4.42) et (2.4.48), d’après les propositions 2.5.1 et 2.5.2, il existe une solution unique

σ(m, t̃, s) du problème (2.4.37)-(2.4.38) pour ν
N
≤ s <∞ (ici nous revenons à la formu-

lation initiale de la variable s) et si on note par σν+1(m, t̃) = σ(m, t̃, ν+1
N

), on remarque

qu’elle est continue en (m, t̃) et satisfait aux conditions (2.4.41), (2.4.42) et (2.4.48), de

sorte qu’on peut répéter la résolution de l’équation pour ν+1
N
≤ s associée à cette condition

d’entrée. Ainsi, en itérant cette procédure sur les intervalles [ ν
N
, ν+1
N

] pour ν = 0, 1, 2, · · · ,
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on construit sur R+ × R × R+ la solution de l’équation (2.2.25) avec la condition d’en-

trée (2.2.23). Nous désignons cette solution par σ[N ](m, t̃, s), il est utile de rappeler que

σ[N ](m, t̃, s) ainsi construite est continue en (m, t̃, s), bornée et non-négative.

Pour résoudre le problème (2.2.22)-(2.2.23) dans le domaine R+ ×R× [0, s] avec un

s > 0, nous supposons que w(m) vérifie la condition supplémentaire

0 < 1
w(m) ≤ sup

m∈R+

1
w(m) ≡ Cw <∞ (2.6.75)

et que σ0(m, t̃), outre la condition (2.2.24), satisfait aux conditions

∞∫
0

sup
t̃∈R

σ0(m, t̃)dm ≡ ω0 <∞, (2.6.76)

sup
m∈R+,t̃1,t̃2∈R,t̃1 6=t̃2

|σ0(m, t̃1)− σ0(m, t̃2)|
|t̃1 − t̃2|

≡ λ0 <∞, (2.6.77)

∞∫
0

sup
t̃1,t̃2∈R,t̃1 6=t̃2

|σ0(m, t̃1)− σ0(m, t̃2)|
|t̃1 − t̃2|

dm ≡ J0 <∞. (2.6.78)

Dans la suite, nous allons établir des estimations pour les valeurs ω[N ](s), ψ[N ](s),

J [N ](s) et λ[N ](s) définies par

ω[N ](s) =
∞∫
0

u[N ](m, s)dm, u[N ](m, s) = sup
t̃∈R

σ[N ](m, t̃, s), (2.6.79)

ψ[N ](s) = sup
(m,t̃)∈R+×R

σ[N ](m, t̃, s) = sup
m∈R+

u[N ](m, s), (2.6.80)

J [N ](s) =
∞∫
0

j[N ](m, s)dm, (2.6.81)

j[N ](m, s) = sup
t̃1,t̃2∈R,t̃1 6=t̃2

|σ[N ](m, t̃1, s)− σ[N ](m, t̃2, s)|
|t̃1 − t̃2|

,

λ[N ](s) = sup
m∈R+,t̃1,t̃2∈R,t̃1 6=t̃2

|σ[N ](m, t̃1, s)− σ[N ](m, t̃2, s)|
|t̃1 − t̃2|

= sup
m∈R+

j[N ](m, s).

(2.6.82)
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Lemme 2.6.1. Quel que soit N ∈ N\{0}, on a

ω[N ](s) ≤ ω(s) ∀s ∈ [0, S1[, (2.6.83)

où

ω(s) = 1
( 1
ω0

+ 1
2)e−C0s − 1

2
, S1 = 1

C0
log

( 2
ω0

+ 1
)
. (2.6.84)

Démonstration. Comme σ[N ](m, t̃, s) ≥ 0, à l’aide de (2.2.20) et (2.2.21), on déduit de

(2.2.25) que pour ν
N
≡ sν < s < ν+1

N
on a

∂

∂s
σ[N ](m, t̃, s) ≤

≤ 1
2

m

w(m)

∫
γ

[0,m]
q sν

β(m−m′,m′){σ[N ](·, ·, s)}q sν (m−m′){σ[N ](·, ·, s)}q sν (m′)µγ(dm′)+

+ m

w(m)

∫
γq sν

ϑ(m,m′){σ[N ](·, ·, s)}q sν (m+m′)µγ(dm′).

En utilisant (2.6.79), on en déduit que pour tout s ≥ 0, s 6= sν , ν ∈ N, on a

∂

∂s
σ[N ](m, t̃, s) ≤ 1

2
m

w(m)

m∫
0

β(m−m′,m′)u[N ](m−m′, s)u[N ](m′, s)dm′+

+ m

w(m)

∞∫
0

ϑ(m,m′)u[N ](m+m′, s)dm′,

ce qui, joint à la continuité de σ[N ](m, t̃, s), entraîne que

ω[N ](s) ≤ ω0+

+1
2

s∫
0

∞∫
0

m

w(m)

m∫
0

β(m−m′,m′)u[N ](m−m′, s′)u[N ](m′, s′)dm′dmds′+

+
s∫

0

∞∫
0

m

w(m)

∞∫
0

ϑ(m,m′)u[N ](m+m′, s′)dm′dmds′,

où ω[N ] et u[N ] sont définis par la relation (2.6.79).

Donc, en vertu de la condition (2.1.8), de la propriété de la convolution et de la condition

(2.1.11), on en déduit que

ω[N ](s) ≤ ω0 + C0

2

s∫
0

(ω[N ](s′))2ds′ + C0

s∫
0

ω[N ](s′)ds′. (2.6.85)
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D’autre part, on constate immédiatement que la fonction

ω(s) = 1
( 1
ω0

+ 1
2)e−C0s − 1

2

est la solution du problème de Cauchy

d

ds
ω(s) = C0

2 (ω(s))2 + C0ω(s), ω(0) = ω0 (2.6.86)

et que son intervalle maximal d’existence est [0, S1[ avec S1 donné dans (2.6.84). De la

comparaison de (2.6.85) avec (2.6.86) on obtient (2.6.83). �

Lemme 2.6.2. Quel que soit N ∈ N\{0}, on a

ψ[N ](s) ≤ ψ(s) pour 0 ≤ s < S1, (2.6.87)

où ψ(s) est la solution du problème de Cauchy

d

ds
ψ(s) = C0

2
[
(3ω(s) + 1)ψ(s) + 2ω(s)

]
, ψ(0) = sup

(m,t̃)∈R+×R
σ0(m, t̃). (2.6.88)

Démonstration. En appliquant (2.2.26) et (2.2.28) au second membre de (2.2.25) et en

rappelant les définitions (2.6.79), (2.6.80) et (2.6.84), on a

ψ[N ](s) ≤ ψ[N ]( ν
N

) + C0

2

s∫
ν
N

[(3ω(s′) + 1)ψ(s′) + 2ω(s′)]ds′,

Comme cette inégalité à la même forme dans tous les intervalles [ ν
N
, ν+1
N

], ν = 0, 1, · · · ,

on a

ψ[N ](s) ≤ ψ[N ](0) + C0

2

s∫
0

[(3ω(s′) + 1)ψ(s′) + 2ω(s′)]ds′,

d’où, en rappelant (2.2.24), par le raisonnement usuel on obtient (2.6.87) avec ψ(s) définie

par (2.6.88). �

Lemme 2.6.3. Quel que soit N ∈ N\{0}, on a

J [N ](s) ≤ J(s) pour 0 ≤ s < S1, (2.6.89)

où J(s) est la solution du problème de Cauchy

d

ds
J(s) = 3C0

2 (2ω(s) + 1)J(s), J(0) = J0. (2.6.90)
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Démonstration. Considérons t̃1, t̃2 ∈ R, t̃1 6= t̃2, m ∈ R+, s ∈ [ ν
N
, ν+1
N

]. Alors, en

posant

sν = ν

N
, q1 = t̃1 + sν

w(m) , q2 = t̃2 + sν
w(m) ,

on a

|σ[N ](m, t̃1, s)− σ[N ](m, t̃2, s)| ≤ |σ[N ](m, t̃1,
ν

N
)− σ[N ](m, t̃2,

ν

N
)|+ (2.6.91)

+
s∫
ν
N

m

w(m) |D
[N ]
K (m, t̃1, t̃2, s′)|ds′ +

s∫
ν
N

m

w(m) |D
[N ]
L (m, t̃1, t̃2, s′)|ds′,

où

D
[N ]
K (m, t̃1, t̃2, s) =

= Kγq1sν
[σ[N ](·, ·, s), σ[N ](·, ·, s)](m, t̃1)−Kγq2sν

[σ[N ](·, ·, s′), σ[N ](·, ·, s)](m, t̃2),

D
[N ]
L (m, t̃1, t̃2, s) = Lγq1sν

[σ[N ](·, ·, s)](m, t̃1)− Lγq2sν
[σ[N ](·, ·, s)](m, t̃2).

Même si Kγq1sν
[·, ·] et Kγq2sν

[·, ·] sont définis sur deux courbes différentes γq1sν et

γq2sν , de l’expression du second membre de (2.2.20), on constate que, une fois définies

{σ[N ](·, ·, s)}q1sν (m) et {σ[N ](·, ·, s)}q2sν (m) (voir (2.2.18)), D[N ]
K (m, t̃1, t̃2, s) peut être

écrit dans la forme

D
[N ]
K (m, t̃1, t̃2, s) = (2.6.92)

= 1
2

m∫
0

β(m−m′,m′)({σ[N ]}q1(m−m′)− {σ[N ]}q2(m−m′))×

×({σ[N ]}q1(m′) + {σ[N ]}q2(m′))dm′+

−1
2({σ[N ]}q1(m)− {σ[N ]}q2(m))

∞∫
0

β(m,m′)({σ[N ]}q1(m′) + {σ[N ]}q2(m′))dm′+

−1
2({σ[N ]}q1(m) + {σ[N ]}q2(m))

∞∫
0

β(m,m′)({σ[N ]}q1(m′)− {σ[N ]}q2(m′))dm′,

où

{σ[N ]}q1(m) = {σ[N ](·, ·, s)}q1sν (m), {σ[N ]}q2(m) = {σ[N ](·, ·, s)}q2sν (m).
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En rappelant (2.1.8), (2.1.9) et les définitions (2.6.79), (2.6.81), on déduit de (2.6.92) que

m

w(m) sup
t̃1,t̃2∈R,t̃1 6=t̃2

|D[N ]
K (m, t̃1, t̃2, s)|
|t̃1 − t̃2|

≤ (2.6.93)

≤ C0

m∫
0

j[N ](m−m′, s)u[N ](m′, s)dm′ + C0ω
[N ](s)j[N ](m, s) + C0u

[N ](m, s)J [N ](s).

D’autre part, pour D[N ]
L (m, t̃1, t̃2, s), on obtient sans difficulté à partir de la définition

(2.2.21)
m

w(m) sup
t̃1,t̃2∈R,t̃1 6=t̃2

|D[N ]
L (m, t̃1, t̃2, s)|
|t̃1 − t̃2|

≤ (2.6.94)

≤ C0

2 j[N ](m, s) + m

w(m)

∞∫
0

ϑ(m,m′)j[N ](m+m′, s)dm′.

A l’aide de la relation
∞∫
0

m

w(m)

∞∫
0

ϑ(m,m′)j[N ](m+m′, s)dm′dm =

=
∞∫
0

m′′∫
0

m′′ −m′

w(m′′ −m′)ϑ(m′′ −m′,m′)j[N ](m′′, s)dm′dm′′

on déduit de (2.1.11), (2.6.91), (2.6.93), (2.6.94) et de la propriété de la convolution que

J [N ](s) ≤ J [N ]( ν
N

) + 3C0

s∫
ν
N

J [N ](s′)ω[N ](s′)ds′ + 3C0

2

s∫
ν
N

J [N ](s′)ds′.

Comme cette inégalité à la même forme dans tous les intervalles [ ν
N
, ν+1
N

], ν = 0, 1, · · · ,

on obtient

J [N ](s) ≤ J [N ](0) + 3C0

s∫
0

J [N ](s′)ω[N ](s′)ds′ + 3C0

2

s∫
0

J [N ](s′)ds′,

ou, compte tenu de (2.6.83) et de la relation J [N ](0) = J0,

J [N ](s) ≤ J0 + 3C0

2

s∫
0

(2ω(s′) + 1)J [N ](s′)ds′,

ce qui implique (2.6.89) ainsi que (2.6.90). �
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Lemme 2.6.4. Quel que soit N ∈ N\{0}, on a

λ[N ](s) ≤ λ(s) pour 0 ≤ s < S1, (2.6.95)

où λ(s) est la solution du problème de Cauchy

d

ds
λ(s) = C0(2ω(s) + 1

2)λ(s) + C0(ψ(s) + 1)J(s), λ(0) = λ0. (2.6.96)

Démonstration. En utilisant les relations

sup
m∈R+

u[N ](m, s) = ψ[N ](s) ≤ ψ(s), sup
m∈R+

j[N ](m, s) = λ[N ](s),

ω[N ](s) ≤ ω(s), J [N ](s) ≤ J(s),

on déduit de (2.6.91), (2.6.93), (2.6.94) et de la propriété de la convolution que

λ[N ](s) ≤ λ[N ]( ν
N

) + 2C0

s∫
ν
N

ω(s′)λ[N ](s′)ds′+

+C0

s∫
ν
N

ψ(s′)J(s′)ds′ + C0

2

s∫
ν
N

λ[N ](s′)ds′ + C0

s∫
ν
N

J(s′)ds′.

D’une manière analogue à la démonstration du lemme 2.6.3, on déduit de cette inégalité

la relation (2.6.95) et (2.6.96). �

2.7 Convergence des solutions approchées

Pour résoudre le problème (2.2.22)-(2.2.23), nous démontrerons la convergence d’une

sous-suite de solutions approchées σ[N ](m, t̃, s) dans l’intervalle [0, S1[ , ce qui nous don-

nera la solution du problème dans cet intervalle.

Théorème 2.7.1. On suppose que β(·, ·), ϑ(·, ·) et w(·) vérifient les conditions (2.1.7)-

(2.1.12), (2.6.75), en plus σ0(m, t̃) est continue en (m, t̃) ∈ R+ × R et vérifie les condi-

tions (2.2.24), (2.6.76), (2.6.77) et (2.6.78). Soit S1 le nombre donné dans (2.6.84). Alors
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le problème (2.2.22)-(2.2.23) admet une solution dans l’intervalle [0, S1[ . En outre la

solution est unique dans la classe des fonctions σ(m, t̃, s) qui vérifient les conditions

i) σ(m, t̃, s) est continue dans R+ × R× [0, S1[ ,

ii) pour tout s ∈ [0, S1[ , u(m, s) = supt̃∈R |σ(m, t̃, s)| est intégrable en m ∈ R+,

iii) quel que soit s1 ∈ [0, S1[ , on a sups∈[0,s1]
∫∞

0 u(m, s)dm <∞.

Démonstration. Nous construisons la suite de solutions approchées σ[2n], n = 1, 2, · · · ,

qui sont les solutions du problème (2.2.25) avec la condition (2.2.23) où N = 2n tout

en notant σn au lieu de σ[2n]. On rappelle que dans l’intervalle [ ν2n ,
2ν+1
2n+1 [, les solutions

approchées σn et σn+1 se définissent par les opérateurs intégraux définis sur les mêmes

courbes γq s1 , s1 = ν
2n , tandis que dans l’intervalle [2ν+1

2n+1 ,
ν+1
2n [, la solution approchée σn se

définit par les opérateurs intégraux définis sur les courbes γq s1 par contre σn+1 se définit

sur les courbes γq s2 , s2 = 2ν+1
2n+1 .

On pose

ηn(m, s) = sup
t̃∈R
|σn(m, t̃, s)− σn+1(m, t̃, s)|, (2.7.97)

αn(s) =
∞∫
0

ηn(m, s)dm, (2.7.98)

βn(s) = sup
(m,t̃)∈R+×R

|σn(m, t̃, s)− σn+1(m, t̃, s)| = sup
m∈R+

ηn(m, s). (2.7.99)

On va écrire également un(m, s), jn(m, s), ωn(s),ψn(s), Jn(s) et λn(s) au lieu de u[2n](m, s),

j[2n](m, s), ω[2n](s), ψ[2n](s), J [2n](s) et λ[2n](s) (voir (2.6.79)-(2.6.82)).

On rappelle que, quels que soient q ∈ R et s ≥ 0, la définition de l’opérateur Kγq s [·, ·]

nous donne

Kγq s [σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃)−Kγq s [σn+1(·, ·, s′), σn+1(·, ·, s′)](m, t̃) =

= Kγq s [σn(·, ·, s′) + σn+1(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)− σn+1(·, ·, s′)](m, t̃).

Donc, en rappelant également la linéarité de l’opérateur Lγq s [ϕ], on a

σn(m, t̃, s)− σn+1(m, t̃, s) = σn(m, t̃, ν2n )− σn+1(m, t̃, ν2n )+ (2.7.100)
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+ m

w(m)

s∫
ν

2n

[
Kγq s1

[σn(·, ·, s′) + σn+1(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)− σn+1(·, ·, s′)](m, t̃)+

+Lγq s1
[σn(·, ·, s′)− σn+1(·, ·, s′)](m, t̃)

]
ds′

pour

s1 = ν

2n ≤ s ≤ 2ν + 1
2n+1

et

σn(m, t̃, s)− σn+1(m, t̃, s) = σn(m, t̃, 2ν + 1
2n+1 )− σn+1(m, t̃, 2ν + 1

2n+1 )+ (2.7.101)

+ m

w(m)

s∫
2ν+1
2n+1

[
Kγq s2

[σn(·, ·, s′) + σn+1(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)− σn+1(·, ·, s′)](m, t̃)+

+Lγq s2
[σn(·, ·, s′)− σn+1(·, ·, s′)](m, t̃)

]
ds′ + ∆s1 s2(m, t̃)

pour
2ν + 1
2n+1 ≤ s ≤ ν + 1

2n , s1 = ν

2n , s2 = 2ν + 1
2n+1 ,

où

∆s1 s2(m, t̃) =

= m

w(m)

s∫
2ν+1
2n+1

[
Kγq s1

[σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃)−Kγq s2
[σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃)+

+Lγq s1
[σn(·, ·, s′)](m, t̃)− Lγq s2

[σn(·, ·, s′)](m, t̃)
]
ds′.

En vertu des conditions (2.1.8)-(2.1.10), on déduit de (2.2.20), (2.2.21) que, quels que

soient q ∈ R et s, s ∈ [0, S1[ , on a

sup
t̃∈R

m

w(m) |Kγq s [σn(·, ·, s) + σn+1(·, ·, s), σn(·, ·, s)− σn+1(·, ·, s)](m, t̃)| ≤ (2.7.102)

≤ C0

2

m∫
0

(un(m−m′, s) + un+1(m−m′, s))ηn(m′, s)dm′+

+C0ηn(m, s)ω(s) + C0

2 (un(m, s) + un+1(m, s))αn(s),
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sup
t̃∈R

m

w(m) |Lγq s [σn(·, ·, s)− σn+1(·, ·, s)](m, t̃)| ≤ (2.7.103)

≤ C0

2 ηn(m, s) + m

w(m)

∞∫
0

ϑ(m,m′)ηn(m+m′, s)dm′.

D’autre part, d’après (2.2.18) et (2.2.19), on remarque que les valeurs de σn(m′, t̃′, s)

sur les courbes γqs1(m,t̃) et γqs2(m,t̃) sont données par

{σn(·, ·, s)}qs1(m,t̃)(m′) = σn(m′, t̃+ s1

w(m) −
s1

w(m′) , s),

{σn(·, ·, s)}qs2(m,t̃)(m′) = σn(m′, t̃+ s2

w(m) −
s2

w(m′) , s).

Donc, compte tenu également de la relation s2− s1 = 2ν+1
2n+1 − ν

2n = 1
2n+1 et de l’hypothèse

(2.6.75), on a

|{σn(·, ·, s)}qs1(m,t̃)(m′)− {σn(·, ·, s)}qs2(m,t̃)(m′)| ≤ (2.7.104)

≤ jn(m′, s)
∣∣∣ s1

w(m) −
s1

w(m′) −
(

s2

w(m) −
s2

w(m′)

)∣∣∣ ≤ jn(m′, s)Cw

2n .

où jn est défini par la relation (2.6.81). Compte tenu des conditions (2.1.8)-(2.1.10), on

déduit de (2.2.20), (2.2.21) et (2.7.104) que

m

w(m)
∣∣∣Kγq s1

[σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃)−Kγq s2
[σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃)

∣∣∣ ≤
(2.7.105)

≤ Cw

2n C0

[ m∫
0

un(m−m′, s)jn(m′, s)dm′ + jn(m, s)ωn(s) + un(m, s)Jn(s)
]
,

m

w(m)
∣∣∣Lγq s1

[σn(·, ·, s′)](m, t̃)− Lγq s2
[σn(·, ·, s′)](m, t̃)

∣∣∣ ≤ (2.7.106)

≤ Cw

2n
[
C0

2 jn(m, s) + m

w(m)

∞∫
0

ϑ(m,m′)jn(m+m′, s)dm′
]
.

Comme
∞∫
0

m∫
0

(un(m−m′, s) + un+1(m−m′, s))ηn(m′, s)dm′dm ≤ 2ω(s)αn(s),
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∞∫
0

m

w(m)

∞∫
0

ϑ(m,m′)ηn(m+m′, s)dm′dm ≤ C0αn(s),

où αn est défini par la relation (2.7.98), avec αn(0) = βn(0) = 0. A l’aide de (2.7.100)-

(2.7.103) ainsi que (2.7.105) et (2.7.106) (voir aussi (2.6.83), (2.6.87), (2.6.89), (2.6.95)),

il s’ensuit que

αn(s) ≤ 3C0

2

s∫
0

(2ω(s′) + 1)αn(s′)ds′ + 1
2n

3C0Cw

2

s∫
0

(2ω(s′) + 1)J(s′)ds′, (2.7.107)

βn(s) ≤ C0

s∫
0

((2ψ(s′) + 1)αn(s′) + (ω(s′) + 1
2)βn(s′))ds′+ (2.7.108)

+ 1
2nCwC0

s∫
0

(
(2ψ(s′) + 1)J(s′) + (ω(s′) + 1

2)λ(s′)
)
ds′.

Par conséquent

αn(s) ≤ y(s), βn(s) ≤ z(s),

où y(s) est la solution du problème de Cauchy

d

ds
y(s) = 3C0

2 (2ω(s) + 1)y(s) + 1
2n

3CwC0

2 (2ω(s) + 1)J(s), y(0) = 0,

tandis que z(s) est la solution du problème de Cauchy

d

ds
z(s) = C0(ω(s) + 1

2)z(s) + C0(2ψ(s) + 1)y(s)+

+ 1
2nCwC0

(
(2ψ(s) + 1)J(s) + (ω(s) + 1

2)λ(s)
)
, z(0) = 0.

C’est-à-dire, si on pose

A(s) = 3C0Cw

2

s∫
0

(2ω(s′) + 1)J(s′)e
3C0

2

∫ s
s′ (2ω(s′′)+1)ds′′ds′, (2.7.109)

B(s) = C0

s∫
0

[
(2ψ(s′) + 1)A(s′) + Cw

(
(2ψ(s′) + 1)J(s′) + (ω(s′) + 1

2)λ(s′)
)]
×

(2.7.110)

×e
C0
2

∫ s
s′ (2ω(s′′)+1)ds′′ds′,
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on a

αn(s) ≤ 1
2nA(s), βn(s) ≤ 1

2nB(s). (2.7.111)

Comme B(s) définie par (2.7.109)-(2.7.110) ne dépend pas de n, est une fonction crois-

sante bien définie sur [0, S1[ , c’est-à-dire

0 ≤ B(s1) ≤ B(s2) <∞ ∀s1, s2 ∈ [0, S1[ , s1 ≤ s2,

de (2.7.99) et (2.7.111) on déduit que, quel que soit ε > 0 et quel que soit s ∈ [0, S1[ , si

on choisit n ∈ N de telle sorte que

n >
1

log 2(logB(s) + log 1
ε

) + 1,

alors on a

sup
(m,t̃,s)∈R+×R×[0,s]

|σn1(m, t̃, s)− σn2(m, t̃, s)| < ε, ∀ n1, n2 ≥ n,

ce qui démontre la convergence uniforme de σn(m, t̃, s) dans R+×R×[0, s] pour n→∞.

A la fin on rappelle que, quel que soit s ∈ [0, S1[ , cette démonstration de la convergence

demeure valide.

Désignons, à titre provisoire, par σ∞(m, t̃, s) la limite de la suite {σn(m, t̃, s)}∞n=0,

c’est-à-dire

σ∞(m, t̃, s) = lim
n→∞

σn(m, t̃, s).

Alors comme σn(m, t̃, s) converge uniformément vers σ∞(m, t̃, s) dans R+ × R × [0, s]

pour quelconque s ∈ ]0, S1[ , il est clair que σ∞(m, t̃, s) est aussi continue et non-négative ;

en outre de la première inégalité de (2.7.111), on déduit que, supt̃∈R σ∞(m, t̃, s) est inté-

grable sur R+(3 m) pour tout s ∈ [0, S1[ .

Soit s ∈ ]0, S1[ . On pose

∆∞ = sup
(m,t̃,s)∈R+×R×[0,s]

∣∣∣σ∞(m, t̃, s)− σ0(m, t̃)− I(m, t̃, s)
∣∣∣, (2.7.112)

où

I(m, t̃, s) =
s∫

0

m

w(m)
(
Kγqs [σ∞(·, ·, s′), σ∞(·, ·, s′)](m, t̃) + Lγqs [σ∞(·, ·, s′)](m, t̃)

)
ds′.
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Comme

σn(m, t̃, s) = σ0(m, t̃)+

+
s∫

0

m

w(m)
(
Kγqs̃ν (n,s) [σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃) + Lγqs̃ν (n,s) [σn(·, ·, s′)](m, t̃)

)
ds′

avec

s̃ν(n, s) = ν

2n pour
ν

2n ≤ s <
ν + 1

2n ,

on a

σ∞(m, t̃, s)− σ0(m, t̃)− I(m, t̃, s) = (2.7.113)

= σ∞(m, t̃, s)− σn(m, t̃, s)− I [1]
n (m, t̃, s)− I [2]

n (m, t̃, s),

I [1]
n (m, t̃, s) =

s∫
0

m

w(m)

(
Kγqs [σ∞(·, ·, s′), σ∞(·, ·, s′)](m, t̃) + Lγqs [σ∞(·, ·, s′)](m, t̃)+

−Kγqs [σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃)− Lγqs [σn(·, ·, s′)](m, t̃)
)
ds′,

I [2]
n (m, t̃, s) =

s∫
0

m

w(m)

(
Kγqs [σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃) + Lγqs [σn(·, ·, s′)](m, t̃)+

−Kγqs̃ν (n,s) [σn(·, ·, s′), σn(·, ·, s′)](m, t̃)− Lγqs̃ν (n,s) [σn(·, ·, s′)](m, t̃)
)
ds′.

La convergence uniforme de σn(m, t̃, s) vers σ∞(m, t̃, s) implique que

lim
n→∞

(|σ∞(m, t̃, s)− σn(m, t̃, s)|+ |I [1]
n (m, t̃, s)|) = 0.

D’autre part, en rappelant les raisonnements utilisés pour l’obtention de (2.7.105)-(2.7.106),

on constate sans difficulté que, quel que soit ε > 0, on peut trouver un nε ∈ N tel que

pour tout n ≥ nε on ait

sup
(m,t̃,s)∈R+×R×[0,s]

|I [2]
n (m, t̃, s)| < ε.

On en déduit que ∆∞ = 0 ou

σ∞(m, t̃, s) = σ0(m, t̃)+ (2.7.114)

+
s∫

0

m

w(m)
(
Kγqs [σ∞(·, ·, s′), σ∞(·, ·, s′)](m, t̃) + Lγqs [σ∞(·, ·, s′)](m, t̃)

)
ds′.
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En vertu de la continuité de σ∞(m, t̃, s), la dérivée par rapport à s du second membre de

(2.7.114) est bien définie, ce qui nous permet de passer de (2.7.114) à sa version différen-

tielle (2.2.22), c’est-à-dire σ∞(m, t̃, s) est une solution du problème (2.2.22)-(2.2.23).

Pour démontrer l’unicité de la solution, nous considérons deux solutions σ et ϕ du

problème (2.2.22)-(2.2.23), appartenant à la classe des fonctions définie dans l’énoncé du

théorème 2.7.1. Comme σ(m, t̃, 0)− ϕ(m, t̃, 0) = 0 et que

Kγqs [σ(·, ·, s), σ(·, ·, s)](m, t̃)−Kγqs [ϕ(·, ·, s), ϕ(·, ·, s)](m, t̃) =

= Kγqs [σ(·, ·, s) + ϕ(·, ·, s), σ(·, ·, s)− ϕ(·, ·, s)](m, t̃),

En intégrant les deux membres de (2.2.22) de 0 à s ∈ ]0, S1[ , on a

σ(m, t̃, s)− ϕ(m, t̃, s) =

=
s∫

0

m

w(m)
(
Kγqs′

[σ(·, ·, s′) + ϕ(·, ·, s′), σ(·, ·, s′)− ϕ(·, ·, s′)](m, t̃)+

+Lγqs′ [σ(·, ·, s′)− ϕ(·, ·, s′)](m, t̃)
)
ds′.

Donc, en posant

η(m, s) = sup
t̃∈R
|σ(m, t̃, s)− ϕ(m, t̃, s)|, u∗2(m, s) = sup

t̃∈R
|σ(m, t̃, s) + ϕ(m, t̃, s)|,

de manière analogue à (2.7.102)-(2.7.103), on obtient

η(m, s) ≤
s∫

0

[
C0

2

m∫
0

u∗2(m−m′, s′)η(m′, s′)dm′ + C0

2 η(m, s′)
∞∫
0

u∗2(m′, s′)dm′+

+C0

2 u∗2(m, s′)
∞∫
0

η(m′, s′)dm′ + C0

2 η(m, s′) + m

w(m)

∞∫
0

ϑ(m,m′)η(m+m′, s′)dm′
]
ds′.

Par conséquent, si on pose

g(s) =
∞∫
0

η(m, s)dm,

de manière analogue à (2.7.107), on a

g(s) ≤ 3C0

2

s∫
0

(
1 +

∞∫
0

u∗2(m, s′)dm
)
g(s′)ds′.
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Compte tenu de la condition iii) du théorème 2.7.1, on en déduit que

g(s) = 0 ∀s ∈ [0, S1],

ce qui prouve l’unicité de la solution. Le théorème est démontré. �
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Avec les techniques qu’on a utilisées pour la construction de la solution, on n’a pas

réussi à trouver les estimations nécessaires pour la convergence globale de solutions ap-

prochées.

Donc, une première piste de réflexion pour prolonger la solution obtenue dans ce tra-

vail et démontrer la convergence globale de solutions approchée est d’utiliser de nouvelles

techniques (naturellement avec les modifications nécessaires) qui nous permettent de sur-

monter les difficultés comme le problème de changement de la courbe et la croissance

non linéaire de la solution (à cause de la bilinéarité du terme de coagulation).
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Dans le présent chapitre, nous introduisons l’opérateur de coagulation qui représentent

la coagulation produite dans une collision de gouttelettes ayant le rayon strictement po-

sitive et un opérateur de fragmentation analogue. L’introduction de ces opérateurs a l’ef-

fet de régulariser la solution, ce qui nous permet d’obtenir des estimations utiles pour

50
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surmonter les difficultés rencontrées dans l’étude de l’équation de coagulation et de frag-

mentation des gouttelettes en chute (2.1.2). En construisant les solutions approchées par la

troncature des coefficients de coagulation et de fragmentation, nous démontrons la conver-

gence dans une certaine topologie d’une suite de solutions approchées, dont la limite est

une fonction localement bornée.

3.1 Position du problème

Nous allons considérer le domaine en une dimension verticale

Π = ]− A, 0[, (3.1.1)

oùA est un nombre strictement positif. Désignons par σ(m, z, t) la densité de l’eau liquide

contenue dans les gouttelettes de masse m (densité dans le sens de la masse dans l’unité

de volume de l’air dans lequel les gouttelettes se trouvent) à la position z ∈ Π et à l’instant

t ≥ 0.

Introduisons les opérateurs de coagulation et de fragmentation approchés par l’ampli-

fication de la position (ou la régularisation par rapport à la variable z ∈ Π) de la fonction

σ(m, z, t). Plus précisément, on pose

ηε(z) =


1

e1−(z/ε)2∫ ε
−ε

1
e1−(z′/ε)2 dz

′ pour − ε < z < ε,

0 pour |z| ≥ ε,

(3.1.2)

σε(m, z, t) =
∫
Π

ηε(z − z′)σ(m, z′, t)dz′, (3.1.3)

où ε est un nombre strictement positif fixé. Nous précisons que l’intégrale du second

membre de (3.1.3) est définie par rapport à z′ ∈ Π de sorte que pour −ε < z < 0 et pour

−A < z < −A+ ε on a

σε(m, z, t) =
0∫

z−ε

ηε(z − z′)σ(m, z′, t)dz′
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et

σε(m, z, t) =
−A+ε∫
−A

ηε(z − z′)σ(m, z′, t)dz′

respectivement, même si ηε(z − z′) > 0 pour certains 0 < z′ ou z′ < −A. L’intro-

duction de σε est motivée par son comportement similaire aux gouttelettes avec le rayon

strictement positif dans leur coagulation.

Nous définissons les opérateurs de coagulation et de fragmentation relatifs à σε par

les relations

Kt,z[σε, σε](m) = m

2

m∫
0

β(m−m′,m′)σε(m−m′, z, t)σε(m′, z, t)dm′+ (3.1.4)

−m
∞∫
0

β(m,m′)σε(m, z, t)σε(m′, z, t)dm′,

Lt,z[σε](m) = −m2

m∫
0

ϑ(m−m′,m′)σε(m, z, t)dm′+ (3.1.5)

+m
∞∫
0

ϑ(m,m′)σε(m+m′, z, t)dm′.

Cela étant, l’équation que nous allons étudier s’écrit

∂tσ(m, z, t) + ∂z(σ(m, z, t)u(m)) = Kt,z[σε, σε](m) + Lt,z[σε](m). (3.1.6)

L’équation (3.1.6) doit être considérée pour (m, z, t) ∈ R+ × Π × R+ avec la condition

initiale

σ(m, z, 0) = σ∗0(m, z) (3.1.7)

et la condition d’entrée

σ(m, 0, t) = σ∗1(m, t). (3.1.8)

On suppose que

σ∗0(·, ·) ∈ L1(R+×Π), σ∗1(·, ·) ∈ L1(R+×R+), σ∗0(m, z) ≥ 0, σ∗1(m, t) ≥ 0.

(3.1.9)
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Pour les fonctions β(m1,m2) et ϑ(m1,m2), conformément à leur nature physique, nous

supposons que

β(m1,m2) ≥ 0, β(m1,m2) = β(m2,m1) ∀(m1,m2) ∈ R+ × R+, (3.1.10)

ϑ(m1,m2) ≥ 0, ϑ(m1,m2) = ϑ(m2,m1) ∀(m1,m2) ∈ R+ × R+. (3.1.11)
m∫

0

m′ϑ(m−m′,m′)dm′ ≤ 1 ∀m > 0. (3.1.12)

La nature des relations (3.1.10) et (3.1.11) est claire, tandis que l’inégalité (3.1.12) (qui

est équivalente à la seconde inégalité de (H2) de [25]) signifie que la somme de masse

des gouttelettes produites par les possibles fragmentations ne dépasse pas la masse de la

gouttelette qui éventuellement se fragmente.

Dans le présent travail, nous supposons en outre que

β(·, ·) ∈ C(R+ × R+), ϑ(·, ·) ∈ C(R+ × R+), (3.1.13)

sup
m,m′

ϑ(m,m′) ≤ C0, (3.1.14)

(m−m′)β(m−m′,m′) ≤ mβ(m,m′) pour 0 < m′ < m, (3.1.15)

qu’il existe des constantes α, µ, γ, r0, Kc et Kf telles que

1
2 < α < 1, µ > 0, 2α− 1 < γ < 1, r0 ≥ 2,

β(m,m′) ≤ Kc(mm′)α−1, (3.1.16)
r
2∫

0

mµ+1ϑ(m, r −m)dm ≥ Kfr
γ+µ ∀r ≥ r0, (3.1.17)

et que pour chaque m̃∗ il existe une constante C(m̃∗) dépendante de m̃∗ (croissante

comme fonction de m̃∗) telle que

sup
0<m,m′≤m̃∗

m

m′µ
β(m,m′) ≤ C(m̃∗). (3.1.18)

Pour la vitesse des gouttelettes u(m) nous supposons que

u(m) < 0 ∀m > 0. (3.1.19)
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3.2 Préliminaires

Maintenant nous introduisons le changement de variables ; nous transformons (m, z, t)

en (µ, q, τ) par les relations

µ = m, q = z − u(m)t, τ = t. (3.2.20)

Ce changement de variables transforme le domaine (m, z, t) ∈ R+×Π×R+ en { (µ, q, τ) ∈

R+ ×R×R+ | −A− τu(µ) < q < −τu(µ) }. Mais il nous sera commode de prolonger

le domaine en R+ ×R×R+, c’est-à-dire nous allons considérer aussi les points (µ, q, τ)

tels que q ≤ −A− τu(µ) ou q ≥ −τu(µ), en prolongeant par 0 la fonction σ(µ, q, τ) (et

aussi σε(µ, q, τ)) pour q ≤ −A− τu(µ) et pour q ≥ −τu(µ).

Remarquons que dans les nouvelles coordonnées (µ, q, τ) le point z ∈ Π à l’instant t,

point dans lequel la coagulation et la fragmentation peuvent se produire, se transforme en

une courbe

γz = { q = qz(µ′) |µ′ ∈ R+ }, qz(µ′) = z − u(µ′)τ.

Rappelons aussi les relations entre les dérivées

∂

∂t
= ∂

∂τ
− u(m) ∂

∂q
,

∂

∂z
= ∂

∂q
,

∂

∂m
= ∂

∂µ
. (3.2.21)

Cela étant, comme nous allons étudier l’équation (3.1.6) dans les coordonnées (µ, q, τ),

pour simplifier la notation, nous écrivonsm au lieu de µ et t au lieu de τ , c’est-à-dire nous

utilisons le changement de variables

m = m, q = z − u(m)t, t = t, (3.2.22)

avec les relations (3.2.21) réécrites avec (m, q, t).

On remarque que dans les coordonnées (m, q, t) les opérateurs Kt,z[σε, σε](m) et

Lt,z[σε](m) doivent avoir la forme

Kt,z[σε, σε](m) = Kt,z[σε, σε](m, q) = (3.2.23)
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= m

2

m∫
0

β(m−m′,m′)σε(m−m′, qz(m−m′), t)σε(m′, qz(m′), t)dm′+

−m
∞∫
0

β(m,m′)σε(m, qz(m), t)σε(m′, qz(m′), t)dm′ ≡

≡ Kt,z[σε(·, qz, t), σε(·, qz, t)](m),

Lt,z[σε](m) = Lt,z[σε](m, q) = (3.2.24)

= −m2

m∫
0

ϑ(m−m′,m′)σε(m, qz(m), t)dm′+

+m
∞∫
0

ϑ(m,m′)σε(m+m′, qz(m+m′), t)dm′ ≡ Lt,z[σε(·, qz, t)](m)

où

qz(m′) = q + (u(m)− u(m′))t. (3.2.25)

Il est utile de remarquer que qz(m) = q,

qz(m−m′) = q + (u(m)− u(m−m′))t.

Quant à la condition d’entrée (3.1.8), pour que nous puissions formuler l’équation

dans R+ × R× R+, nous allons l’écrire dans la forme du terme additif

σ∗1(m, t)δ− q
u(m)

(t)

au deuxième membre de l’équation ; ici δ− q
u(m)

(t) désigne le δ de Dirac translaté à t =

− q
u(m) . Il est clair que l’écriture avec δ de Dirac est une convention d’écriture dans une

forme différentielle dont le sens exact doit être conçu dans la forme intégrale ; nous allons

utiliser cette convention aussi dans la suite. D’autre part, nous traduisons le fait que nous

ne considérons pas σ(m, q, t) pour q ≤ −A− u(m)t comme la sortie des gouttelettes de

Π représentée par le terme additif

−σ(m, q, t)δ− q+A
u(m)

(t).
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Concernant la condition initiale, en prolongeant σ∗0(m, z) par 0 en dehors de Π, on

considère la condition

σ(m, q, 0) = σ∗0(m, q) pour (m, q) ∈ R+ × R (3.2.26)

(on rappelle que pour t = 0 on a q = z).

Avec les informations mentionnées ci-dessus, dans la suite nous allons étudier, au lieu

de l’équation (3.1.6), l’équation

∂

∂t
σ(m, q, t) = Kt,z[σε(·, qz, t), σε(·, qz, t)](m) + Lt,z[σε(·, qz, t)](m)+ (3.2.27)

+σ∗1(m, t)δ− q
u(m)

(t)− σ(m, q, t)δ− q+A
u(m)

(t), pour (m, q, t) ∈ R+ × R× R+,

qui doit être envisagée avec la condition initiale (3.2.26).

On rappelle une conséquence du changement de variables.

Lemme 3.2.1. Pour σ(·, ·, t) ∈ L1(R+ ×R), t ∈ R+, vérifiant la relation σ(m, q, t) = 0

pour q ≤ −A− tu(m) et pour q ≥ −tu(m), on a∫
R×R+

σ(m, q, t)dmdq =
0∫

−A

dz

∞∫
0

σ(m, qz(m), t)dm.

Démonstration. Comme qz(m) = q = z − u(m)t (voir (3.2.22) et (3.2.25)) et que

σ(m, q, t) = 0 pour q ≤ −A− tu(m) et pour q ≥ −tu(m), on a∫
R×R+

σ(m, q, t)dmdq =
∞∫
0

0∫
−A

σ(m, qz(m), t)dq
dz
dzdm =

0∫
−A

∞∫
0

σ(m, qz(m), t)dmdz.

Le lemme est démontré. �

3.3 Position des problèmes approchés

On va introduire une famille de problèmes approchés. Plus précisément, définissons

les fonctions βn(m,m′) et ϑn(m,m′) par
βn(m,m′) = β(m,m′)ψ1(m+m′ − n),

ϑn(m,m′) = ϑ(m,m′)ψ1(m+m′ − n),
(3.3.28)
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où ψ1(m) est une fonction de classe C∞(R+), décroissante et telle que

ψ1(r) =


1 pour r ≤ 0,

0 pour r ≥ 1.
(3.3.29)

En remplaçant β(m,m′) par βn(m,m′) et ϑ(m,m′) par ϑn(m,m′) dans l’équation (3.2.27)

et en désignant la fonction inconnue par σn au lieu de σ, on considère l’équation

∂

∂t
σn(m, q, t) = σ∗1n(m, t)δ− q

u(m)
(t)− σn(m, q, t)δ− q+A

u(m)
(t)+ (3.3.30)

+K [n]
t,z [σεn(·, qz, t), σεn(·, qz, t)](m) + L

[n]
t,z [σεn(·, qz, t)](m),

où K [n]
t,z [·, ·] et L[n]

t,z [·] sont définis comme dans la définition (3.2.23)-(3.2.24) de Kt,z[·, ·]

et Lt,z[·] avec le remplacement de β(·, ·) et ϑ(·, ·) par βn(·, ·) et ϑn(·, ·), et σεn est défi-

nie comme dans (3.1.3) à partir de σn. Pour la condition initiale (3.2.26) et la condition

d’entrée, nous posons

σn(m, q, 0) = σ∗0(m, q)ψ1(m+m′ − n), (3.3.31)

σ∗1n(m, t)δ− q
u(m)

(t) = σ∗1(m, t)δ− q
u(m)

(t)ψ1(m+m′ − n). (3.3.32)

On rappelle d’abord que les opérateurs K [n]
t,z et L[n]

t,z conservent la masse.

Lemme 3.3.1. Quel que soit σ(·, qz(·), t) ∈ L1(R+), on a∫
R+

K
[n]
t,z [σ(·, qz(·), t), σ(·, qz(·), t)](m)dm = 0, (3.3.33)

∫
R+

L
[n]
t,z [σ(·, qz(·), t)](m)dm = 0. (3.3.34)

Démonstration. Comme K [n]
t,z [·, ·] et L[n]

t,z [·] ne sont que les cas particuliers de Kt,z[·, ·] et

Lt,z[·] dans lesquels β(·, ·) et ϑ(·, ·) ont la forme βn(·, ·) et ϑn(·, ·), les égalités (3.3.33)

et (3.3.34) sont des résultats classiques bien connus (pour l’expression explicite de la

démonstration de (3.3.33), voir [4], [27] ; l’égalité (3.3.34) se démontre de manière ana-

logue). �

De ce lemme résulte immédiatement la propriété suivante.
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Lemme 3.3.2. Soit σ∗0(·, ·) ∈ L1(R+ × R) avec σ∗0(·, ·) ≥ 0. Si σn(·, ·, t) est la solution

de l’équation (3.3.30) avec la condition initiale (3.3.31), alors on a

‖σn(·, ·, t)‖L1(R+×R) = Σ0(t)−
∫
R+

−A−tu(m)∫
−A

σn(m, q,−q + A

u(m) )dqdm, (3.3.35)

où

Σ0(t) = ‖σ∗0(·, ·)‖L1(R+×R) +
∫
R+

−tu(m)∫
0

σ∗1n(m,− q

u(m))dqdm. (3.3.36)

Démonstration. On considère l’équation (3.3.30) exprimée sous forme intégrale. En l’in-

tégrant sur R×R+ par rapport à q et m et en utilisant les lemmes 3.2.1 et 3.3.1, on obtient

(3.3.35). �

Lemme 3.3.3. Si σn(·, ·, t) est la solution de l’équation (3.3.30) avec la condition initiale

(3.3.31) et si σεn est définie de la même manière que (3.1.3), alors on a

sup
−A≤z≤0

∫
R+

σεn(m, qz(m), t)dm ≤ K(t) <∞. (3.3.37)

où

K(t) = ηε(0)Σ0(t)

(ηε(·) et Σ0(t) sont définis dans (3.1.2) et (3.3.36) respectivement).

Démonstration. D’après (3.1.3), on a (en posant zq = q + u(m)t)

σεn(m, q, t) =
0∫

−A

ηε(zq − z′)σn(m, qz′(m), t)dz′ ≤ sup
ζ′∈R

ηε(ζ ′)
∫
R

σn(m, q′, t)dq′.

Par conséquent, compte tenu aussi de (3.1.2), on a

∫
R+

σεn(m, q, t)dm ≤ ηε(0)‖σn(·, ·, t)‖L1(R+×R),

ce qui, en vertu de (3.3.35), entraîne (3.3.37). �
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3.4 Existence et unicité de la solution du problème ap-

proché

Maintenant on va montrer l’existence et l’unicité de la solution σn du problème ap-

proché.

Proposition 3.4.1. L’équation (3.3.30) avec la condition (3.3.31) admet une solution

σn ∈ C(R+, L
1(R+ × R)) et une seule. En outre, on a

σn(m, q) = 0 pour m ≥ n+ 1. (3.4.38)

Démonstration. On rappelle d’abord que la condition (3.1.9) avec le prolongement de

σ∗0(·, ·) par 0 en dehors de Π implique que σ∗0(·, ·) ∈ L1(R+ × R) et que σ∗0(m, q) ≥ 0

pour tout (m, q) ∈ R+ × R. Pour résoudre le problème (3.3.30)-(3.3.31), on considère

(3.3.30) comme une équation différentielle ordinaire à valeurs dans l’espace de Banach

L1(R+ × R)
d

dt
σn(t) = F [n][σεn(t)] + ∆1(t)−∆2(t), (3.4.39)

où

F [n][σεn(t)](m, q) = K
[n]
t,z [σεn(·, qz, t), σεn(·, qz, t)](m) + L

[n]
t,z [σεn(·, qz, t)](m),

∆1(t)(m, q) = σ∗1n(m, t)δ− q
u(m)

(t),

∆2(t)(m, q) = σn(m, q, t)δ− q+A
u(m)

(t).

On remarque que, d’après la définition de βn, il existe une constantes c0(n), dépendante

de n telle que l’inégalité

m

2 βn(m−m′,m′) ≤ c0(n), ∀m ∈ R+,∀m′ ∈ ]0,m[ ,

soit vérifiée.

Pour examiner la condition de Lipschitz, nous considérons deux fonctions σ[1](m, qz(m))

et σ[2](m, qz(m)) comme fonction de (m, q) dans un ensemble bornée de L1(R+ × R).
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Comme la définition de qz(m) (voir (3.2.25)) contient implicitement t, à titre provisoire

fixons t. En outre, de manière analogue (voir (3.1.3)), nous définissons la fonction σε[i] à

partir de σ[i] (i = 1, 2) ; d’après la définition (3.1.3) on a σε[i] ∈ L1(R+ × R) et

sup
−A≤z≤0

∫
R+

σε(m, qz(m))dm ≤ K <∞, i = 1, 2 (3.4.40)

(K dépend de l’ensemble borné considéré). Alors on a, à l’aide du lemme 3.2.1,

‖K [n]
t,z [σε[1](·, qz), σε[1](·, qz)]−K [n]

t,z [σε[2](·, qz), σε[2](·, qz)]‖L1(R+×R) ≤

≤ c0(n)
0∫

−A

dz

∞∫
0

m∫
0

∣∣∣σε[1](m′, qz(m′))
∣∣∣×

×
∣∣∣σε[1](m−m′, qz(m−m′))− σε[2](m−m′, qz(m−m′))

∣∣∣dm′dm+

+c0(n)
0∫

−A

dz

∞∫
0

m∫
0

∣∣∣σε[2](m−m′, qz(m−m′))
∣∣∣∣∣∣σε[1](m′, qz(m′))−σε[2](m′, qz(m′))

∣∣∣dm′dm+

+c0(n)
0∫

−A

dz

∞∫
0

∞∫
0

∣∣∣σε[1](m, qz(m))
∣∣∣∣∣∣σε[1](m′, qz(m′))− σε[2](m′, qz(m′))

∣∣∣dm′dm+

+c0(n)
0∫

−A

dz

∞∫
0

∞∫
0

∣∣∣σε[2](m′, qz(m′))
∣∣∣∣∣∣σε[1](m, qz(m))− σε[2](m, qz(m))

∣∣∣dm′dm.
En ce qui concerne le terme de fragmentation (voir la définition (3.2.24)), on remarque

qu’avec le changement de variables m′′ = m+m′, on a

0∫
−A

dz

∞∫
0

∞∫
0

mϑ(m,m′)σε(m+m′, qz(m+m′))dm′dm =

=
0∫

−A

dz

∞∫
0

m∫
0

(m−m′)ϑ(m−m′,m′)σε(m, qz(m))dm′dm,

donc compte tenu de la condition (3.1.12), on déduit que

‖L[n]
t,z [σε[1](·, qz)]− L[n]

t,z [σε[2](·, qz)]‖L1(R+×R) ≤

≤ 2
0∫

−A

dz

∞∫
0

∣∣∣σε[1](m, qz(m))− σε[2](m, qz(m))
∣∣∣dm.
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En vertu de l’inégalité (3.4.40) et de l’inégalité

‖σε[1] − σε[2]‖L1(R+×R) ≤ ‖σ[1] − σ[2]‖L1(R+×R),

on déduit que

‖K [n]
t,z [σε[1](·, qz), σε[1](·, qz)]−K [n]

t,z [σε[2](·, qz), σε[2](·, qz)]‖L1(R+×R) ≤

≤ 4Kc0(n)‖σ[1] − σ[2]
n ‖L1(R+×R),

‖L[n]
t,z [σε[1](·, qz)]− L[n]

t,z [σε[2](·, qz)]‖L1(R+×R) ≤ 2‖σ[1] − σ[2]‖L1(R+×R).

De ces inégalités on déduit que F [n][σε] vérifie localement la condition de Lipschitz dans

la topologie de L1(R+ × R) pour t ∈ R+ choisi.

La condition de Lipschitz locale pour chaque t fixé étant démontrée, en utilisant

(3.3.37) et le raisonnement pour (3.4.40), on peut prolonger la solution (en répétant l’ap-

plication de la condition de Lipschitz locale) pour tout t ∈ R+, c’est-à-dire on a mon-

tré que l’équation (3.3.30) avec la condition (3.3.31) admet une solution σn(·, ·, t) ∈

L1(R+ × R), t ≥ 0, et une seule ; la continuité en t dans la topologie de L1(R+ × R)

résulte de (3.4.39).

A la fin, on remarque que, en vertu des conditions (3.3.28), (3.3.31), (3.3.32), pour

m ≥ n+ 1 l’équation (3.3.30) se réduit à

∂

∂t
σn(m, q, t) = −σn(m, q, t)δ− q+A

u(m)
(t),

ce qui nous donne (3.4.38). �

3.5 Estimation du “moment” µ des solutions approchées

Maintenant, en utilisant l’idée des travaux [1], [10], on va démontrer que le moment à

l’ordre µ > 0 des solutions approchées est borné. On définit d’abord le moment à l’ordre
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µ de σ = σ(m, qz, t) par
0∫

−A

‖σz(t)‖µdz,

où

‖σz(t)‖µ = ‖σz‖µ =
∞∫
0

mµσ(m, qz(m), t)dm (qz(m) = z − u(m)t).

Avant de donner l’estimation du moment µ, nous allons rappeler quelques propriétés

préliminaires. Soit σ ∈ L1(R+) telle que σ(m) ≥ 0 pour tout m ∈ R+. Pour λ ≥ 0, on

définit

‖σ‖λ =
∞∫
0

mλσ(m)dm.

Lemme 3.5.1. Pour tout λ < β < δ, on a

‖σ‖δ−λβ ≤ ‖σ‖δ−βλ ‖σ‖
β−λ
δ . (3.5.41)

Pour la démonstration, voir [9].

Lemme 3.5.2. Soit ν ≥ 1.

i) Il existe une constante Cν > 0 telle que

(m+m′)[(m+m′)ν −mν −m′ν ] ≤ Cν(mνm′ +mm′ν), (3.5.42)

ii) Pour 1 ≤ m ≤ r
2 , r ≥ r0 ≥ 2, on a

rν −mν − (r −m)ν ≥ (2ν − 2)mν . (3.5.43)

Pour la démonstration, voir [8].

Lemme 3.5.3. Soit σn la solution de l’équation (3.3.30) avec la condition (3.3.31). Alors

on a
n+1∫
0

mµ ∂

∂t
σn(m, q, t)dm = 1

2

∫
m+m′≤n+1

(
(m+m′)µ+1 −mµ+1 −m′µ+1

)
× (3.5.44)

×
(
βn(m,m′)σεn(m, qz(m), t)σεn(m′, qz(m′), t)−ϑn(m,m′)σεn(m+m′, qz(m+m′), t)

)
dm′dm+

+
n+1∫
0

mµσ∗1n(m, t)δ− q
u(m)

(t)dm−
n+1∫
0

mµσn(m, q, t)δ− q+A
u(m)

(t)dm.



CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE SOLUTIONS ... DE TYPE RAYON POSITIF 63

Démonstration. On considère

n+1∫
0

mµK
[n]
t,z [σεn(·, qz, t), σεn(·, qz, t)](m)dm+

n+1∫
0

mµL
[n]
t,z [σεn(·, qz, t)](m)dm = (3.5.45)

= I1 − I2 − J1 + J2,

où

I1 =
n+1∫
0

mµm

2

m∫
0

βn(m−m′,m′)σεn(m−m′, qz(m−m′), t)σεn(m′, qz(m′), t)dm′dm,

I2 =
n+1∫
0

mµm

n−m+1∫
0

βn(m,m′)σεn(m, qz(m), t)σεn(m′, qz(m′), t)dm′dm,

J1 =
n+1∫
0

mµm

2

m∫
0

ϑn(m−m′,m′)σεn(m, q, t)dm′dm,

J2 =
n+1∫
0

mµm

n−m+1∫
0

ϑn(m,m′)σεn(m+m′, qz(m+m′), t)dm′dm.

On remarque que, si on fait le changement de variables m′′ = m −m′, I1 et J1 se trans-

forment en

I1 =
∫

0≤m′+m′′≤n+1

(m′+m′′)µm
′ +m′′

2 βn(m′,m′′)σεn(m′, qz(m′), t)σεn(m′′, qz(m′′), t)dm′dm′′,

J1 =
∫

0≤m′+m′′≤n+1

(m′+m′′)µm
′ +m′′

2 ϑn(m′,m′′)σεn(m′+m′′, qz(m′+m′′), t)dm′dm′′.

En faisant la somme de I1 − I2 − J1 + J2 et en rappelant (3.5.45) et (3.3.30), on obtient

(3.5.44). �

Lemme 3.5.4. Il existe une fonction croissante K1(t) indépendante de n telle que pour

tout t > 0 on ait
0∫

−A

‖σn,z(t)‖µdz ≤ K1(t). (3.5.46)
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Démonstration. Rappelons d’abord que, si les conditions (3.1.16) et (3.1.17) sont véri-

fiées, alors les relations (3.3.28) impliquent que

βn(m,m′) ≤ Kc(mm′)α−1, (3.5.47)

r
2∫

0

mµ+1ϑn(m, r −m)dm ≥ Kf (r − 1)γ+µ ∀r0 ≤ r ≤ n+ 1. (3.5.48)

D’après le lemme 3.5.3, on a

d

dt

0∫
−A

‖σn,z‖µdz =
0∫

−A

1
2

∫
m+m′≤n+1

(Q1 −Q2)dm′dmdz+ (3.5.49)

+
n+1∫
0

−tu(m)∫
0

mµσ∗1n(m,− q

u(m))dqdm−
n+1∫
0

−A−tu(m)∫
−A

mµσn(m, q,−q + A

u(m) )dqdm

où

Q1 =
(
(m+m′)µ+1 −mµ+1 −m′µ+1

)
βn(m,m′)σεn(m, qz(m), t)σεn(m′, qz(m′), t)

Q2 =
(
(m+m′)µ+1 −mµ+1 −m′µ+1

)
ϑn(m,m′)σεn(m+m′, qz(m+m′), t).

On remarque que, en vertu de (3.5.42) et de (3.5.47), il existe une constante C̃ telle que

(
(m+m′)µ+1 −mµ+1 −m′µ+1

)
βn(m,m′) ≤ C̃

2
(
mµ+α−1m′α +mαm′µ+α−1

)
.

Donc, compte tenu de la symétrie entre m et m′ et de lemme 3.5.1, on a pour µ > α

0∫
−A

1
2

∫
m+m′≤n+1

Q1dm
′dmdz ≤ (3.5.50)

≤
0∫

−A

C̃
∫

m+m′≤n+1

mµ+α−1m′ασεn(m, qz(m), t)σεn(m′, qz(m′), t)dm′dmdz ≤

≤ C̃

0∫
−A

‖σεn,z‖α‖σεn,z‖µ+α−1dz ≤ C1

0∫
−A

‖σεn,z‖α1
µ dz,

où C1 = C̃‖σεn,z‖
µ−2α
µ

0 , α1 = 1 + 2α−1
µ

sont des constantes.
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Passons maintenant à l’étude de Q2. En utilisant les inégalités (3.5.43), (3.5.48) et le

changement de variables r = m+m′ on a

0∫
−A

1
2

∫
m+m′≤n+1

Q2dm
′dmdz ≥

≥
0∫

−A

1
2

n+1∫
2

r−m∫
0

(
rµ+1 −mµ+1 − (r −m)µ+1

)
ϑn(m, r −m)σεn(r, qz(r), t))drdmdz

≥
0∫

−A

1
2

n+1∫
2

r
2∫

0

(2µ+1 − 2)mµ+1ϑn(m, r −m)σεn(r, qz(r), t)drdmdz

≥
0∫

−A

(2µ − 1)Kf (µ)
n+1∫
2

(r − 1)γ+µσεn(r, qz(r), t)drdz

≥ (2µ − 1)Kf (µ)
2γ+µ

[ 0∫
−A

n+1∫
0

rγ+µσεn(r, qz(r), t)drdz −
0∫

−A

2∫
0

rγ+µσεn(r, qz(r), t)drdz
]

≥ (2µ − 1)Kf (µ)
2γ+µ

[ 0∫
−A

‖σεn,z‖γ+µdz − 2γ+µK(t)A
]

=

= (2µ − 1)Kf (µ)
2γ+µC

0∫
−A

‖σεn,z‖γ+µCdz − (2µ − 1)Kf (µ)K(t)A.

Donc, compte tenu du lemme 3.5.1, on a

0∫
−A

1
2

∫
m+m′≤n+1

Q2dm
′dmdz ≥ C3

0∫
−A

‖σεn,z‖α2
µ dz − C2, (3.5.51)

où C3 = (2µ−1)Kf (µ)
2γ+µC

, α2 = 1 + γ
µ

et C2 = (2µ − 1)Kf (µ)K(t)A.

En substituant (3.5.50) et (3.5.51) dans (3.5.49), on obtient pour µ > α

d

dt

0∫
−A

‖σn,z‖µdz ≤ C1

0∫
−A

‖σεn,z‖α1
µ dz − C3

0∫
−A

‖σεn,z‖α2
µ dz + C2 (3.5.52)

+
n+1∫
0

−tu(m)∫
0

mµσ∗1n(m,− q

u(m))dqdm−
n+1∫
0

−A−tu(m)∫
−A

mµσn(m, q,−q + A

u(m) )dqdm.
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Comme 0 < α1 < α2, on a

0∫
−A

‖σεn,z‖α1
µ dz ≤ (

0∫
−A

(‖σεn,z‖α1
µ )

α2
α1 dz)

α1
α2 (

0∫
−A

1dz)
α2−α1
α2 = A

α2−α1
α2 (

0∫
−A

‖σεn,z‖α2
µ dz)

α1
α2

ou

(
0∫

−A

‖σεn,z‖α1
µ dz)

α2
α1 ≤ A

α2−α1
α1

0∫
−A

‖σεn,z‖α2
µ dz.

Par conséquent, on a

d

dt

0∫
−A

‖σn,z‖µdz ≤ C1

0∫
−A

‖σεn,z‖α1
µ dz −

C3

A
α2−α1
α1

(
0∫

−A

‖σεn,z‖α1
µ dz)

α2
α1 + C2+ (3.5.53)

+
n+1∫
0

−tu(m)∫
0

mµσ∗1n(m,− q

u(m))dqdm−
n+1∫
0

−A−tu(m)∫
−A

mµσn(m, q,−q + A

u(m) )dqdm.

On remarque que α2
α1
> 1 et que donc

sup
r>0

[
C1r −

C3

A
α2−α1
α1

r
α2
α1

]
≡ C4 <∞.

Donc, si on pose

K1(t) =
0∫

−A

‖σn,z(0)‖µdz +
t∫

0

[G(t′) + C4]dt′ (3.5.54)

avec

G(t) = C2 +
n+1∫
0

−tu(m)∫
0

mµσ∗1n(m,− q

u(m))dqdm,

alors de l’inégalité (3.5.53) on déduit immédiatement que la fonction K1(t) vérifie l’in-

égalité (3.5.46). �

Du lemme 3.3.3 et lemme 3.5.4 résulte immédiatement le lemme suivant

Lemme 3.5.5. Si σn(·, ·, t) est la solution de l’équation (3.3.30) avec la condition initiale

(3.3.31) et si σεn est définie de la même manière que (3.1.3), alors on a

sup
−A≤z≤0

∫
R+

mµσεn(m, qz(m), t)dm ≤ K0(t) <∞, (3.5.55)
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où

K0(t) = ηε(0)
0∫

−A

‖σn,z(t)‖µdz = ηε(0)K1(t).

(ηε(·) et K1(t) sont définis dans (3.1.2) et (3.5.54) respectivement).

Démonstration. Le lemme se démontre de manière analogue au lemme 3.3.3. Plus pré-

cisément, il suffit de multiplier (3.1.3) par mµ et de l’intégrer sur R+ par rapport à m, de

sorte que, en utilisant le lemme 3.5.4, on obtient (3.5.55). �

3.6 Estimation des solutions approchées dans L∞

Pour estimer les solutions approchées dans la norme de L∞(R+ × R), nous adoptons

l’idée du principe du maximum utilisé par Galkin [19] et Dubovskii [13], en le générali-

sant légèrement. On a le lemme suivant.

Lemme 3.6.1. Soit Ω un ouvert de Rn. Soit u(x, t) une fonction non négative, continue

dans Ω × [0, t1] et admettant la dérivée partielle ∂tu(x, t) pour tout (x, t) ∈ Ω×]0, t1[.

On suppose que pour tout t ∈ [0, t1] il existe au moins un point x ∈ Ω tel que

u(x, t) ≥ u(x, t) ∀x ∈ Ω, (3.6.56)

et que, pour tout t ∈ [0, t1], au point x on a

∂tu(x, t) ≤ b(t) + ku(x, t) (b(t) ≥ 0). (3.6.57)

Alors on a

u(x, t) ≤ a exp(kt) +
t∫

0

b(s) exp k(t− s)ds ≡ A(t) ∀(x, t) ∈ Ω× ]0, t1[ , (3.6.58)

où

a = max
x∈Ω

u(x, 0).
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Démonstration. On utilise l’idée de Galkin, qui démontre le lemme dans le cas où b(t) =

0 et k = 0.

On va démontrer (3.6.58) par absurde. Pour cela, pour chaque ε > 0 on pose

aε = max
x∈Ω

u(x, 0) + ε = a+ ε,

Aε(t) = aε exp((k + ε)t) +
t∫

0

b(s) exp((k + ε)(t− s))ds,

Uε(x, t) = u(x, t)
Aε(t)

.

On suppose qu’il existe un (x, t) ∈ Ω × [0, t1] tel que u(x, t) > Aε(t). Alors il existerait

un t̃ ∈ [0, t1] tel que

t̃ = min{t > 0 | max
x∈Ω

Uε(x, t) ≥ 1}. (3.6.59)

D’après notre hypothèse (voir (3.6.56) ) il existerait un point x ∈ Ω tel que

u(x, t̃) ≥ u(x, t̃), ∀x ∈ Ω.

On a évidemment

Uε(x, t̃) ≥ Uε(x, t̃) ∀x ∈ Ω.

De la définition de Uε(x, t̃), de Aε et de l’hypothèse (3.6.57) on a

∂tUε(x, t̃) = 1
(Aε(t̃))2

[
∂t̃u(x, t̃)Aε(t̃)− u(x, t̃)∂t̃Aε(t̃)

]
≤

≤ 1
(Aε(t̃))2 [(b(t̃) + ku(x, t̃))Aε(t̃)− u(x, t̃)((k + ε)Aε(t̃) + b(t̃))].

Comme Uε(x, t̃) = u(x,̃t)
Aε (̃t)

= 1, on obtient

∂tUε(x, t̃) ≤
1

(Aε(t̃))2 [b(t̃)Aε(t̃) + ku(x, t̃)Aε(t̃)− ku(x, t̃)Aε(t̃)+

− εu(x, t̃)Aε(t̃)− b(t̃)u(x, t̃)

= 1
(Aε(t̃))2 [b(t̃)Aε(t̃) + kAε(t̃)2 − kAε(t̃)2 − εAε(t̃)2 − b(t̃)Aε(t̃)



CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE SOLUTIONS ... DE TYPE RAYON POSITIF 69

= 1
(Aε(t̃))2 (−εAε(t̃)2) = −ε < 0.

Donc il existe un point (x, t̃′) ∈ Ω× ]0, t̃[ (c’est-à-dire t̃′ < t̃) tel que

Uε(x, t̃′) > 1,

ce qui contredit la définition (3.6.59) de t̃, c’est-à-dire t̃ n’existe pas. Par conséquent on a

Uε(x, t) ≤ 1 ∀(x, t) ∈ Ω× [0, t1].

C’est-à-dire, on a

u(x, t) ≤ Aε(t).

Comme cette inégalité est valable pour tout ε > 0, en passant à la limite pour ε → 0, on

obtient l’inégalité

u(x, t) ≤ A(t) ∀(x, t) ∈ Ω× ]0, t1[ .

Le lemme est démontré. �

Maintenant on va montrer que σn(m, q, t) est localement bornée.

Lemme 3.6.2. Il existe une fonction C(m̃∗; t) continue en (m̃∗, t) ∈ R+ × R+ et telle

que pour tout n ≥ m̃∗ on ait

sup
0<m≤m̃∗,q∈R

σn(m, q, t) ≤ C(m̃∗; t), (3.6.60)

où σn(m, q, t) est la solution de l’équation (3.3.30) (avec (3.3.32)) avec la condition ini-

tiale (3.3.31).

Démonstration. Pour chaque m̃∗ > 0 on définit la fonction ψm̃∗(m) par

ψm̃∗(m) = ψ0(m− m̃∗), ψ0(r) =


1 si r ≤ 0,

0 si r > 0.
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Soit t ≥ 0 et soit (m, q) le point de maximum de la fonction ψm̃∗(m)σn(m,qz ,t)
m

pour t ≥ 0

et n ≥ m̃∗ choisis, c’est-à-dire

ψm̃∗(m)σn(m, qz, t)
m

= max
0<m≤m̃∗,q∈R

ψm̃∗(m)σn(m, qz, t)
m

. (3.6.61)

En rappelant les définitions des opérateurs de coagulation et de fragmentation (voir (3.2.23)

et (3.2.24)), on a

ψm̃∗(m) ∂
∂t

σn(m, q, t)
m

≤ (3.6.62)

≤ 1
2

m∫
0

[
βn(m−m′,m′)ψm̃∗(m)σεn(m−m′, qz(m−m′), t)+

−βn(m,m′)ψm̃∗(m)σεn(m, qz(m), t)
]
σεn(m′, qz(m′), t)dm′+

−1
2

m̃∗∫
m

βn(m,m′)ψm̃∗(m)σεn(m, qz(m), t)σεn(m′, qz(m′), t)dm′+

−1
2

m̃∗∫
0

βn(m,m′)ψm̃∗(m)σεn(m, qz(m), t)σεn(m′, qz(m′), t)dm′+

+
m̃∗∫
0

ϑn(m,m′)ψm̃∗(m)σεn(m+m′, qz(m+m′), t)dm′+

−
m∫

0

ϑn(m−m′,m′)ψm̃∗(m)σεn(m, qz(m), t)dm′+

+ψm̃∗(m)σ
∗
1n(m, t)
m

δ− q
u(m)

(t)− ψm̃∗(m)σn(m, q, t)
m

δ− q+A
u(m)

(t).

Examinons le signe du terme

D = 1
2

m∫
0

[
βn(m−m′,m′)ψm̃∗(m)σεn(m−m′, qz(m−m′), t)+

−βn(m,m′)ψm̃∗(m)σεn(m, qz(m), t)
]
σεn(m′, qz(m′), t)dm′.

On remarque d’abord que D peut être écrit dans la forme

D = 1
2

m∫
0

[
(m−m′)βn(m−m′,m′)ψm̃∗(m)σ

ε
n(m−m′, qz(m−m′), t)

m−m′
+
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−mβn(m,m′)ψm̃∗(m)σ
ε
n(m, qz(m), t)

m

]
σεn(m′, qz(m′), t)dm′

= 1
2

m∫
0

[
(m−m′)βn(m−m′,m′)ψm̃∗(m)σ

ε
n(m−m′, qz(m−m′), t)

m−m′
+

−mβn(m,m′)ψm̃∗(m)σn(m, qz(m), t)
m

]
σεn(m′, qz(m′), t)dm′+

+1
2

m∫
0

mβn(m,m′)ψm̃∗(m)
[
σn(m, qz(m), t)

m
− σεn(m, qz(m), t)

m

]
σεn(m′, qz(m′), t)dm′.

Or, la relation (3.1.15), la définition (3.1.3) et l’inégalité

σn(m−m′, qz(m−m′), t)
m−m′

≤ σn(m, qz(m), t)
m

pour 0 ≤ m′ ≤ m ≤ m̃∗, q ∈ R,

(3.6.63)

impliquent que

D ≤ 1
2

m∫
0

mβn(m,m′)ψm̃∗(m)
[
σn(m, qz(m), t)

m
−σ

ε
n(m, qz(m), t)

m

]
σεn(m′, qz(m′), t)dm′.

A l’aide de cette dernière relation, en négligeant les termes négatifs dans (3.6.62), on

obtient

ψm̃∗(m) ∂
∂t

σn(m, q, t)
m

≤

≤ 1
2

m∫
0

mβn(m,m′)ψm̃∗(m)σn(m, qz(m), t)
m

σεn(m′, qz(m′), t)dm′+

+
m̃∗∫
0

ϑn(m,m′)σεn(m+m′, qz(m+m′), t)dm′ + ψm̃∗(m)σ
∗
1n(m, t)
m

δ− q
u(m)

(t) =

= 1
2

m∫
0

m

m′µ
βn(m,m′)ψm̃∗(m)σn(m, qz(m), t)

m
m′µσεn(m′, qz(m′), t)dm′+

+
m̃∗∫
0

ϑn(m,m′)σεn(m+m′, qz(m+m′), t)dm′ + ψm̃∗(m)σ
∗
1n(m, t)
m

δ− q
u(m)

(t).

Les relation (3.1.18), (3.1.14), (3.3.37) et (3.5.55) impliquent que

ψm̃∗(m) ∂
∂t

σn(m, q, t)
m

≤
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≤ (C0K(t) + ψm̃∗(m)σ
∗
1n(m, t)
m

δ− q
u(m)

(t)) + C(m̃∗)
2 K0(t)ψm̃∗(m)σn(m, q, t)

m
.

Donc, d’après le lemme du principe de maximum cité ci-dessus (lemme 3.6.1), on a

σn(m, q, t)
m

≤ max
m′,q

σ∗0(m′, q)
m′

e
C(m̃∗)

2 suptK0(t)t+ (3.6.64)

+
t∫

0

(C0K(s) + sup
m′

σ∗1n(m′, t)
m′

δ− q
u(m)

(s))e
C(m̃∗)

2 suptK0(t)(t−s)ds.

Comme le second membre de (3.6.64) ne dépend que de m̃∗ et de t, on peut le noter
C(m̃∗;t)
m̃∗

, ce qui implique (3.6.60). Le lemme est démontré. �

3.7 Convergence faible des solutions approchées

Démontrons d’abord une propriété supplémentaire de la conservation de la masse.

Lemme 3.7.1. Pour chaque ε > 0, il existe une fonction m∗ε(t) telle qu’on ait

0∫
−A

∞∫
0

ψ̃m∗ε(m)σn(m, qz, t)dmdz ≥ Σ0(t)−
∫
R+

−A−tu(m)∫
−A

σn(m, q,−q + A

u(m) )dqdm− ε

(3.7.65)

où Σ0(t) est la fonction définie dans (3.3.36) et ψ̃m∗ε(·) est la fonction définie par

ψ̃m∗ε(m) = ψ1(m−m∗ε(t)),

ψ1(·) étant la fonction introduite dans (3.3.28)–(3.3.29).

Démonstration. On pose

Σn(m∗, z) =
0∫

−A

∞∫
m∗

σn(m, qz, t)dmdz. (3.7.66)

Alors, en utilisant la fonction K1(t) introduite dans le lemme 3.5.4, on a

K1(t) ≥
0∫

−A

‖σn,z(t)‖µdz ≥
0∫

−A

∞∫
m∗

mµσn(m, qz, t)dmdz ≥ m∗µΣn(m∗, z),
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d’où

Σn(m∗, z) ≤ K1(t)
m∗µ

.

En prenant m∗ε(t) = (K1(t)
ε

)
1
µ , on a

ε = K1(t)
(m∗ε(t))µ

≥ Σn(m∗, z). (3.7.67)

De cette inégalité, compte tenu de (3.7.66), on déduit l’inégalité (3.7.65). �

Enfin nous obtenons la convergence d’une sous-suite de solutions approchées.

Proposition 3.7.1. Soit {σn}∞n=1 la suite des solutions de l’équation approchée (3.3.30)

(avec (3.3.32)) avec la condition initiale (3.3.31). Sous les conditions mentionnées dans

la section 2, il existe une sous-suite {σnk}∞k=1 de {σn}∞n=1 et un σ ∈ L∞loc(R+, L
1(R+×Π))

tels que

1) pour tout t̄ > 0, σnk ⇀ σ dans L1(R+ × Π×]0, t̄[),

2) pour tout t̄ > 0, ‖σnk(·, ·, t)‖L1(R+×Π) ⇀
∗ ‖σ(·, ·, t)‖L1(R+×Π) dans L∞(0, t̄),

3) pour tout m∗ > 0 et pour tout t̄ > 0, σnk ⇀∗ σ dans L∞(]0,m∗[×Π×]0, t̄[),

4) pour tout ε > 0 il existe une fonction m∗ε(t) telle que, pour presque tout t, on ait

0∫
−A

∞∫
0

ψ̃m∗ε(m)σ(m, qz, t)dmdz ≥ ‖σ(·, ·, t)‖L1(R+×Π) − ε (3.7.68)

(la fonction ψ̃m∗ε(m) est définie comme dans le lemme 3.7.1).

Démonstration. Le lemme 3.6.2 implique immédiatement qu’il existe une sous-suite de

{σn}∞n=1 convergente faiblement-∗ dans L∞(]0,m∗[×Π×]0, t̄[) pour tout m∗ > 0.

D’autre part, d’après le lemme 3.3.2 la norme dans L∞(0, t̄;L1(R+ × Π)) des fonc-

tions σn est uniformément bornée. Donc, compte tenu de la conséquence du lemme

3.6.2, on peut extraire une sous-suite de {σn}∞n=1 qui converge faiblement dans L1(R+ ×
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Π× ]0, t̄[ ) vers une fonction appartenant à L1(R+ × Π× ]0, t̄[ ) et aussi une sous-suite de

{‖σn(·, ·, t)‖L1(R+×Π)}∞n=1 qui converge faiblement-∗ dans L∞(0, t̄).

Soit t̄ > 0. On pose εq = 1
q

pour q ∈ N\{0}. Comme

0∫
−A

∞∫
0

ψ̃m∗εq (m)σn(m, qz, t)dmdz ≤ ‖σn(·, ·, t)‖L1(R+×Π),

de la suite {σn}∞n=1 on peut extraire une sous-suite telle que, pour tout εq, q ∈ N\{0},

le premier membre de cette inégalité considéré comme fonction de t ∈ [0, t̄] converge

faiblement-∗ dans L∞(0, t̄). D’autre part on a

∫
R+

−A−tu(m)∫
−A

σn(m, q,−q + A

u(m) )dqdm = Σ0(t)− ‖σn(·, ·, t)‖L1(R+×Π).

Donc, en substituant cette égalité dans (3.7.65) et en passant à la limite dans la sous-suite

extraite, on peut obtenir (3.7.68).

Cela étant, de manière usuelle, de ces procédés d’extraction de sous-suite convergente

on peut construire une sous-suite {σnk}∞k=1 de {σn}∞n=1 et un σ ∈ L∞loc(R+, L
1(R+ × Π))

qui vérifient les conditions 1), 2), 3) et 4), ce qui achève la démonstration de la proposition

3.7.1. �

On remarque que, si on interprète Σ0(t)−‖σ(·, ·, t)‖L1(R+×Π) comme la sortie de l’eau

liquide de Π, qui serait représentée par

∫
R+

−A−tu(m)∫
−A

σ(m, q,−q + A

u(m) )dqdm,

l’inégalité (3.7.68) est une forme faible de l’inégalité

0∫
−A

∞∫
0

ψ̃m∗ε(m)σ(m, qz, t)dmdz ≥ Σ0(t)−
∫
R+

−A−tu(m)∫
−A

σ(m, q,−q + A

u(m) )dqdm− ε

et peut être interprétée comme absence de fuite de la masse vers l’infini en temps fini.



PERSPECTIVES ET CONCLUSION
Perspectives et conclusion

I Perspectives

La limite σ de la suite {σnk}∞k=1, limite obtenue dans la proposition 3.7.1, est, il est

clair, la candidate naturelle pour être une solution faible de notre équation (3.2.27). Pour

démontrer qu’elle l’est effectivement, il faudra procéder par le passage à la limite dans

l’équation. Toutefois, à cause de la non-linéarité de l’opérateur de coagulation Kt,z[·, ·],

il nous faudra trouver un autre outil technique pour passer à la limite. Mais, comme nous

l’avons vu dans la proposition 3.7.1, la limite σ de la suite {σnk}∞k=1 que nous construit

dans la proposition 3.7.1 jouit de plusieurs propriétés que nous pouvons considérer utiles.

Ceci nous donne une bonne perspective de notre recherche.

Nous devrons retourner aussi à l’équation (2.1.2), ou sa forme transformée (2.2.22),

et examiner les difficultés observées dans l’étude de cette équation à la lumière de notre

étude de l’équation (3.2.27), ce qui pourra nous suggérer de nouvelles conditions ou nou-

velles variantes à proposer et éventuellement de nouvelles méthodes pour améliorer les

résultats existants sur l’équation de coagulation et de fragmentation de gouttelettes en

déplacement.

75
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II Conclusion

Dans la présente thèse nous avons présenté deux études sur l’équation de coagulation

et de fragmentation des gouttelettes en chute : une solution locale avec une méthode ins-

pirée à celle de Melzak [25] (en utilisant les fonctions analytiques) et une convergence

de solutions approchées avec un élargissement de la position des gouttelettes. Avec ces

études nous avons proposé des approches alternatives au résultat de Dubovskii [13] et à

d’autres travaux (comme une étude d’une équation similaire [6]).

Pour proposer nos méthodes alternatives, nous avons fait nos efforts pour que les

conditions soient naturelles du point de vue physique. Même si les difficultés restent et on

n’est pas en mesure de clarifier tous les aspects de cette équation, nous pouvons croire que

nos études ont offert des outils utiles pour les ultérieures investigations sur la description

mathématique des processus de coagulation et de fragmentation des gouttelettes qui se

déplacent dans un milieu naturel comme l’atmosphère.
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