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Résumé

L’objectif de cette thèse est de construire un nouveau processus numérique pour l’ap-

proximation de la solution d’une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde es-

pèce. Nous construisons une généralisation des méthodes itératives stationnaires de Jacobi

et Gauss-Seidel adaptées aux systèmes d’opérateurs linéaires bornés, cette approche est

arrivée meilleur comparée aux techniques classiques.

Mots clés : Équations intégrales de Fredholm de deuxième espèce, large intervalle d’in-

tégration, noyau régulier, noyau faiblement singulier, méthode de Jacobi, méthode de

Gauss-Seidel, matrice d’opérateurs, méthode de Nyström, méthode d’intégration produit

(product integration).



Abstract

The objective of this thesis is to build a new numerical process to approach the so-

lution of a linear Fredholm integral equation of the second kind. We build a generaliza-

tion of the stationary iterative methods of Jacobi and Gauss-Seidel adapted to the linear

bounded operators systems, this approach arrived better compared with the conventional

techniques.

Key words : Fredholm integral equations of the second kind, great integration interval,

regular kernel, weakly singular kernel, Jacobi method, Gauss-Seidel method, bounded

operators matrix, Nyström method, product integration method.
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INTRODUCTION
Introduction

Les équations intégrales présentent un grand intérêt scientifique, elles sont parmi les

branches les plus importantes en mathématiques, il est connu qu’elles touchent divers do-

maines des mathématiques appliquées et de la physique [1]. En effet, la plus part des mo-

dèles construits à partir des problèmes physiques d’ingénierie et de biologie, sont mieux

traités lorsqu’ils sont présentés sous la forme d’équations intégrales. D’autre part, avec

l’avantage des machines de calcul numérique, notamment les ordinateurs, les méthodes

de résolution numérique des équations intégrales jouent un rôle très important. Vu que

ce genre d’équations est très bien conditionné à l’approximation numérique. Ces mé-

thodes sont devenues aujourd’hui, un outil essentiel pour l’investigation des différents

problèmes fondamentaux scientifiques qui sont difficiles, à savoir impossible à résoudre

dans le passé.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la résolution numérique des équations in-

tégrales linéaires de Fredholm de deuxième espèce régulières ou faiblement singulières,

définies sur un intervalle de longueur très grand. Nous pouvons écrire ces dernières équa-

tions sous sa forme usuelle par :

Trouver u tel que : ∀t ∈ [0, τ ], λu(t) =
τ∫

0

k(t, s)u(s)ds+ f(t), τ � 1,

où, k(t, s) est une fonction régulière ou faiblement singulière. La difficulté de l’approxi-

mation des solutions de ces équations, est accrue par la présence d’un très grand paramètre
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Introduction 2

d’intégration.

Ce type d’équation intervient fortement dans la résolution du problème de transfert

radiatif en physique [2], et plus particulièrement dans la modélisation des atmosphères

stellaires, où nous pouvons modéliser le problème physique sous forme d’équation inté-

grale de Fredholm de second espèce à noyau de convolution faiblement singulier défini

sur un grand intervalle. La théorie de cette équation a été développée en détail dans [3].

Cette équation a été étudié numériquement par plusieurs mathématiciens [3–5] : Dans ces

travaux, les auteurs ont proposé une technique en utilisant la propriété de la décroissance

très rapide du noyau de cette équation, permettant de modifier la structure du système

linéaire à résoudre (passage d’une matrice pleine à une matrice "creuse" voire "bande").

Comme, nous insistons sur l’intérêt de la méthode de développement asymptotique de

décomposition du domaine [6, 7], la contribution de la méthode Lambda-iteration et ALI

method [8], où les auteurs ont établi des techniques efficaces pour essayer de surmonter la

difficulté majeure de ce problème, qui réside en l’amplitude très importante de l’intervalle

d’intégration. Il faut savoir que dans ces travaux, les auteurs ont ajouté des hypothèses sur

les données et ont besoin des propriétés très particulières du noyau de cette équation, à

savoir l’exponentielle intégrale [9].

Par contre, l’étude effectuée dans cette thèse est plus approfondie, plus générale et

moins restrictive que les études précédentes : Nous allons traiter des équations intégrales

de Fredholm avec noyaux plus généraux que l’exponentielle intégrale. Nous allons traiter

des noyaux réguliers croissants et ceux faiblement singuliers mais sans exiger la décrois-

sance rapide, comme par exemple le noyau faiblement singulier de type algébrique.

Dans la littérature, le processus numérique conventionnel qui étudie ces dernières

équations intégrales, consiste à appliquer les méthodes d’approximations de rang fini [10],

compatibles à leurs types. Cette procédure, nous oblige à résoudre des grands systèmes

complètement pleins. D’ailleurs l’ordinateur est incapable de les inverser. Dans ce cas

là, les méthodes itératives stationnaire (Jacobi ou bien Gauss-Seidel [11]) se présentent

comme la seule issue possible, elles nous permettent d’obtenir d’une façon itérative, une
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approximation de la solution de ces grands systèmes linéaires.

Notre but est de construire une généralisation des méthodes itératives de Jacobi et

Gauss Seidel, adaptées aux systèmes d’opérateurs linéaires bornés. D’ailleurs, toutes les

méthodes itératives stationnaires précédentes développées jusqu’à maintenant, sont limi-

tées aux systèmes algébriques. Nous appliquons ces nouvelles méthodes itératives pour

résoudre une seule équation intégrale de Fredholm après sa transformation en un système

d’équations intégrales de Fredholm, de sorte que nous n’aurons pas besoin de la dis-

crétisation totale de l’équation, mais de la diagonale seulement de matrice d’opérateurs

construite dans cette généralisation. En conséquence, nous avons trouvé que ce nouveau

processus est meilleur que le conventionnel. Il nous permet d’améliorer la borne d’erreur

et d’obtenir une meilleure solution approchée.

Ainsi notre thése est structurée comme suit :

Le premier chapitre fixe brièvement la description et l’analyse du processus numé-

rique conventionnel. Nous rappelons tout d’abord l’essentiel de l’analyse fonctionnelle

nécessaire aux équations intégrales. Puis, l’analyse des méthodes de résolution approchée

adaptée à ce genre d’équations, en particulier la méthode Nyström et l’intégration pro-

duit. Nous donnons aussi des majorations pour l’erreur associée à chaque méthode. Enfin,

nous expliquons l’intérêt des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel dans l’approximation

des solutions des grands systèmes obtenus.

Le deuxième chapitre est consacré à la présentation des nouvelles méthodes itéra-

tives de Jacobi et Gauss-Seidel généralisées, qui représentent le résultat principal de notre

travail. Ce chapitre est scindé en trois sections : La première aborde des notions et des ré-

sultats préliminaires. Dans la deuxième section, en utilisant les notions précédentes nous

montrons comment formuler le système d’équations intégrales de Fredholm à partir d’une

seule équation intégrale. Enfin, l’objet de la dernière section est l’état d’art numérique de

ces nouvelles méthodes itératives adaptées aux systèmes d’équations intégrales, ainsi nous

construisons en détail leur cadre théorique de convergence.

Le troisième chapitre traite l’application de ces méthodes généralisées (Jacobi et Gauss-
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Seidel) à la résolution des équations intégrales régulières. Ces dernières sont traitées par

la méthode de Nyström pour approcher les opérateurs intégraux concernés selon chaque

méthode. Finalement, des tests numériques sont présentés, ils confirment l’efficacité de

cette nouvelle version des méthodes itératives comparée aux méthodes conventionnelles.

Le quatrième chapitre est structuré comme le précédent, où nous appliquons les nou-

velles méthodes itératives à la résolution des équations intégrales faiblement singulières,

puis nous allons les faire suivre par la méthode d’intégration produit. Aussi des tests nu-

mériques sont présentés pour valider nos études.



CHAPITRE 1

Introduction à la théorie des équations intégrales

Sommaire
1.1 Notions sur les opérateurs linéaires bornés . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Les opérateurs intégraux à noyau régulier . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Les opérateurs intégraux à noyau faiblement singulier . . . . . . . . 14

1.4 Les méthodes itératives stationnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Nous rappelons dans ce chapitre les définitions et les résultats les plus importants

concernant les opérateurs linéaires bornés, ceux dont nous aurons besoin pour introduire

le processus classique d’approximation des équations intégrales, qui sont définies sur un

grand intervalle. Ce qui nous conduit à une bonne compréhension des méthodes générali-

sées présentées dans le prochain chapitre.

1.1 Notions sur les opérateurs linéaires bornés

Tout au long de cette thèse, X = C([0, τ ]), désigne l’espace des fonctions continues

sur [0, τ ], supposé être un grand intervalle de R, c.à.d. τ � 0. L’espace de Banach X est

5
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utilisé avec sa norme usuelle suivante :

∀x ∈ X, ‖x‖X = max
0≤t≤τ

|x(t)| .

BL(X) désigne l’espace des opérateurs linéaires bornés sur X , qui a la structure d’un

espace de Banach avec la norme :

∀A ∈ BL(X), ‖A‖ = sup
‖x‖X=1

‖Ax‖X .

Définition 1.1.1. Un opérateur A ∈ BL(X) est dit compact, s’il transforme tout sous-

ensemble borné de X en un ensemble relativement compact.

Théorème 1.1.1. Un opérateur A ∈ BL(X) est compact si et seulement si, pour toute

suite bornée (xn) de X , on peut extraire de la suite (Axn) une sous suite convergente.

Dans le cas particulier où X = C([0, τ ]), le Théorème suivant d’Arzela-Ascoli assure

généralement la compacité de A.

Théorème 1.1.2. ( Arzela-Ascoli ) Une condition nécessaire et suffisante de la compacité

d’une famille de fonctions continues, définies sur l’intervalle compact [0, τ ], est que cette

famille est uniformément bornée et équicontinue.

Dans le Théorème suivant, nous donnons des propriétés concernant les opérateurs

compacts.

Théorème 1.1.3. 1- Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est

fausse.

2- Une combinaison linéaire des opérateurs compacts est un opérateur compact.

3- Le produit de deux opérateurs bornés est compact, si l’un des opérateurs est compact.

4- Soit An ∈ BL(X) une suite d’opérateurs compacts, si lim
n→∞

‖An − A‖ = 0, alors, A

est compact.

5- Soit An ∈ BL(X) à image A(X) de dimension finie, alors, A est compact.
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Considérons le problème qui nous s’intéresse :

(E) : λu = Au+ f,

où la fonction u est l’inconnue, A ∈ BL(X), f ∈ X et λ un scalaire donné qui peut être

réel ou complexe.

Passons maintenant aux Théorèmes qui assurent l’existence et l’unicité de la solu-

tion pour le problème précédent (E). Cette étude est nécessaire avant toute démarche de

résolution numérique.

Définition 1.1.2. On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble défini par

re(A) := {λ ∈ C : λI − A est bijectif },

où, I est l’opérateur identité de l’espace X . Pour tout λ ∈ re(A), la résolvante de A en

λ est définie par

R(A, λ) = (λI − A)−1.

Théorème 1.1.4. Soient A ∈ BL(X) et λ ∈ re(A), alors, R(A, λ) ∈ BL(X).

Démonstration. Pour les détails sur cette caractérisation, voir [13].

De ce fait, pour tout λ ∈ re(A) et tout f ∈ X , il existe une unique solution u du

problème (E) déterminée par

u = R(A, λ)f.

Théorème 1.1.5. Soit A ∈ BL(X), si ‖A‖ < |λ|, alors, λ ∈ re(A) et l’opérateur λI−A

admet un opérateur inverse borné, donné par la série de Neumann

(λI − A)−1 =
∞∑
k=0

Ak,

de plus,

‖(λI − A)−1‖ ≤ 1
|λ| − ‖A‖

.

Ce qui montre qu’il existe une unique solution u du problème (E), pout tout f ∈ X .
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Démonstration. Voir [12].

Nous voyons dans le Théorème suivant une autre vision pour assurer l’existence et

l’unicité du problème (E)

Théorème 1.1.6. Soit A ∈ BL(X) un opérateur compact, alors pour que l’équation non

homogène (E) admette une unique solution u ∈ X pour tout f ∈ X , il faut et il suffit que

l’équation homogène

λu− Au = 0,

admette la solution triviale u = 0.

Démonstration. Voir [12]

Dans la pratique, la condition ‖A‖ < |λ| du Théorème (1.1.5) est la plus utilisée pour

assurer l’existence et l’unicité d’une solution unique du problème (E). C’est la condition

que nous allons exiger sur λ tout au long de cette thèse, puisqu’elle est facile à vérifier.

Particulièrement, nous nous intéressons dans cette thèse aux opérateurs intégraux de type

Fredholm qui ont une forme générale donnée par l’expression suivante :

∀x ∈ X : Ax(t) =
τ∫

0

k(t, s)x(s)ds,

où, k ∈ C([0, τ ]2) est appelée le noyau de l’opérateur A. Le problème (E) devient

Trouver u ∈ X tq : ∀t ∈ [0, τ ] , λu(t) =
τ∫

0

k(t, s)u(s)ds+ f(t).

Ce genre d’équation est appelé équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce.

D’après le Théorème (1.1.5) la condition suivante :

‖A‖ = max
0≤t≤τ

τ∫
0

|k(t, s)|ds < |λ|,

est suffisante pour confirmer l’existence et l’unicité de la solution. L’objectif principal

maintenant est de déterminer la fonction inconnue u en utilisant un certain nombre de
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techniques des solutions. Analytiquement, nous pouvons trouver la solution exacte u fa-

cilement, si le noyau k(t, s) s’écrit sous la forme dégénérée suivante :

k(t, s) =
fini∑
i

ϕi(t)φi(s).

Cette forme du noyau rend l’image de l’opérateur A de dimension fini et engendré par la

famille ϕi(t), ce qui nous permet d’obtenir la solution u par une simple résolution d’un

système linéaire. De cette manière, l’idée fondamentale dans la plupart des méthodes

numériques de la résolution des équations intégrales, est basée sur l’approximation de

l’opérateur intégrale A, par un opérateur intégrale à noyau dégénéré, que nous pouvons

noter par An. Ainsi, l’équation exacte va être approchée par

(En) : λun = Anun + f,

ce qui est réduit aussi à la résolution d’un système de dimension fini pour trouver la solu-

tion approchée un. Il est clair que l’équation approchée n’admettra une solution unique,

que si λ ∈ re(An). Il convient donc de le savoir, suivant le type d’approximation de la

suite An. Dans la suite nous allons donc brièvement présenter les différents types d’ap-

proximations dans l’espace BL(X).

Définition 1.1.3. On dit que la suite An ∈ BL(X) converge ponctuellement (ou simple-

ment) vers A ∈ BL(X), si et seulement si, pour tout x ∈ X

lim
n→∞

‖(An − A)x‖ = 0.

Définition 1.1.4. On dit que An ∈ BL(X) est une suite d’approximations en norme de

A ∈ BL(X), si et seulement si,

lim
n→∞

‖An − A‖ = 0.

Définition 1.1.5. On dit que An ∈ BL(X) est une suite d’approximations collectivement

compacte de A ∈ BL(X), si et seulement si, An converge ponctuellement vers A ∈

BL(X) et qu’il existe n0 ≥ 0 tel que :⋃
n≥n0

{(An − A)x, x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}
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est un sous-ensemble relativement compact de X .

Définition 1.1.6. On dit que An ∈ BL(X) est ν-convergente vers A ∈ BL(X), si et

seulement si, la suite (‖An‖) est bornée,

lim
n→∞

‖(An − A)A‖ = 0 et lim
n→∞

‖(An − A)An‖ = 0.

Les deux Propositions suivantes donnent les relations entre les définitions précédentes.

Proposition 1.1.1. Soit An ∈ BL(X) une suite d’approximations collectivement com-

pacte d’un opérateur compact A ∈ BL(X), alors, cette suite est ν-convergente vers A.

Proposition 1.1.2. Soit An ∈ BL(X) une suite d’approximation uniforme de A ∈

BL(X), alors, cette suite est ν-convergente vers A.

Les deux méthodes numériques qui nous allons utiliser dans cette thèse, vérifient la ν-

convergente seulement comme un type d’approximation. Donc, nous utilisons seulement

le Théorème suivant qui nous permet de confirmer l’existence et l’unicité de la solution

de l’équation (En).

Théorème 1.1.7. Soient A ∈ BL(X), E un compact de C contenu dans re(A) et An la

suite dans BL(X) ν-convergente vers A, alors il existe n0, tel que

sup{‖R(An, λ)‖ : λ ∈ E, n ≥ n0} <∞.

Démonstration. voir le Théorème 2.6 dans [13].

Une application directe de ce dernier Théorème (1.1.7) nous confirme que pour n as-

sez grand, la résolvante deAn en λ existe et elle est uniformément bornée. Par conséquent,

pour chaque f ∈ X , l’équation approchée (En) admet une solution unique un ∈ X .
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1.2 Les opérateurs intégraux à noyau régulier

La première équation que nous allons traiter dans cette thèse, est une équation linéaire

de Fredholm de deuxième espèce avec noyau régulier de la forme :

Trouver u ∈ X tel que ∀t ∈ [0, τ ] , λu(t) =
τ∫

0

g(t, s)u(s)ds+ f(t), λ 6= 0,(1.2.1)

où, f(t) ∈ X est une fonction donnée (le terme source) et λ est un paramètre réel ou

complexe, g : [0, τ ]2 → R est le noyau supposé être positive et continue. L’équation

(1.2.1) est dite régulière à cause de la régularité de son noyau.

Sous une autre forme simple en terme d’opérateur, l’équation (1.2.1) peut être reécrite

comme suit

λu = Tu+ f, λ 6= 0, (1.2.2)

où, T est l’opérateur intégral de Fredholm à noyau g, défini de X dans lui-même par

∀x ∈ X, ∀t ∈ [0, τ ] , Tx(t) =
τ∫

0

g(t, s)x(s)ds.

Cet opérateur est linéaire borné et compact [12], de norme donnée par

‖T‖ = max
0≤t≤τ

τ∫
0

g(t, s)ds.

Dans la suite, nous prenons |λ| > ‖T‖, qui assure d’après le Théorème (1.1.5), que

l’équation (1.2.2) a une solution unique u déterminée par

u = R(T, λ)f.

1.2.1 Méthode de Nyström

Suivant la complexité de l’opérateur T , l’équation (1.2.2) devient difficile, voire im-

possible à résoudre. Nous nous contentons alors d’une solution approchée à l’aide des
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méthodes numériques pour résoudre les équations intégrales. Précisément dans cette par-

tie, nous approchons l’opérateur T par un opérateur à noyau dégénéré Tn, issue de la

méthode de Nyström [10]. Cette méthode, aussi appelée méthode de quadrature, consiste

à appliquer les méthodes d’intégration numériques pour aboutir à un système linéaire.

Soit la subdivision uniforme de l’intervalle [0, τ ], d’un pas hn (qu’on fixera plus tard)

par

0 = s1 < s2 < ... < sσn−1 < sσn = τ,

où, σn note le nombre de noeuds sur tout l’intervalle. Pour ces noeuds, nous définissons

la quadrature suivante, qui revient à la construction d’une suite d’approximations Tn de

T , définie par

∀σn ≥ 1, ∀x ∈ X, ∀t ∈ [0, τ ], Tnx(t) ≈
σn∑
p=1

wpg(t, sp)x(sp),

où, {wp}σn

p=1 les poids de notre quadrature sont des termes positifs bien choisis, vérifiant

W := sup
n∈N

σn∑
p=1
|wp| <∞.

et

∀x ∈ X, sup
t∈[0,τ ]

∣∣∣∣∣∣
τ∫

0

g(t, s)x(s)ds−
σn∑
p=1

wpg(t, sp)x(sp)

∣∣∣∣∣∣→n→∞ 0.

Alors, la solution u de l’équation intégrale (1.2.2) est approchée par la solution un(t) à

savoir

∀t ∈ [0, τ ], λun(t) = Tnun(t) + f(t). (1.2.3)

La suite Tn est bornée, en plus elle est ν-convergente vers T (voir le Lemme 11.4.2

dans [12]). En appliquant le Théorème (1.1.7), nous aurons pour n assez grand et pour tout

f ∈ X , l’équation approchée (1.2.3) admet une solution unique. En plus, nous arrivons à

obtenir l’existence de n1 tel que :

C1 := sup
n≥n1

‖(λI − Tn)−1‖ <∞, (1.2.4)
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Cette constante joue un rôle important dans la convergence de la méthode de Nyström.

En plus, elle montre que un est bien définie.

Passons maintenant à la collocation de l’équation (1.2.3) aux points noeuds, pour tout

1 ≤ q ≤ σn

λun(tq) = Tnun(tq) + f(tq).

Nous posons pour tout 1 ≤ p, q ≤ σn

A1
σn

(p, q) := wpg(tq, sp), b1
σn

(q) := f(tq), xσn(q) = un(tq),

alors, l’équation (1.2.3) conduit au système linéaire, de dimension σn et d’inconnue xσn ,

suivant

(λIσn − A1
σn

)xσn = b1
σn
, (1.2.5)

où, Iσn désigne la matrice identité d’ordre σn. Une fois le système (1.2.5) résolu, la rela-

tion (1.2.3) nous donne un(t) sous la forme

un(t) = 1
λ

 σn∑
p=1

wpg(t, sp)xσn(p) + f(t)
 . (1.2.6)

La formule (1.2.6) s’appelle "Nyström interpolation formula".

Le Théorème suivant nous assure que la solution approchée un, converge vers la so-

lution exacte u si n→∞.

Théorème 1.2.1. Soient u(t) la solution de (1.2.2), un(t) la solution de (1.2.3), alors, on

a l’estimation d’erreur suivante

‖u(t)− un(t)‖X ≤ C1ω1 (hn, u) , (1.2.7)

où, C1 est donnée par (1.2.4) et ω1 (hn, u) par

ω1 (hn, u) := sup
t∈[0,τ ]

∣∣∣∣∣∣
τ∫

0

g(t, s)u(s)ds−
σn∑
p=1

wpg(t, sp)u(sp)

∣∣∣∣∣∣→n→∞ 0.
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Démonstration. Nous utilisons le fait que,

u− un = (λI − Tn)−1(T − Tn)u,

puis, en appliquant le Lemme 4.1.2 de [10], pour obtenir la borne d’erreur décrit ci-dessus.

Pratiquement, avec le choix de n assez grand le pas hn va diminuer, en plus, à cause de

la présence du grand paramètre τ , le dernier système (1.2.5) va être assez grand, donc il ne

peut être résolu directement la plupart du temps. Dans ce cas, il y a beaucoup de méthodes

itératives qui devraient être utilisées [11], comme le schéma itératif de Jacobi ou Gauss-

Seidel, pour approcher leurs solutions, ainsi nous notons par x∗σn
la solution approxima-

tive du système (1.2.5), en utilisant ces dernières méthodes itératives, par conséquent, la

solution approchée un donnée par la formule (1.2.6) sera donnée par

un(t) = 1
λ

 σn∑
p=1

wpg(t, sp)x∗σn
(p) + f(t)

 .
D’ailleurs, ce processus conventionnel suivi pour trouver un(t) a été déjà noté option

B dans notre premier papier [14], où nous l’avons comparé avec le nouveau processus

option A, qui sera développé plus en détail dans le prochain chapitre.

1.3 Les opérateurs intégraux à noyau faiblement singu-

lier

Dans cette partie, comme la précédente, nous rappelons les définitions et les résultats

principaux, concernant une deuxième équation intégrale que nous allons étudier.

Considérons l’équations intégrale suivante :

Trouver v ∈ X, tel que ∀t ∈ [0, τ ] , λv(t) =
τ∫

0

g(|s− t|)v(s)ds+ f(t), λ 6= 0,(1.3.8)
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où, f(t) ∈ X est une fonction donnée et λ est un paramètre réel ou complexe. Nous

supposons que la fonction g :]0, τ ]→ R est faiblement singulière en zéro au sens suivant :

(H) :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

lim
s→0+

g(s) = +∞,

g ∈ C(]0, τ ]) ∩ L1([0, τ ]),

g(s) ≥ 0 pour tout s ∈]0, τ ],

g est une fonction strictement décroissante sur ]0, τ ].

L’équation (1.3.8) est dite faiblement singulière à cause de la singularité faible de son

noyau. Ce type d’équations représente un grand intérêt dans le domaine de transfert ra-

diatif en physique [2].

L’équation (1.3.8) peut être réécrite sous la forme d’opérateur équivalente

λv = Sv + f, λ 6= 0, (1.3.9)

où,

∀x ∈ X, ∀t ∈ [0, τ ] , Sx(t) =
τ∫

0

g(|s− t|)x(s)ds,

est appelé opérateur intégral de noyau faiblement singulier g, défini de l’espace X dans

lui-même. Nous pouvons voir facilement que l’opérateur S est linéaire, borné et com-

pacte, en outre que sa norme est exactement calculée par

‖S‖ = 2
τ/2∫
0

g(s)ds.

Pour les détails de la démonstration, voir [15]. Pour cette équation nous prenons

|λ| > 2
τ/2∫
0

g(s)ds,

pour assurer que léquation (1.3.9) a une solution unique déterminée par

v = R(S, λ)f.
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1.3.1 Méthode d’intégration produit

L’approche numérique reste la seule issue pour la résolution de cette équation (1.3.9),

vu que la singularité et la forme du noyau rendent la résolution analytique, pratiquement

impossible. Pour le faire, nous devons utiliser une méthode numérique appropriée à la

singularité du noyau g. Donc, nous allons appliquer la méthode d’intégration produit [10].

Cette méthode est facile et efficace, elle nous permet d’approcher l’opérateur S par Sn,

qui est un opérateur à noyau dégénéré et absorber la singularité de son noyau.

Nous reprenons la même subdivision de la section précédente :

0 = s1 < s2 < ... < sσn−1 < sσn = τ.

Nous considérons les fonctions chapeaux {ep(s)}σn

p=1, qui définissent une base d’interpo-

lation pour l’espace X , données par, pour 2 ≤ p ≤ σn − 1,

ep(s) =


1− |s− sp|

hn
, sp−1 ≤ s ≤ sp+1,

0, ailleurs.

e1(s) =


s2 − s
hn

, s1 ≤ s ≤ s2,

0, ailleurs.

eσn(s) =


s− sσn−1

hn
, sσn−1 ≤ s ≤ sσn ,

0, ailleurs.

Pour cette méthode, la suite d’approximation Sn est donnée par

∀σn ≥ 1, ∀x ∈ X, ∀t ∈ [0, τ ], Snx(t) ≈
σn∑
p=1

wp(t)x(sp),

où,

wp(t) =
τ∫

0

g(|s− t|)ep(s)ds, 1 ≤ p ≤ σn.

Cette méthode numérique s’appelle aussi "the product trapezoidal rule". Alors, l’équa-

tion (1.3.9) va être approcher par

∀t ∈ [0, τ ], λvn(t) = Snv(t) + f(t). (1.3.10)
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Théorème 1.3.1. ∀σn ≥ 1, la suite Sn est bornée par la constante γ :

‖Sn‖ ≤ max
0≤t≤τ

τ∫
0

g(|s− t|)ds = 2
τ/2∫
0

g(s)ds = γ. (1.3.11)

Aussi la suite Sn est ν-convergente vers S.

Démonstration. Voir le Théorème 11.5.1 dans [12].

Corollaire 1.3.1. Il existe n2, tel que

C2 := sup
n≥n2

‖(λI − Sn)−1‖ <∞. (1.3.12)

Démonstration. Le même principe du Théorème (1.1.7).

D’après le Corollaire (1.3.1), pour n assez grand et f ∈ X , l’équation approchée

(1.3.10) admet une unique solution. Nous trouvons par la collocation de l’équation (1.3.10)

aux noeuds, pour tout 1 ≤ q ≤ σn,

λvn(tq) = Snvn(tq) + f(tq).

Ce qui est revient à la résolution d’un système linéaire, de dimension finie σn et d’incon-

nue yσn suivant :

(λIσn − A2
σn

)yσn = b2
σn
. (1.3.13)

Les coefficients de la matrice A2
σn

et du vecteur b2
σn

du système (1.3.13) sont donnés par,

pour tout 1 ≤ p, q ≤ σn,

A2
σn

(p, q) := wp(tq), b2
σn

(q) := f(tq),

et l’inconnue yσn par

yσn(q) = vn(tq).

Une fois le système (1.3.13) résolu, alors vn(t) est donnée par la formule d’interpolation

suivante :

vn(t) = 1
λ

 σn∑
p=1

wp(t)yσn(p) + f(t)
 . (1.3.14)

Le Théorème suivant nous assure que la solution approchée vn converge vers la solu-

tion exacte v si n→∞.
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Théorème 1.3.2. Soient v(t) la solution de (1.3.9), vn(t) la solution de (1.3.10), alors, on

a l’estimation d’erreur suivante :

‖v(t)− vn(t)‖X ≤ C2γω2 (hn, v) , (1.3.15)

où γ, C2 sont données par (1.3.11), (1.3.12) respectivement et ω2 (hn, v) est le module de

continuité de la fonction v sur l’intervalle [0, τ ], défini par

ω2 (hn, v) = max
|s−t|≤hn

|v(t)− v(s)|.

Démonstration. Nous utilisons le fait que,

v − vn = (λI − Sn)−1(S − Sn)v,

puis, nous appliquons le Théorème 4.2.1 de [10] pour conclure.

Pratiquement, la matrice A2
σn

est complètement pleine de dimension très grand, il faut

résoudre le système (1.3.13) en utilisant la méthode itérative de Jacobi ou bien Gauss-

Seidel. Si nous notons y∗σn
comme sa solution approchée, alors la formule de vn(t) donnée

par (1.3.14) sera changer par la formule suivante :

vn(t) = 1
λ

 σn∑
p=1

wp(t)y∗σn
(p) + f(t)

 .
D’autre part, nous avons noté ce processus conventionnel pour trouver vn(t) par "Conven-

tional Jacobi method" dans notre deuxième papier [16] et le nouveau processus par

"Generalized Jacobi method" qui nous présentons en détail dans le prochain chapitre.

Remarque 1.3.1. Le sens du caractère faiblement singulier d’un noyau est souvent plus

actif, dans la plupart des ouvrages sur les équations intégrales, où les chercheurs traitent

d’autres types de méthodes numériques pour approcher ces équations. Nous rappelons la

méthode de soustraction de la singularité, développée par Anselone [17]. La famille de

projections bornées, par exemple le choix de Sloan [18], Galerkin [19], Kantorovich [20]
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et Kulkarni [21]. En outre, nous ajoutons la méthode d’intégration produit intermédiaire,

traitée par Titaud [3], où il a construit une grille intermédiaire à partir de la grille ini-

tiale et il a identifié une nouvelle famille de fonctions de bases. Aussi, nous rappelons

la nouvelle quadrature numérique étudiée par Largillier [22] et comme conclusion, nous

trouvons beaucoup de méthodes numériques efficaces qui peuvent être employées.

1.4 Les méthodes itératives stationnaires

La discrétisation numérique des problèmes linéaires mène aux systèmes linéaires, où

la taille des matrices obtenues dépend de l’ordre de la convergence : En conséquence,

concernant nos équations intégrales, définies sur les grands intervalles, (1.2.1) et (1.3.8) ;

pour obtenir une meilleur approximation, nous devons résoudre des systèmes énormes,

comme ceux définis par (1.2.5) et (1.3.13). Dans la majorité du temps, ces derniers sys-

tèmes ne peuvent pas être résolus directement. Evidemment, quelques méthodes de réso-

lution basique comme, l’élimination gaussienne, la décomposition LU ou la factorisation

de Cholesky, ne sont pas efficaces pour ce genre de grands systèmes pleins, puisqu’elles

sont trop lentes et beaucoup trop coûteuses. D’autre part, les erreurs de calcul dépendent

directement du nombre de calculs effectués, donc les erreurs d’arrondi se propagent au

cours des calculs et peuvent augmenter l’erreur du résultat final. Aussi, n’oublions pas le

conditionnement de la matrice obtenu, qui peut être mauvais à cause de sa grande taille.

Comme conclusion, les méthodes les plus souvent utilisées et les plus efficaces dans ce

cas, sont les méthodes itératives [11]. L’objet de cette partie est de donner une brève in-

troduction théorique de ces méthodes et plus particulièrement la méthode de Jacobi et de

Gauss-Seidel. Nous allons les employer pour résoudre les systèmes décris par (1.2.5) et

(1.3.13).
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1.4.1 Le principe des méthodes itératives stationnaires

Considérons un grand système linéaire de la forme présentée par (1.2.5) et (1.3.13),

Ax = b, (1.4.16)

où, A = (apq), 1 ≤ p, q ≤ σn, désigne une matrice de taille σn × σn de nombres réels,

b = (bp), 1 ≤ p ≤ σn, un vecteur colonne réel et x = (xp), 1 ≤ p ≤ σn, est le vecteur

des inconnues du système. Nous supposons que la matrice A est régulière, ce qui assure

l’existence et l’unicité de la solution x pour n’importe quel vecteur b donné. Le but est de

construire une approximation de la solution de (1.4.16).

L’idée de base des méthodes itératives est de construire une suite de vecteurs xk qui

converge vers le vecteur x, solution du système (1.4.16), c.à.d.

lim
k→∞

xk = x.

L’intérêt des méthodes itératives, comparées aux méthodes directes, est d’être simple à

réaliser, simple à programmer et nécessitant moins de place mémoire. Cependant le temps

de calcul est souvent plus long.

La stratégie générale pour construire les méthodes itératives, est la construction d’une

relation de récurrence linéaire, basée sur une décomposition (splitting) de la matrice A

sous la forme

A = P −N,

où, P etN sont des matrices à déterminer avec P non singulière. La matrice P est appelée

matrice de préconditionnement, elle est choisie pour être facile à inverser. Il est ensuite

possible d’écrire le système (1.4.16) sous la forme équivalente suivante :

Px = Nx+ b,
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le système précédent peut être réécrit également

x = P−1Nx+ P−1b.

Nous pouvons caractériser la formule générale de la méthode itérative associée parx
k+1 = Bxk + c, k ≥ 0,

x0 choisie,
(1.4.17)

où, B = P−1N est appelée la matrice d’itération de la méthode itérative et c = P−1b.

Définition 1.4.1. Le rayon spectral ρ(B) de la matrice B est le plus grand des modules

des valeurs propres de B et on écrit

ρ(B) = max
i
|λi(B)|,

où, λi(B) sont les valeurs propres de la matrice B.

Théorème 1.4.1. La suite xk ainsi définie converge pour tout x0 donné, si et seulement

si, ρ(B) < 1. En plus, la convergence est d’autant plus rapide que ρ(B) est petit.

Démonstration. Voir le livre [11].

Dans la pratique, il faudra décomposer A = P − N de façon que la suite xk conver-

gente (ca veut dire que la condition ρ(P−1N) < 1 doit être vérifiée) et que P−1 se déduise

facilement de P . Simplement, le système (1.4.17) est facile à résoudre, d’ailleurs, nous

obtiendrons la décomposition de la matriceA à partir de différents types de regroupements

des matrices P et N , ce qui va nous amener aux deux méthodes Jacobi et Gauss-Seidel,

présentées en détail dans la suite.

1.4.2 La méthode de Jacobi

Nous supposons désormais que les éléments diagonaux de la matrice A sont non nuls.

Nous notons par D,−E et −F :
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D : La matrice diagonale obtenue à partir des éléments diagonaux de A.

−E : La matrice triangulaire inférieure de A, avec des 0 sur la diagonale. (triangulaire

inférieure stricte de la matrice A).

−F : La matrice triangulaire supérieure deA, avec des 0 sur la diagonale. (triangulaire

supérieure stricte de la matrice A).

Cela permet d’identifier le splitting suivant pour A,

A = D − E − F.

Pour construire la première méthode itérative la plus simple, nous choisissons

P = D et N = E + F.

Le schéma itératif (1.4.17) devientx
k+1 = BJx

k +D−1b, k ≥ 0,

x0 choisie,
(1.4.18)

où, BJ = D−1(E + F ) est la matrice d’itération de la méthode de Jacobi. Une écriture

par composante du schéma de Jacobi (1.4.18) en fonction des éléments de la matrice A,

est donnée par la relation suivante :
xk+1
p = 1

app

bp − σn∑
q=1,q 6=p

apqx
k
q

 , k ≥ 0, p = 1, ..., σn,

x0
p choisie.

(1.4.19)

1.4.3 La méthode de Gauss-Seidel

Pour construire cette méthode, nous fixons à partir du splitting de A,

P = D − E et N = F.
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Il est clair que P est une matrice triangulaire inférieure inversible. Le schéma itératif de

Gauss-Seidel est donné parx
k+1 = BGSx

k + (D − E)−1b, k ≥ 0,

x0 choisie,
(1.4.20)

où, la matrice d’itération associée BGS est donnée par

BGS = (D − E)−1F.

Par calculs successifs, le schéma de Gauss-Seidel (1.4.20) en fonction des éléments de la

matrice A, est le suivant :
xk+1
p = 1

app

bp − p−1∑
q=1

apqx
k+1
q −

σn∑
q=p+1

apqx
k
q

 , k ≥ 0, p = 1, ..., σn,

x0
p choisie.

(1.4.21)

Remarque 1.4.1. Concernant les deux schémas itératifs (1.4.19) et (1.4.21), l’algorithme

de Gauss-Seidel modifie l’algorithme de Jacobi, pour utiliser à chaque itération les va-

leurs xk+1
p déjà calculées.

Cependant, la convergence de xk en utilisant l’un de ces deux schémas (1.4.18) ou

(1.4.20), est assuré sous certaines conditions exigées sur la matrice A, ce que nous allons

voir dans la suite.

Définition 1.4.2. La matrice A est dite à diagonale strictement dominante si,

∀p, 1 ≤ p ≤ σn, |app| >
σn∑

q=1,q 6=p
|apq|.

Théorème 1.4.2. Si A est une matrice à diagonale strictement dominante, alors, les mé-

thodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergentes.

Démonstration. Il faut prouver seulement que le rayon spectral de la matrice d’itération

BJ (resp. BGS) de la méthode de Jacobi (resp. Gauss-Seidel) est strictement inferieure à

1, c.à.d.

ρ(BJ) < 1 et ρ(BGS) < 1.

Pour plus des détails voir [11].
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Dans le Corollaire suivant, nous pouvons voir que,

Corollaire 1.4.1.

ρ(BGS) < ρ(BJ) < 1.

Ceci montre que l’algorithme de Gauss-Seidel en général converge plus rapidement

que l’algorithme de Jacobi.

En pratique la dominance stricte n’est pas indispensable, l’inégalité large suffit pour

la plupart des matrices inversibles. Ce qui va nous amener à une autre condition suffisante

de convergence dans le prochain Théorème.

Théorème 1.4.3. Si A est une matrice symétrique définie positive, alors, la méthode de

Gauss-Seidel converge (la méthode de Jacobi pas forcément).

Démonstration. Pour les détails voir [11].

Commentaires bibliographiques :

Les méthodes itératives sont principalement utilisées pour des matrices de grandes

tailles. Pour toute méthode itérative, il convient de s’assurer que la convergence est suffi-

samment rapide pour que le temps de calcul ne soit pas consommé sans que la recherche

d’une solution ne soit réellement effectuée. D’ailleurs, nous pouvons modifier l’algo-

rithme de Gauss-Seidel, en introduisant un paramètre ω0 dit paramètre de relaxation,

la dernière est connue sous le nom SOR (successive over relaxation) [11], qui permet

d’améliorer la rapidité de la convergence, mais dans lequel nous ne pouvons pas valable-

ment espérer de trouver un paramètre optimal de relaxation ω0. En outre, il existe d’autres

méthodes itératives comme par exemple l’algorithme du gradient conjugué, méthode de

Krylov [11], ainsi que d’autres techniques développées dans le même sens dans [23], [24]

et [25]. Concernant la méthode de Jacobi et Gauss-Seidel, dernièrement des chercheurs

ont généralisé des méthodes [26], [27], [28], [29] et [30] appelées : Generalized Jacobi

(Gauss-Seidel), refinement of Jacobi (Gauss-Seidel) et refinement of generalized Jacobi

(Gauss-Seidel) respectivement, où, ils ont trouvé des bons résultats en comparaison avec
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les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel classiques. Mais comme nous avons déjà dit pré-

cédemment, toutes les méthodes itératives précédentes développées jusqu’à maintenant,

ont été adaptées aux systèmes algébriques linéaires et l’amélioration entre eux est seule-

ment dans la vitesse de convergence. Dans notre thèse nous allons voir comment appliquer

ces méthodes itératives pour les systèmes d’opérateurs.
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Ce chapitre représente l’essence même de notre contribution mathématique. Dans le-

quel, nous allons construire une généralisation des méthodes itératives étudiées précé-

demment, pour obtenir une forme adaptée aux systèmes d’opérateurs linéaires.

2.1 Notions et résultats préliminaires

Pour N ≥ 2, on définit une subdivision de l’intervalle [0, τ ] par

H = τ

N
, tj = (j − 1)H, 1 ≤ j ≤ N + 1.

26
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Par cette subdivision, nous obtenons N sous intervalles de longueur H , qui vont jouer un

rôle essentiel dans notre travail de généralisation.

Définition 2.1.1. Soit
{(
Xj, ‖·‖j

)}N
j=1

, N ≥ 2, une famille d’espaces de Banach, où,

Xj = C ([tj, tj+1]) associé à la norme suivante :

∀z ∈ Xj, ‖z‖j = max
tj≤t≤tj+1

|z(t)| .

Définition 2.1.2. On définit Bij = BL (Xj, Xi) pour 1 ≤ i, j ≤ N , l’espace de Banach

de tous les opérateurs bornés définis de Xj à image dans Xi, avec la norme d’opérateurs

suivante :

∀K ∈ Bij, ‖K‖ij = sup
‖z‖j=1

‖Kz‖i .

Définition 2.1.3. Soit X̃N =
N∏
j=1

Xj l’espace produit qui a la structure d’espace de Ba-

nach associé à la norme

∀Z = (z1, ..., zN) ∈ X̃N , ‖Z‖X̃N
= max

1≤j≤N
‖zj‖j.

Définition 2.1.4. On définit B̃N = BL
(
X̃N

)
, l’espace de Banach de tous les opérateurs

bornés définis de X̃N dans lui-même, associé à la norme d’opérateurs suivante :

∀K̃ ∈ B̃N ,
∥∥∥K̃∥∥∥ = sup

‖Z‖
X̃N

=1

∥∥∥K̃Z∥∥∥
X̃N

.

En utilisant les définitions précédentes (2.1.2) et (2.1.3), nous allons construire une

famille d’opérateurs intégraux à partir de l’opérateur T et S présentés dans le chapitre

précédent.

Définition 2.1.5. Nous définissons la famille des opérateurs {Tij}1≤i,j≤N et {Sij}1≤i,j≤N

à partir de T et S respectivement par

Tij : Xj → Xi,

z 7→ Tijz (t) =
tj+1∫
tj

g(s, t)z(s)ds, t ∈ [ti, ti+1] . (2.1.1)
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Sij : Xj → Xi,

z 7→ Sijz (t) =
tj+1∫
tj

g(|s− t|)z(s)ds, t ∈ [ti, ti+1] . (2.1.2)

Il est clair que Tij, Sij ∈ Bij pour tout 1 ≤ i, j ≤ N , en plus, nous avons

‖Tij‖ij = max
t∈[ti,ti+1]

tj+1∫
tj

g(s, t)ds,

‖Sij‖ij = max
t∈[ti,ti+1]

tj+1∫
tj

g(|s− t|)ds.

Le Corollaire suivant nous donne la forme spécifique du Tij et Sij pour tout 1 ≤ i, j ≤

N dans le cas où i = j.

Corollaire 2.1.1. Pour tout 1 ≤ i ≤ N , il est clair que ‖Tii‖ii < |λ| et ‖Sii‖ii < |λ|, en

plus, on peut voir que les opérateurs

(λIii − Tii) et (λIii − Sii),

sont des bijections dans Xi respectivement et leurs inverses sont des opérateurs linéaires

bornés [12]

‖(λIii − Tii)−1‖ii ≤
1

|λ| − ‖Tii‖ii
,

‖(λIii − Sii)−1‖ii ≤
1

|λ| − ‖Sii‖ii
,

où, Iii est l’opérateur identité de Xi.

D’autre part, à cause de la convolution du noyau de l’opérateurs Sij pour tout 1 ≤

i, j ≤ N , nous pouvons calculer sa norme exactement. Ce que nous allons voir dans le

Lemme suivant :
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Lemme 2.1.1. Pour tout 1 ≤ i, j ≤ N , les normes ‖Sij‖ij sont données par

‖Sij‖ij =



2
H/2∫
0

g(s)ds, si i = j,

tj+1−ti+1∫
tj−ti+1

g(s)ds, si i < j,

ti−tj∫
ti−tj+1

g(s)ds, si i > j.

Démonstration. Définissons tout d’abord la fonction G : [0, τ ] −→ R, ci-dessous qui

joue un rôle technique important tout au long de cette démonstration

G(t) :=
t∫

0

g(s)ds.

Cas 1 : Si i = j.

Soit ym(t) : [ti, ti+1] −→ R définie par

ym(t) :=
ti+1∫
ti

g(|s− t|)ds =
t∫

ti

g(t− s)ds+
ti+1∫
t

g(s− t)ds

= G(t− ti) +G(ti+1 − t),

la fonction ym(t) possède une symètrique axiale par rapport à t = ti + ti+1

2 et

y′m(t) = g(t− ti)− g(ti+1 − t)

 > 0 si ti < t < ti+ti+1
2 ,

< 0 si ti+ti+1
2 < t < ti+1.

Par conséquent,

‖Sii‖ii = max
ti≤t≤ti+1

{ym(t)} = ym(ti + ti+1

2 ) = 2
H/2∫
0

g(s)ds.

Cas 2 : Si i < j.

Soit yr(t) : [ti, ti+1] −→ R définie par

yr(t) :=
tj+1∫
tj

g(s− t)ds = G(tj+1 − t)−G(tj − t),
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nous avons

y′r(t) = g(tj − t)− g(tj+1 − t) > 0 pour tout ti < t < ti+1.

Par conséquent,

‖Sij‖ij = max
ti≤t≤ti+1

{yr(t)} = yr(ti+1) =
tj+1−ti+1∫
tj−ti+1

g(s)ds.

Cas 3 : Si i > j.

Soit yl(t) : [ti, ti+1] −→ R définie par

yl(t) :=
tj+1∫
tj

g(t− s)ds = G(t− tj)−G(t− tj+1),

nous avons

y′l(t) = g(t− tj)− g(t− tj+1) < 0 pour tout ti < t < ti+1.

Par conséquent,

‖Sij‖ij = max
ti≤t≤ti+1

{yl(t)} = yr(ti) =
ti−tj∫

ti−tj+1

g(s)ds.

Théorème 2.1.1. Soient βT (i, N), βS(i, N) deux paramètres positifs donnés par, pour

tout 1 ≤ i ≤ N,N ≥ 2,

βT (i, N) =

N∑
j=1,j 6=i

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
,

βS(i, N) =

N∑
j=1,j 6=i

‖Sij‖ij

|λ| − ‖Sii‖ii
,

alors,

βT (i, N) < 1, pour tout |λ| > ‖T‖,

βS(i, N) < 1, pour tout |λ| > ‖S‖.
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Démonstration. Commençons par βT (i, N), nous avons

βT (i, N) =

N∑
j=1,j 6=i

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
,

= ‖T‖ − ‖Tii‖ii
|λ| − ‖Tii‖ii

,

donc βT (i, N) < 1 est conséquence directe de la condition |λ| > ‖T‖.

Pour le deuxième paramètre βS(i, N), nous suivons la même démonstration précé-

dente, ou nous choisissons de calculer la quantité βS(i, N) exactement.

Tout d’abord, il est clair que

βS(i, N) =

N∑
j=1,j 6=i

‖Sij‖ij

|λ| − ‖Sii‖ii
,

=

j<i∑
j=1
‖Sij‖ij +

N∑
j>i

‖Sij‖ij

|λ| − ‖Sii‖ii
.

Nous remplaçons les normes ‖Sij‖ij , pour tout 1 ≤ i, j ≤ N par leurs formules obtenues

dans le Lemme précédent et |λ| par

|λ| = 2µ
τ/2∫
0

g(s)ds, µ > 1,
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alors,

βS(i, N) =

j<i∑
j=1

ti−tj∫
ti−tj+1

g(s)ds+
N∑
j>i

tj+1−ti+1∫
tj−ti+1

g(s)ds

|λ| − ‖Sii‖ii
,

=

ti∫
0

g(s)ds+
τ−ti+1∫

0

g(s)ds

2µ
τ/2∫
0

g(s)ds− 2
H/2∫
0

g(s)ds

,

= yH(ti)

2µ
τ/2∫
0

g(s)ds− 2
H/2∫
0

g(s)ds

,

où, yH(ti) : {ti, 1 ≤ i ≤ N} −→ R est définie par

yH(ti) :=
ti∫

0

g(s)ds+
τ−ti+1∫

0

g(s)ds = G(ti) +G(τ − ti+1),

la suite {yH(ti)} est symétrique aux points τ
2 ou τ

2 −H et

y′H(ti) = g(ti)− g(τ − ti+1)

 > 0 si {0 < ti <
τ
2 −H},

< 0 si { τ2 < ti < τ},

de plus,

max
1≤i≤N

{yH(ti)} = yH(τ2 −H) = yH(τ2) =
τ/2∫
0

g(s)ds+
τ/2 −H∫

0

g(s)ds.
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D’autre part, comme N ≥ 2 alors H ≤ τ
2 , finalement nous obtenons

βS(i, N) ≤
max

1≤i≤N
{yH(ti)}

2µ
τ/2∫
0

g(s)ds− 2
H/2∫
0

g(s)ds

,

≤

τ/2∫
0

g(s)ds+
τ/2 −H∫

0

g(s)ds

2µ
τ/2∫
0

g(s)ds− 2
H/2∫
0

g(s)ds

,

≤ 1
µ
< 1.

Nous pouvons réécrire βT (i, N), βS(i, N) dans le Théorème précédent par, pour tout

1 ≤ i ≤ N,N ≥ 2

βT (i, N) = δT (i, N) + δT (i, N),

βS(i, N) = δS(i, N) + δS(i, N),

où,

δT (i, N) =
∑
j<i ‖Tij‖ij
|λ| − ‖Tii‖ii

, δT (i, N) =
∑
j>i ‖Tij‖ij
|λ| − ‖Tii‖ii

,

δS(i, N) =
∑
j<i ‖Sij‖ij
|λ| − ‖Sii‖ii

, δS(i, N) =
∑
j>i ‖Sij‖ij
|λ| − ‖Sii‖ii

.

A partir de cette nouvelle écriture, le Lemme suivant nous donne des nouveaux para-

mètres qui vont jouer un rôle important dans notre travail de généralisation.

Lemme 2.1.2. Nous considérons les paramètres positifs suivants βJT , β
J
S , β

GS
T et βGSS , qui
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vérifient

βJT = max
1≤i≤N

{βT (i, N)} < 1, (2.1.3)

βJS = max
1≤i≤N

{βS(i, N)} < 1, (2.1.4)

βGST = max
1≤i≤N

{
δT (i, N)

1− δT (i, N)

}
< 1, (2.1.5)

βGSS = max
1≤i≤N

{
δS(i, N)

1− δS(i, N)

}
< 1. (2.1.6)

Démonstration. La démonstration est évidente à partit du Théorème précédent.

2.2 Formulation du système d’opérateurs

Dans cette section, nous proposons une formulation, sous forme de système d’opéra-

teurs bornés de notre équation intégrale (1.2.2).

Soit {uj}1≤j≤N et {fj}1≤j≤N , des familles de fonctions continues qui représentent les

restrictions de fonction u et f respectivement sur les intervalles [tj, tj+1], pour 1 ≤ j ≤ N ,

nous avons

uj ∈ Xj, où, uj(t) = u(t), ∀t ∈ [tj, tj+1],

fj ∈ Xj, où, fj(t) = f(t), ∀t ∈ [tj, tj+1],

alors,

∀t ∈ [0, τ ] , λu(t) =
τ∫

0

g(t, s)u(s)ds+ f(t)

=
N∑
j=1

tj+1∫
tj

g(t, s)uj(s)ds+ f(t).

Nous restreignons la variable t sur les intervalles [ti, ti+1] pour 1 ≤ i ≤ N respective-

ment, puis en employant les opérateurs {Tij}1≤ij≤N donnés par (2.1.1), nous obtenons le
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système suivant :

(Ξ)T



∀t ∈ [t1, t2], λu1(t) = T11u1(t) + T12u2(t) + . . .+ T1NuN(t) + f1(t),

∀t ∈ [t2, t3], λu2(t) = T21u1(t) + T22u2(t) + . . .+ T2NuN(t) + f2(t),
...

...
...

∀t ∈ [tN , tN+1], λuN(t) = TN1u1(t) + TN2u2(t) + . . .+ TNNuN(t) + fN(t),

c’est un système d’équations intégrales (système d’opérateurs bornés).

Ce système (Ξ)T est équivalent à l’équation matricielle linéaire suivante :

λU = MTU + F,

où, MT : X̃N → X̃N est la matrice d’opérateurs définie par

MT =



T11 T12 ... T1N

T21 T22 ... T2N

... ... ... ...

TN1 TN2 ... TNN


,

et F,U sont deux vecteurs dans X̃N donnés par

F = (f1, ..., fN)t et U = (u1, ..., uN)t .

Il est clair que MT est un opérateur borné. En effet

‖MT‖ = max
1≤i≤N

N∑
j=1
‖Tij‖ij = max

1≤i≤N

N∑
j=1

max
t∈[ti,ti+1]

tj+1∫
tj

g(t, s)ds

= max
0≤t≤τ

τ∫
0

g(t, s)ds < |λ| .

Le Théorème (1.1.5) nous permet de dire que l’opérateur (λIN −MT )−1 existe et

∥∥∥(λIN −MT )−1
∥∥∥ ≤ 1

|λ| − ‖MT‖
,

où, IN est l’opérateur identité de X̃N . Ceci assure l’existence et l’unicité de la solution U

du système (Ξ)T pour tout F dans X̃N .
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De la même façon, nous pouvons transformer l’équation (1.3.9) vers un système

d’opérateurs (Ξ)S présenté par sa forme matricielle suivante :

λV = MSV + F,

où, MS : X̃N → X̃N est la matrice d’opérateurs définie par

MS =



S11 S12 ... S1N

S21 S22 ... S2N

... ... ... ...

SN1 SN2 ... SNN


,

{Sij}1≤ij≤N sont donnés par (2.1.2) et F, V sont deux vecteurs dans X̃N donnés par

F = (f1, ..., fN)t et V = (v1, ..., vN)t .

Il est clair aussi que ‖MS‖ < |λ|, ainsi l’opérateur (λIN −MS)−1 existe, ceci assure

l’existence et l’unicité de la solution V du système (Ξ)S pour tout F dans X̃N .

Remarque 2.2.1. A partir de cette construction, la solution u, v de l’équation intégrale

(1.2.2), (1.3.9) respectivement dans l’espace X a été transformée vers le vecteur des

solutions U, V du système (Ξ)T , (Ξ)S respectivement dans l’espace X̃N .

2.3 La méthode de Jacobi généralisée adaptée au système

d’opérateurs

Dans cette section, nous établissons une généralisation de la méthode de Jacobi adap-

tée aux systèmes d’opérateurs. Nous définissons le schéma itératif adapté premièrement

au système (Ξ)T parλU
k = DTU

k + (MT −DT )Uk−1 + F, k ≥ 1,

U0 ∈ X̃N ,
(2.3.7)
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où, DT est la matrice diagonale obtenue à partir des éléments diagonaux de MT donnée

par

DT =



T11 O12 ... O1N

O21 T22 ... O2N

... ... ... ...

ON1 ON2 ... TNN


,

et pour tout 1 ≤ i, j ≤ N , Oij : Xj → Xi représente l’opérateur nul, c.à.d. ∀x ∈

Xj, Oijx = 0Xi
.

Nous pouvons réécrire le schéma itératif précédent (2.3.7) sous la forme simple et clair

par, pour tout 1 ≤ i ≤ N ,
λuki = Tiiu

k
i +

N∑
j=1,j 6=i

Tiju
k−1
j + fi, k ≥ 1,

u0
i ∈ Xi.

(2.3.8)

Notre but est de prouver que la solution itérative Uk obtenue par la méthode de Jacobi

généralisée, converge vers la solution exacte U

Uk → U si k →∞.

Ce que nous allons voir dans le Théorème suivant :

Théorème 2.3.1. Si |λ| > ‖T‖, alors,

lim
k→∞
‖Uk − U‖

X̃N
= 0.

Démonstration. A partir du système (Ξ)T , nous avons pour tout 1 ≤ i ≤ N ,

λui = Tiiui +
N∑

j=1,j 6=i
Tijuj + fi,

(λIii − Tii)ui =
N∑

j=1,j 6=i
Tijuj + fi,

ui = (λIii − Tii)−1
N∑

j=1,j 6=i
Tijuj + (λIii − Tii)−1fi.
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De la même manière, nous obtenons à partir du schéma (2.3.8)

uki = (λIii − Tii)−1
N∑

j=1,j 6=i
Tiju

k−1
j + (λIii − Tii)−1fi,

alors,

(uki − ui) = (λIii − Tii)−1
N∑

j=1,j 6=i
Tij(uk−1

j − uj).

Par conséquent,

‖uki − ui‖i ≤ ‖(λIii − Tii)−1‖ii
N∑

j=1,j 6=i
‖Tij‖ij‖uk−1

j − uj‖j,

≤

N∑
j=1,j 6=i

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
‖uk−1

j − uj‖j,

≤ βT (i, N)‖Uk−1 − U‖
X̃N
.

Soit im ∈ N tel que

‖ukim − uim‖Xim
= ‖Uk − U‖

X̃N
.

Ce qui implique, que

‖Uk − U‖
X̃N

≤ βT (im, N)‖Uk−1 − U‖
X̃N
,

‖Uk − U‖
X̃N

≤ βJT‖Uk−1 − U‖
X̃N
,

où, βJT est donnée par (2.1.3).

Répétant k-fois cette opération, nous trouvons

‖Uk − U‖
X̃N
≤ (βJT )k‖U0 − U‖

X̃N
.

Nous utilisons le fait que βJT < 1, pour conclure.

De manière analogue, nous définissons le schéma itératif de Jacobi généralisé adapté

au système (Ξ)S parλV
k = DSV

k + (MS −DS)V k−1 + F, k ≥ 1,

V 0 ∈ X̃N ,
(2.3.9)
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où, DS est la matrice diagonale obtenue à partir des éléments diagonaux de MS donnée

par

DS =



S11 O12 ... O1N

O21 S22 ... O2N

... ... ... ...

ON1 ON2 ... SNN


.

Le schéma itératif (2.3.9) peut être réécrit sous la forme simple et clair par, pour tout

1 ≤ i ≤ N , 
λvki = Siiv

k
i +

N∑
j=1,j 6=i

Sijv
k−1
j + fi, k ≥ 1,

v0
i ∈ Xi.

(2.3.10)

Le Théorème suivant prouve que la solution itérative V k obtenue par la méthode de Jacobi

généralisée, converge vers la solution exacte V

V k → V si k →∞.

Théorème 2.3.2. Si |λ| > ‖S‖, alors,

lim
k→∞
‖V k − V ‖

X̃N
= 0.

Démonstration. En suivant les mêmes étapes du Théorème (2.3.1), nous trouvons

‖V k − V ‖
X̃N
≤ (βJS )k‖V 0 − V ‖

X̃N
.

où, βJS est donnée par (2.1.4). Nous utilisons aussi le fait que βJS < 1, pour conclure.

2.4 La méthode de Gauss-Seidel généralisée adaptée au

système d’opérateurs

Dans cette section, nous construisons une généralisation de la méthode de Gauss-

Seidel adaptée aux systèmes (Ξ)T et (Ξ)S . Nous commençons par le schéma itératif de
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Gauss-Seidel adapté au (Ξ)TλŨ
k = LT Ũ

k + (MT − LT ) Ũk−1 + F, k ≥ 1,

Ũ0 ∈ X̃N ,
(2.4.11)

où, LT est la matrice triangulaire inférieure de MT donnée par

LT =



T11 O12 ... O1N

T21 T22 ... O2N

... ... ... ...

TN1 TN2 ... TNN


.

Nous réécrivons le schéma itératif (2.4.11) sous la forme simple suivante, pour tout 1 ≤

i ≤ N , 
λũki = Tiiũ

k
i +

i−1∑
j=1

Tijũ
k
j +

N∑
j=i+1

Tijũ
k−1
j + fi, k ≥ 1,

ũ0
i ∈ Xi,

(2.4.12)

avec l’ajustement évident de la définition pour

0∑
j=1

Tijũ
k
j =

N∑
j=N+1

Tijũ
k−1
j = 0Xi

.

Dans le Théorème suivant, nous allons montrer que la solution itérative Ũk obtenue par la

méthode de Gauss-Seidel généralisée, converge vers la solution exacte U

Ũk → U si k →∞

Théorème 2.4.1. Si |λ| > ‖T‖, alors,

lim
k→∞
‖Ũk − U‖

X̃N
= 0.

Démonstration. A partir du système (Ξ)T , nous avons pour tout 1 ≤ i ≤ N ,

λui = Tiiui +
i−1∑
j=1

Tijuj +
N∑

j=i+1
Tijuj + fi,

(λIii − Tii)ui =
i−1∑
j=1

Tijuj +
N∑

j=i+1
Tijuj + fi,
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d’où,

ui = (λIii − Tii)−1
i−1∑
j=1

Tijuj + (λIii − Tii)−1
N∑

j=i+1
Tijuj + (λIii − Tii)−1fi.

De la même façon, nous obtenons à partir du schéma (2.4.12)

ũki = (λIii − Tii)−1
i−1∑
j=1

Tijũ
k
j + (λIii − Tii)−1

N∑
j=i+1

Tijũ
k−1
j + (λIii − Tii)−1fi,

alors,

(ũki − ui) = (λIii − Tii)−1
i−1∑
j=1

Tij(ũkj − uj) + (λIii − Tii)−1
N∑

j=i+1
Tij(ũk−1

j − uj).

Par conséquent,

‖ũki − ui‖i ≤ ‖(λIii − Tii)−1‖ii
i−1∑
j=1
‖Tij‖ij‖ũkj − uj‖j

+ ‖(λIii − Tii)−1‖ii
N∑

j=i+1
‖Tij‖ij‖ũk−1

j − uj‖j

≤

i−1∑
j=1
‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
‖ũkj − uj‖j +

N∑
j=i+1

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
‖ũk−1

j − uj‖j,

≤ δT (i, N)‖Ũk − U‖
X̃N

+ δT (i, N)‖Ũk−1 − U‖
X̃N
,

Soit im′ ∈ N tel que

‖ũki
m
′ − uim′ ‖Xi

m
′

= ‖Ũk − U‖
X̃N
.

Nous obtenons

‖Ũk − U‖
X̃N

≤ δT (im′ , N)‖Ũk − U‖
X̃N

+ δT (im′ , N)‖Ũk−1 − U‖
X̃N
,

(1− δT (im′ , N))‖Ũk − U‖
X̃N

≤ δT (im′ , N)‖Ũk−1 − U‖
X̃N
,

‖Ũk − U‖
X̃N

≤ δT (im′ , N)
1− δT (im′ , N)‖Ũ

k−1 − U‖
X̃N
,

‖Ũk − U‖
X̃N

≤ βGST ‖Ũk−1 − U‖
X̃N
,
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où, βGST est donnée par (2.1.5).

Répètant k-fois cette dernière inégalité, nous trouvons

‖Ũk − U‖
X̃N
≤ (βGST )k‖Ũ0 − U‖

X̃N
.

Ce qui achève la démonstration comme βGST < 1.

Comme pour la section précédente, nous définissons le schéma itératif de Gauss-

Seidel généralisé adapté au système (Ξ)S parλṼ
k = LSṼ

k + (MS − LS) Ṽ k−1 + F, k ≥ 1,

Ṽ 0 ∈ X̃N ,
(2.4.13)

où, LS est la matrice triangulaire inférieure de MS donnée par

LS =



S11 O12 ... O1N

S21 S22 ... O2N

... ... ... ...

SN1 SN2 ... SNN


.

Le schéma itératif (2.4.13) peut être réécrit sous la forme simple suivante, pour tout 1 ≤

i ≤ N , 
λṽki = Siiṽ

k
i +

i−1∑
j=1

Sij ṽ
k
j +

N∑
j=i+1

Sij ṽ
k−1
j + fi, k ≥ 1,

ṽ0
i ∈ Xi,

(2.4.14)

avec l’ajustement évident de la définition pour

0∑
j=1

Sij ṽ
k
j =

N∑
j=N+1

Sij ṽ
k−1
j = 0Xi

.

Nous allons voir dans le Théorème suivant que la solution itérative Ṽ k obtenue par la

méthode de Gauss-Seidel généralisée, converge vers la solution exacte V

Ṽ k → V si k →∞
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Théorème 2.4.2. Si |λ| > ‖S‖, alors,

lim
k→∞
‖Ṽ k − V ‖

X̃N
= 0.

Démonstration. En suivant les mêmes étapes du Théorème (2.4.1), nous trouvons

‖Ṽ k − V ‖
X̃N
≤ (βGSS )k‖Ṽ 0 − V ‖

X̃N
,

où, βGSS est donnée par (2.1.6). Nous utilisons aussi le fait que βGSS < 1, pour conclure.

Dans ce chapitre, nous avons vu un processus qui transforme l’équation intégrale

(1.2.2) (resp. (1.3.9)) en un système d’équations intégrales (Ξ)T (resp. (Ξ)S), puis nous

avons appliqué les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel généralisées adaptées au (Ξ)T
(resp. (Ξ)S). Pour obtenir la convergence de ces nouvelles méthodes itératives la condi-

tion suivante doit être vérifiée

|λ| > ‖T‖ , (resp. |λ| > ‖S‖).

D’autre part, dans le Théorème (2.1.1) cette condition implique

βT (i, N) =

N∑
j=1,j 6=i

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
< 1, (resp. βS(i, N) =

N∑
j=1,j 6=i

‖Sij‖ij

|λ| − ‖Sii‖ii
< 1),

cette inégalité peut être vue comme la notion de la dominance stricte de la diagonale de

la matrice d’opérateurs suivante :

AT = λIN −MT , (resp. AS = λIN −MS),

qui est presque la même condition nécessaire pour la convergence des méthodes de Ja-

cobi et Gauss-Seidel classiques. Sauf que dans les méthodes classiques nous traitons un

système algébrique et dans notre cas généralisé nous traitons un système d’opérateurs.

Remarque 2.4.1. En pratique, pour approcher une équation intégrale définie sur un

grand intervalle, le processus conventionnel consiste à commencer par une méthode de
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discrétisation, suivi par l’application de la méthode de Jacobi ou celle de Gauss-Seidel

pour approcher la solution du système algébrique obtenu. D’autre part, en utilisant notre

méthode généralisée de Jacobi ou Gauss-Seidel, nous proposons un processus numérique

alternatif pour approcher une équation intégrale linéaire de Fredholm. Le nouveau pro-

cessus commence par la méthode généralisée de Jacobi ou Gauss-Seidel puis nous allons

la suivre par une méthode de discrétisation, où les testes numériques prouvent que ce

nouveau processus est meilleur que le processus conventionnel (nous allons voir les dé-

tails dans le prochain chapitre). Le cadre de notre idée est semblable au [31], où les

auteurs ont démontré pour étudier une équation intégrale non-linéaire, le processus qui

commence par la linéarisation puis la discrétisation du problème linéaire obtenu, est plus

performant. Ceci prouve que la vision développée dans [31] est également correcte dans

notre cas.
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Notre objectif dans ce chapitre est d’appliquer les méthodes itératives généralisées de

Jacobi et Gauss-Seidel présentées dans le chapitre précédent, sur les équations intégrales

de Fredholm de deuxième espèces. Ce chapitre est consacré à ces dernières lorsque l’opé-

rateur concerné est régulier. Le cas faiblement singulier est étudié dans le chapitre suivant.

Nous complétons notre approche par une comparaison avec les versions classiques de ces

deux méthodes.

Mais, dans la pratique, l’utilisation de ces méthodes itératives généralisées, néces-

site l’inversion de certains opérateurs à chaque itération. Pour cette raison, les méthodes

itératives généralisées de Jacobi et Gauss-Seidel doivent être injecté par la méthode de

45
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Nyström pour approcher ces inverses d’opérateurs. Ainsi, il est capital de présenter la

nouvelle majoration de l’erreur obtenue de la solution approchée, ce que nous allons dé-

tailler dans ce chapitre.

3.1 Application de la méthode de Jacobi généralisée

Concernant le schéma itératif de Jacobi généralisé (2.3.8), construit dans le chapitre

précédent ; pour passer d’une itération à une autre nous avons besoin de calculer les opé-

rateurs (λIii − Tii)−1 pour tout 1 ≤ i ≤ N , ce qui est impossible en pratique, pour cela

nous approchons les opérateurs Tii en utilisant la méthode de Nyström [10] présentée dans

le chapitre 1.

Tout d’abord, pour tout 1 ≤ i ≤ N nous définissons la subdivision de l’intervalle

[ti, ti+1], pour n ≥ 2

hn = H

n− 1 , si,p = ti + (p− 1)hn, 1 ≤ p ≤ n.

Ici nous avons fixé le pas hn, de façon que la comparaison entre la méthode de Jacobi

classique présentée dans le chapitre 1 et la méthode de Jacobi généralisée soit homogène.

D’autre part, la longueur H des petits intervalles [ti, ti+1] est choisie assez petite pour

obtenir des systèmes linéaires peu coûteux en résolution numérique.

Nous définissons l’opérateur approché Tii,n : Xi → Xi de Tii en utilisant la méthode

de Nyström par

∀x ∈ Xi, ∀t ∈ [ti, ti+1], Tii,nx(t) ≈
n∑
p=1

wi,pg(t, si,p)x(si,p),

où, {wi,p}np=1 sont les poids de la quadrature, tels que

Wi := sup
n≥2

n∑
p=1
|wi,p| <∞,
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nous supposons que

W̄ := sup
N≥2

max
1≤i≤N

Wi <∞,

alors, de [12], pour tout 1 ≤ i ≤ N , Tii,n ∈ Bii, en plus,

‖Tii,n‖ii = max
t∈[ti,ti+1]

n∑
p=1
|wi,pg(t, si,p)| ≤ W̄ max

0≤t,s≤τ
g(t, s).

Théorème 3.1.1. Pour tout 1 ≤ i ≤ N et pour n assez grand, (λIii − Tii,n)−1 existe. En

plus nous avons ∥∥∥(λIii − Tii,n)−1
∥∥∥
ii
≤ κT ,

où, κT est une constante positive indépendante de i et n.

Démonstration. Nous pouvons dire que la démonstration est un résultat direct du Théo-

rème (1.1.7), mais nous allons apporter plus de précision sur la constante κT .

Pour tout 1 ≤ i ≤ N , d’après le Lemme 11.4.2 [10], nous obtenons

lim
n→∞

‖(Tii − Tii,n)Tii,n‖ii = 0.

En plus, d’après le Théorème 11.4.4 [10], nous avons pour n assez grand,∥∥∥(λIii − Tii,n)−1
∥∥∥
ii
≤

1 + ‖(λIii − Tii)−1‖ii ‖Tii,n‖ii
|λ| − ‖(Tii − Tii,n)Tii,n‖ii

.

D’autre part, nous avons

‖Tii,n‖ii ≤ W̄ max
0≤t,s≤τ

g(t, s),∥∥∥(λIii − Tii)−1
∥∥∥
ii
≤ 1
|λ| − ‖Tii‖ii

≤ 1
|λ| − γHT

, où γHT = max
1≤i≤N

{‖Tii‖ii}.

Alors,

lim
n→∞

1 + ‖(λIii − Tii)−1‖ii ‖Tii,n‖ii
|λ| − ‖(Tii − Tii,n)Tii,n‖ii

≤ |λ|−1
(

1 +
(
|λ| − γHT

)−1
W̄ max

0≤t,s≤τ
g(t, s)

)
.

Pour conclure nous pouvons prendre

κT = 1 + |λ|−1
(

1 +
(
|λ| − γHT

)−1
W̄ max

0≤t,s≤τ
g(t, s)

)
. (3.1.1)
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Pour tout 1 ≤ i ≤ N , soit ui la solution exacte et ui,n son approximation obtenue par

la méthode de Nyström ; elles vérifient les équations suivantes respectivement, en effet

pour n assez grand, nous avons

∀t ∈ [ti, ti+1], λui(t) = Tiiui(t) + ψi(t),

λui,n(t) = Tii,nui,n(t) + ψi(t).

Il est clair que, pour tout ψi ∈ Xi, les deux équations précédentes admettent des solutions

uniques ui et ui,n respectivement. Le Théorème suivant assure que la solution approchée

ui,n converge vers la solution exacte ui lorsque n tend vers∞. En plus, il nous donne une

nouvelle estimation d’erreur.

Théorème 3.1.2. Pour tout 1 ≤ i ≤ N et pour n assez grand,

‖ui − ui,n‖i ≤ κTω1 (hn, ui) ,

où,

ω1 (hn, ui) = sup
t∈[ti,ti+1]

∣∣∣∣∣∣∣
ti+1∫
ti

g(t, s)ui(s)ds−
n∑
p=1

wi,pg(t, si,p)ui(si,p)

∣∣∣∣∣∣∣→n→∞ 0. (3.1.2)

Démonstration. Nous utilisons le fait que,

ui − ui,n = (λIii − Tii,n)−1 (Tii − Tii,n)ui,

pour conclure.

D’autre part, la formule d’interpolation de Nyström nous permet de calculer ui,n par

la formule suivante ; pour tout 1 ≤ i ≤ N ,

∀t ∈ [ti, ti+1] , ui,n(t) = 1
λ

 n∑
p=1

wi,pg(t, si,p)xp + ψi(t)
 ,

où, x = (x1, ..., xn) est la solution unique du système de dimension n suivant :

λx = Ax+ b, Aqp = wi,pg(si,q, si,p), bq = ψi(si,q), 1 ≤ q, p ≤ n.
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Nous définissons le schéma itératif de la méthode de Jacobi généralisée (2.3.8) en conjonc-

tion avec la méthode de Nyström par ; pour tout 1 ≤ i ≤ N et n ≥ 2,
∀t ∈ [ti, ti+1] , λuki,n(t) = Tii,nu

k
i,n(t) +

N∑
j=1,j 6=i

Tiju
k−1
j,n (t) + fi(t), k ≥ 1,

u0
i ∈ Xi,

(3.1.3)

afin d’obtenir la solution approchée Uk
n =

(
uk1,n, u

k
1,n, . . . , u

k
N,n

)
∈ X̃N . Notre but main-

tenant est de prouver que

Uk
n → U lorsque k →∞ et n→∞.

Ce qui est démontré dans le Théorème suivant. Avant la démonstration et pour une raison

technique, nous devons définir Ûk
n =

(
ûk1,n, û

k
1,n, . . . , û

k
N,n

)
∈ X̃N la solution du système

ci-dessous ; pour tout 1 ≤ i ≤ N et n ≥ 2,
∀t ∈ [ti, ti+1] , λûki,n(t) = Tiiû

k
i,n(t) +

N∑
j=1,j 6=i

Tiju
k−1
j,n + fi(t), k ≥ 1,

u0
i ∈ Xi,

(3.1.4)

Théorème 3.1.3. Pour k ≥ 1 et pour n assez grand,

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ κT
1− βJT

max
1≤i≤N

1≤l≤k

ω1
(
hn, û

l
i,n

)
+ (βJT )k‖U0 − U‖

X̃N
,

où, κT , ω1
(
hn, û

l
i,n

)
et βJT sont données par (3.1.1), (3.1.2) et (2.1.3) respectivement.

Démonstration. Tout d’abord, pour n ≥ 2, nous avons l’inégalité suivante :

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ ‖Uk
n − Ûk

n‖X̃N
+ ‖Ûk

n − U‖X̃N
.

Nous allons voir comment majorer les deux quantités de l’inégalité précédente. En effet,

pour tout 1 ≤ i ≤ N , à partir du schéma (3.1.4) et le système (Ξ)T , nous avons

(ûki,n − ui) = (λIii − Tii)−1
N∑

j=1,j 6=i
Tij(uk−1

j,n − uj).
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De la même manière que celle utilisée dans le Théorème (2.3.1), nous trouvons que

‖Ûk
n − U‖X̃N

≤ βJT‖Uk−1
n − U‖

X̃N
.

D’autre part, l’application du Théorème (3.1.2) aux schémas (3.1.3) et (3.1.4) nous donne

‖Uk
n − Ûk

n‖X̃N
≤ κT max

1≤i≤N
ω1
(
hn, û

k
i,n

)
Finalement, nous obtenons

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ κT max
1≤i≤N

ω1
(
hn, û

k
i,n

)
+ βJT‖Uk−1

n − U‖
X̃N
.

Répétons la dernière inégalité k-fois, nous trouvons

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ κT max
1≤i≤N

ω1
(
hn, û

k
i,n

)
+ βJT

(
κT max

1≤i≤N
ω1
(
hn, û

k−1
i,n

)
+ βJT‖Uk−2

n − U‖
X̃N

)
,

≤ κT
k−1∑
l=0

(βJT )l max
1≤i≤N

ω1
(
hn, û

k−l
i,n

)
+ (βJT )k‖U0 − U‖

X̃N
,

≤ κT
1− βJT

max
1≤i≤N

1≤l≤k

ω1
(
hn, û

l
i,n

)
+ (βJT )k‖U0 − U‖

X̃N
.

Ce qui achève la démonstration. Ce Théorème est le premier résultat dans notre travail,

il a été publié dans [14].

3.2 Application de la méthode de Gauss-Seidel générali-

sée

De manière analogue, concernant le schéma itératif de Gauss-Seidel généralisé (2.4.12),

nous avons besoin aussi d’approcher les opérateurs Tii pour tout 1 ≤ i ≤ N , en utilisant

la méthode de Nyström [10].

Dons, Nous définissons le schéma itératif de la méthode de Gauss-Seidel généralisée
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(2.4.12) en conjonction avec la méthode de Nyström, en effet pour tout 1 ≤ i ≤ N et

n ≥ 2,
λũki,n(t) = Tii,nũ

k
i,n(t) +

i−1∑
j=1

Tijũ
k
j,n(t) +

N∑
j=i+1

Tijũ
k−1
j,n (t) + fi(t), k ≥ 1,

ũ0
i (t) ∈ Xi,

(3.2.5)

afin d’obtenir la solution approchée Ũk
n =

(
ũk1,n, ũ

k
1,n, . . . , ũ

k
N,n

)
∈ X̃N . Notre but main-

tenant est de prouver que

Ũk
n → U lorsque k →∞ et n→∞.

Ce qui sera démontré dans le Théorème suivant. Pour les mêmes arguments précédents,

avant la démonstration pour une raison technique, nous devons définir ˆ̃U
k

n =
(

ˆ̃uk1,n, ˆ̃u
k

1,n, . . . , ˆ̃u
k

N,n

)
∈

X̃N la solution du système défini par ; pour tout 1 ≤ i ≤ N et n ≥ 2,
λˆ̃uki,n(t) = Tii ˆ̃u

k

i,n(t) +
i−1∑
j=1

Tijũ
k
j,n(t) +

N∑
j=i+1

Tijũ
k−1
j,n (t) + fi(t), k ≥ 1,

ũ0
i (t) ∈ Xi.

(3.2.6)

Théorème 3.2.1. Pour k ≥ 1 et pour n assez grand,

‖Ũk
n − U‖X̃N

≤ ϑTκT
1− βGST

max
1≤i≤N

1≤l≤k

ω1

(
hn, ˆ̃u

l

i,n

)
+ (βGST )k‖U0 − U‖

X̃N
,

où, κT , ω1

(
hn, ˆ̃u

l

i,n

)
et βGST sont données par (3.1.1), (3.1.2) et (2.1.5) respectivement et

ϑT par la relation

ϑT = |λ|
|λ| − ‖T‖

.

Démonstration. Tout d’abord, pour n ≥ 2, nous avons l’inégalité suivante :

‖Ũk
n − U‖X̃N

≤ ‖Ũk
n −

ˆ̃U
k

n‖X̃N
+ ‖ ˆ̃U

k

n − U‖X̃N
.

Nous allons voir comment majorer les deux quantités de l’inégalité précédente. En effet,

pour tout 1 ≤ i ≤ N , à partir du schéma (3.2.6) et le système (Ξ)T , nous avons

(ˆ̃uki,n − ui) = (λIii − Tii)−1
i−1∑
j=1

Tij(ũkj,n − uj) + (λIii − Tii)−1
N∑

j=i+1
Tij(ũk−1

j,n − uj).
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De la même manière que celle utilisée dans le Théorème (2.4.1), nous trouvons que

‖ ˆ̃U
k

n − U‖X̃N
≤ δT (im′ , N)‖Ũk

n − U‖X̃N
+ δT (im′ , N)‖Ũk−1

n − U‖
X̃N
.

D’autre part, l’application du Théorème (3.1.2) aux schémas (3.2.5) et (3.2.6) nous donne

‖Ũk
n −

ˆ̃U
k

n‖X̃N
≤ κT max

1≤i≤N
ω1

(
hn, ˆ̃u

k

i,n

)
Finalement, nous obtenons

‖Ũk
n − U‖X̃N

≤ ‖Ũk
n −

ˆ̃U
k

n‖X̃N
+ δT (im′ , N)‖Ũk

n − U‖X̃N
+ δT (im′ , N)‖Ũk−1

n − U‖
X̃N
,

‖Ũk
n − U‖X̃N

≤ 1
1− δT (im′ , N)‖Ũ

k
n −

ˆ̃U
k

n‖X̃N
+ δT (im′ , N)

1− δT (im′ , N)‖Ũ
k−1
n − U‖

X̃N
,

≤ ϑTκT max
1≤i≤N

ω1

(
hn, ˆ̃u

k

i,n

)
+ βGST ‖Ũk−1

n − U‖
X̃N
.

Répétons la dernière inégalité k-fois, nous obtenons la majoration

‖Ũk
n − U‖X̃N

≤ ϑTκT max
1≤i≤N

ω1

(
hn, ˆ̃u

k

i,n

)
+ βGST

(
ϑTκT max

1≤i≤N
ω1

(
hn, ˆ̃u

k−1
i,n

)
+ βGST ‖Ũk−2

n − U‖
X̃N

)
,

≤ ϑTκT
k−1∑
l=0

(βGST )l max
1≤i≤N

ω1

(
hn, ˆ̃u

k−l
i,n

)
+ (βGST )k‖U0 − U‖

X̃N
,

≤ ϑTκT
1− βGST

max
1≤i≤N

1≤l≤k

ω1

(
hn, ˆ̃u

l

i,n

)
+ (βGST )k‖U0 − U‖

X̃N
.

Ce qui achève la démonstration. Ce résultat a été développé dans un papier pour pu-

blication [32].

3.3 Les tests numériques

Dans cette section, nous cherchons à illustrer l’application de notre généralisation,

pour cela, nous choisissons l’équation intégrale de Fedholm de deuxième espèce sur l’in-

tervalle [0, 100].
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Exemple 1 :

λu(t) =
100∫
0

sin(stθ)u(s)ds+ f(t), λ = 100µ, µ > 1, θ = π

2.104 , t ∈ [0, 100].

Le noyau g(s, t) = sin(stθ) est positive, continue et λ est dans l’ensemble résolvent de

l’opérateur T . Si nous prenons

f(t) = 100µt− sin(100θt)− 100θt cos(100θt)
(tθ)2 ,

alors, la solution exacte est donnée par u(t) = t sur l’intervalle [0, 100]. D’autre part,

si nous fixons µ = 2, l’équation présentée ci-dessus dans l’exemple 1, devient la même

équation étudiée dans [14].

Pour étudier cet exemple, nous considérons la quadrature des Trapèzes comme mé-

thode de discrétisation, puis nous changeons le pas hn pour la comparaison entre les

quatre méthodes suivantes, la méthode de Jacobi classique, la méthode de Gauss-Seidel

classique (les processus conventionnels), la méthode de Jacobi généralisée et la méthode

de Gauss-Seidel généralisée (les nouveaux processus).

La méthode de Jacobi classique : Nous choisissons le pas hn pour subdiviser l’in-

tervalle [0, 100] puis nous utilisons la méthode de Nyström pour approcher l’équation

intégrale présentée dans l’exemple, ce qui nous donne le grand système de dimension σn

suivant :

λx = Ax+ b,

Aqp = wp sin(sqspθ), 1 ≤ q, p ≤ σn,

bq = f(sq), 1 ≤ q ≤ σn,

sq = (q − 1)hn, 1 ≤ q ≤ σn.

Dans ce cas, nous appliquons la méthode de Jacobi classique décrite par (1.4.19) pour

approcher sa solution. A partir de xk =
(
xk1, ..., x

k
σn

)
, la k-itération de la méthode de
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Jacobi, nous construisons la solution approchée ukn de notre équation intégrale par

∀t ∈ [0, 100] , ukn(t) = 1
λ

 σn∑
p=1

xkpwpg(t, sp) + f(t)
 .

Nous employons la condition d’arrêt suivante :

∥∥∥ukn − uk−1
n

∥∥∥
∞
≤ 10−8.

Pour comparer entre les résultats, l’erreur obtenue par cette méthode est notée par

EJM = ‖ukn − u‖∞.

La méthode de Gauss-Seidel classique : Nous appliquons les mêmes étapes pré-

cédentes de la méthode de Jacobi classique, sauf que nous employons la méthode de

Gauss-Seidel classique décrite par (1.4.21) pour approcher la solution du grand système

obtenu. Nous prenons aussi la même condition d’arrêt et nous notons l’erreur obtenue par

cette méthode par

EGSM = ‖ukn − u‖∞.

Nous rappelons que ce processus conventionnel a été étudié en détail dans [33].

Remarque 3.3.1. Le principe des méthodes itératives est d’approcher les grands systèmes

algébriques, parce que nous ne pouvons pas les inverser directement. Donc, nous allons

ajouter la méthode directe, dans laquelle nous inversons le grand système directement et

nous allons ajouter aussi ses résultats dans nos tableaux, pour mieux expliquer l’intérêt

des méthodes itératives classiques et généralisées. Nous notons aussi l’erreur obtenue

par la méthode directe par

EDM = ‖un − u‖∞.

Maintenant, nous passons au nouveau processus de la généralisation des méthodes

itératives.
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La méthode de Jacobi généralisée : Nous fixons H = 1, alors, N = τ = 100.

Ainsi, après transformation de l’exemple 1, nous obtenons le système de 100 équations

intégrales suivant :

∀t ∈ [0, 1], λu1(t) =
1∫

0

sin(tsθ)u1(s)ds+ ...+
100∫

99

sin(tsθ)u100(s)ds+ f(t),

∀t ∈ [1, 2], λu2(t) =
1∫

0

sin(tsθ)u1(s)ds+ ...+
100∫

99

sin(tsθ)u100(s)ds+ f(t),

...
...

...

∀t ∈ [99, 100], λu100(t) =
1∫

0

sin(tsθ)u1(s)ds+ ...+
100∫

99

sin(tsθ)u100(s)ds+ f(t).

Nous appliquons la méthode de Jacobi généralisée en conjonction avec la méthode de

Nyström présentée par (3.1.3) au système précédent. Nous choisissons le même pas hn

pour subdiviser les intervalles [i − 1, i] pour tout 1 ≤ i ≤ 100, dans le but d’homogé-

néiser la comparaison entre les méthodes itératives classiques et les méthodes itératives

généralisées. Ainsi les solutions approchées uki,n, pour k ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 100, n = 1
hn

+ 1

et hn > 0, sont données par
∀t ∈ [i− 1, i] , u0

i,n(t) = 0 ,

∀t ∈ [i− 1, i] , uki,n(t) = 1
λ

 n∑
p=1

xki,pwi,p sin(tsi,pθ) +
100∑

j=1,j 6=i

j∫
j−1

sin(tsθ)uk−1
j,n (s)ds+ f(t)

 , k ≥ 1,

où, xki =
(
xki,1, ..., x

k
i,n

)
est la solution unique du système algébrique

λxki = Aix
k
i + bki ,

Ai,qp = wi,p sin(si,qsi,pθ), 1 ≤ q, p ≤ n,

bki,q =
100∑

j=1,j 6=i

j∫
j−1

sin(si,qsθ)uk−1
j,n (s)ds+ f(si,q), 1 ≤ q ≤ n,

si,q = i− 1 + (q − 1)hn, 1 ≤ q ≤ n.

Nous employons la condition d’arrêt suivante :

max
1≤i≤100

∥∥∥uki,n − uk−1
i,n

∥∥∥
∞

=
∥∥∥Uk

n − Uk−1
n

∥∥∥
∞
≤ 10−8.
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L’erreur obtenue par cette méthode est notée par

EGJM = max
1≤i≤100

∥∥∥uki,n − u∥∥∥∞ = ‖Uk
n − U‖∞.

La méthode de Gauss-Seidel généralisée : De la même manière que la méthode

généralisée précédente, nous transformons notre exemple en un système de 100 équations

intégrales puis nous appliquons la méthode généralisée de Gauss-Seidel, en conjonction

avec la méthode de Nyström présentée par (3.2.5), pour construire la solution approchée

ũki,n, pour k ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 100, n = 1
hn

+ 1 et hn > 0


∀t ∈ [i− 1, i] , ũ0
i,n(t) = 0 ,

∀t ∈ [i− 1, i] , ũki,n(t) = 1
λ

 n∑
p=1

xki,pwi,p sin(tsi,pθ) +
i−1∑
j=1

j∫
j−1

sin(tsθ)ũkj,n(s)ds

+
100∑

j=i+1

j∫
j−1

sin(tsθ)ũk−1
j,n (s)ds+ f(t)

 , k ≥ 1,

où, xki =
(
xki,1, ..., x

k
i,n

)
est la solution unique du système algébrique

λxki = Aix
k
i + bki ,

Ai,qp = wi,p sin(si,qsi,pθ), 1 ≤ q, p ≤ n,

bki,q =
i−1∑
j=1

j∫
j−1

sin(si,qsθ)ũkj,n(s)ds+
100∑

j=i+1

j∫
j−1

sin(si,qsθ)ũk−1
j,n (s)ds+ f(si,q), 1 ≤ q ≤ n,

si,q = i− 1 + (q − 1)hn, 1 ≤ q ≤ n.

Nous employons aussi la même condition d’arrêt

max
1≤i≤100

∥∥∥ũki,n − ũk−1
i,n

∥∥∥
∞

=
∥∥∥Ũk

n − Ũk−1
n

∥∥∥
∞
≤ 10−8.

Nous notons l’erreur obtenue par cette méthode par

EGGSM = max
1≤i≤100

∥∥∥ũki,n − u∥∥∥∞ = ‖Ũk
n − U‖∞.

Nous allons maintenant discuter nos essais numériques. Tout d’abord, nous avons

3 paramètres reliés entre eux : hn, µ et H . Nous fixons deux paramètres et nous étu-

dions l’influence du troisième. Nous notons que l’ordinateur utilisé est de type : Intel(R)
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TABLE 3.1 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

hn σn EDM EJM k EGSM [33] k

0.250 401 4.62E-5 4.62E-5 16 4.62E-5 9

0.125 801 1.15E-5 1.15E-5 16 1.15E-5 9

0.050 2001 1.85E-6 1.84E-6 16 1.84E-6 9

0.010 10001 7.40E-8 7.33E-8 16 7.33E-8 9

0.005 20001 Out of memory 1.78E-8 16 1.78E-8 9

TABLE 3.2 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

hn n EGJM k EGGSM k

0.250 5 8.02E-7 16 8.02E-7 9

0.125 9 1.98E-7 16 1.98E-7 9

0.050 21 2.98E-8 16 2.98E-8 9

0.010 101 1.47E-9 16 1.47E-9 9

0.005 201 6.52E-10 16 6.52E-10 9

Core(TM) i5-3340 CPU @ 3.10GHz 3.10GHz. RAM. 4.Go.

1- l’influence de hn : Nous fixons µ = 2 et H = 1 puis nous diminuons le pas hn et

nous comparons les résultats.

Logiquement, le tableau (3.1) prouve que l’erreur obtenue par la méthode directe, la

méthode de Jacobi classique et Gauss-Seidel classique diminue avec la diminution de hn,

ainsi elles nous donnent les mêmes résultats ; excepte, pour h = 0.005, la méthode directe

bloque parce que nous avons dépassé la mémoire maximum de la machine. D’autre part,

nous pouvons voir, comme il est connu que la méthode Gauss-Seidel classique est plus

rapide que celle de Jacobi classique.
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TABLE 3.3 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

µ EDM EJM k EGSM k

2 1.85E-6 1.84E-6 16 1.84E-6 9

10 3.02E-7 3.02E-7 8 3.02E-7 5

50 5.84E-8 5.84E-8 5 5.84E-8 4

100 2.91E-8 2.90E-8 5 2.90E-8 3

TABLE 3.4 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

µ EGJM k EGGSM k

2 2.98E-8 16 2.98E-8 9

10 5.66E-9 8 5.66E-9 5

50 1.08E-9 5 1.08E-9 4

100 5.57E-10 5 5.57E-10 3

Le tableau (3.2), prouve que l’erreur obtenue par les méthodes itératives généralisées

(Jacobi et Gauss-Seidel) diminue plus rapidement que les méthodes itératives classiques.

En plus, nous pouvons voir que la méthode de Gauss-Seidel généralisée est plus rapide

que la méthode de Jacobi généralisée, cela nous confirme que notre vision de la générali-

sation est raisonnable.

2- l’influence de µ : Nous fixons le pas hn = 0.05 et H = 1 puis nous varions le

paramètre µ pour voir son effet sur les résultats des méthodes.

Il est connue que l’augmentation de la valeur de λ (c.à.d. µ) dans n’importe quelle

équation intégrale, va diminuer l’erreur. Dans le tableau (3.3), avec l’incrément des va-

leurs de µ, nous pouvons voir que les erreurs s’approchent de zéro. Dans le tableau (3.4),
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TABLE 3.5 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

H n EDM EGJM k EGGSM k

1 21 1.84E-6 2.98E-8 16 2.98E-8 9

5 101 1.85E-6 9.54E-8 16 9.54E-8 9

10 201 1.85E-6 1.83E-7 16 1.83E-7 8

50 1001 1.85E-6 8.58E-7 11 8.58E-7 5

100 2001 1.85E-6 1.85E-6 1 1.85E-6 1

nous pouvons voir que les erreurs obtenues en utilisant les méthodes itératives générali-

sées, s’approchent aussi de zéro, mais plus rapide que les méthodes itératives classiques.

En outre, nous observons que si nous augmentons le paramètre µ, les deux constantes βJT

et βGST diminuent aussi, ce qui accélère les deux méthodes itératives généralisées.

3- l’influence de H : Dans les choix précédents nous avons pris H = 1. Maintenant,

nous fixons µ = 2 et hn = 0.05, puis nous augmentons H pour montrer son influence sur

les résultats de nos méthodes itératives généralisées.

Tout d’abord, nous rappelons que en changeant le paramètre H nous obtenons 100
H

équations, avec n = H
0.05 + 1. Dans le tableau (3.5), l’erreur de nos méthodes itératives

généralisées croît avec l’augmentation de H , mais elle reste encore plus petite que l’er-

reur de méthodes itératives classique, sauf pour H = 100 ; logiquement nous revenons à

l’équation intégrale initiale sur l’intervalle [0, 100] où les méthodes itératives généralisées

nous donnent les mêmes résultats que les méthodes itératives classiques.

Nous donnons une certaine interprétation mathématique de ce tableau, en effet nous

voyons dans la bande d’erreur concernant les méthodes itératives généralisées, que le

paramètre κT défini par (3.1.1) augmente avec l’augmentation de H à cause de sa relation

avec γHT , ce qui augmente l’erreur de nos méthode itératives généralisées. En plus, nous
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TABLE 3.6 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

hn σn EDM EJM k EGSM k

0.250 2001 2.91E-5 2.91E-5 14 2.91E-5 8

0.125 4001 1.02E-5 1.02E-5 14 1.02E-5 8

0.050 10001 2.59E-6 2.59E-6 14 2.59E-6 8

0.010 50001 Out of memory 2.32E-7 14 2.32E-7 8

0.005 100001 Out of memory 8.23E-8 14 8.23E-8 8

avons

Lorsque H → τ, on a γHT → ‖T‖ et κT → C1,

où, C1 est définie par (1.2.4), ce qui montre que la borne d’erreur de nos méthodes itéra-

tives généralisées devient la même borne d’erreur des méthodes itératives classiques, ce

que nous avons vu dans ce tableau si H = 100. Comme conclusion de ce tableau, nous

pouvons choisir une valeur appropriée de H selon la longueur τ pour obtenir une petite

erreur que les méthodes itératives classiques ; ce que nous allons voir dans l’exemple sui-

vant.

Exemple 2 :

Considérons la deuxième équation intégrale de Fredholm définie sur l’intervalle [0, 500]

λu(t) =
500∫
0

|s− t|u(s)ds+ f(t), λ = 5002µ, t ∈ [0, 500],

où,

f(t) = λ
√
t− 2(10

√
5)5

5 + 2(10
√

5)3t

3 − 8(
√
t)5

15 ,

et u(t) =
√
t la solution exacte sur [0, 500]. Nous fixons µ = 2 et H = 10, puis nous

diminuons le pas hn pour comparer les résultats de différentes méthodes.
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TABLE 3.7 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

hn n EGJM k EGGSM k

0.250 41 3.56E-6 14 3.56E-6 8

0.125 81 1.26E-6 14 1.26E-6 8

0.050 201 3.21E-7 14 3.21E-7 8

0.010 1001 2.93E-8 14 2.93E-8 8

0.005 2001 1.06E-8 14 1.06E-8 8

Les tableaux (3.6) et (3.7) nous prouvent que l’erreur obtenue par nos méthodes itéra-

tives généralisées est la meilleur, en la comparant avec des autres méthodes étudiées.

Remarques et conclusion :

Les essais numériques prouvent que nos méthodes itératives généralisées présentent

des avantages leurs assurant une préférence aux méthodes itératives classiques. La rai-

son est que les suites uki,n ou ũki,n développées par nos méthodes itératives généralisées

convergent directement vers la solution exacte u, tandis que la suite ukn développée par les

méthodes itératives classiques converge vers un, qui n’est qu’une approximation de u (en

effet un est la solution du problème discrétisé selon la méthode de Nyström).
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Ce chapitre est structuré comme le précédent, nous allons appliquer les méthodes ité-

ratives généralisées de Jacobi et Gauss-Seidel sur les équations intégrales de Fredholm de

deuxième espèces faiblement singulières. Dans la pratique, l’utilisation de ces méthodes

itératives généralisées, nécessite l’inversion de certains opérateurs à chaque itération, par

conséquent, ces méthodes itératives généralisées doivent être injectées par la méthode

d’intégration produit pour approcher ces inverses d’opérateurs. Notre objectif est de com-

pléter notre approche par une présentation d’une nouvelle majoration de l’erreur de la

solution approchée suivi d’une comparaison avec les versions classiques de ces deux mé-

thodes.

62



CHAPITRE 4. APPLICATIONS NUMÉRIQUES 63

4.1 Application de la méthode de Jacobi généralisée

Concernant le schéma itératif de Jacobi généralisé (2.3.10), nous avons besoin de cal-

culer les opérateurs (λIii − Sii)−1 pour tout 1 ≤ i ≤ N dans chaque itération, ce qui

est impossible en pratique, pour cela nous approchons les opérateurs Sii en utilisant la

méthode d’intégration produit [10] présentée dans le chapitre 1.

Tout d’abord, pour tout 1 ≤ i ≤ N nous définissons la subdivision de l’intervalle

[ti, ti+1], pour n ≥ 2

hn = H

n− 1 , si,p = ti + (p− 1)hn, 1 ≤ p ≤ n.

Ici nous avons fixé aussi le pas hn, afin que la comparaison entre la méthode de Jacobi

classique et celle généralisée soit homogène. D’autre part, la longueur H des petits inter-

valles [ti, ti+1], est choisie assez petite pour obtenir des systèmes linéaires peu coûteux en

résolution numérique.

Pour tout 1 ≤ i ≤ N , nous considérons les fonctions chapeaux {ei,p(s)}np=1 qui

définissent une base d’interpolation pour l’espace Xi. Pour tout 2 ≤ p ≤ n − 1, nous

notons par

ei,p(s) =


1− |s− si,p|

hn
, si,p−1 ≤ s ≤ si,p+1,

0, ailleurs.

ei,1(s) =


si,2 − s
hn

, si,1 ≤ s ≤ si,2,

0, ailleurs.

ei,n(s) =


s− si,n−1

hn
, si,n−1 ≤ s ≤ si,n,

0, ailleurs.

Nous définissons l’opérateur approché Sii,n : Xi → Xi de Sii en utilisant la méthode
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d’intégration produit, en effet

∀x ∈ Xi, ∀t ∈ [ti, ti+1], Sii,nx(t) ≈
n∑
p=1

wi,p(t)x(si,p),

où,

wi,p(t) =
ti+1∫
ti

g(|s− t|)ei,p(s)ds, 1 ≤ p ≤ n.

Alors, pour tout 1 ≤ i ≤ N , Sii,n ∈ Bii [10], en plus

‖Sii,n‖ii ≤ 2
H/2∫
0

g(s)ds = γHS .

Théorème 4.1.1. Pour tout 1 ≤ i ≤ N et pour n assez grand, (λIii − Sii,n)−1 existe et

on a

∥∥∥(λIii − Sii,n)−1
∥∥∥
ii
≤ κS,

où, κS est une constante positive indépendante de i et n.

Démonstration. Nous pouvons dire que la démonstration est un résultat direct du Théo-

rème (1.1.7), mais nous allons apporter plus de précision sur la constante κS .

Pour tout 1 ≤ i ≤ N , d’après le Lemme 4.1.2 [10], nous obtenons

lim
n→∞

‖(Sii − Sii,n)Sii,n‖ii = 0.

En plus, d’après le Théorème 4.1.2 [10], nous avons pour n assez grand,

∥∥∥(λIii − Sii,n)−1
∥∥∥
ii
≤

1 + ‖(λIii − Sii)−1‖ii ‖Sii,n‖ii
|λ| − ‖(Sii − Sii,n)Sii,n‖ii

.

D’autre part, nous avons

‖Sii,n‖ii ≤ γHS ,∥∥∥(λIii − Sii)−1
∥∥∥
ii
≤ 1
|λ| − ‖Sii‖ii

≤ 1
|λ| − γHS

,



CHAPITRE 4. APPLICATIONS NUMÉRIQUES 65

alors,

lim
n→∞

1 + ‖(λIii − Sii)−1‖ii ‖Sii,n‖ii
|λ| − ‖(Sii − Sii,n)Sii,n‖ii

≤ |λ|−1
(

1 +
(
|λ| − γHS

)−1
γHS

)
.

Pour conclure, nous pouvons prendre

κS = 1 + |λ|−1
(

1 +
(
|λ| − γHS

)−1
γHS

)
. (4.1.1)

Pour tout 1 ≤ i ≤ N , soit vi la solution exacte et vi,n son approximation obtenue par

la méthode d’intégration produit, elles vérifient les équations suivantes respectivement ;

pour n assez grand,

∀t ∈ [ti, ti+1], λvi(t) = Siivi(t) + ψi(t),

λvi,n(t) = Sii,nvi,n(t) + ψi(t).

Il est clair que, pour tout ψi ∈ Xi, les deux équations précédentes admettent des solutions

uniques vi et vi,n respectivement. Le Théorème suivant assure que la solution approchée

vi,n converge vers la solution exacte vi lorsque n tend vers∞. En plus, il nous donne une

nouvelle estimation d’erreur.

Théorème 4.1.2. Pour tout 1 ≤ i ≤ N et pour n assez grand,

‖vi − vi,n‖i ≤ κSγ
H
S ω2 (hn, vi) ,

où, ω2 (hn, vi) est le module de continuité de la fonction vi sur l’intervalle [ti, ti+1], défini

par

ω2 (hn, vi) := max
|s−t|≤hn

|vi(t)− vi(s)|. (4.1.2)

Démonstration. Nous utilisons le fait que,

vi − vi,n = (λIii − Sii,n)−1 (Sii − Sii,n) vi,

puis, nous appliquons le Théorème 4.2.1 de [10] pour conclure.
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D’autre part, vi,n est donnée par la formule d’interpolation suivante, pour tout 1 ≤ i ≤

N ,

∀t ∈ [ti, ti+1] , vi,n(t) = 1
λ

 n∑
p=1

wi,p(t)xp + ψi(t)
 ,

où, x = (x1, ..., xn) est la solution unique du système de dimension n suivant :

λx = Ax+ b, Aqp = wi,p(si,q), bq = ψi(si,q), 1 ≤ q, p ≤ n.

Nous définissons le schéma itératif de la méthode de Jacobi généralisée (2.3.10) en conjonc-

tion avec la méthode d’intégration produit par ; pour tout 1 ≤ i ≤ N et n ≥ 2,
∀t ∈ [ti, ti+1] , λvki,n(t) = Sii,nv

k
i,n(t) +

N∑
j=1,j 6=i

Sijv
k−1
j,n (t) + fi(t), k ≥ 1,

v0
i ∈ Xi,

(4.1.3)

afin d’obtenir la solution approchée V k
n =

(
vk1,n, v

k
1,n, . . . , v

k
N,n

)
∈ X̃N . Notre but mainte-

nant est de prouver que

V k
n → V lorsque k →∞ et n→∞,

ce qui sera démontré dans le Théorème suivant. Avant la démonstration et pour une raison

technique, nous devons définir V̂ k
n =

(
v̂k1,n, v̂

k
1,n, . . . , v̂

k
N,n

)
∈ X̃N la solution du système,

pour tout 1 ≤ i ≤ N et n ≥ 2,
∀t ∈ [ti, ti+1] , λv̂ki,n(t) = Siiv̂

k
i,n(t) +

N∑
j=1,j 6=i

Sijv
k−1
j,n + fi(t), k ≥ 1,

v0
i ∈ Xi,

(4.1.4)

Théorème 4.1.3. Pour k ≥ 1 et pour n assez grand,

‖V k
n − V ‖X̃N

≤ κSγ
H
S

1− βJS
max
1≤i≤N

1≤l≤k

ω2
(
hn, v̂

l
i,n

)
+ (βJS )k‖V 0 − V ‖

X̃N
,

où, κS, ω2
(
hn, v̂

l
i,n

)
et βJS sont données par (4.1.1), (4.1.2) et (2.1.4) respectivement.
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Démonstration. Tout d’abord, pour n ≥ 2, nous avons l’inégalité suivante :

‖V k
n − V ‖X̃N

≤ ‖V k
n − V̂ k

n ‖X̃N
+ ‖V̂ k

n − V ‖X̃N
.

Nous allons voir comment majorer les deux quantités de l’inégalité précédente. Premiè-

rement, pour tout 1 ≤ i ≤ N , à partir du schéma (4.1.4) et le système (Ξ)S , nous avons

(v̂ki,n − vi) = (λIii − Sii)−1
N∑

j=1,j 6=i
Sij(vk−1

j,n − vj).

De la même manière que celle utilisée dans le Théorème (2.3.2), nous trouvons que

‖V̂ k
n − V ‖X̃N

≤ βJS‖V k−1
n − V ‖

X̃N
.

Deuxièmement, l’application du Théorème (4.1.2) aux schémas (4.1.3) et (4.1.4) nous

donne la relation

‖V k
n − V̂ k

n ‖X̃N
≤ κSγ

H
S max

1≤i≤N
ω2
(
hn, v̂

k
i,n

)
,

finalement, nous obtenons

‖V k
n − V ‖X̃N

≤ κSγ
H
S max

1≤i≤N
ω2
(
hn, v̂

k
i,n

)
+ βJS‖V k−1

n − V ‖
X̃N
.

Répétons la dernière inégalité k-fois, nous obtenons

‖V k
n − V ‖X̃N

≤ κSγ
H
S max

1≤i≤N
ω2
(
hn, v̂

k
i,n

)
+ βJS

(
κSγ

H
S max

1≤i≤N
ω2
(
hn, v̂

k−1
i,n

)
+ βJS‖V k−2

n − V ‖
X̃N

)
,

≤ κSγ
H
S

k−1∑
l=0

(βJS )l max
1≤i≤N

ω2
(
hn, v̂

k−l
i,n

)
+ (βJS )k‖V 0 − V ‖

X̃N
,

≤ κSγ
H
S

1− βJS
max
1≤i≤N

1≤l≤k

ω2
(
hn, v̂

l
i,n

)
+ (βJS )k‖V 0 − V ‖

X̃N
,

ce qui achève la démonstration. Ce Théorème est le deuxième résultat dans notre

travail, publié dans [16].
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4.2 Application de la méthode de Gauss-Seidel générali-

sée

De manière analogue, concernant le schéma itératif de Gauss-Seidel généralisé (2.4.14),

nous avons besoin aussi d’approcher les opérateurs Sii pour tout 1 ≤ i ≤ N , en utilisant

la méthode d’intégration produit [10].

Nous définissons le schéma itératif de la méthode de Gauss-Seidel généralisée (2.4.14) en

conjonction avec la méthode d’intégration produit par, pour tout 1 ≤ i ≤ N et n ≥ 2,
λṽki,n(t) = Sii,nṽ

k
i,n(t) +

i−1∑
j=1

Sij ṽ
k
j,n(t) +

N∑
j=i+1

Sij ṽ
k−1
j,n (t) + fi(t), k ≥ 1,

ṽ0
i (t) ∈ Xi,

(4.2.5)

afin d’obtenir la solution approchée Ṽ k
n =

(
ṽk1,n, ṽ

k
1,n, . . . , ṽ

k
N,n

)
∈ X̃N . Notre but mainte-

nant est de prouver que

Ṽ k
n → V lorsque k →∞ et n→∞,

ce qui est démontré dans le Théorème suivant selon le même principe précédent. Avant la

démonstration et pour une raison technique, nous devons définir ˆ̃V
k

n =
(

ˆ̃vk1,n, ˆ̃v
k

1,n, . . . , ˆ̃v
k

N,n

)
∈

X̃N la solution du système, pour tout 1 ≤ i ≤ N et n ≥ 2,
λˆ̃vki,n(t) = Siiˆ̃v

k

i,n(t) +
i−1∑
j=1

Sij ṽ
k
j,n(t) +

N∑
j=i+1

Sij ṽ
k−1
j,n (t) + fi(t), k ≥ 1,

ṽ0
i (t) ∈ Xi,

(4.2.6)

Théorème 4.2.1. Pour k ≥ 1 et pour n assez grand,

‖Ṽ k
n − V ‖X̃N

≤ ϑSκSγ
H
S

1− βGSS
max
1≤i≤N

1≤l≤k

ω2

(
hn, ˆ̃v

l

i,n

)
+ (βGSS )k‖V 0 − V ‖

X̃N
,

où, κS, ω2

(
hn, ˆ̃v

l

i,n

)
et βGSS sont données par (4.1.1), (4.1.2) et (2.1.6) respectivement,

alors que ϑS s’écrit

ϑS = |λ|
|λ| − ‖S‖

.
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Démonstration. Tout d’abord, pour n ≥ 2, nous avons l’inégalité suivante :

‖Ṽ k
n − V ‖X̃N

≤ ‖Ṽ k
n −

ˆ̃V
k

n‖X̃N
+ ‖ ˆ̃V

k

n − V ‖X̃N
.

Nous allons voir comment majorer les deux quantités de l’inégalité précédente. Pre-

mièrement, pour tout 1 ≤ i ≤ N , à partir du schéma (4.2.6) et le système (Ξ)S , nous

avons

(ˆ̃vki,n − vi) = (λIii − Sii)−1
i−1∑
j=1

Sij(ṽkj,n − vj) + (λIii − Sii)−1
N∑

j=i+1
Sij(ṽk−1

j,n − vj).

De la même manière que celle utilisée dans le Théorème (2.4.2), nous obtenons

‖ ˆ̃V
k

n − V ‖X̃N
≤ δS(im′ , N)‖Ṽ k

n − V ‖X̃N
+ δS(im′ , N)‖Ṽ k−1

n − V ‖
X̃N
.

Deuxièmement, l’application du Théorème (4.1.2) aux schémas (4.2.5) et (4.2.6) nous

donne

‖Ṽ k
n −

ˆ̃V
k

n‖X̃N
≤ κSγ

H
S max

1≤i≤N
ω2

(
hn, ˆ̃v

k

i,n

)
,

finalement, nous obtenons

‖Ṽ k
n − V ‖X̃N

≤ ‖Ṽ k
n −

ˆ̃V
k

n‖X̃N
+ δS(im′ , N)‖Ṽ k

n − V ‖X̃N
+ δS(im′ , N)‖Ṽ k−1

n − V ‖
X̃N
,

‖Ṽ k
n − V ‖X̃N

≤ 1
1− δS(im′ , N)‖Ṽ

k
n −

ˆ̃V
k

n‖X̃N
+ δS(im′ , N)

1− δS(im′ , N)‖Ṽ
k−1
n − V ‖

X̃N
,

≤ ϑSκSγ
H
S max

1≤i≤N
ω2

(
hn, ˆ̃v

k

i,n

)
+ βGSS ‖Ṽ k−1

n − V ‖
X̃N
.

Répétons la dernière inégalité k-fois, nous aurons

‖Ṽ k
n − V ‖X̃N

≤ ϑSκSγ
H
S max

1≤i≤N
ω2

(
hn, ˆ̃v

k

i,n

)
+ βGSS

(
ϑSκSγ

H
S max

1≤i≤N
ω2

(
hn, ˆ̃v

k−1
i,n

)
+ βGSS ‖Ṽ k−2

n − V ‖
X̃N

)
,

≤ ϑSκSγ
H
S

k−1∑
l=0

(βGSS )l max
1≤i≤N

ω2

(
hn, ˆ̃v

k−l
i,n

)
+ (βGSS )k‖V 0 − V ‖

X̃N
,

≤ ϑSκSγ
H
S

1− βGSS
max
1≤i≤N

1≤l≤k

ω2

(
hn, ˆ̃v

l

i,n

)
+ (βGSS )k‖V 0 − V ‖

X̃N
,

ce qui achève la démonstration. Nous avons développé ce résultat dans le papier [34]

qui a été soumis pour publication.
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4.3 Les tests numériques

Dans cette section, pour illustrer l’application de notre généralisation, nous choisis-

sons dans ce cas là, une équation intégrale de Fedholm de deuxième espèce faiblement

singulière, définie sur l’intervalle [0, τ ], où, τ ∈ N−{0, 1} , par

λv(t) =
τ∫

0

v(s)√
|s− t|

ds+ f(t), λ = 4
√

2τ , t ∈ [0, τ ].

Le noyau g(s) = 1√
s

satisfait (H) et λ est choisie dans l’ensemble résolvent de l’opérateur

S. Si nous prenons

f(t) = λt2 − 2(3τ 2 + 4τt+ 8t2)
√
τ − t

15 − 16
15t

5/2,

alors, la solution exacte est donnée par v(t) = t2 sur l’intervalle [0, τ ]. D’autre part,

l’exemple présentée ci-dessus est le même étudié dans notre papier [16].

Comme dans le chapitre précédent, nous allons étudier cet exemple en utilisant les

quatres méthodes suivantes ; la méthode de Jacobi classique, la méthode de Gauss-Seidel

classique (les processus conventionnels), la méthode de Jacobi généralisée et la méthode

de Gauss-Seidel généralisée (les nouveaux processus).

La méthode de Jacobi classique : Nous choisissons le pas hn pour subdiviser l’inter-

valle [0, τ ] puis nous utilisons la méthode d’intégration produit pour approcher l’équation

intégrale présentée dans l’exemple, ce qui nous donne le grand système de dimension σn,

suivant :

λx = Ax+ b,

Aqp = wp(sq), 1 ≤ q, p ≤ σn,

bq = f(sq), 1 ≤ q ≤ σn,

sq = (q − 1)hn, 1 ≤ q ≤ σn.
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où, wp(t) est donnée par

wp(t) =
τ∫

0

ep(s)√
|s− t|

ds, 1 ≤ p ≤ σn.

Dans ce cas, nous appliquons la méthode de Jacobi classique décrite par (1.4.19) pour

approcher sa solution. A partir de xk =
(
xk1, ..., x

k
σn

)
la k-itération de la méthode de

Jacobi, nous construisons la solution approchée vkn de notre équation intégrale par

∀t ∈ [0, τ ] , vkn(t) = 1
λ

 σn∑
p=1

xkpwp(t) + f(t)
 .

Nous employons la condition d’arrêt suivante :

∥∥∥vkn − vk−1
n

∥∥∥
∞
≤ 10−8.

Pour comparer entre les résultats, nous notons l’erreur obtenue par cette méthode par

EJM = ‖vkn − v‖∞.

La méthode de Gauss-Seidel classique : Nous appliquons les mêmes étapes pré-

cédentes de la méthode de Jacobi classique, sauf que nous employons la méthode de

Gauss-Seidel classique décrite par (1.4.21) pour approcher les solutions du grand système

obtenu. Nous prenons aussi la même condition d’arrêt et nous notons l’erreur obtenue par

cette méthode par

EGSM = ‖vkn − v‖∞.

Maintenant, nous passons au nouveau processus de la généralisation des méthodes

itératives.

La méthode de Jacobi généralisée : Nous fixons H = 1, alors, N = τ . Ainsi, nous
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transformons l’exemple au système de N équations intégrales suivant :

∀t ∈ [0, 1], λv1(t) =
1∫

0

v1(s)√
|s− t|

ds+
2∫

1

v2(s)√
s− t

ds+ . . .+
N∫

N−1

vN(s)√
s− t

ds+ f(t),

∀t ∈ [1, 2], λv2(t) =
1∫

0

v1(s)√
t− s

ds+
2∫

1

v2(s)√
|s− t|

ds+ . . .+
N∫

N−1

vN(s)√
s− t

ds+ f(t),

...
...

...

∀t ∈ [N − 1, N ], λvN(t) =
1∫

0

v1(s)√
t− s

ds+
2∫

1

v2(s)√
t− s

ds+ . . .+
N∫

N−1

vN(s)√
|s− t|

ds+ f(t).

Nous appliquons la méthode de Jacobi généralisée en conjonction avec la méthode d’in-

tégration produit présentée par (4.1.3) au système précédent. Nous choisissons le même

pas hn pour subdiviser les intervalles [i− 1, i] pour tout 1 ≤ i ≤ N , dans le but d’homo-

généiser la comparaison entre les méthodes itératives classiques et les méthodes itératives

généralisées. Ainsi les solutions approchées vki,n, pour k ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N, n = 1
hn

+ 1 et

hn > 0 sont données par
∀t ∈ [i− 1, i] , v0

i,n(t) = 0 ,

∀t ∈ [i− 1, i] , vki,n(t) = 1
λ

 n∑
p=1

xki,pwi,p(t) +
N∑

j=1,j 6=i

j∫
j−1

vk−1
j,n (s)√
|s− t|

ds+ f(t)

 , k ≥ 1,

où, wi,p(t) est donnée par

wi,p(t) =
i∫

i−1

ei,p(s)√
|s− t|

ds, 1 ≤ p ≤ n,

et xki =
(
xki,1, ..., x

k
i,n

)
est la solution unique du système algébrique suivant :

λxki = Aix
k
i + bki ,

Ai,qp = wi,p(si,q), 1 ≤ q, p ≤ n,

bki,q =
N∑

j=1,j 6=i

j∫
j−1

vk−1
j,n (s)√
|s− si,q|

ds+ f(si,q), 1 ≤ q ≤ n,

si,q = i− 1 + (q − 1)hn, 1 ≤ q ≤ n.
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Nous employons la condition d’arrêt suivante :

max
1≤i≤N

∥∥∥vki,n − vk−1
i,n

∥∥∥
∞

=
∥∥∥V k

n − V k−1
n

∥∥∥
∞
≤ 10−8.

L’erreur obtenue par cette méthode est notée par

EGJM = max
1≤i≤N

∥∥∥vki,n − v∥∥∥∞ = ‖V k
n − V ‖∞.

La méthode de Gauss-Seidel généralisée : De la même manière que la méthode

généralisée précédente, nous transformons notre exemple en un système de N équations

intégrales, puis nous appliquons la méthode généralisée de Gauss-Seidel en conjonction

avec la méthode d’intégration produit présentée par (4.2.5) pour construire la solution

approchée ṽki,n. Pour k ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N, n = 1
hn

+ 1 et hn > 0 nous avons



∀t ∈ [i− 1, i] , ṽ0
i,n(t) = 0 ,

∀t ∈ [i− 1, i] , ṽki,n(t) = 1
λ

 n∑
p=1

xki,pwi,p(t) +
i−1∑
j=1

j∫
j−1

ṽkj,n(s)
√
t− s

ds

+
N∑

j=i+1

j∫
j−1

ṽk−1
j,n (s)√
s− t

ds+ f(t)

 , k ≥ 1,

où, xki =
(
xki,1, ..., x

k
i,n

)
est la solution unique du système algébrique suivant :

λxki = Aix
k
i + bki ,

Ai,qp = wi,p(si,q), 1 ≤ q, p ≤ n,

bki,q =
i−1∑
j=1

j∫
j−1

ṽkj,n(s)
√
si,q − s

ds+
N∑

j=i+1

j∫
j−1

ṽk−1
j,n (s)
√
s− si,q

ds+ f(si,q), 1 ≤ q ≤ n,

si,q = i− 1 + (q − 1)hn, 1 ≤ q ≤ n.

Nous employons aussi la même condition d’arrêt

max
1≤i≤N

∥∥∥ṽki,n − ṽk−1
i,n

∥∥∥
∞

=
∥∥∥Ṽ k

n − Ṽ k−1
n

∥∥∥
∞
≤ 10−8.

Nous notons aussi l’erreur obtenue par cette méthode par

EGGSM = max
1≤i≤N

∥∥∥ṽki,n − v∥∥∥∞ = ‖Ṽ k
n − V ‖∞.
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TABLE 4.1 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

hn σn EJM k EGSM k

0.250 401 9.86E-3 34 9.86E-3 20

0.125 801 2.47E-3 34 2.47E-3 20

0.050 2001 3.97E-4 34 3.97E-4 20

0.025 4001 1.01E-4 34 1.01E-4 20

TABLE 4.2 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

hn n EGJM k EGGSM k

0.250 5 1.20E-3 34 1.20E-3 20

0.125 9 3.12E-4 34 3.12E-4 20

0.050 21 5.15E-5 34 5.15E-5 20

0.025 41 1.38E-5 34 1.38E-5 20

Dans ce cas, pour les essais numériques, nous fixons premièrement τ = 100 et nous dimi-

nuons le pas hn. Deuxièmement, nous fixons hn = 0.125 et nous augmentons la longueur

τ .

Logiquement, le tableau (4.1) prouve que l’erreur obtenue par les méthodes de Jacobi

Gauss-Seidel classiques décroît avec la diminution de hn. Aussi, elles nous donnent les

mêmes résultats, sauf que la méthode de Gauss-Seidel classique est plus rapide que la

méthode de Jacobi classique.

Le tableau (4.2), comme nous avons déjà vu dans le cas régulier étudié dans le chapitre

précédent, prouve que l’erreur obtenue par les méthodes itératives généralisées (Jacobi et

Gauss-Seidel) diminue plus rapidement que les méthodes itératives classiques. En plus,
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TABLE 4.3 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

τ σn EJM k EGSM k

10 81 2.42E-3 24 2.42E-3 14

100 801 2.47E-3 34 2.47E-3 20

250 2001 2.48E-3 37 2.48E-3 23

500 4001 2.49E-3 40 2.49E-3 27

TABLE 4.4 – Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

τ n EGJM k EGGSM k

10 9 7.71E-4 24 7.71E-4 14

100 9 3.12E-4 34 3.12E-4 20

250 9 2.34E-4 37 2.34E-4 23

500 9 1.25E-4 40 1.25E-4 27

nous pouvons voir aussi que la méthode de Gauss-Seidel généralisée est plus rapide que

la méthode de Jacobi généralisée.

Dans le tableau (4.3), nous pouvons voir que l’erreur obtenue par les méthodes ité-

ratives de Jacobi et Gauss-Seidel classiques est fixée avec l’augmentation de la longueur

τ , par ce que l’ordre de l’erreur dépend au pas hn, qui est fixé. Pour cela, les méthodes

itératives classique nous donnent la même erreur.

Dans le tableau (4.4), en utilisant les méthodes itératives généralisées, nous donne des

trés bons résultats comparés aux méthodes itératives classiques, où, l’erreur obtenue di-

minue avec l’augmentation de la longueur τ , malgré que le pas hn est fixé. De cette façon,

l’augmentation de la longueur de l’intervalle d’intégration est un point positif pour nous.
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Passons maintenant à l’interprétation mathématique de ce tableau ; comme nous avons

déjà vu pour montrer l’influence de H dans le chapitre précédent, que la borne d’erreur

des méthodes itératives généralisées dépend de hn et de κS donnée par (4.1.1) ; lorsque

nous augmentons la longueur τ , automatiquement, la valeur de λ va augmenter aussi pour

rester toujours dans l’ensemble résolvent de l’opérateur S. Par conséquent, la quantité

κS va diminuer à cause de sa relation avec (|λ| − γHS )−1, ce qui diminue l’erreur de nos

méthodes itératives généralisées.

Remarques et conclusion :

Les essais numériques prouvent aussi que les méthodes itératives généralisées restent

les meilleurs même dans le cas des équations intégrales faiblement singulières, compa-

rées aux méthodes itératives classiques. La raison aussi est que les suites vki,n ou ṽki,n déve-

loppées par les méthodes itératives généralisées convergent directement vers la solution

exacte v, alors que, la suite vkn développée par les méthodes itératives classiques converge

vers vn solution du problème discrétisé obtenu par la méthode d’intégration produit.



CONCLUSION
Conclusion et perspective

Dans cette thèse, nous avons considéré les équations intégrales de Fredholm de deuxième

espèce définies sur un intervalle de longueur très large. Nous avons construit un nou-

veau processus numérique pour résoudre ce type des équations intégrales. Pour cela, nous

avons défini une nouvelle version des méthodes itératives de Jacobi et Gauss-Seidel plus

générales, car elles sont adaptées aux systèmes d’opérateurs linéaires bornés.

Nous avons appliqué ces méthodes itératives de Jacobi et Gauss-Seidel généralisées

aux équations intégrales régulières et faiblement singulières. Les tests numériques effec-

tués montrent leurs efficacités. Elles présentent une meilleure précision de la solution

approchée comparée à celle obtenue par les méthodes itératives classiques.

Comme perspectives, nous allons essayer d’appliquer ces nouvelles méthodes itéra-

tives généralisées en conjonction avec la méthode de Kantrovich [13], pour la résolution

de l’équation intégrale qui modélise le problème de transfert radiatif [4]. Comme, nous

allons essayer de généraliser nos résultats pour d’autres espaces fonctionnels plus faibles,

tels les espaces Lp, p ≥ 1.

Nous allons aussi voir comment construire une généralisation des autres méthodes

itératives par exemple : La méthode SOR (successive over relaxation). Ainsi, nous allons

77
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vérifier que notre vision de généralisation reste toujours possible pour les méthodes itéra-

tives non stationnaires par exemple : Les méthodes du gradient ?

Finalement, nous espérons résoudre d’autres problèmes mathématiques par exemple :

Les EDP, en appliquant notre vision de généralisation.
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