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Résumé

L’ objectif de cette these est de construire un nouveau processus numérique pour 1’ ap-
proximation de la solution d’une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde es-
pece. Nous construisons une généralisation des méthodes itératives stationnaires de Jacobi
et Gauss-Seidel adaptées aux systemes d’opérateurs linéaires bornés, cette approche est

arrivée meilleur comparée aux techniques classiques.
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Abstract

The objective of this thesis is to build a new numerical process to approach the so-
lution of a linear Fredholm integral equation of the second kind. We build a generaliza-
tion of the stationary iterative methods of Jacobi and Gauss-Seidel adapted to the linear
bounded operators systems, this approach arrived better compared with the conventional

techniques.
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INTRODUCTION

Les équations intégrales présentent un grand intérét scientifique, elles sont parmi les
branches les plus importantes en mathématiques, il est connu qu’elles touchent divers do-
maines des mathématiques appliquées et de la physique [1]. En effet, la plus part des mo-
deles construits a partir des problémes physiques d’ingénierie et de biologie, sont mieux
traités lorsqu’ils sont présentés sous la forme d’équations intégrales. D’autre part, avec
I’avantage des machines de calcul numérique, notamment les ordinateurs, les méthodes
de résolution numérique des équations intégrales jouent un rdle trés important. Vu que
ce genre d’équations est tres bien conditionné a 1’approximation numérique. Ces mé-
thodes sont devenues aujourd’hui, un outil essentiel pour I’investigation des différents
problemes fondamentaux scientifiques qui sont difficiles, a savoir impossible a résoudre
dans le passé.

Dans cette these, nous nous intéressons a la résolution numérique des équations in-
tégrales linéaires de Fredholm de deuxieéme espece régulieres ou faiblement singulieres,
définies sur un intervalle de longueur tres grand. Nous pouvons écrire ces dernieres équa-

tions sous sa forme usuelle par :

Trouver w telque: Vt € [0,7],  u(t) = /k:(t, syu(s)ds + f(t), 7> 1,
0

ou, k(t, s) est une fonction réguliere ou faiblement singuliere. La difficulté de 1’approxi-

mation des solutions de ces équations, est accrue par la présence d’un tres grand parametre
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d’intégration.

Ce type d’équation intervient fortement dans la résolution du probléme de transfert
radiatif en physique [2], et plus particulierement dans la modélisation des atmospheres
stellaires, ou nous pouvons modéliser le probleme physique sous forme d’équation inté-
grale de Fredholm de second espece a noyau de convolution faiblement singulier défini
sur un grand intervalle. La théorie de cette équation a été développée en détail dans [3].
Cette équation a été étudié numériquement par plusieurs mathématiciens [3-5] : Dans ces
travaux, les auteurs ont proposé une technique en utilisant la propriété de la décroissance
tres rapide du noyau de cette équation, permettant de modifier la structure du systeme
linéaire a résoudre (passage d’une matrice pleine a une matrice "creuse" voire "bande").
Comme, nous insistons sur I'intérét de la méthode de développement asymptotique de
décomposition du domaine [6, 7], la contribution de la méthode Lambda-iteration et ALI
method [8], ou les auteurs ont établi des techniques efficaces pour essayer de surmonter la
difficulté majeure de ce probleme, qui réside en I’amplitude tres importante de 1’intervalle
d’intégration. Il faut savoir que dans ces travaux, les auteurs ont ajouté des hypotheses sur
les données et ont besoin des propriétés tres particulieres du noyau de cette équation, a
savoir I’exponentielle intégrale [9].

Par contre, 1’étude effectuée dans cette these est plus approfondie, plus générale et
moins restrictive que les études précédentes : Nous allons traiter des équations intégrales
de Fredholm avec noyaux plus généraux que 1’exponentielle intégrale. Nous allons traiter
des noyaux réguliers croissants et ceux faiblement singuliers mais sans exiger la décrois-
sance rapide, comme par exemple le noyau faiblement singulier de type algébrique.

Dans la littérature, le processus numérique conventionnel qui étudie ces dernieres
équations intégrales, consiste a appliquer les méthodes d’approximations de rang fini [10],
compatibles a leurs types. Cette procédure, nous oblige a résoudre des grands systemes
completement pleins. D’ailleurs 1’ordinateur est incapable de les inverser. Dans ce cas
1a, les méthodes itératives stationnaire (Jacobi ou bien Gauss-Seidel [11]) se présentent

comme la seule issue possible, elles nous permettent d’obtenir d’une fagon itérative, une
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approximation de la solution de ces grands systemes linéaires.

Notre but est de construire une généralisation des méthodes itératives de Jacobi et
Gauss Seidel, adaptées aux systemes d’opérateurs linéaires bornés. D’ailleurs, toutes les
méthodes itératives stationnaires précédentes développées jusqu’a maintenant, sont limi-
tées aux systemes algébriques. Nous appliquons ces nouvelles méthodes itératives pour
résoudre une seule équation intégrale de Fredholm apres sa transformation en un systeme
d’équations intégrales de Fredholm, de sorte que nous n’aurons pas besoin de la dis-
crétisation totale de I’équation, mais de la diagonale seulement de matrice d’opérateurs
construite dans cette généralisation. En conséquence, nous avons trouvé que ce nouveau
processus est meilleur que le conventionnel. Il nous permet d’améliorer la borne d’erreur
et d’obtenir une meilleure solution approchée.

Ainsi notre thése est structurée comme suit :

Le premier chapitre fixe brievement la description et I’analyse du processus numé-
rique conventionnel. Nous rappelons tout d’abord I’essentiel de I’analyse fonctionnelle
nécessaire aux équations intégrales. Puis, 1’analyse des méthodes de résolution approchée
adaptée a ce genre d’équations, en particulier la méthode Nystrom et 1’intégration pro-
duit. Nous donnons aussi des majorations pour I’erreur associée a chaque méthode. Enfin,
nous expliquons I'intérét des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel dans I’approximation
des solutions des grands systemes obtenus.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation des nouvelles méthodes itéra-
tives de Jacobi et Gauss-Seidel généralisées, qui représentent le résultat principal de notre
travail. Ce chapitre est scindé en trois sections : La premiere aborde des notions et des ré-
sultats préliminaires. Dans la deuxiéme section, en utilisant les notions précédentes nous
montrons comment formuler le systeme d’équations intégrales de Fredholm a partir d’une
seule équation intégrale. Enfin, I’objet de la derniere section est 1’état d’art numérique de
ces nouvelles méthodes itératives adaptées aux systemes d’€quations intégrales, ainsi nous
construisons en détail leur cadre théorique de convergence.

Le troisieme chapitre traite 1’ application de ces méthodes généralisées (Jacobi et Gauss-
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Seidel) a la résolution des équations intégrales régulieres. Ces dernieres sont traitées par
la méthode de Nystrom pour approcher les opérateurs intégraux concernés selon chaque
méthode. Finalement, des tests numériques sont présentés, ils confirment I’efficacité de
cette nouvelle version des méthodes itératives comparée aux méthodes conventionnelles.

Le quatrieme chapitre est structuré comme le précédent, ol nous appliquons les nou-
velles méthodes itératives a la résolution des équations intégrales faiblement singulieres,
puis nous allons les faire suivre par la méthode d’intégration produit. Aussi des tests nu-

mériques sont présentés pour valider nos études.



CHAPITRE 1

Introduction a la théorie des équations intégrales

Sommaire
1.1 Notions sur les opérateurs linéairesbornés . ... .......... 5
1.2 Les opérateurs intégraux a noyau régulier . ............. 11
1.3 Les opérateurs intégraux a noyau faiblement singulier . . . . . . .. 14
1.4 Les méthodes itératives stationnaires . ................ 19

Nous rappelons dans ce chapitre les définitions et les résultats les plus importants
concernant les opérateurs linéaires bornés, ceux dont nous aurons besoin pour introduire
le processus classique d’approximation des équations intégrales, qui sont définies sur un
grand intervalle. Ce qui nous conduit a une bonne compréhension des méthodes générali-

sées présentées dans le prochain chapitre.

1.1 Notions sur les opérateurs linéaires bornés

Tout au long de cette these, X = C([0, 7]), désigne I’espace des fonctions continues

sur [0, 7], supposé étre un grand intervalle de R, c.a.d. 7 > 0. L’espace de Banach X est
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utilisé avec sa norme usuelle suivante :

Ve e X, ||z|ly = Inax |z (t)] .

BL(X) désigne ’espace des opérateurs linéaires bornés sur X, qui a la structure d’un
espace de Banach avec la norme :

VA€ BL(X), [[All = sup [|Az]y.

Hl’”x:l

Définition 1.1.1. Un opérateur A € BL(X) est dit compact, s’il transforme tout sous-

ensemble borné de X en un ensemble relativement compact.

Théoréme 1.1.1. Un opérateur A € BL(X) est compact si et seulement si, pour toute

suite bornée (x,,) de X, on peut extraire de la suite (Ax,,) une sous suite convergente.

Dans le cas particulier ou X = C([0, 7]), le Théoréme suivant d’ Arzela-Ascoli assure

généralement la compacité de A.

Théoreme 1.1.2. ( Arzela-Ascoli ) Une condition nécessaire et suffisante de la compacité
d’une famille de fonctions continues, définies sur ’intervalle compact [0, 7], est que cette

famille est uniformément bornée et équicontinue.

Dans le Théoreme suivant, nous donnons des propriétés concernant les opérateurs

compacts.

Théoreme 1.1.3. /- Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est
fausse.

2- Une combinaison linéaire des opérateurs compacts est un opérateur compact.

3- Le produit de deux opérateurs bornés est compact, si [’un des opérateurs est compact.
4- Soit A,, € BL(X) une suite d’opérateurs compacts, si lim |A, — Al = 0, alors, A
est compact.

5- Soit A,, € BL(X) a image A(X) de dimension finie, alors, A est compact.
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Considérons le probleme qui nous s’intéresse :
(E) : A= Au+ f,

ou la fonction u est I’inconnue, A € BL(X), f € X et A un scalaire donné qui peut étre

réel ou complexe.

Passons maintenant aux Théoréemes qui assurent I’existence et I'unicité de la solu-
tion pour le probleme précédent (F). Cette étude est nécessaire avant toute démarche de

résolution numérique.
Définition 1.1.2. On appelle ensemble résolvant de A, I’ensemble défini par
re(A) :={Ae C: A\ — A estbijectif },

ou, I est I’opérateur identité de ’espace X. Pour tout \ € re(A), la résolvante de A en
A est définie par
R(A M) = (M — A~

Théoréme 1.1.4. Soient A € BL(X) et A € re(A), alors, R(A,\) € BL(X).
Démonstration. Pour les détails sur cette caractérisation, voir [13]. ]

De ce fait, pour tout A € re(A) et tout f € X, il existe une unique solution u du
probleme (E) déterminée par

u= R(AN)f.

Théoréme 1.1.5. Soit A € BL(X), si || Al < |A

, alors, A € re(A) et 'opérateur \I — A

admet un opérateur inverse borné, donné par la série de Neumann
oo
-1 k
k=0

de plus,
1

A=Al

Ce qui montre qu’il existe une unique solution u du probléeme (E), pout tout f € X.

1AL = A)7 <
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Démonstration. Voir [12]. O

Nous voyons dans le Théoréeme suivant une autre vision pour assurer I’existence et

"unicité du probleme (E)

Théoreme 1.1.6. Soit A € BL(X) un opérateur compact, alors pour que I’équation non
homogéne (E) admette une unique solution w € X pour tout f € X, il faut et il suffit que
[’équation homogene

Au— Au =0,
admette la solution triviale v = 0.
Démonstration. Voir [12] OJ

Dans la pratique, la condition || A|| < || du Théoréme (1.1.5) est la plus utilisée pour
assurer 1’existence et 1’unicité d’une solution unique du probleme (£). C’est la condition
que nous allons exiger sur A tout au long de cette these, puisqu’elle est facile a vérifier.
Particulierement, nous nous intéressons dans cette these aux opérateurs intégraux de type

Fredholm qui ont une forme générale donnée par 1’expression suivante :
Vee X : Ax(t) = /k:(t, s)x(s)ds,
0

ou, k € C([0,7]?) est appelée le noyau de I’opérateur A. Le probleme (E) devient

Trouver ue X tq: Ve [0,7], \u(t) = / k(t, s)u(s)ds + f(1).
0

Ce genre d’équation est appelé équation intégrale de Fredholm de deuxieme espece.

D’apres le Théoreme (1.1.5) la condition suivante :
Al = max [ [k(t,s)lds < |2,
0<t<r
0

est suffisante pour confirmer I’existence et I'unicité de la solution. L’objectif principal

maintenant est de déterminer la fonction inconnue w en utilisant un certain nombre de
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techniques des solutions. Analytiquement, nous pouvons trouver la solution exacte u fa-

cilement, si le noyau k(t, s) s’écrit sous la forme dégénérée suivante :
fini
Kt s) =Y i(t)ei(s).
A
Cette forme du noyau rend 1’image de 1’opérateur A de dimension fini et engendré par la
famille o;(t), ce qui nous permet d’obtenir la solution u par une simple résolution d’un
systeme linéaire. De cette maniere, 1’idée fondamentale dans la plupart des méthodes
numériques de la résolution des équations intégrales, est basée sur 1’approximation de
I’opérateur intégrale A, par un opérateur intégrale a noyau dégénéré, que nous pouvons

noter par A,. Ainsi, I’équation exacte va étre approchée par
(E,) : Ay, = Apug, + f,

ce qui est réduit aussi a la résolution d’un systeme de dimension fini pour trouver la solu-
tion approchée u,,. Il est clair que 1’équation approchée n’admettra une solution unique,
que si A € re(A,). Il convient donc de le savoir, suivant le type d’approximation de la
suite A,,. Dans la suite nous allons donc brievement présenter les différents types d’ap-

proximations dans 1’espace BL(X).

Définition 1.1.3. On dit que la suite A,, € BL(X) converge ponctuellement (ou simple-

ment) vers A € BL(X), si et seulement si, pour tout x € X
Jim (4, — A)al| = 0.

Définition 1.1.4. On dit que A,, € BL(X) est une suite d’approximations en norme de

A € BL(X), si et seulement si,
lim ||A, — Al =0.
n—oo

Définition 1.1.5. On dit que A,, € BL(X) est une suite d’approximations collectivement
compacte de A € BL(X), si et seulement si, A, converge ponctuellement vers A €

BL(X) et qu’il existe ny > 0 tel que :

U {(An = A2,z € X, ||l2f| <1}

n>ng
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est un sous-ensemble relativement compact de X.

Définition 1.1.6. On dit que A, € BL(X) est v-convergente vers A € BL(X), si et

seulement si, la suite (|| A,||) est bornée,
Tim [[(4, — A =0 e lim [|(4, — A)4,] =0.
Les deux Propositions suivantes donnent les relations entre les définitions précédentes.

Proposition 1.1.1. Soit A,, € BL(X) une suite d’approximations collectivement com-

pacte d’un opérateur compact A € BL(X), alors, cette suite est v-convergente vers A.

Proposition 1.1.2. Soit A, € BL(X) une suite d’approximation uniforme de A €

BL(X), alors, cette suite est v-convergente vers A.

Les deux méthodes numériques qui nous allons utiliser dans cette theése, vérifient la v-
convergente seulement comme un type d’approximation. Donc, nous utilisons seulement
le Théoreme suivant qui nous permet de confirmer I’existence et ’unicité de la solution

de I’équation (E,,).

Théoréme 1.1.7. Soient A € BL(X), E un compact de C contenu dans re(A) et A, la

suite dans BL(X) v-convergente vers A, alors il existe ng, tel que
sup{||R(An, A)|| : A € E,n > ng} < 0.

Démonstration. voir le Théoreme 2.6 dans [13]. O

Une application directe de ce dernier Théoreme (1.1.7) nous confirme que pour n as-
sez grand, la résolvante de A,, en \ existe et elle est uniformément bornée. Par conséquent,

pour chaque f € X, I’équation approchée (F,,) admet une solution unique u,, € X.
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1.2 Les opérateurs intégraux a noyau régulier

La premiere équation que nous allons traiter dans cette these, est une équation linéaire

de Fredholm de deuxieme espece avec noyau régulier de la forme :
Trouver uw € X telque Vie|[0,7], Au(t) = /g(t,s)u(s)ds + f(t), A #0¢1.2.1)
0

ol, f(t) € X est une fonction donnée (le terme source) et A est un parametre réel ou
complexe, g : [0, 7']2 — R est le noyau supposé étre positive et continue. L’équation

(1.2.1) est dite réguliere a cause de la régularité de son noyau.

Sous une autre forme simple en terme d’opérateur, I’équation (1.2.1) peut étre reécrite

comme suit
AMu=Tu+ f, X#0, (1.2.2)

ou, 7' est I’opérateur intégral de Fredholm a noyau g, défini de X dans lui-méme par

T

Vo e X, Vte0,7], Ta(t) = / g(t, s)a(s)ds.

Cet opérateur est linéaire borné et compact [12], de norme donnée par

IIT|| = max /g(t,s)ds.
0

0<t<r

Dans la suite, nous prenons |\| > ||T||, qui assure d’apres le Théoréme (1.1.5), que

I’équation (1.2.2) a une solution unique u déterminée par

u=R(T,\)f.

1.2.1 Méthode de Nystrom

Suivant la complexité de 1’opérateur 7', I’équation (1.2.2) devient difficile, voire im-

possible a résoudre. Nous nous contentons alors d’une solution approchée a 1’aide des
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méthodes numériques pour résoudre les équations intégrales. Précisément dans cette par-
tie, nous approchons I’opérateur 7' par un opérateur a noyau dégénéré 7,,, issue de la
méthode de Nystrom [10]. Cette méthode, aussi appelée méthode de quadrature, consiste

a appliquer les méthodes d’intégration numériques pour aboutir a un systeme linéaire.

Soit la subdivision uniforme de I’intervalle [0, 7], d’un pas h,, (qu’on fixera plus tard)
par

0=s51<53<...<84,-1<8q, =T,

ou, 0, note le nombre de noeuds sur tout I’intervalle. Pour ces noeuds, nous définissons
la quadrature suivante, qui revient a la construction d’une suite d’approximations 7;, de

T', définie par
Vo, > 1, Ve e X, Vt € [0,7], T,z(t) = in:wpg(t, $p)T(Sp),
p=1
ot, {w, }Zil les poids de notre quadrature sont des termes positifs bien choisis, vérifiant
W :=sup i |w,| < o0.

neN p=1

et

T

Ve € X, sup /g(t, s)x(s)ds — > wyg(t, sp)x(sp)| —>noses 0.
tel0,r] |3 p=1

Alors, la solution u de 1’équation intégrale (1.2.2) est approchée par la solution u,,(t) a
savoir

Vit € [0, 7], Mun(t) = Thu,(t) + f(2). (1.2.3)

La suite 7;, est bornée, en plus elle est v-convergente vers 7' (voir le Lemme 11.4.2

dans [12]). En appliquant le Théoreme (1.1.7), nous aurons pour n assez grand et pour tout

f € X, I’équation approchée (1.2.3) admet une solution unique. En plus, nous arrivons a
obtenir I’existence de n; tel que :

Cy := sup |[|(A = Tp,) 7| < o0, (1.2.4)

n>ny
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Cette constante joue un role important dans la convergence de la méthode de Nystrom.

En plus, elle montre que u,, est bien définie.

Passons maintenant a la collocation de 1’équation (1.2.3) aux points noeuds, pour tout
l<qg<on

A (ty) = Thun(ty) + f(ty)-

Nous posons pour tout 1 < p,q < 7,

Aclfn (p, @) = wpg(ty, sp), bclfn (@) = f(tg): To, (q) = un(ty),

alors, I’équation (1.2.3) conduit au systeme linéaire, de dimension o, et d’inconnue z,, ,
suivant

(M, — Al )zo, =), | (1.2.5)

ou, I, désigne la matrice identité d’ordre o,,. Une fois le systeme (1.2.5) résolu, la rela-

tion (1.2.3) nous donne wu,,(t) sous la forme

unlt) = (Z gt 5,)0, (p) + f(t)) . (1.26)

p=1

La formule (1.2.6) s’appelle '"Nystrom interpolation formula''.

Le Théoreme suivant nous assure que la solution approchée u,,, converge vers la so-

lution exacte u si n — oo.

Théoreéme 1.2.1. Soient u(t) la solution de (1.2.2), u,(t) la solution de (1.2.3), alors, on

a ’estimation d’erreur suivante
|u(t) — un(t)]| x < Crwn (hy,u), (1.2.7)

ou, Cy est donnée par (1.2.4) et wy (hy,, u) par

i () o= sup | [ glt,su(s)ds = D w,g(t, 5,)u(s,)| —nc 0.
0

te [0,7’} p=1
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Démonstration. Nous utilisons le fait que,
u—u, = (N —T,)" (T - T,)u,

puis, en appliquant le Lemme 4.1.2 de [10], pour obtenir la borne d’erreur décrit ci-dessus.

]

Pratiquement, avec le choix de n assez grand le pas h,, va diminuer, en plus, a cause de
la présence du grand parametre 7, le dernier systeme (1.2.5) va étre assez grand, donc il ne
peut étre résolu directement la plupart du temps. Dans ce cas, il y a beaucoup de méthodes
itératives qui devraient €tre utilisées [11], comme le schéma itératif de Jacobi ou Gauss-
Seidel, pour approcher leurs solutions, ainsi nous notons par x, la solution approxima-
tive du systeme (1.2.5), en utilisant ces dernieres méthodes itératives, par conséquent, la

solution approchée u,, donnée par la formule (1.2.6) sera donnée par

() = 5 (Z wyg(t,5,)5, (p) + f(t)) .

p=1
D’ailleurs, ce processus conventionnel suivi pour trouver u,(t) a été déja noté option
B dans notre premier papier [14], ou nous I’avons comparé avec le nouveau processus

option A, qui sera développé plus en détail dans le prochain chapitre.

1.3 Les opérateurs intégraux a noyau faiblement singu-
lier

Dans cette partie, comme la précédente, nous rappelons les définitions et les résultats
principaux, concernant une deuxieme équation intégrale que nous allons étudier.

Considérons I’équations intégrale suivante :

T

Trouver v € X, telque Vte|[0,7], \u(t) = /g(|s —tho(s)ds + f(t), A #@Q,3.8)
0
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ol, f(t) € X est une fonction donnée et A est un parameétre réel ou complexe. Nous

supposons que la fonction ¢ :]0, 7] — R est faiblement singuliére en zéro au sens suivant :

Jg o) = 42
g € C(J0,7]) N L'([o, 1),
g(s) >0 pourtout s €0,7],

g est une fonction strictement décroissante sur |0, T|.

L’équation (1.3.8) est dite faiblement singuliere a cause de la singularité faible de son
noyau. Ce type d’équations représente un grand intérét dans le domaine de transfert ra-
diatif en physique [2].

L’équation (1.3.8) peut étre réécrite sous la forme d’opérateur équivalente

A =Sv+f, \#£0, (1.3.9)

VxeXQWEULﬂ“%ﬂ%:/ﬁb—ﬂmwma

est appelé opérateur intégral de noyau faiblement singulier g, défini de I’espace X dans
lui-méme. Nous pouvons voir facilement que 1’opérateur S est linéaire, borné et com-

pacte, en outre que sa norme est exactement calculée par

151 =2 [ g(s)ds.

Pour les détails de la démonstration, voir [15]. Pour cette équation nous prenons

Al>2 [ gls)ds,
0
pour assurer que 1équation (1.3.9) a une solution unique déterminée par

v = R(S,\)F.
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1.3.1 Méthode d’intégration produit

L’approche numérique reste la seule issue pour la résolution de cette équation (1.3.9),
vu que la singularité et la forme du noyau rendent la résolution analytique, pratiquement
impossible. Pour le faire, nous devons utiliser une méthode numérique appropriée a la
singularité du noyau g. Donc, nous allons appliquer la méthode d’intégration produit [10].
Cette méthode est facile et efficace, elle nous permet d’approcher I’opérateur S par S,,,
qui est un opérateur a noyau dégénéré et absorber la singularité de son noyau.

Nous reprenons la méme subdivision de la section précédente :
0=151<53<...<S84,-1< 8q, =T.

Nous considérons les fonctions chapeaux {ep(s)};il, qui définissent une base d’interpo-

lation pour I’espace X, données par, pour 2 < p < g, — 1,

|5 — syl
I —————, sp-1 <5< Spp,
ep(s) = hn
0, ailleurs.
SS9 — S
( ) h ) S1 S S S 52,
e1(s = n
0, ailleurs.
S — Sy, _
In 17 San—l S S S Sana
ean(8> - hn
0, ailleurs.

Pour cette méthode, la suite d’approximation S,, est donnée par

Vo, > 1, Vo € X, Yt € [0,7], Sa(t) = 3 w,(t)z(s,),
p=1

wp(t) = [ glls = they(s)ds, 1<p <o

Cette méthode numérique s’appelle aussi ''the product trapezoidal rule'. Alors, I’équa-

tion (1.3.9) va €tre approcher par

YVt € [0, 7], A, (t) = Spv(t) + f(1). (1.3.10)
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Théoreme 1.3.1. Vo, > 1, la suite S,, est bornée par la constante ~y :

/2
1S, ||<max/g s —¢)) 5—2/ . (1.3.11)
Aussi la suite S,, est v-convergente vers S.

Démonstration. Voir le Théoreme 11.5.1 dans [12]. O

Corollaire 1.3.1. 1] existe no, tel que
Cy = sup (A —S,) 7Y < oo. (1.3.12)

n>ns
Démonstration. Le méme principe du Théoreme (1.1.7). 0

D’apres le Corollaire (1.3.1), pour n assez grand et f € X, I’équation approchée
(1.3.10) admet une unique solution. Nous trouvons par la collocation de I’équation (1.3.10)

aux noeuds, pour tout 1 < ¢ < 7,

AU, (tg) = Spun(ty) + f(2,)-

Ce qui est revient a la résolution d’un systeme linéaire, de dimension finie o,, et d’incon-
nue y,, suivant :

(M, — A2 o, = b2 . (1.3.13)

Les coefficients de la matrice A2 et du vecteur b2 du systeme (1.3.13) sont donnés par,

pour tout 1 < p,q < o,,

Agn (pv Q) = wp(tq)a bgn(Q) = f(tq)a
et I’inconnue y,,, par
You (q) = vn(ly).

Une fois le systeme (1.3.13) résolu, alors v, (¢) est donnée par la formule d’interpolation

suivante :
(pr Yo (p) + f(1 )) (1.3.14)

Le Théoreme suivant nous assure que la solution approchée v,, converge vers la solu-

tion exacte v Si n — 0.
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Théoréme 1.3.2. Soient v(t) la solution de (1.3.9), v, (t) la solution de (1.3.10), alors, on

a l’estimation d’erreur suivante :

lv(t) — va(t)]| x < Coywa (hy,v), (1.3.15)

ou vy, Cq sont données par (1.3.11), (1.3.12) respectivement et wy (h,,,v) est le module de
continuité de la fonction v sur Uintervalle [0, 7], défini par

wa (fin, v) = max fo(t) — v(s)|

Démonstration. Nous utilisons le fait que,
v—v, =M —S,)(S —S,)v,
puis, nous appliquons le Théoreme 4.2.1 de [10] pour conclure. [

Pratiquement, la matrice Af,n est completement pleine de dimension tres grand, il faut
résoudre le systeme (1.3.13) en utilisant la méthode itérative de Jacobi ou bien Gauss-
Seidel. Si nous notons 3/, comme sa solution approchée, alors la formule de v,,(#) donnée

par (1.3.14) sera changer par la formule suivante :

vn(t) = i (il wy(t)yy,, (p) + f (t)) :

D’autre part, nous avons noté ce processus conventionnel pour trouver v, (t) par "'Conven-
tional Jacobi method' dans notre deuxieéme papier [16] et le nouveau processus par

""Generalized Jacobi method'' qui nous présentons en détail dans le prochain chapitre.

Remarque 1.3.1. Le sens du caractere faiblement singulier d’un noyau est souvent plus
actif, dans la plupart des ouvrages sur les équations intégrales, ou les chercheurs traitent
d’autres types de méthodes numériques pour approcher ces équations. Nous rappelons la
méthode de soustraction de la singularité, développée par Anselone [17]. La famille de

projections bornées, par exemple le choix de Sloan [ 18], Galerkin [19], Kantorovich [20]
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et Kulkarni [21]. En outre, nous ajoutons la méthode d’intégration produit intermédiaire,
traitée par Titaud [3], ou il a construit une grille intermédiaire a partir de la grille ini-
tiale et il a identifié une nouvelle famille de fonctions de bases. Aussi, nous rappelons
la nouvelle quadrature numérique étudiée par Largillier [22] et comme conclusion, nous

trouvons beaucoup de méthodes numériques efficaces qui peuvent étre employées.

1.4 Les méthodes itératives stationnaires

La discrétisation numérique des problemes linéaires mene aux systemes linéaires, ou
la taille des matrices obtenues dépend de I’ordre de la convergence : En conséquence,
concernant nos équations intégrales, définies sur les grands intervalles, (1.2.1) et (1.3.8);
pour obtenir une meilleur approximation, nous devons résoudre des systemes énormes,
comme ceux définis par (1.2.5) et (1.3.13). Dans la majorité du temps, ces derniers sys-
témes ne peuvent pas étre résolus directement. Evidemment, quelques méthodes de réso-
lution basique comme, 1’élimination gaussienne, la décomposition LU ou la factorisation
de Cholesky, ne sont pas efficaces pour ce genre de grands systeémes pleins, puisqu’elles
sont trop lentes et beaucoup trop coliteuses. D’autre part, les erreurs de calcul dépendent
directement du nombre de calculs effectués, donc les erreurs d’arrondi se propagent au
cours des calculs et peuvent augmenter I’erreur du résultat final. Aussi, n’oublions pas le
conditionnement de la matrice obtenu, qui peut étre mauvais a cause de sa grande taille.
Comme conclusion, les méthodes les plus souvent utilisées et les plus efficaces dans ce
cas, sont les méthodes itératives [11]. L’objet de cette partie est de donner une breve in-
troduction théorique de ces méthodes et plus particulierement la méthode de Jacobi et de
Gauss-Seidel. Nous allons les employer pour résoudre les systemes décris par (1.2.5) et

(1.3.13).



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA THEORIE DES EQUATIONS INTEGRALES 20

1.4.1 Le principe des méthodes itératives stationnaires

Considérons un grand systeme linéaire de la forme présentée par (1.2.5) et (1.3.13),
Ax =0, (1.4.16)

o, A = (apq), 1 < p,q < o,, désigne une matrice de taille o,, X o, de nombres réels,
b= (b,),1 <p < 0,, un vecteur colonne réel et x = (z,),1 < p < 07, est le vecteur
des inconnues du systéme. Nous supposons que la matrice A est réguliere, ce qui assure
I’existence et I'unicité de la solution x pour n’importe quel vecteur b donné. Le but est de

construire une approximation de la solution de (1.4.16).

L’idée de base des méthodes itératives est de construire une suite de vecteurs z* qui

converge vers le vecteur x, solution du systeme (1.4.16), c.a.d.

lim z* = z.
k—o0

L’intérét des méthodes itératives, comparées aux méthodes directes, est d’€tre simple a
réaliser, simple a programmer et nécessitant moins de place mémoire. Cependant le temps

de calcul est souvent plus long.

La stratégie générale pour construire les méthodes itératives, est la construction d’une
relation de récurrence linéaire, basée sur une décomposition (splitting) de la matrice A
sous la forme

A=P—N,

ou, P et N sont des matrices a déterminer avec P non singuliere. La matrice P est appelée
matrice de préconditionnement, elle est choisie pour étre facile a inverser. Il est ensuite

possible d’écrire le systeme (1.4.16) sous la forme équivalente suivante :

Px=Nz+0b,
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le systeme précédent peut étre réécrit également
r=P 'Nz+ P 'b
Nous pouvons caractériser la formule générale de la méthode itérative associée par

ot = Bak 4 ¢, k>0,
(1.4.17)

2° choisie,

oll, B = P~ N est appelée la matrice d’itération de la méthode itérative et c = P~'b.

Définition 1.4.1. Le rayon spectral p(B) de la matrice B est le plus grand des modules

des valeurs propres de B et on écrit
p(B) = max |\,(B)|.
ou, \;(B) sont les valeurs propres de la matrice B.

Théoréme 1.4.1. La suite x* ainsi définie converge pour tout x° donné, si et seulement

si, p(B) < 1. En plus, la convergence est d’autant plus rapide que p(B) est petit.
Démonstration. Voir le livre [11]. O

Dans la pratique, il faudra décomposer A = P — N de fagon que la suite z* conver-
gente (ca veut dire que la condition p(P~'N) < 1 doit étre vérifiée) et que P~! se déduise
facilement de P. Simplement, le systeme (1.4.17) est facile a résoudre, d’ailleurs, nous
obtiendrons la décomposition de la matrice A a partir de différents types de regroupements
des matrices P et N, ce qui va nous amener aux deux méthodes Jacobi et Gauss-Seidel,

présentées en détail dans la suite.

1.4.2 La méthode de Jacobi

Nous supposons désormais que les éléments diagonaux de la matrice A sont non nuls.

Nous notons par D, —F et —F':
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D : La matrice diagonale obtenue a partir des éléments diagonaux de A.

—F : La matrice triangulaire inférieure de A, avec des 0 sur la diagonale. (triangulaire

inférieure stricte de la matrice A).

—F': La matrice triangulaire supérieure de A, avec des O sur la diagonale. (triangulaire
supérieure stricte de la matrice A).

Cela permet d’identifier le splitting suivant pour A,
A=D—-FE—-F.
Pour construire la premiere méthode itérative la plus simple, nous choisissons
P=D et N=F+F.

Le schéma itératif (1.4.17) devient

2" = Byab + D7, k>0,
(1.4.18)

2%  choisie,

o, By = D7Y(E + F) est la matrice d’itération de la méthode de Jacobi. Une écriture
par composante du schéma de Jacobi (1.4.18) en fonction des éléments de la matrice A,

est donnée par la relation suivante :

On
k 1 k
ot = - (bp - > apqxq> , k>0, p=1,..,0,,

q=1,q#p

(1.4.19)

1:2 choisie.

1.4.3 La méthode de Gauss-Seidel
Pour construire cette méthode, nous fixons a partir du splitting de A,

P=D—-F et N=F.
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Il est clair que P est une matrice triangulaire inférieure inversible. Le schéma itératif de

Gauss-Seidel est donné par

M = Bugr® + (D — E)b, k> 0,
ot + ) = (1.4.20)

2° choisie,

ou, la matrice d’itération associée Bgg est donnée par
Bas = (D — E)'F.

Par calculs successifs, le schéma de Gauss-Seidel (1.4.20) en fonction des éléments de la

matrice A, est le suivant :

p—1 On
k41 _ 1 k+1 k B
Tp " = by — Zapqxq - Z pgq | s k20, p=1 .00,
s et (1.4.21)
) choisie.

Remarque 1.4.1. Concernant les deux schémas itératifs (1.4.19) et (1.4.21), I’algorithme
de Gauss-Seidel modifie I’algorithme de Jacobi, pour utiliser a chaque itération les va-

leurs xi ™ déja calculées.

Cependant, la convergence de z* en utilisant I’'un de ces deux schémas (1.4.18) ou
(1.4.20), est assuré sous certaines conditions exigées sur la matrice A, ce que nous allons
voir dans la suite.

Définition 1.4.2. La matrice A est dite a diagonale strictement dominante si,

On

Vp, 1 <p <oy, |app| > Z ’apq"
q=1,q9#p

Théoreme 1.4.2. Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors, les mé-

thodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergentes.

Démonstration. 11 faut prouver seulement que le rayon spectral de la matrice d’itération
By (resp. Bgyg) de la méthode de Jacobi (resp. Gauss-Seidel) est strictement inferieure a

1, c.a.d.

p(Bs) <1 et p(Bgs) <1

Pour plus des détails voir [11]. ]
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Dans le Corollaire suivant, nous pouvons voir que,

Corollaire 1.4.1.
p(Bas) < p(By) < 1.

Ceci montre que I’algorithme de Gauss-Seidel en général converge plus rapidement
que I’algorithme de Jacobi.

En pratique la dominance stricte n’est pas indispensable, I'inégalité large suffit pour
la plupart des matrices inversibles. Ce qui va nous amener a une autre condition suffisante

de convergence dans le prochain Théoreme.

Théoreme 1.4.3. Si A est une matrice symétrique définie positive, alors, la méthode de

Gauss-Seidel converge (la méthode de Jacobi pas forcément).

Démonstration. Pour les détails voir [11]. O

Commentaires bibliographiques :

Les méthodes itératives sont principalement utilisées pour des matrices de grandes
tailles. Pour toute méthode itérative, il convient de s’assurer que la convergence est suffi-
samment rapide pour que le temps de calcul ne soit pas consommé sans que la recherche
d’une solution ne soit réellement effectuée. D’ailleurs, nous pouvons modifier 1’algo-
rithme de Gauss-Seidel, en introduisant un parametre w, dit parametre de relaxation,
la derniere est connue sous le nom SOR (successive over relaxation) [11], qui permet
d’améliorer la rapidité de la convergence, mais dans lequel nous ne pouvons pas valable-
ment espérer de trouver un parametre optimal de relaxation wy. En outre, il existe d’autres
méthodes itératives comme par exemple 1’algorithme du gradient conjugué, méthode de
Krylov [11], ainsi que d’autres techniques développées dans le méme sens dans [23], [24]
et [25]. Concernant la méthode de Jacobi et Gauss-Seidel, dernierement des chercheurs
ont généralisé des méthodes [26], [27], [28], [29] et [30] appelées : Generalized Jacobi
(Gauss-Seidel), refinement of Jacobi (Gauss-Seidel) et refinement of generalized Jacobi

(Gauss-Seidel) respectivement, ou, ils ont trouvé des bons résultats en comparaison avec
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les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel classiques. Mais comme nous avons déja dit pré-
cédemment, toutes les méthodes itératives précédentes développées jusqu’a maintenant,
ont été adaptées aux systemes algébriques linéaires et I’amélioration entre eux est seule-
ment dans la vitesse de convergence. Dans notre theése nous allons voir comment appliquer

ces méthodes itératives pour les systemes d’opérateurs.
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Ce chapitre représente I’essence méme de notre contribution mathématique. Dans le-
quel, nous allons construire une généralisation des méthodes itératives étudiées précé-

demment, pour obtenir une forme adaptée aux systemes d’opérateurs linéaires.

2.1 Notions et résultats préliminaires
Pour N > 2, on définit une subdivision de I’intervalle [0, 7| par

H =G -DH 1<j<N+1.

=N

26
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Par cette subdivision, nous obtenons N sous intervalles de longueur /, qui vont jouer un

role essentiel dans notre travail de généralisation.

N

Définition 2.1.1. Soit {(Xj, ||||J)} v N > 2, une famille d’espaces de Banach, ou,
J:

X; = C ([tj,tj41]) associé a la norme suivante :

Vz € Xj, 2], = max [z(t)].

15 <t<tjt+1
Définition 2.1.2. On définit B;; = BL (X, X;) pour 1 <i,j < N, I’espace de Banach

de tous les opérateurs bornés définis de X; a image dans X;, avec la norme d’opérateurs

suivante :
VK € Bij, HKHU = S|up1 Kz, -
z|| ;=
. N
Définition 2.1.3. Soit Xy = H X Uespace produit qui a la structure d’espace de Ba-
j=1

nach associé a la norme

VZ = (21, 2n) € X 121 5, = max Izl

Définition 2.1.4. On définit By = BL ()? N), I’espace de Banach de tous les opérateurs

bornés définis de X dans lui-méme, associé a la norme d’opérateurs suivante :

\V/K € EN;

K| = sup KZ||. .
R o [Rel,
En utilisant les définitions précédentes (2.1.2) et (2.1.3), nous allons construire une

famille d’opérateurs intégraux a partir de I’opérateur 7" et S présentés dans le chapitre

précédent.

Définition 2.1.5. Nous définissons la famille des opérateurs {Ti;}, ., iy et {Sij} i jen

a partir de T et S respectivement par

ﬂjZXj — Xz'7
tj1

z = Tz(t) = / g(s,t)z(s)ds, t € [t;, tiy1]. (2.1.1)

tj
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Sl'jZXj — Xi,
tjt1
2 o Syz(t) = /g(ys—tpz(s)ds,te[t,-,tm]. 2.1.2)

tj

Il est clair que T};, S;; € B;j pour tout 1 < 1,5 < N, en plus, nous avons

tir1
T’i' I / 7t d ;
Tl = g, | ot

J

tj+1
Isulls = s, [ oo

J
Le Corollaire suivant nous donne la forme spécifique du 7;; et S;; pour tout 1 < 4,5 <

N dans le cas ou 7 = j.

Corollaire 2.1.1. Pour tout 1 < i < N, il est clair que || Ty;||: < |\ et ||Sills < |A

, en

plus, on peut voir que les opérateurs
()\]l — T;) et ()\Iz — Sii)a

sont des bijections dans X; respectivement et leurs inverses sont des opérateurs linéaires
bornés [12]

1
| — Ti) Ml € s
Al = [Tl

1
AL — Si) i €
Al = [l

ou, I;; est l’opérateur identité de X;,.

D’autre part, a cause de la convolution du noyau de I’opérateurs S;; pour tout 1 <
1,7 < N, nous pouvons calculer sa norme exactement. Ce que nous allons voir dans le

Lemme suivant :
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Lemme 2.1.1. Pour tout 1 <'i,j < N, les normes ||S;;;; sont données par

H/2

2 / si i=j,
+1 tit1

1Si1li = / g(s)ds, si i<},

ti—tit1

ti—t;
g(s)ds, si  i>7].

ti—tjt1

Démonstration. Définissons tout d’abord la fonction G : [0,7] — R, ci-dessous qui

joue un role technique important tout au long de cette démonstration

= /tg(s)ds

Cas1:Si:=j.
Soit Yy, (t) : [ti, tix1] — R définie par
tit1

Y1) = /g(]s—t|)ds - jg(t—s)ds+7lg(s—t)ds

= Ot~ t) + Cltin — 1),

~+

ti + ti+1 ot

la fonction y,,, () posséde une symetrique axiale par rapport a t = 5

>0 si ot <t< b

z+tz+1
2

Y (t) = gt —t;) — g(tiy1 — 1)

<0 si <t <tig1.

Par conséquent,
H/2

ti +
Silli =, max {ym(®)} = (=) =2 /

t<t<t;| 2

Cas2:Si: < j.
Soit y,.(t) : [ti, ti+1] — R définie par

ti+1

belt) = [ gls = t)ds = Gty — 1) = Glt; - ),

tj
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nous avons
y(t) =g(t; —t) —g(tjs1 —t) >0 pourtour t; <t <t;.

Par conséquent,

tit1—tip1
IS5l =, max {5} =p.t) = [ gls)ds.
ti—tit1
Cas3:Si: > J.
Soit y;(t) : [t;, tiv1] — R définie par
tj+1
ult)i= [ gt =s)ds = Gt = ;) = G(t = t;11),
tj

nous avons
y(t) = g(t —t;) — g(t —tj41) <0 pourtout t; <t <t;i;.

Par conséquent,

ti—t;
ISl =, max {m(®} =w(t)= [ g(s)ds.
ti—tjt1

]

Théoréme 2.1.1. Soient pr(i, N), Bs(i, N) deux paramétres positifs donnés par, pour

N
> T
. i—1,j4i
pr(i, N) = el
Al = [Tl a3
N
> 1Sl
55(2,]\[) — J—a
Al = [l e

alors,

Br(i,N) < 1, pourtour |\ > ||T],

Bs(i,N) < 1, pourtout |\ >|S].
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Démonstration. Commengons par 7 (i, N), nous avons

N
> Tl

Al = | Taallsi
T\ — | T% ||
Al = | Tillss

donc fr(i, N) < 1 est conséquence directe de la condition |A| > |||

Pour le deuxieme paramétre (i, V), nous suivons la méme démonstration précé-
dente, ou nous choisissons de calculer la quantité 5g(i, N') exactement.
Tout d’abord, il est clair que

N
> 1ISili

Bs(iN) =

IAl = 1|Sllai
1<t N
> ISislli + > I1Sislli
_ =l J>i
Al = 1Sl

Nous remplagons les normes || S;;||;;, pour tout 1 < ¢, 7 < N par leurs formules obtenues
dans le Lemme précédent et |\| par

T/2

Al =2u / g(s)ds, p>1,
0
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alors,

ti—t; N biti—tin

Z / g(s)ds%—z / g(s)ds
BN = = e

t; T—ti41

[o)as+ [ gls)ds

ol, yy (t;) : {t;;1 <i < N} — R est définie par

i T—tit1

9(s)ds + / g(s)ds = G(t) + G(r ~ti1a).

la suite {yx(t;)} est symétrique aux points 7 ou 5 — H et

>0 si {0<t;<F—H},

<0 si {F<t;i<t},

de plus,
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D’autre part, comme N > 2 alors H < 7, finalement nous obtenons

Joax {yr (t:)}

55<Z7N> S 7/2 HJ/2 )
2p/g(s)ds—2 / g(s)ds

0 0

T/2 7/2 —H

< 0 0
= /2 H/2 ’
2,u/g(s)ds—2 / g(s)ds
0 0
1
< —<1
i

]

Nous pouvons réécrire 51 (i, N), 55(i, N) dans le Théoréme précédent par, pour tout

1<i<N,N>2

Br(i,N) = 0p(i,N)+dr(i, N),
BS(i>N) = QS(Z',N)—Q—ES(Z',N),

oll,
. Si<ill Tyl < . Sisi 15535
é (Z7N) 4 ’ 5T(17N): 1 s
g Al = 1Tl si Al = 1T s
. S 1Sl < . > jsi 1S53
85, N) = Za<illCily 5y e 19l
s Al = (1S5l Al = (1S5l

A partir de cette nouvelle écriture, le Lemme suivant nous donne des nouveaux para-

metres qui vont jouer un role important dans notre travail de généralisation.

Lemme 2.1.2. Nous considérons les paramétres positifs suivants 33, 82, BS5 et B$°, qui
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vérifient

J
T

J
S

GS
T

GS
S

max {fr(i, N)} <1,

1<i<N

max {fs(i, N)} < 1,

1<i<N

ST(iv N)
DN { 1= 0703, N) } <

gS(Z7N)

Démonstration. La démonstration est évidente a partit du Théoreme précédent.

2.2 Formulation du systéme d’opérateurs

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

]

Dans cette section, nous proposons une formulation, sous forme de systeme d’opéra-

teurs bornés de notre équation intégrale (1.2.2).

Soit {u;}, ;< et {/fj},< <> des familles de fonctions continues qui représentent les

restrictions de fonction u et f respectivement sur les intervalles [¢;,¢;41], pour1 < j < N,

nous avons

Uj S Xj, Ol\l, u](t> = u(t), vVt € [tj,tj+1],

fi € Xj, ou, f;(t) = f(t), Vt € [tj, tj1],

alors,

T

Ve [0,7], Mu(t) = /g(t,s)u(s)ds+f(t)

0
N tit1

_ Z/g(t,s)uj(s)ds+f(t>-

=t

Nous restreignons la variable ¢ sur les intervalles [t;, ;1] pour 1 < i < N respective-

ment, puis en employant les opérateurs {7;

zj}1gzj§N

donnés par (2.1.1), nous obtenons le
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systéme suivant :

Vt e [t ta],  Aw(t) = Tuu(t) +Tioug(t) + ... + Tinun(t) + fi(t),
Vit € [tg, tg], )\Ug(t) = Tglul(t) + TQQUQ(t) 4+ ...+ TQNUN(t) + f2<t>,

‘v’t < [tN,tN+1], )\UN(t) = TNlul(t) + TNQUQ(t) + ...+ TNNU,N(t) + fN(t),

c’est un systeme d’équations intégrales (systeme d’opérateurs bornés).

Ce systeme (Z),- est équivalent a I’équation matricielle linéaire suivante :
AU = MpU + F,

ou, Mr : X, N — X, ~ est la matrice d’opérateurs définie par

TH T12 TIN
Ty, Thy ... T
MT _ 21 22 2N 7

Tni Tno ... Tnn

et F, U sont deux vecteurs dans X ~ donnés par
F= (fl,-..,f]v)t et U= (U,l,...,UN)t.

Il est clair que M est un opérateur borné. En effet

N N bita
1Ml = @%}z‘v;”%”w:@ag’fv;teﬁﬁiﬂ/9(t’5>d8
J

0<t<r

= max /g(t, s)ds < |M|.
0

Le Théoréme (1.1.5) nous permet de dire que 1’opérateur (A y — ]\471)71 existe et

1

|on =7 =

ou, [ est I’opérateur identité de X, . Ceci assure 1’existence et I’unicité de la solution U

—_
—

du systeme (=) pour tout £ dans X y.
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De la méme fagon, nous pouvons transformer 1’équation (1.3.9) vers un systeme

d’opérateurs (=) présenté par sa forme matricielle suivante :
AV = MgV + F,

ol, Ms : Xy — Xy est la matrice d’opérateurs définie par

St Sz ... Sin
S S .. S
M = 21 22 2N ’

SN1 SN2 SNN

{Sij}l <ij<n Sont donnés par (2.1.2) et I, V' sont deux vecteurs dans X, ~n donnés par

F= (fl; ...,fN)t et V= (Ul, ...,UN)t .

I est clair aussi que || Mg| < |\, ainsi 'opérateur (\[y — Mg)™ " existe, ceci assure

—_
—

I’existence et I’unicité de la solution V' du systéme (=), pour tout F' dans Xy.

Remarque 2.2.1. A partir de cette construction, la solution u,v de I’équation intégrale
(1.2.2), (1.3.9) respectivement dans l’espace X a été transformée vers le vecteur des

—_ —_
— —

solutions U,V du systeme (Z), (Z) 4 respectivement dans ’espace X y.

2.3 Laméthode de Jacobi généralisée adaptée au systeme
d’opérateurs

Dans cette section, nous établissons une généralisation de la méthode de Jacobi adap-
tée aux systemes d’opérateurs. Nous définissons le schéma itératif adapté premicrement

—_
—

au systeme (=), par

NUF = DpUF+ (Myp— Dp) U+ F, k> 1,

— (2.3.7)
Ut ¢ Xy,
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ou, D est la matrice diagonale obtenue a partir des éléments diagonaux de My donnée

par

021 T22 02]\[

DT = )

ONl ON2 TNN
et pour tout 1 < 4,5 < N, O;; : X; — X, représente ’opérateur nul, c.a.d. Vo €
XJ’, Oijﬂf = OXi-
Nous pouvons réécrire le schéma itératif précédent (2.3.7) sous la forme simple et clair
par, pour tout 1 <7 < NN,

N
p = Tauf+ Y TyuiTt+ fi, k> 1,
j=1,j#i 7 (2.3.8)

Notre but est de prouver que la solution itérative U* obtenue par la méthode de Jacobi
généralisée, converge vers la solution exacte U
UF—=U si k— ooc.

Ce que nous allons voir dans le Théoréme suivant :

Théoreme 2.3.1. Si |\| > ||T

, alors,

. k o
Jim ([UF = Ull, = 0.

—_
—

Démonstration. A partir du systeme (=), nous avons pour tout 1 < i < N,
N
Mg = Tyui+ Y Tyu;+ fi,
J=Lj#i

N
(ML — Tya)ug = Y Tiju; + fi,

j=1,j#i

N
up = (Mi—Ty)™" Y Tijuj+ (M — T) ™' fi

J=Lj#i
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De la méme maniere, nous obtenons a partir du schéma (2.3.8)
N
uf = (ML —Ty) ™ > EjU§_1 + (M = Ty) 7' fi,
J=1,j#1
alors,

N
(uf —w;) = ML = Tye) ™" >0 Ty(uh™' —wy).

=150
Par conséquent,
N
k - k—
luj —willi < L = Ti) "Ml Do I Tglliglle ™ = w5,

j=1,5#

N

> 1T

=LA k=l

A

Br(i, MU = Ullz, -

Soit 7,,, € N tel que

[

im

— Ui, ||x,, = 1U* = Ullg,-
Ce qui implique, que

V¥ =Ullg, < Brlim MU = Ullg, .

N

IU* = Ullg, < BrIU*" =Ull,.

ou, 3 est donnée par (2.1.3).

Répétant k-fois cette opération, nous trouvons
IU* = Ull, < BRIV = Ullg,

Nous utilisons le fait que 37 < 1, pour conclure. U

De maniere analogue, nous définissons le schéma itératif de Jacobi généralisé adapté

—_
—

au systeme (=) 4 par

AVE = DgVF4 (Ms—Dg)VF14+F k> 1,

. (2.3.9)
Vo ¢ Xu,
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ou, Dg est la matrice diagonale obtenue a partir des éléments diagonaux de Mg donnée

par
Sll 012 OlN

Dg =
ON1 ON2 SNN
Le schéma itératif (2.3.9) peut étre réécrit sous la forme simple et clair par, pour tout
1<i<N,

N
f o= Sif 4 Y Sy fi k>,
i (2.3.10)

()

Le Théoréme suivant prouve que la solution itérative V* obtenue par la méthode de Jacobi

généralisée, converge vers la solution exacte V'
VF SV osi k— oo

Théoreme 2.3.2. Si |\| > ||S]], alors,

. kE o
Jim [[VE = V][ =0.
Démonstration. En suivant les mémes étapes du Théoréeme (2.3.1), nous trouvons
IVE=Vlg, < BV =V, -

ou, 3¢ est donnée par (2.1.4). Nous utilisons aussi le fait que 3¢ < 1, pour conclure. [

2.4 La méthode de Gauss-Seidel généralisée adaptée au
systeme d’opérateurs

Dans cette section, nous construisons une généralisation de la méthode de Gauss-

Seidel adaptée aux systemes (=), et (Z)4. Nous commengons par le schéma itératif de
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Gauss-Seidel adapté au (2),,

NOF = LpU4 (My— L) UMY+ F k>1,
vt = LUt (M= L) - 2.4.11)
U’ e Xu,

ou, Ly est la matrice triangulaire inférieure de M donnée par

Tll 012 cee OlN
Tor Thy ... Ogn

Nous réécrivons le schéma itératif (2.4.11) sous la forme simple suivante, pour tout 1 <

1 < N,

i—1 N
NaE = Tpub 4+ Tyt 4+ > Tt + i k>
e S (2.4.12)
= XZ',

(3

avec I’ajustement évident de la définition pour

N
~k __ 2 :  ~k—=1
Ejuj = T”uj = OXL

0
—1 j=N+1

J
Dans le Théoréme suivant, nous allons montrer que la solution itérative U* obtenue par la

méthode de Gauss-Seidel généralisée, converge vers la solution exacte U
U U si k— oo

Théoreme 2.4.1. Si |\| > ||T)|, alors,
lim |U* — Ul =0.
Jim [|T* - Ulg,

Démonstration. A partir du systeme (=), nous avons pour tout 1 < i < N,

i—1 N
Mg = Tyui+ Y Tyuj+ Y Tyui+ fi
j=1 j=it+1

i—1 N
(M — Ty)us = Y Tyu;+ Y Tyu;+ fi,
=1

j=it1
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d’ou,

U; = - Z - Z - ) 1fz

Jj=i+1

De la méme fagon, nous obtenons a partir du schéma (2.4.12)

af = - Z zyﬂf+ - Z ,I'z ~k 1 I _,I;i)_lfzﬁ
=1 Jj=i+1
alors,
i—1 N
(@ —w;) = (M — Tig) ™" > T () — wy) + (Mo — T) ™ > Ty(ah =" —wy).
j=1 j=i+1

Par conséquent,

i—1
[ — wlli < NJ(ALi — Tia) s Z T35l 1% —

+ (M — Tis) 1”% Z T Hij”ﬁé?il_uj”j
Jj=i+1
N
ZH illig Z 13513
< S @ -l S T = ),
Al = [Tl TN = 1Tl 7
< Op(i, N|U* = Ullz, +0r(i, NIU* = Ullz, ,

Soit 7, € N tel que

Hﬂfm, =il = = |U* - Ullg,
Nous obtenons
IUF =Ullg, < Splin, MIU*=Ullg,
+ Or(iy, MU = Ul 5.,
(1= 07 (i, NIIU* = Ullg, < 01y, N)HU'H—UH;?N,
~ k) (4, ,N)
k)_ . < T m’ k—1 ~
0% ~Ullg, < 250 = llg,,
IUF = Ullg, < BE°NUF"=Ulg,,
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ou, %% est donnée par (2.1.5).

Répetant k-fois cette derniere inégalité, nous trouvons
Tk GS\k||770
IU* = Ullg, < (B7°)"[U° = Ul g,
Ce qui acheve la démonstration comme 3¢ < 1. O

Comme pour la section précédente, nous définissons le schéma itératif de Gauss-

Seidel généralisé adapté au systeme (=) par

ME = LVE4 (Mg —Lg) V14 F, k> 1,
X o (Ms = Ls) = (2.4.13)
Vo GXN,

ou, Lg est la matrice triangulaire inférieure de Mg donnée par

Sii Oz ... Oin
S S ... O
L — 21 22 2N

Le schéma itératif (2.4.13) peut étre réécrit sous la forme simple suivante, pour tout 1 <

1 <N,

F = Sk 4+ St + Syt + fi k> 1,
Z 7% ]Zz;l o (2.4.14)

?7? - Xi,
avec I’ajustement évident de la définition pour
0
k-1 _
Z Si;0 v] = Z SZ

Jj=1 j=N+1

Nous allons voir dans le Théoréme suivant que la solution itérative V* obtenue par la

méthode de Gauss-Seidel généralisée, converge vers la solution exacte V'

VE SV s k— oo
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Théoréeme 2.4.2. Si |\| > ||S||, alors,

. ok o
Jim [V =V, =0.
Démonstration. En suivant les mémes étapes du Théoreme (2.4.1), nous trouvons
IVE=Vig, < BNV = Vllg,.

ou, 35 est donnée par (2.1.6). Nous utilisons aussi le fait que 3$° < 1, pour conclure.

]

Dans ce chapitre, nous avons vu un processus qui transforme 1’équation intégrale
(1.2.2) (resp. (1.3.9)) en un systeme d’équations intégrales (=) (resp. (=)4), puis nous
avons appliqué les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel généralisées adaptées au (=),
(resp. (=)¢). Pour obtenir la convergence de ces nouvelles méthodes itératives la condi-

tion suivante doit étre vérifiée
A>T, (resp.  [A] > [|S]]).

D’autre part, dans le Théoreme (2.1.1) cette condition implique

N N
> T > 1Sl
: =1, : =15
BT<27N> = o < 17 (resp. 55(27]\[) =T e < 1)7
IAl = 11T | Al = 1S5l i

cette inégalité peut étre vue comme la notion de la dominance stricte de la diagonale de

la matrice d’opérateurs suivante :
AT = )\]N — MT, (resp. AS = >\]N — Ms),

qui est presque la méme condition nécessaire pour la convergence des méthodes de Ja-
cobi et Gauss-Seidel classiques. Sauf que dans les méthodes classiques nous traitons un

systeme algébrique et dans notre cas généralisé nous traitons un systeme d’opérateurs.

Remarque 2.4.1. En pratique, pour approcher une équation intégrale définie sur un

grand intervalle, le processus conventionnel consiste a commencer par une méthode de
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discrétisation, suivi par ’application de la méthode de Jacobi ou celle de Gauss-Seidel
pour approcher la solution du systeme algébrique obtenu. D’autre part, en utilisant notre
méthode généralisée de Jacobi ou Gauss-Seidel, nous proposons un processus numérique
alternatif pour approcher une équation intégrale linéaire de Fredholm. Le nouveau pro-
cessus commence par la méthode généralisée de Jacobi ou Gauss-Seidel puis nous allons
la suivre par une méthode de discrétisation, ou les testes numériques prouvent que ce
nouveau processus est meilleur que le processus conventionnel (nous allons voir les dé-
tails dans le prochain chapitre). Le cadre de notre idée est semblable au [31], ou les
auteurs ont démontré pour étudier une équation intégrale non-linéaire, le processus qui
commence par la linéarisation puis la discrétisation du probleme linéaire obtenu, est plus
performant. Ceci prouve que la vision développée dans [31] est également correcte dans

notre cas.
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Notre objectif dans ce chapitre est d’appliquer les méthodes itératives généralisées de
Jacobi et Gauss-Seidel présentées dans le chapitre précédent, sur les équations intégrales
de Fredholm de deuxieme especes. Ce chapitre est consacré a ces dernieres lorsque 1’ opé-
rateur concerné est régulier. Le cas faiblement singulier est étudié dans le chapitre suivant.
Nous complétons notre approche par une comparaison avec les versions classiques de ces

deux méthodes.
Mais, dans la pratique, 'utilisation de ces méthodes itératives généralisées, néces-

site I’inversion de certains opérateurs a chaque itération. Pour cette raison, les méthodes

itératives généralisées de Jacobi et Gauss-Seidel doivent étre injecté par la méthode de

45
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Nystrom pour approcher ces inverses d’opérateurs. Ainsi, il est capital de présenter la
nouvelle majoration de I’erreur obtenue de la solution approchée, ce que nous allons dé-

tailler dans ce chapitre.

3.1 Application de la méthode de Jacobi généralisée

Concernant le schéma itératif de Jacobi généralisé (2.3.8), construit dans le chapitre
précédent ; pour passer d’une itération a une autre nous avons besoin de calculer les opé-
rateurs (AJ; — Ty;) ! pour tout 1 < ¢ < N, ce qui est impossible en pratique, pour cela
nous approchons les opérateurs 7;; en utilisant la méthode de Nystrom [10] présentée dans

le chapitre 1.

Tout d’abord, pour tout 1 < ¢ < N nous définissons la subdivision de I’intervalle

[ti,tit1], pour n > 2
H
hp=——, sip=t;+p—1h,, 1 <p<n.
n—1

Ici nous avons fixé le pas h,, de fagcon que la comparaison entre la méthode de Jacobi
classique présentée dans le chapitre 1 et la méthode de Jacobi généralisée soit homogene.
D’autre part, la longueur H des petits intervalles [t;,t;,1] est choisie assez petite pour

obtenir des systémes linéaires peu cofiteux en résolution numérique.

Nous définissons 1’opérateur approché 73, ,, : X; — X, de T;; en utilisant la méthode

de Nystrom par

Ve € Xi, Vt € [t“ ti+1], E17n$(t) ~ Zw@pg(t, SZ'J,)QI(Si’p),
p=1
oll, {w;p} _, sont les poids de la quadrature, tels que

n
Wi =sup Y _ |w;,| < oo,
’VLZQ p:]_
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nous supposons que

W .= sup max W; < oo,
N>2 1<i<N

alors, de [12], pour tout 1 <1 < N, T};,, € Bj;, en plus,

| Tiinlly; = max > |wipg(t,sip)] < W max g(t, s).

teltstivi] =1 0<t,s<r
Théoréme 3.1.1. Pour tout 1 < i < N et pour n assez grand, (\I;; — Tj; )" existe. En

plus nous avons

H(/\]z“ - Tz‘z‘,n)_l

< K,
1
ou, KT est une constante positive indépendante de i et n.

Démonstration. Nous pouvons dire que la démonstration est un résultat direct du Théo-
reme (1.1.7), mais nous allons apporter plus de précision sur la constante k.

Pour tout 1 <7 < N, d’apres le Lemme 11.4.2 [10], nous obtenons

= 0.

|ii

En plus, d’apres le Théoreme 11.4.4 [10], nous avons pour n assez grand,

L+ (M s — Tia) i 1 Tiionll

(/\]z - Ei,n)_l L
H i Al = 1(Tsi = Tiin) Tl 5

D’autre part, nous avons

”Tm,nHu < W max g(t75>7

0<t,s<t

1 1
i < , oy = max {||Tllii}
w |/\| - HTuHu |/\| - ’qu T 1<i<N

|z =)

Alors,

y L+ [[(AMLi — Tia) "l 1 Tl
1m
n=0 N = (T — Tiin) Tiimll

-1 —
<IN (1 (M=) W max glt.s)).

0<t,s<T

Pour conclure nous pouvons prendre

pp =14 A\ (1 + (!)\| — 75?)_1 W max g(t, s)) : (3.1.1)

0<t,s<t
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Pour tout 1 <7 < [V, soit u,; la solution exacte et u; , son approximation obtenue par
la méthode de Nystrom ; elles vérifient les équations suivantes respectivement, en effet

pour 1 assez grand, nous avons

VE € [ti, tina], Mui(t) = Tawi(t) + (),
Min(t) = Tipuin(t) +0i(t).
Il est clair que, pour tout ¢; € X, les deux équations précédentes admettent des solutions
uniques u; et u;, respectivement. Le Théoréme suivant assure que la solution approchée

u; , converge vers la solution exacte u; lorsque n tend vers co. En plus, il nous donne une

nouvelle estimation d’erreur.

Théoreme 3.1.2. Pour tout 1 < i < N et pour n assez grand,

| — winll;, < Krwr (hy, ),

ou,
tit1 n

wy (hp,w;) = sup / g(t, s)u;(s)ds — Z Wi pg(t, Sip)Ui(Sip)| = nsoo 0. (3.1.2)
te[ti,ti+1] i p=1

Démonstration. Nous utilisons le fait que,
1
U; — Ujn = (/\Iz" - Tun) (Tz‘z‘ - sz) Uy,
pour conclure. 0

D’autre part, la formule d’interpolation de Nystrom nous permet de calculer v, ,, par

la formule suivante ; pour tout 1 < ¢ < N,

Z wi,Pg(ta Si,p)xp + ¢z(t) )

p=1

Vt € [t tip], uin(t) =

> =

ol, x = (z1, ..., ¥,) est la solution unique du systtme de dimension n suivant :

Ar = Az +b, Ay = wipg(Sig: Sip) bg =i(sig), 1 < q,p <n.
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Nous définissons le schéma itératif de la méthode de Jacobi généralisée (2.3.8) en conjonc-

tion avec la méthode de Nystrom par ; pour tout 1 <¢ < Netn > 2,

Vi€ [titin], M, (t) = Tanug,(t) + Z Tl () + fi(t), k> 1,
j=Lj#i (3.1.3)
u? c XZ',
afin d’obtenir la solution approchée U* = (u’fn, u’f,n, e ,u’an> € Xy. Notre but main-

tenant est de prouver que
U' 5 U lorsque k— 0o et n— oo.

Ce qui est démontré dans le Théoréme suivant. Avant la démonstration et pour une raison

technique, nous devons définir U* = (ﬁ’f ak oAk, n) € Xy la solution du systéme

ci-dessous ; pourtout 1 <7 < Netn > 2,

VtE [titipa], MaE,(t) = Tual,(t) + §: Tyul,' + fi(t), k> 1,

j=1,5#1i (314)
u? e X;,

Théoreme 3.1.3. Pour k > 1 et pour n assez grand,

R
7= g7 e (b i) + (BPI0° = Ul
1<I<k

Uk~ Ullz, <

ou, KT, w (hn, @in> et 31 sont données par (3.1.1), (3.1.2) et (2.1.3) respectivement.

Démonstration. Tout d’abord, pour n > 2, nous avons 1’'inégalité suivante :

Uy = Ullg, < IUy - +110x = Ullg, -

nllz,

Nous allons voir comment majorer les deux quantités de 1’'inégalité précédente. En effet,

pour tout 1 < ¢ < N, a partir du schéma (3.1.4) et le systeme (=), nous avons

N
(0F, —wi) = (ML — Tu) ™" > Ty (ubt —uy).

j=Lj#i
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De la méme maniere que celle utilisée dans le Théoreme (2.3.1), nous trouvons que
1UY = Ullg, <B7IUZ = Ullg, -
D’autre part, I’application du Théoreme (3.1.2) aux schémas (3.1.3) et (3.1.4) nous donne

IUF = Ukl < sz max wi (ho, @)

©,n
Finalement, nous obtenons

= ny Yin

lUF —Ullg, < #r max wi (hnsil,) + BEIUE = Ullg,
Répétons la derniere inégalité k-fois, nous trouvons
Uz = Ullg, < #rmax w (b al,)

b 8 (e g o (o) + AU — U1, ).

k—1
< xr (80 max wr (b i) + (BP0 = Ul
=0

1<i<N

T .l J\k( 770 N
< e max w; (hn,um) + (By)"|U° — UHXN'
1<I<k

]

Ce qui acheve la démonstration. Ce Théoreme est le premier résultat dans notre travail,

il a été publié dans [14].

3.2 Application de la méthode de Gauss-Seidel générali-
sée

De maniere analogue, concernant le schéma itératif de Gauss-Seidel généralisé (2.4.12),
nous avons besoin aussi d’approcher les opérateurs 7;; pour tout 1 < ¢ < NV, en utilisant
la méthode de Nystrom [10].

Dons, Nous définissons le schéma itératif de la méthode de Gauss-Seidel généralisée
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(2.4.12) en conjonction avec la méthode de Nystrom, en effet pour tout 1 < ¢ < N et

n > 2,
Aain@) = Zlnuzn +Z,I'U jn + Z E] ]n +fl() >17
j=i+1 (3.2.5)
ﬁ?@) € Xi7
afin d’obtenir la solution approchée UF = (ﬁ’fn, uf,, .. ,ﬂ’fvn> € Xy. Notre but main-

tenant est de prouver que
UF - U lorsque k—oo et n— oc.

Ce qui sera démontré dans le Théoreme suivant. Pour les mémes arguments précédents,
~k ~k

Ak
avant la démonstration pour une raison technique, nous devons définir U,, = (ul N

X, ~ la solution du systeme défini par; pour tout 1 <¢ < Netn > 2,

~k
’ Z % 32221 i (3.2.6)

wt) € X

Théoreme 3.2.1. Pour k > 1 et pour n assez grand,

~ Ik 2l
105 =Ullg, < 150 maxen (ha i, ) + (510 = Ullg,,

1 — BGS i<i<n
& 1<i<k

ou, K, w1 (hn, u; > et 6 sont données par (3.1.1), (3.1.2) et (2.1.5) respectivement et

O7 par la relation
Al

Ip =
A =7

Démonstration. Tout d’abord, pour n > 2, nous avons I’inégalité suivante :
~ ~ ~k ~k
Uy = Ullz, <0z = Ullz, + 11U, = Ullg,-

Nous allons voir comment majorer les deux quantités de 1’inégalité précédente. En effet,

pour tout 1 < ¢ < N, a partir du schéma (3.2.6) et le systeme (=), nous avons

(ﬁfn —u) = (Mg — Ty) 7! Zﬂ](ﬂfn — ;) + (M — Z T, (i ~k 1),

j=1 Jj=i+1
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De la méme maniere que celle utilisée dans le Théoreme (2.4.1), nous trouvons que
2k - _ -
U, =Ulg, < Or(ip, MUY =Ullg, + (i, MU = Ullg, -

D’autre part, I’application du Théoreme (3.1.2) aux schémas (3.2.5) et (3.2.6) nous donne

~ 2~k ~k
10 = Tz, < wr max e (Ao )

Finalement, nous obtenons

- - ~k . _ ~
Uy =Ullg, < WU =U,lz, + 870, MUy = Ullg, + (i, N)|UF = Ullg,,

_ 1 ~p  AE 07 (i, N)
k_ ~ < k_ - Tm7
5% - Ul 102 = Ul 725, W)

-1 _éT(iml7N)
2k ke
< drkr ax w1 (hmui,n) + BENU T Uliz,-

HUTI;?—l - UH)?Na

Répétons la derniere inégalité k-fois, nous obtenons la majoration

||ﬁrlf - U||55N < Yrkr max wq (h i )

1<i<N nr in

ak—1 ~ g
+ A7 (ﬁTﬁT max wy (hnuzn ) +BEC UL - U||)?N) ,

k—1
~rk—l
< drer (57 max o (B, ) + (BE)IU° - U5,
Urkr 2l GS\k{[770
< 12 maxen (b, ) + (BF)I00 Ul

1<Ii<k

]

Ce qui acheve la démonstration. Ce résultat a été développé dans un papier pour pu-

blication [32].

3.3 Les tests numériques

Dans cette section, nous cherchons a illustrer 1’application de notre généralisation,
pour cela, nous choisissons 1’équation intégrale de Fedholm de deuxieme espece sur 1’in-

tervalle [0, 100].
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Exemple 1 :

100
Au(t) = /Sin(sté)u(s)ds + f(t), A=100u, p>1, 0 =
0

m
— 1 100].
5 104" € [0, 100]

Le noyau g(s,t) = sin(stf) est positive, continue et \ est dans I’ensemble résolvent de
I’opérateur 7'. Si nous prenons

sin(1000t) — 1000t cos(1006t)

F(t) = 100t — 07 :

alors, la solution exacte est donnée par u(t) = ¢ sur I’intervalle [0, 100]. D autre part,
si nous fixons p = 2, I’équation présentée ci-dessus dans I’exemple 1, devient la méme

équation étudiée dans [14].

Pour étudier cet exemple, nous considérons la quadrature des Trapezes comme mé-
thode de discrétisation, puis nous changeons le pas h, pour la comparaison entre les
quatre méthodes suivantes, la méthode de Jacobi classique, la méthode de Gauss-Seidel
classique (les processus conventionnels), la méthode de Jacobi généralisée et 1a méthode

de Gauss-Seidel généralisée (les nouveaux processus).

La méthode de Jacobi classique : Nous choisissons le pas h,, pour subdiviser 1’in-
tervalle [0, 100] puis nous utilisons la méthode de Nystrom pour approcher 1’équation

intégrale présentée dans 1’exemple, ce qui nous donne le grand systeme de dimension o,

suivant :
Ar = Ax+0b,
Agp = wpsin(sgsyd), 1 < q,p < oy,
bl] - f(sq)v 1§qg0na

Dans ce cas, nous appliquons la méthode de Jacobi classique décrite par (1.4.19) pour

approcher sa solution. A partir de z¥F = (x’f L ), la k-itération de la méthode de

aey on
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Jacobi, nous construisons la solution approchée u* de notre équation intégrale par

On

1
vt € [0,100], u®(t) = X xl;wpg(t, sp) + f(t)
p=1

Nous employons la condition d’arrét suivante :

k—1

k
Hun - Uy,

Pour comparer entre les résultats, 1’erreur obtenue par cette méthode est notée par
k
Eyn = |lun — ullo-

La méthode de Gauss-Seidel classique : Nous appliquons les mémes étapes pré-
cédentes de la méthode de Jacobi classique, sauf que nous employons la méthode de
Gauss-Seidel classique décrite par (1.4.21) pour approcher la solution du grand systeéme
obtenu. Nous prenons aussi la méme condition d’arrét et nous notons 1’erreur obtenue par

cette méthode par

Ecsm = [|ul — ul| oo

Nous rappelons que ce processus conventionnel a été étudié en détail dans [33].

Remarque 3.3.1. Le principe des méthodes itératives est d’approcher les grands systemes
algébriques, parce que nous ne pouvons pas les inverser directement. Donc, nous allons
ajouter la méthode directe, dans laquelle nous inversons le grand systéeme directement et
nous allons ajouter aussi ses résultats dans nos tableaux, pour mieux expliquer 1’intérét
des méthodes itératives classiques et généralisées. Nous notons aussi l’erreur obtenue

par la méthode directe par

Maintenant, nous passons au nouveau processus de la généralisation des méthodes

itératives.
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La méthode de Jacobi généralisée : Nous fixons H = 1, alors, N = 7 = 100.
Ainsi, apres transformation de I’exemple 1, nous obtenons le systeme de 100 équations

intégrales suivant :

1 100
vee ), Al = [sin(tst)ur(s)ds+ ..+ [ sin(tsB)uon(s)ds + (2),
0 99
1 100
Vit e [1,2], Aug(t) = /sin(ts@)ul(s)ds +...+ /Sin(tsﬁ)umo(s)ds + f(),
0 99
1 100
Vit € [99,100], Auigo(t) = /sin(ts@)ul(s)ds + ...+ /Sin(lﬁs@)uwo(s)ds + f(1).

0

Nous appliquons la méthode de Jacobi généralisée en conjonction avec la méthode de
Nystrom présentée par (3.1.3) au systeme précédent. Nous choisissons le méme pas h,,
pour subdiviser les intervalles [¢ — 1, ] pour tout 1 < ¢ < 100, dans le but d’homogé-
néiser la comparaison entre les méthodes itératives classiques et les méthodes itératives
généralisées. Ainsi les solutions approchées uiﬁn, pour k >0, 1 <3 <100, n = 1 +1

n

et h,, > 0, sont données par

Vteli—14], u,(t)=0 :

1 (2 100 I
Vieli—1,4, ul,(t)= 3 wawwsm tsiph) + > / sin(tsO)us, ' (s)ds + f(t) | , k
J=137#i;7

ou, ¥ = (mfl, s mfn) est la solution unique du systeme algébrique

ko = Aixf—l—bf,

Aigp = wipsin(sigsipd), 1 <gq,p <n,
100
bi’iq = 2 Sin(smsG)uf’;l(s)ds + f(siq); 1 < q<n,
=Ly’

= i—14+(qg—1Dh,, 1 <qg<n.

Nous employons la condition d’arrét suivante :

b, —uft| = Uk -k <0
o0 o0

©,M ©,M

max )
1<4<100
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L’erreur obtenue par cette méthode est notée par

E = max ‘
GIM = 1<i<100

W=t = 11Uf = Ul

)

La méthode de Gauss-Seidel généralisée : De la méme maniere que la méthode
généralisée précédente, nous transformons notre exemple en un systeéme de 100 équations
intégrales puis nous appliquons la méthode généralisée de Gauss-Seidel, en conjonction
avec la méthode de Nystrom présentée par (3.2.5), pour construire la solution approchée

1
uf,, pour k > 0, 1§i§100,n:h—+1ethn>0
Vteli—1,4, @, () =0 ,
1 _ J
Vtei—1,14], ﬁf’n(t)fx lepwlpsm ts;p0) Z/ n(tsd)ul ,(s)ds
p=1 :J,1

100

_|_

j:Z+1j

sin(ts0)ub, ! (s)ds + f(t) |, k> 1,

L\w

ou, z¥ = (xfl, - xfn> est la solution unique du systéme algébrique

)\xf = Al-:cf—l—bf,

Aigp = wipsin(sigsiph), 1 < ¢q,p<n,
i—1 J 100 J
bﬁq = Y / sin(siquﬁ) s)ds + > / sin quSQ) A(s)ds + f(sig), 1< q<n,
J=1" j=it1yn

Sig = t—14+(g—1h,, 1<g<n.
Nous employons aussi la méme condition d’arrét

max )
1<i<100

at, —aft| = ok -k <0
(o) [o.¢]

M i,n

Nous notons I’erreur obtenue par cette méthode par

Ecasm = (ax ’ ﬂfn — UHOO = |U} = Ul

Nous allons maintenant discuter nos essais numériques. Tout d’abord, nous avons
3 parametres reliés entre eux : h,, p et H. Nous fixons deux parametres et nous étu-

dions I’influence du troisieme. Nous notons que 1I’ordinateur utilisé est de type : Intel(R)
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TABLE 3.1 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

I, On Epm Eim k Egswm [33] k
0.250 401 4.62E-5 4.62E-5 16 4.62E-5 9
0.125 801 1.15E-5 1.15E-5 16 1.15E-5 9
0.050 2001 1.85E-6 1.84E-6 16 1.84E-6 9
0.010 10001 7.40E-8 7.33E-8 16 7.33E-8 9
0.005 20001 Outof memory 1.78E-8 16 1.78E-8 9

TABLE 3.2 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

hy n  Eqium k' Eeasm K
0.250 5 8.02E-7 16 8.02E-7 9
0.125 9 1.98E-7 16 198E-7 9
0.050 21 298E-8 16 298E-8 9
0.010 101 147E-9 16 147E-9 9
0.005 201 6.52E-10 16 6.52E-10 9

Core(TM) 15-3340 CPU @ 3.10GHz 3.10GHz. RAM. 4.Go.

1- influence de 7, : Nous fixons = 2 et H = 1 puis nous diminuons le pas h,, et
nous comparons les résultats.

Logiquement, le tableau (3.1) prouve que I’erreur obtenue par la méthode directe, la
méthode de Jacobi classique et Gauss-Seidel classique diminue avec la diminution de h,,,
ainsi elles nous donnent les mémes résultats ; excepte, pour i = 0.005, la méthode directe
bloque parce que nous avons dépassé la mémoire maximum de la machine. D’autre part,
nous pouvons voir, comme il est connu que la méthode Gauss-Seidel classique est plus

rapide que celle de Jacobi classique.
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TABLE 3.3 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

t Epum Ejm k Egsm  k
2 1.85E-6 1.84E-6 16 1.84E-6 9
10 3.02E-7 3.02E-7 8 3.02E-7 5
50 5.84E-8 5.84E-8 5 5.84E-8 4
100 291E-8 2.90E-8 5 290E-8 3

TABLE 3.4 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

0 Eaim k- Eggsm k

2 298E-8 16 2.98E-8
10  5.66E-9 8 5.66E-9
50 1.08E-9 5 1.08E-9
100 5.57E-10 5  5.57E-10

w =~ L O

Le tableau (3.2), prouve que I’erreur obtenue par les méthodes itératives généralisées
(Jacobi et Gauss-Seidel) diminue plus rapidement que les méthodes itératives classiques.
En plus, nous pouvons voir que la méthode de Gauss-Seidel généralisée est plus rapide
que la méthode de Jacobi généralisée, cela nous confirme que notre vision de la générali-

sation est raisonnable.

2- P’influence de 1 : Nous fixons le pas h, = 0.05 et H = 1 puis nous varions le
parametre p pour voir son effet sur les résultats des méthodes.

Il est connue que 1’augmentation de la valeur de A (c.a.d. ) dans n’importe quelle
équation intégrale, va diminuer I’erreur. Dans le tableau (3.3), avec I’incrément des va-

leurs de 1, nous pouvons voir que les erreurs s’approchent de zéro. Dans le tableau (3.4),
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TABLE 3.5 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

H n Epum Egiv k  FEggsm k

1 21 1.84E-6 298E-8 16 298E-8 9
5 101  1.85E-6 9.54E-8 16 9.54E-8 9
10 201 1.85E-6 1.83E-7 16 1.83E-7 8
50 1001 1.85E-6 8.58E-7 11 &58E-7 5
100 2001 1.85E-6 1.85E-6 1 1.85E-6 1

nous pouvons voir que les erreurs obtenues en utilisant les méthodes itératives générali-
sées, s’approchent aussi de z€ro, mais plus rapide que les méthodes itératives classiques.
En outre, nous observons que si nous augmentons le paramétre i, les deux constantes 37

et A% diminuent aussi, ce qui accélere les deux méthodes itératives généralisées.

3- Pinfluence de /7 : Dans les choix précédents nous avons pris // = 1. Maintenant,
nous fixons p = 2 et h,, = 0.05, puis nous augmentons H pour montrer son influence sur
les résultats de nos méthodes itératives généralisées.

100

Tout d’abord, nous rappelons que en changeant le parametre H nous obtenons =7

équations, avec n = ﬁ + 1. Dans le tableau (3.5), I’erreur de nos méthodes itératives

généralisées croit avec I’augmentation de 1, mais elle reste encore plus petite que 1’er-
reur de méthodes itératives classique, sauf pour / = 100 ; logiquement nous revenons a
I’équation intégrale initiale sur I’intervalle [0, 100] ot les méthodes itératives généralisées
nous donnent les mémes résultats que les méthodes itératives classiques.

Nous donnons une certaine interprétation mathématique de ce tableau, en effet nous
voyons dans la bande d’erreur concernant les méthodes itératives généralisées, que le
parametre xp défini par (3.1.1) augmente avec I’augmentation de /1 a cause de sa relation

avec vH, ce qui augmente I’erreur de nos méthode itératives généralisées. En plus, nous
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TABLE 3.6 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

ho, on Epum Ejm k Ecsm  k
0.250 2001 291E-5 291E-5 14 291E-5 8
0.125 4001 1.02E-5 1.02E-5 14 1.02E-5 8
0.050 10001  2.59E-6 2.59E-6 14 2.59E-6 8
0.010 50001  Outof memory 2.32E-7 14 2.32E-7 8
0.005 100001 Out of memory 8.23E-8 14 8.23E-8 8

avons

Lorsque H —7, ona ~¢ — |T|| et rr— O,

ou, ) est définie par (1.2.4), ce qui montre que la borne d’erreur de nos méthodes itéra-
tives généralisées devient la méme borne d’erreur des méthodes itératives classiques, ce
que nous avons vu dans ce tableau si // = 100. Comme conclusion de ce tableau, nous
pouvons choisir une valeur appropriée de H selon la longueur 7 pour obtenir une petite
erreur que les méthodes itératives classiques ; ce que nous allons voir dans 1’exemple sui-

vant.

Exemple 2 :
Considérons la deuxieme équation intégrale de Fredholm définie sur I’intervalle [0, 500)]

500
)\u(t):/]s—t]u(s)ds—i—f(t), A= 5002, e [0,500],
0

B 2(10v/5)°  2(10v5)%t  8(\/1)°
) =MWt — T3 -5

et u(t) = +/t la solution exacte sur [0,500]. Nous fixons y = 2 et H = 10, puis nous

diminuons le pas h,, pour comparer les résultats de différentes méthodes.



CHAPITRE 3. APPLICATIONS NUMERIQUES 61

TABLE 3.7 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

I, n Eciv k  Egasm k

0.250 41 3.56E-6 14 3.56E-6
0.125 81 1.26E-6 14 1.26E-6
0.050 201 3.21E-7 14 3.21E-7
0.010 1001 293E-8 14 2.93E-8
0.005 2001 1.06E-8 14 1.06E-8

o o0 O X X©

Les tableaux (3.6) et (3.7) nous prouvent que 1’erreur obtenue par nos méthodes itéra-

tives généralisées est la meilleur, en la comparant avec des autres méthodes étudiées.

Remarques et conclusion :

Les essais numériques prouvent que nos méthodes itératives généralisées présentent
des avantages leurs assurant une préférence aux méthodes itératives classiques. La rai-
son est que les suites ufn ou ﬁfn développées par nos méthodes itératives généralisées
convergent directement vers la solution exacte u, tandis que la suite u* développée par les
méthodes itératives classiques converge vers u,,, qui n’est qu’ une approximation de u (en

effet u,, est la solution du probleme discrétisé selon la méthode de Nystrom).
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Meéthodes itératives généralisées pour les équations
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Ce chapitre est structuré comme le précédent, nous allons appliquer les méthodes ité-
ratives généralisées de Jacobi et Gauss-Seidel sur les équations intégrales de Fredholm de
deuxieme especes faiblement singulieres. Dans la pratique, I’utilisation de ces méthodes
itératives généralisées, nécessite 1’inversion de certains opérateurs a chaque itération, par
conséquent, ces méthodes itératives généralisées doivent étre injectées par la méthode
d’intégration produit pour approcher ces inverses d’opérateurs. Notre objectif est de com-
pléter notre approche par une présentation d’une nouvelle majoration de I’erreur de la
solution approchée suivi d’une comparaison avec les versions classiques de ces deux mé-

thodes.

62
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4.1 Application de la méthode de Jacobi généralisée

Concernant le schéma itératif de Jacobi généralisé (2.3.10), nous avons besoin de cal-
culer les opérateurs (Al; — SZ--)‘1 pour tout 1 < 7 < N dans chaque itération, ce qui
est impossible en pratique, pour cela nous approchons les opérateurs S;; en utilisant la

méthode d’intégration produit [10] présentée dans le chapitre 1.

Tout d’abord, pour tout 1 < 7 < N nous définissons la subdivision de I’intervalle

[ti,tit1], pour n > 2

Ici nous avons fixé aussi le pas h,,, afin que la comparaison entre la méthode de Jacobi
classique et celle généralisée soit homogene. D’ autre part, la longueur H des petits inter-
valles [t;,t;11], est choisie assez petite pour obtenir des systémes linéaires peu coiiteux en

résolution numérique.

Pour tout 1 < i < N, nous considérons les fonctions chapeaux {e;,(s)} _; qui

définissent une base d’interpolation pour I’espace X;. Pour tout 2 < p < n — 1, nous

notons par
|5 — iyl
- T 0 Sl < 8 < Siptis
eip(s) = n
0, ailleurs.
Si2 — S
B Si1 <8 < S0,
ein(s) = n
0, ailleurs.
S — Sin-1
B Sin—1 <8 < Sin,
ein(s) = "
0, ailleurs.

Nous définissons I’opérateur approché S;; ,, : X; — X, de S;; en utilisant la méthode
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d’intégration produit, en effet

Ve e X;, Vt € [ti, tiva], Sunx(t Z w; (1) (i p),

tit1

wip(t) = / g(|s —tDeip(s)ds, 1<p<n.

t;
Alors, pour tout 1 < i < N, S;;,, € By; [10], en plus

H/2

n&uus2/ s)ds =4

Théoréme 4.1.1. Pour tout 1 < i < N et pour n assez grand, (\; — S;;.,) " existe et

ona
-1
H()\fu‘ — Siin) H“ < Kg,
ol, kg est une constante positive indépendante de 1 et n.

Démonstration. Nous pouvons dire que la démonstration est un résultat direct du Théo-
reme (1.1.7), mais nous allons apporter plus de précision sur la constante xg.

Pour tout 1 <7 < N, d’apres le Lemme 4.1.2 [10], nous obtenons
nh_{folo H(Su - Smn)Szan“ = 0.

En plus, d’apres le Théoreme 4.1.2 [10], nous avons pour n assez grand,

L4 (M s — Sia) ™Ml 1Siinlly;

(AL — Sii,n)_l =<
H w |)\| - ||(Su - Szzn)‘sunH“

D’autre part, nous avons

1155,
Jorzi = i,

IN
2
Y

IA

Al = [1Sill; — Al =
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alors,

1 AMii — Sii) " |y 1| Siin
1 M = 80) i

i < y|1 ~om\ ! H>
n=oo A = |[(Sii — Siin)Siin <A <1 + (‘M 75) Vs

|ii

Pour conclure, nous pouvons prendre

_ —1
ks =1+ |\ 1(1+(|>\|—7§) 75). (4.1.1)
O

Pour tout 1 <4 < N, soit v; la solution exacte et v;,, son approximation obtenue par
la méthode d’intégration produit, elles vérifient les équations suivantes respectivement ;

pour 1 assez grand,
Vt - [t“ ti+1], /\Uz(t) = Sul}z(t) + E(t),
)\Ui,n (t) = Sii,nvi,n (t) + E(t)

I est clair que, pour tout ¢; € X;, les deux équations précédentes admettent des solutions
uniques v; et v; ,, respectivement. Le Théoréme suivant assure que la solution approchée
v; », converge vers la solution exacte v; lorsque n tend vers oo. En plus, il nous donne une

nouvelle estimation d’erreur.
Théoreme 4.1.2. Pour tout 1 < i < N et pour n assez grand,
L. < H ( h )
lvi = vinll, < Ksvg wo (Bn,vi)

ott, wy (hy,, v;) est le module de continuité de la fonction v; sur lintervalle [t;,t;11], défini

par
wy (hy,v;) = max |v;(t) —vi(s)]. 4.1.2)

|s—t|<hn

Démonstration. Nous utilisons le fait que,
~1
Vi — Uip = ()\Ii' - Sun) (Su' - Szzn) Vi,

puis, nous appliquons le Théoreme 4.2.1 de [10] pour conclure. 0



CHAPITRE 4. APPLICATIONS NUMERIQUES 66

D’autre part, v; ,, est donnée par la formule d’interpolation suivante, pour tout 1 <7 <

N,

Vt € [ti, tixa], vin(t) = (Z w; ()T, + Uit )) ;
o, x = (z1, ..., T,) est la solution unique du systtme de dimension n suivant :
A=Az +b, Agy = wip(Sig), by = Vilsig), 1 < q,p <.

Nous définissons le schéma itératif de la méthode de Jacobi généralisée (2.3.10) en conjonc-

tion avec la méthode d’intégration produit par ; pour tout 1 < < Netn > 2,

Vit € [ti7ti+1] ) )\vfm(t) = S” nvzn + Z SlJvfnl + fl( ) > 17
j=1j#i 4.1.3)
UZQ € Xi,
afin d’obtenir la solution approchée V* = (v’f’n, V- vf\,’n) € Xy. Notre but mainte-

nant est de prouver que
VE 5V lorsque k— oo et n— oo,

ce qui sera démontré dans le Théoreme suivant. Avant la démonstration et pour une raison

technique, nous devons définir f/f = (@’f’n, ﬁ’fm, L n) € X la solution du systeme,
pourtoutl <i < Netn > 2,
N
Vt € [titipa], MOF () = Sudf () + D Syvit+ fit), k> 1,
j=1j#i (4.1.4)

'UQ S Xh

7

Théoreme 4.1.3. Pour k > 1 et pour n assez grand,

H

Rs7

VE-Vig, < 122 maxen (hnoil,) + GDAIV - Vilg,,
S 1<k

on, Kg, W (h o ) et Bé sont données par (4.1.1), (4.1.2) et (2.1.4) respectivement.

ny “in
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Démonstration. Tout d’abord, pour n > 2, nous avons I’inégalité suivante :
IV =Vig, <IVi=Villg, + 1V = Vi, -

Nous allons voir comment majorer les deux quantités de 1’inégalité précédente. Premie-

—_
—

rement, pour tout 1 < i < N, a partir du schéma (4.1.4) et le systtme (=), nous avons
N
(0F, —vi) = (AL — Si) ™" Y Si(v' —vj).
=15

De la méme maniere que celle utilisée dans le Théoreme (2.3.2), nous trouvons que
Sk Ji k-1
Ve = Vg, <8s1Vi— =V,

Deuxiemement, 1’application du Théoreme (4.1.2) aux schémas (4.1.3) et (4.1.4) nous
donne la relation
IV = Vifllgy < s max ws (ha,0l,).

n

finalement, nous obtenons
k H Ak Ji17k—1
Vi~ < ( \ ) V= .
an VHXN > RsYs 1%%}](\[(’02 h’nﬂvz,n +5SHVn VHXN
Répétons la derniere inégalité k-fois, nous obtenons

IV =Vig, < #s¥ max wp (b of,)

+ 5 (msfl g (s 087) + IV = Vilg, ).

k-1
< kv (B3 max w, (hn,@z’f;l) T (BLHIVO - Vilg..
1=0 Sis
H
FisTs Al J\k([1/0
< [ 57 max ws (hn,vm) + (B V= V||§N7
1<I<k

]

ce qui acheéve la démonstration. Ce Théoreme est le deuxieéme résultat dans notre

travail, publié dans [16].
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4.2 Application de la méthode de Gauss-Seidel générali-
sée

De maniere analogue, concernant le schéma itératif de Gauss-Seidel généralisé (2.4.14),
nous avons besoin aussi d’approcher les opérateurs S;; pour tout 1 < ¢ < NN, en utilisant
la méthode d’intégration produit [10].

Nous définissons le schéma itératif de la méthode de Gauss-Seidel généralisée (2.4.14) en

conjonction avec la méthode d’intégration produit par, pour tout 1 < i < N etn > 2,

)\ﬁzk,n(t> = S%nﬁzk,n(t> + Z ZJ ]n _'_ Z Sljvfnl + fl( ) > 17
j=1 j=i+1 4.2.5)
) €X,
afin d’obtenir la solution approchée Vk (U’fn, v’f ny s UN n) € Xy. Notre but mainte-

nant est de prouver que
Vf—>V lorsque k — o0 et n— oo,

ce qui est démontré dans le Théoréme suivant selon le méme principe précédent. Avant la

. . . . Ak sk Ak sk
démonstration et pour une raison technique, nous devons définir V', = <v1 ms Uty ooy U N’n) €
X, ~ la solution du systeme, pour tout 1 < < Netn > 2,

~k
)\ﬁzn<t) — i n + 87, ~kn1 + fz( ) Z 17
’ Z i 321 7% (4.2.6)

() € X,

(2

Théoreme 4.2.1. Pour k > 1 et pour n assez grand,

Tk 195“575 2l GS\E|[171/0
Vi =Vz, = 755 maxws (b0 ) + B IVE = Viig,,
1<i<k

mnH Z'I’L

on, Kg,ws <h v, ) et Bgs sont données par (4.1.1), (4.1.2) et (2.1.6) respectivement,

alors que Vg s’écrit
A

Vg = .
ST 1S
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Démonstration. Tout d’abord, pour n > 2, nous avons I’inégalité suivante :
~ . ~k 2~k
IVE=Vig, <IVi=V,lzg, + 11V, = Vg,

Nous allons voir comment majorer les deux quantités de 1’inégalité précédente. Pre-
mierement, pour tout 1 < i < N, a partir du schéma (4.2.6) et le systtme (=)g, nous

avons

i—1 N
(@in — Ui) == ()\IZ — Sl“)_l Z Sl(gf,n - Uj) + (/\]” — Sii)_l Z SZ](T);C;I - ’Uj).
j=1 j=it1

De la méme maniere que celle utilisée dans le Théoreme (2.4.2), nous obtenons
2k ~ _ ~
Vi =Vlg, < s(i, NIVY =Vllg, +3s6,, NIV = Vg, -

Deuxiemement, 1’application du Théoreme (4.1.2) aux schémas (4.2.5) et (4.2.6) nous
donne

~ 2 k ok
IV = Vallg, < #s75 max wp (h v; )

finalement, nous obtenons
- - ~ k - _ -

VE=Vig, < Vi =V,liz, + 056, NIV, = Vg, +0s(, MIVa =V,
_ - ~ k k) (Z / N)
VE_V|e < VE—V |5 Sm

H 2k GS||Trk—1
< 195/{573 1123%}]{\7(/02 (h’mvi,n) + 65 ||Vn - V“iN

—_

Ve = Vg,

Répétons la derniere inégalité k-fois, nous aurons

~ 1 ~k
17 =Vilz, < dswsrll max ws (b, )

GS H ak—1 GS || Trk—2
+ B9 (793%5’75 nax wp (hmvi,n)—i_ﬁs 1V, —VszN>7

k—1
k-l
S 195/15”)/5 Z( gs)l lrg;ag](\/wQ <hn7vi,n ) + ( gs)k‘Hvo o VH)’ZN’
1=0 Sis
Isks s al GS\k (17,0
< W}n@%}lng <hn,vm> + BNV =Vlz,

1<<k

]

ce qui acheve la démonstration. Nous avons développé ce résultat dans le papier [34]

qui a été soumis pour publication.
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4.3 Les tests numériques

Dans cette section, pour illustrer I’application de notre généralisation, nous choisis-
sons dans ce cas 1a, une équation intégrale de Fedholm de deuxieme espece faiblement

singuliere, définie sur I'intervalle [0, 7], o, 7 € N — {0, 1}, par

/ T_td s+ (), A=4v27, telo,7].

Le noyau g(s) = % satisfait (#) et \ est choisie dans 1’ensemble résolvent de 1’opérateur

S. Si nous prenons

237 + At +8°) VT —1 Eﬁ)/?
15 15

ft) = At? —

alors, la solution exacte est donnée par v(t) = t* sur I'intervalle [0, 7]. D autre part,

I’exemple présentée ci-dessus est le méme étudié dans notre papier [16].

Comme dans le chapitre précédent, nous allons étudier cet exemple en utilisant les
quatres méthodes suivantes ; la méthode de Jacobi classique, la méthode de Gauss-Seidel
classique (les processus conventionnels), la méthode de Jacobi généralisée et la méthode

de Gauss-Seidel généralisée (les nouveaux processus).

La méthode de Jacobi classique : Nous choisissons le pas h,, pour subdiviser I’inter-
valle [0, 7] puis nous utilisons la méthode d’intégration produit pour approcher I’équation
intégrale présentée dans I’exemple, ce qui nous donne le grand systeéme de dimension o,,,

suivant :

Ar = Az +0b,
Ap = wy(sy), 1< q,p <oy,
bq = f(SQ)a 1 nga?ﬂ

sq = (¢—1hy,, 1 <q<o,.
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oll, w,(t) est donnée par
wy(t) = /ep(s)ds, 1<p<o,.
o \Is—1l

Dans ce cas, nous appliquons la méthode de Jacobi classique décrite par (1.4.19) pour
approcher sa solution. A partir de z¥ = (w’f, . x(’jn) la k-itération de la méthode de

Jacobi, nous construisons la solution approchée v* de notre équation intégrale par

i€ (0,71, o) = 5 | o abun(0) + 1)

Nous employons la condition d’arrét suivante :

Pour comparer entre les résultats, nous notons 1’erreur obtenue par cette méthode par
k
Eyv = |lvn, — |-

La méthode de Gauss-Seidel classique : Nous appliquons les mémes étapes pré-
cédentes de la méthode de Jacobi classique, sauf que nous employons la méthode de
Gauss-Seidel classique décrite par (1.4.21) pour approcher les solutions du grand systéme
obtenu. Nous prenons aussi la méme condition d’arrét et nous notons 1’erreur obtenue par
cette méthode par

Egsu = ||vf — v| s

Maintenant, nous passons au nouveau processus de la généralisation des méthodes

itératives.

La méthode de Jacobi généralisée : Nous fixons H = 1, alors, N = 7. Ainsi, nous
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transformons I’exemple au systeme de /V équations intégrales suivant :

Vie 0,1, () = / TL(S)ﬂdH/%dH o / \Z;gderf(t),
vt € [1,2], Ap(t) = /U;(j)sds‘i‘/ va(s) ds +/ on(s) ds + f(t),

|s — ¢t N—1V8_t
(s)

IV s+ f(8).
s — 1

Vte [N —1,N], doy(t) = /lvl(s) ds+/2 va(s) ds+...+7

Nous appliquons la méthode de Jacobi généralisée en conjonction avec la méthode d’in-
tégration produit présentée par (4.1.3) au systeme précédent. Nous choisissons le méme
pas h,, pour subdiviser les intervalles [i — 1, ] pour tout 1 < ¢ < N, dans le but d’homo-
généiser la comparaison entre les méthodes itératives classiques et les méthodes itératives
généralisées. Ainsi les solutions approchées Uﬁn, pourk >0, 1<:< N, n= 1 + let

n

h, > 0 sont données par

Vteli—1,i, v, () =0

3

‘ : k 1 N vi(s)
vieli—1,4, vf,(t) = 3 E xzpww )+ > / mds +f) |, k>1,
8 j—

J=137i5"

oll, w; ,(t) est donnée par
i

wi,p<t) - / L(S)dsa 1 S p S n,

i1 s — 1

et zf = (xf Ly, ¥ ) est la solution unique du systéme algébrique suivant :

Ai,qp - wi,p(si,q)7 1<q,p<n,
N J k—1
Uj,n (S)

k
big = Z /
i=Lg#i;7 1 /|8 = Sigl

Si,q T Z_1+(q_1)hn> 1§Q§n

d8+f(5i,q)7 1 S q S n,



CHAPITRE 4. APPLICATIONS NUMERIQUES 73

Nous employons la condition d’arrét suivante :

max ‘

o=k = v - <10
1<i<N 0

,n 2,M
’ ’ 0o

L’erreur obtenue par cette méthode est notée par

v — UHOO = |[VF = V|-

i\n

E = max‘
GJM hax

La méthode de Gauss-Seidel généralisée : De la méme maniere que la méthode
généralisée précédente, nous transformons notre exemple en un systeme de N équations
intégrales, puis nous appliquons la méthode généralisée de Gauss-Seidel en conjonction
avec la méthode d’intégration produit présentée par (4.2.5) pour construire la solution

1
approchée T)fn Pourk >0, 1<:< N, n=-— + 1eth, > 0nous avons

vie i1, W) =0 7
1 n i1 J ~k
Weli-Li, #h0) =1 eu0+Y [ 22
7 Aoz P — t—s
- =7
N o~k
i Z / Usin (S)d8+f(t) 7 k> 1’
j=i 1j—1 s—t

) »L,n

ot ¥ = (a:f Loy TF ) est la solution unique du systeme algébrique suivant :

ek = Aat 4ok

Ai,qp = wz,p(si,q)a 1<q¢,p<n,
i1 I~k N I ~k-1
U S U; S
=120 Siq — S j=it1;7, S — Sigq

Sig = t—14+(qg—1)h,, 1 <qg<n.

Nous employons aussi la méme condition d’arrét

max ‘

o Sl T
1<i<N 00 o]

i,n ©,n

Nous notons aussi I’erreur obtenue par cette méthode par

= ol = 1V =V

in

E = max ‘
GGSM max
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TABLE 4.1 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

b, Op Ejm k- Egsm k

0.250 401 9.86E-3 34 9.86E-3 20
0.125 801 247E-3 34 247E-3 20
0.050 2001 3.97E-4 34 397E-4 20
0.025 4001 1.01E-4 34 1.01E-4 20

TABLE 4.2 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

ha, n  Eev k Egasm k

0250 5 1.20E-3 34 1.20E-3 20
0.125 9 3.12E-4 34 3.12E-4 20
0.050 21 S5.15E-5 34 S5.15E-5 20
0.025 41 1.38E-5 34 1.38E-5 20

Dans ce cas, pour les essais numériques, nous fixons premierement 7 = 100 et nous dimi-
nuons le pas h,,. Deuxiemement, nous fixons h,, = 0.125 et nous augmentons la longueur

T.

Logiquement, le tableau (4.1) prouve que I’erreur obtenue par les méthodes de Jacobi
Gauss-Seidel classiques décroit avec la diminution de h,,. Aussi, elles nous donnent les
mémes résultats, sauf que la méthode de Gauss-Seidel classique est plus rapide que la

méthode de Jacobi classique.

Le tableau (4.2), comme nous avons déja vu dans le cas régulier étudi€ dans le chapitre
précédent, prouve que I’erreur obtenue par les méthodes itératives généralisées (Jacobi et

Gauss-Seidel) diminue plus rapidement que les méthodes itératives classiques. En plus,
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TABLE 4.3 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives classiques.

T Op EJM k EGSM k

10 81 242E-3 24 242E-3 14
100 801 247E-3 34 247E-3 20
250 2001 248E-3 37 248E-3 23
500 4001 249E-3 40 2.49E-3 27

TABLE 4.4 — Les erreurs obtenues en employant les méthodes itératives généralisées.

T n FEqvm kK FEgasm K

10 9 7.71E4 24 7.71E-4 14
100 9 3.12E4 34 3.12E-4 20
250 9 2.34E-4 37 234E-4 23
500 9 1.25E4 40 1.25E-4 27

nous pouvons voir aussi que la méthode de Gauss-Seidel généralisée est plus rapide que
la méthode de Jacobi généralisée.

Dans le tableau (4.3), nous pouvons voir que I’erreur obtenue par les méthodes ité-
ratives de Jacobi et Gauss-Seidel classiques est fixée avec 1’augmentation de la longueur
T, par ce que I’ordre de I’erreur dépend au pas h,,, qui est fixé. Pour cela, les méthodes

itératives classique nous donnent la méme erreur.

Dans le tableau (4.4), en utilisant les méthodes itératives généralisées, nous donne des
trés bons résultats comparés aux méthodes itératives classiques, ou, I’erreur obtenue di-
minue avec 1’augmentation de la longueur 7, malgré que le pas h,, est fixé. De cette facon,

I’augmentation de la longueur de I’intervalle d’intégration est un point positif pour nous.
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Passons maintenant a I’interprétation mathématique de ce tableau ; comme nous avons
déja vu pour montrer I’influence de H dans le chapitre précédent, que la borne d’erreur
des méthodes itératives généralisées dépend de h,, et de kg donnée par (4.1.1); lorsque
nous augmentons la longueur 7, automatiquement, la valeur de A va augmenter aussi pour
rester toujours dans I’ensemble résolvent de 1’opérateur S. Par conséquent, la quantité
ks va diminuer a cause de sa relation avec (|J\| — &)™, ce qui diminue I’erreur de nos

méthodes itératives généralisées.

Remarques et conclusion :

Les essais numériques prouvent aussi que les méthodes itératives généralisées restent

les meilleurs méme dans le cas des équations intégrales faiblement singulieres, compa-
P P e, . . . . . k ~f ,

rées aux méthodes itératives classiques. La raison aussi est que les suites v;’,, ou v;,, déve-

loppées par les méthodes itératives généralisées convergent directement vers la solution

exacte v, alors que, la suite v* développée par les méthodes itératives classiques converge

vers v,, solution du probleme discrétisé obtenu par la méthode d’intégration produit.
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Dans cette these, nous avons considéré les équations intégrales de Fredholm de deuxiéme
espece définies sur un intervalle de longueur treés large. Nous avons construit un nou-
veau processus numérique pour résoudre ce type des équations intégrales. Pour cela, nous
avons défini une nouvelle version des méthodes itératives de Jacobi et Gauss-Seidel plus

générales, car elles sont adaptées aux systemes d’opérateurs linéaires bornés.

Nous avons appliqué ces méthodes itératives de Jacobi et Gauss-Seidel généralisées
aux équations intégrales régulieres et faiblement singulieres. Les tests numériques effec-
tués montrent leurs efficacités. Elles présentent une meilleure précision de la solution

approchée comparée a celle obtenue par les méthodes itératives classiques.

Comme perspectives, nous allons essayer d’appliquer ces nouvelles méthodes itéra-
tives généralisées en conjonction avec la méthode de Kantrovich [13], pour la résolution
de I’équation intégrale qui modélise le probleme de transfert radiatif [4]. Comme, nous
allons essayer de généraliser nos résultats pour d’autres espaces fonctionnels plus faibles,

tels les espaces LP, p > 1.

Nous allons aussi voir comment construire une généralisation des autres méthodes

itératives par exemple : La méthode SOR (successive over relaxation). Ainsi, nous allons

77
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vérifier que notre vision de généralisation reste toujours possible pour les méthodes itéra-

tives non stationnaires par exemple : Les méthodes du gradient ?

Finalement, nous espérons résoudre d’autres problemes mathématiques par exemple :

Les EDP, en appliquant notre vision de généralisation.
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