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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions premiérement le nombre maximum de
cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire & =
y,y = —x perturbé par une classe généralisée des équations de Mathieu-
Duffing de la forme

t=y, y=—x—e(l+cos"0)Q(z,y).
ot Q(z,y) est un polynome de degré n,f = arctan (%), m est un entier
positif et || est un parametre suffisamment petit, en utilisant la méthode de
moyennisation du premier ordre .
La second partie de ce travail est I’étude du nombre maximum de cycles
limites d’une classe des systémes de Mathieu de la form

i=y—e(l—cos'b) P(z,y),
y=—z—e(l+cos™0)Q(z,y),

ou les polynomes P(x,y) et Q(x,y) sont de degré n, § = arctan (y/x) et [,m
sont des entiers positifs. Cette étude est illustrée par des applications.
Mots clé : Cycle limite, Théorie de moyennisation, Systéme de Mathieu.
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Abstract

In this work, first we study the maximum number of limit cycles for a
class of polynomial differential systems that can bifurcate from the periodic
orbits of the linear center © = y,yy = —x perturbed inside a class of the
generalized Mathieu-Duffing differential systems of the form

t=vy, y=—x—¢c(l+cos™)Q(x,y).

where the polynomial Q(z, y) have degree n, § = arctan (y/x), m is a positive
integer and |¢| is a small paramete, by using the averaging method of first
ordre.

The second part of this work is the study of the maximum number limit
cycles of the class the generalised Mathieu systems of the forme

T=y—¢ (1 — cos' 9) P(z,y),
g=—x—¢e(1+cos™0)Q(z,y),

where the polynomials P(z,y) and Q(z,y) have degrees n, 6 = arctan (y/x)
and [,m are positive integers. This study is illustrated by applications.
Keywords : Limit cycle, Averaging theory, Mathieu system.
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Introduction

Un des problémes principaux dans la théorie qualitative des équations
différentielles est ’étude de 'intégrabilité et les cycles limites des systémes
différentiels planaires polynomiaux. Les équations différentielles sont appa-
rues historiquement tout au début du développement de ’analyse, en général
a 'occasion de problémes de mécanique ou de géométrie. L’intérét des cycles
limites des systémes différentiels planaires est di a leurs de la pratique dans
plusieurs des sciences est physiques, biologie, économie, mécanique,...

Cette I'étude qualitative des systémes différentiels permet de fournir des
informations sur le comportement des solution d’un systéme différentiel sans
la nécessité de le résoudre explicitement, et elle consiste, & examiner les pro-
priétés et les caractéristiques des solution de ce systéme, et de justifier, per-
met ces solutions, ’existence ou la non existence d’un forme de courbe fermé
isolée appelée cycle limite.

Un cycle limite d’un systéme différentiel est une orbite périodique isolée
dans ’ensemble de toutes les orbites périodiques d’un équation différentielles,
la notion de cycle limite a été introduite en 1881 par Poincaré [11]. Puis au
début du 20éme siécle, dans le 2éme congrés international de Mathématique
en 1900 a Paris, David Hilbert a présenté son célébre exposé intitulé "Pro-
bléemes Mathématiques". La 16éme de ses 23 problémes s’écrite de déterminer
le nombre maximal de cycles limites existants pour le systéme polynomial

planaire de degré n
{ & =P (z,y)

Y= Q ($ ) y) )

Les recherche ont donnés méthodes pour chercher le nombre maximal de
cycles limites des systémes différentiels : le théoréme de Poincaré Bendixson,
le critére de non existence de Dulac, la bifurcation de Hopf, la méthode de
Melnikov, méthodes de perturbations, la méthode de Moyennisation . . .

La méthode de Moyennisation est 'une des plus importantes méthodes
pour étudier le nombre de cycles limites pour certains systéme différentiels,
voir par exemple les articles ([2], [7], [8],[9])-

L’équation différentielle classique de Mathieu [10] est

Z+b(1+cosf)z =0, (0.1)

ou b est parameétre réel, et les points indiquent la dérivée seconde par rapport
au temps t, cette équation a d’abord été discuté en 1868 par Mathieu alors
qu’il étudiait le probléme des vibrations sur une peau de tambour elliptique.



Celui de Mathieu ’équation a de nombreuses applications en ingénierie [12]
et aussi en physique théorique [13].

Dans ce travail nous allons utiliser la théorie qualitative des équations
différentielles ordinaires pour traiter une classe généralisée des équations de
Mathieu de la forme (0.1). Plus précisémentons intéresse a la recherche des
cycles limites de certaines classes de systémes de Mathieu-Duffing :

Systéme 1 :

:t:yu y:—$—€(1+COSm0>Q(ZL’,y),

ou @ (x,y) est un polynome de degré n, § = arctan <§> , m est un entier
positif, et |¢| est un parameétre suffisamment petit.
Systéme 2 :
i=y—e(l—cos')P(z,y),
y=—x—e(l+cos™0)Q(z,y),

ou P(x,y) et Q(z,y) des polyndomes en z et y de degré n et § = arctan (y/z),
[ et m sont des entiers positifs et |¢| est suffisamment petit.

Ce mémoire est structuré comme suit :

- Le premier chapitre comporte des rappels sur des notions préliminaires
classiques et des outils que nous avons utilisé dans ce travail pour démontrer
nos résultats. Nous avons commencé par définir les systémes dynamiques,
la linéarisation, les points d’équilibre et leur nature. Nous avons défini aussi
la notion de cycle limite, I’équation de Duffing, I’équation de Mathieu et
I’équation de Mathieu-Duffing.

-Dans Le deuxieéme chapitre, Nous avons introduit la théorie de la moyen-
nisation pour chercher les cycles limites des systémes différentiels. Nous avons
illustré les théoréemes par des exemples.

-Dans Le troisiéme chapitre, nous avons donné le nombre maximum de
cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire = =
y,y = —x perturbé par une classe généralisée des équations de Mathieu-
Duffing, en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre . De
plus, on donne aussi le nombre maximum des cycles limites d’une classe des
systemes différentiels de Mathieu généralisés. Nous traitons cette étude en
utilisant le théoréme de la moyennisation du premier ordre.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base des systéme
dynamique, points déquilibre, portrait de phase, cycles limites. Enfin nous
terminons par donner les définitions de 1’équation de Duffing, I’équation de
Mathieu et 1’équation de Duffing.

1.1 Systéme dynamique

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur R™ est un application
U:RT xR" — R"”

Définie sur tout RT x R" ; telle que

U(.,x):R" — R" est continue.

(
U(t,.) : R" — R™ est continue.
U(t+s, 2)=U(t, U(s,x)) pour t, s e Rt |z e R™
U0,x) = x.

Exemple 1.1.1 Soit le systéme linéaire

&= Az : + . n
{x(o):xo ;. teRT ; xeRY, (1.1)

ot A la matrice constante, la solution de (1.1) est

z(t) = e,



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car application
U:R" xR" — R",
qui & tout t € R™; x € R" associe :
Ul(t,z) = ey,
vérifie les quatre propriétés précédents.
Définition 1.1.2 Soit le systéme non linéaire :

T = f([E), Tr = (1171,1’2,1‘3, ...,l’n), f = (fl, fg,fg, ceey fn) (12)

On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.2), le point x¢ €
R™ tel que :

Définition 1.1.3 Concidérons le systéme (1.2)

Le systéme

ou

est un matrice (n x n), est appelé linéarisation de (1.2) en x.

Exemple 1.1.2 Soit le systéme non linéaire suivant :

{ Z:zg_x (1.3)

Il est clair que f(X) = 0, entraine que Xo = (0.0) est le seul point d’équilibre
de ce systéme. On cherche le linéarisé de ce systeme en X,

T ) )
—_ Ox 0
I ( ) o)

- (40)

4



1.2. PORTAIT DE PHASES

DF(0.0) = ( _01 (1) )

Donc le systéme linéairisé du systéeme (1.3) est :

T=1y
Y= —x.

1.2 Portait de phases

Alors

Définition 1.2.1 Soit le systéme planaire

i =P(z,y)

{ i=Q(xy) (14)
ot P, Q) sont des polynomes en x ety : Les solution (z (t),y (t)) du systéme(1.4)
représentent dans le plan (x,y) des courbes appelés orbites. Les points cri-
tiques de ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte des or-
bites de ce systéme ainsi que ces points critiques représentés dans le plan(z,y)
s’appelle portrait de phase, et le plan (x,y) est appelé plan de phase.

Exemple 1.2.1 On considére le systéme
T=—y
. 1.
{yzx ’ (15)
qui peut etre réduit & qui peut étre réduit o I’équation différeentielle % =z
le champ de vecteurs associé au systéme (1.5) est donné par le figure 1.1.

PP g e o T T e

O LN

W L N NS
T T

e

L4
i/
I
i
by

T

FIG.1.1.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.3 Stabilité du point critique

Soit donnée un systéme de deux équations différentielles linéaires homo-
génes & coefficient constantes

dr _
2 = 0217 + a2y,
et
aix Qa2
A= 0.
a1 Q22 ?é

Le point x = 0, y = 0, en lequel s’annulent les second nembres des équa-
tions du systéme (1.6) s’appelle point critique du systéme (1.6), pour étudier
le point critique du systéme (1.6) il faut établir I’équation caractéristique.

apjp — A a2
21 Az — A

‘ —0, (1.7)

et chercher ses racines \; et \s. Les cas suivantes peuvent se présenter :

1- Les racines A1, Ay de I’équation caractéristique a (1.7) sont reelle et
distincts :

a) A\ < 0,y < 0. Le point critique est asymptotiquement stable (noeud
stables ).

b) A1 > 0, A2 > 0. Le point critique est instable (noeud instable).

c) A1 > 0,A2 < 0. Le point critique est un point selle, il est toujours
instable.

2- Les racines Aj, Ay de I’équation caractéristique (1.7) sont complexes :

A =p+ig, A2 =p—1igq,

a) p < 0,q # 0. Le point critique asymptotiquement stable (foyer
stable).

b) p > 0,q # 0. Le point critique est instable (foyer instable).

c) p=0,q # 0. Le point critique est stable (centre).

3- Les racines Ay = Ay sont multiples :

a) A1 = Ay < 0. Le point critique est asymptotiquement stable (noued
stable).

b) A1 = Ay > 0. Le point critique est instable (noued instable).

6



1.4. CYCLE LIMITE ET SOLUTION PERIODIQUE

Exemple 1.3.1 On étude la nature du point critique (0,0) du systéme

{ dr — x + 5y

d )
& =2+ 3y

écrivons ’équation caractéristique

‘1—)\ 5

2 3—)\':0’

ol
AN —4)N+13=0.

Ses racines A\ = 2 — 3i, et Ay = 2+ 3i sont des complexes.ont des parties
réeles positives par suite, le point critique (0,0) est un foyer instable.

Exemple 1.3.2 On considére le systéme

d—f:x+2y—i—3z
=2y + 3z ,

gt
@ =

L’équation caractéristique de la forme

1-X 2 3
0 2—-2A 3
0 0 —5—A

0,

" (1=A) (2= A)(=5-X) =0,

les racines de cette équation \1 = 1, Adg =2, A3 = =5, A\; et Ay > 0, A3 <0
sont réeles distinctes par suite, le point critique (0,0,0) est un instable.

1.4 Cycle limite et solution périodique

Quelque définitions

Définition 1.4.1 On dit que (x (t),y (t)) et une sotution du systéme (1.4)
si le champ de vecteurs X = (P,Q) est toujours tangent a la trajectoire
représent cette solution dans le plan de phase, autrement dit,

Viel:Plx(t),yt)z+Q(x(t),y(t)y=0.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 1.4.2 On appelle solution périodique du systéme (1.4), toute so-
lution (x (t),y (t)) pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que

Vie[0,T] x(t+T)=z(t) ety(t+T)=y(t).
Le plus petit nombre T' qui convien s’appelle alors période de cette solution.
Donnons d’abord la définition des cycles limites par

Définition 1.4.3 On appelle cycle limite du systéme (1.4), toute solution
périodique isolée dans [’ensemble de toutes les solution périodiques isolée de

ce systéme.
Exemple 1.4.1 L’exemple repris par beaucoup d’auteurs est le suivant
T =2z +y—z(z?+ y?)
{ g=—w+2—yl®+y?) (18)
En coordonnées polaires x = rcos@, y = rsinf, ce systéme s’écrit
=r (2 — 7‘2)
= -1,
Ce qui donne visiblement une seule solution périodique
r(t) = V2
0(t) = 60g—t.
Dans le plan de phase, c’est le cercle d’équation x2 +y* = 2 et c¢’est un cycle

limite unique.

P g T
I T

of] = N

Ky \I\\\-\h‘\‘\h

/
7
!

|

|
N
"
T
=T
-0

BN e
AN S
b, e e A

FIG. 1.2 — Cycle limite du
systeme 1.8



1.5. EQUATION DE MATHIEU

1.4.1 Existences et non-existence de cycle limite

Une condition suffisante de non-existence de solution périodique (et donc
de cycle limite) est donnée par :

Théoréme 1.4.1 Il n’y pas de trajectoires fermée dans un domaine simple-
ment connexe ) du plan de phase dans lequel la divergence g—f + % garde un
stgne constant.

Théoréme 1.4.2 Si toutes les trajectoires du systéme (1,4) entrent trans-
versaleme dans un domaine fermé et bormé D du plan ne contenant pas de
points d’équilibres du systéme (1,4), et ne resortent pas de ce domaine, alors
ce domaine contient au moins une orbite périodique.

Lemme 1.4.1 Pourn, m € N, On définit

27

Ly, = /cosm(ﬁ) sin”(0)do

[e=]

alors .
m J—
Im n — Im—Q n
) m + n )
et ]
n —
Im n — ]m n—2
) m + n )

Ces intégrales sont utilisées jusqu’a ce qu’on arrive a Iy o = 1 ou Iy 1 =
I =1 1 =0, Notons que I, , # 0 St et seulement si m et n sont paires

1.5 Equation de Mathieu

Définition 1.5.1 L’équation de Mathieu est une équation différentielle de
seconde order :
Z +b(1 + cos (t))x = 0.

ot b est une constante réele.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

a- Equation de Mathieu modifiée
Soit I’équation de Mathieu
d2
d_:cy? + [p — 2q cos (z)]y = 0.
On a l'identité : exp(ix) + exp(—ix) = 2 cos(z), donc on obtient :
d*y . .
prciay [p — q(exp(iz) + exp(—iz)]y = 0.
Soit le changement de variable suivant : X = iz, on a donc
Py _ o d%y d*y
—_— = — = ———
dx? dXx? dXx?

ce qui donne :—527% + [p — q(exp(X) + exp(—X)]y = 0

d2
d—Xy2 — [p —2gcos (X)]y = 0.

b- Forme Hamiltonienne de I’équation de Mathieu
d2

4 [p — 2q cos (2t)]z = 0.

Posons % = y on obtient le systeme :

de __
L
& = —[p—2qcos (2t)]x

la formule genérale pour un systéme Hamiltonien est :

dv _ OH
dt — Oy
dt oz
OH 1
99 y (z,y,t) 5Y + o(z,1)
H
= b 2geos(a)

1
= H(z,y,t) = =5 [p — 2qc0s (2)]2” + ¥(y, 1)
par identification on obtient :

1 1
H(z,y,t) = §y2 + 5lp = 2qos (2t)]2”.

10



1.6. EQUATION DE DUFFING

1.6 Equation de Duffing

Définition 1.6.1 L’équation de Duffing est une équation différentielle de
second ordre non linéaire de la forme :

T+ct+g(z)="h(t).

ot g : R — R est une fonction continue et localement Lipschitzienne, c’est
une constante et ¢ >0, h: R — R est continue, et T'-périodique.

Définition 1.6.2 L’équation de Matieu-Duffing est une équation différen-
tielle de second ordre non linéaire de la forme :

i+ b(1 +cos (t))x + 2 =

ou (B est un enter et b > 0.

1.7 Reégle des signes de Descartes

En mathématiques, la regle des signes de Descartes, décrite par René
Descartes dans son livre La Géométrie, est une technique qui donne des
informations partielles sur le nombre de racines réelles positives ou négatives
d’un polynome.

La regle est appliquée en comptant le nombre de changements de signe
dans la suite formée par les coefficients du polynéme. Si un coefficient est
égal & zéro, ce terme est tout simplement omis de la suite. (Voir [1])

Définition : La régle des signes de Descartes est une méthode pour déter-
miner le nombre de racines positives d'un polynéme. On compte le nombre
de changements de signes dans les coefficients en partant du mondéme de
plus haut degré jusqu’au mondéme de plus bas degré. Si n est le nombre de
changements de signes, alors n est le nombre maximum de racines positives.

Exemple 1 : Considérons le polynome

P(X)=a2"+22%-32° — 2 + 72 — 8

Alors il y a 3 changements de signes dans la liste des coefficients. Le poynome
P admet donc ou bien trois racines positives ou bien une racine positive.
Exemple 2 : Considérons le polynéme

K(X) = a17 + ag2® + ... + apa™

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Puisque K (z) est un polynoéme engendré par une combinaison linéaire {z, 2%, ..., 2™}
(a au plus m — 1 changements de signes dans la liste des coefficients), donc
le polynéme K (z) a au plus (m — 1) racines positives.

12



Chapitre 2

Méthode de moyennisation et
application

Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie de la moyennisation. La
méthode de la moyennisation est I'une des plus importentes méthodes pour
chercher le nombre maximum de cycles limites des systéme différentiels. Nous
avons illustré les théorémes par des exemples.

2.1 Meéthode de moyennisation et solutions
périodiques

L’idée générale de la méthode de moyennisation est d’étudier le systéme
différentiel perturbé

T =cef(x,t,¢), (2.1)

out € D,x € R", |e] << let f est fonction T-périodique en ¢, en considérent
le systéme moyenné

T = €F10(ZL'),

ou



CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION ET APPLICATION

La recherche des racines positives du Fig(x) réduit le probléme de la déter-

mination des solutions T-périodique de (2.1) qui est en général un probléme
diffcile.

2.2 Meéthode de moyennisation du premier
ordre

Définition 2.2.1 Soit le systéme différentiel

dx
T = pri eF(z,t) + *R(t, ,¢), (2.2)
ou F1: DXxR —R", R:Rx Dx|—c¢f,e¢[— R sont des fonctions
continues, T-périodique par rapport a t, D un sous ensemble ouvert de R"
on définit
Fig: D — R”. comme suite

Fio(z) = %/Fl(s,z)ds. (2.3)

supposons que :

(i) F1 et R sont localement Liphitzienne par rapport a x.

(ii) Pour a € D avec Fip(a) = 0, il existe un voisinage V' de a tel que
Fio(2) # 0 pour tout z € V\{a} et dg(F1o,V,0) # 0.

alors, pour tout |¢| > 0 suffisamment petit, il existe une solution ®(., )
du systéme (2.2) T-périodique isolée telle que ®(.,) — a quand € — 0.

Démonstrasion. (Voir[3]).

Remarque 2.2.1 Les hypothéses de ce théoréme sont plus que celles re-
marque ot & la place de (i), il suppose que (j) Fi, R, D, Fy, D*F et D,R
sont définies, continues et bornées par une constante M (indépendante de € ).
A la place de (ii), il suppose que que (jj) pour a € D avec Fip(a) =0, on a
Jp, #0, ot D, F désigne la matrice jacobienne de F par rapport a x, D2F
la matrice hessienne de F' et Jp,, désigne le déterminant de la jacobienne de
Fip en a.

14



2.2. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Exemple 2.2.1 Soit le systéme perturbé suivent :

T=1y
y=—z+e(da?+x—-2)y "’

En utilisant les coordonnées polaires (r,0) ot = = rcosf et y = rsin6,
on obtient le systéme

i = ersin® §(4r? cos® 0 + r cos ) — 2)
6 = —1+ ecosB[4r* cos® O sinf + r cos fsin § — 2sin 6].

En dévisant 7 par 6 , on trouve

dr esin? 0(4r® cos? 0 + r2 cos § — 2r)
d) —  —1+4ecosB[4r2cos?fsinf + 7 cosfsind — 2sin 0]
dr

T = —esin? 9(47"3 cos? 0 + r?cosf — 2r) + 0(52)

= gFl(,ra ‘9) + O(€2>a
ou
Fi(r,0) = —sin® 0(4r® cos® § 4 1 cos 0 — 2r).
On cherche maintenant la fonction moyenné Fio(r)

2w

1
FlO(T) = % Fl(T,e)de
0

2m
1
= o / sin® §(4r® cos? 6 + 7% cos 0 — 2r)d0
T
0

1
= —T[§T2 —1].

Le systéme moyenné

1
7 =¢eFo(r) = —€r[§r2 —1].

La racine positive unique de Fio(r) est 1o = V2.
Donc I’équation différentielle a pour € # 0, suffisamment petit, admet un

15



CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION ET APPLICATION

cycle limite qui bifurque de Porbite périodique de rayon 1o = v/2 du systéme

non perturbé, de plus
dF
=1—-=r-
dr (r) 2T

On a
dFh

dr

a un cycle limite instable d’amplitude r = v/2, ce cycle limite est stable

(ro =V2)=-2<0,

(452 (ry/2 > 0). [Voir(FIG. 2.1)].

ST T T ] o s o e e, S Sy, e,
F ST T i T, e,
VAV AP AV g = o, e R, T, T
PV i sl =t = S TN T e
PV Ay o =T . R
1T A TN
1A \
¥ ' R\
! l
{ ! [
L Iy
A o
b f
AN vy
o oy
T T T vy
T, e, T e e T g e o yavs
e, T, T e, T T e e S = Fave

FIG.2.1. — Un cycle limite pour ¢ =
0.01.

2.3 Meéthode de moyennisation du deuxiéme
ordre

Théoréme 2.3.1 Considérons le systéme différentiel

o
Cdt

ou Fy et Fy :Rx D —R" R:RxDX|—c¢f,e¢[— R" sont des fonctions
continues, T-périodique par rapport a t, D un sous ensemble ouvert de R™.

iy =cF\(t,x) + 2 Fy(t,z) + 2 R(t, x,¢), (2.4)

16



2.3. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

On définit

tel que

et

Fo(2) = ~ / (D.Fy(s, 2) (s, 2) + Fo(s, 2)|ds, (2.5)

ou

On suppose que

(i) Fi(t,.) € CY(D), Vt € R, Fy, F», R et D,F; sont localement lipshit-
ziennes par rapport & x, R est différentiable par rapport a e.

(ii) pour V' C D un sous ensemble ouvert bornée et pour tout
e €] —ep e[ \{0}
il existe a. € V tel que
(Fio + eFy) = 0 et dg(Fio(a:) + eFx(ac), V,a.) # 0,
(i.e le degré de Brouwer de Fio(ac) + €F5(ac)\{a.} €st non nul).
Alore, pour |¢| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
isolée ®(.,¢) de 'équation (2.4) telle que ®(0,¢) = a..

Démonstrasion. (Voir[4]).

Exemple 2.3.1 Soit le systéme différentiel polynomial perturbé

{ &= —y+e(2®+ 8xy) — £2(4x)
j = +eay) —e*(4y) ’

17



CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION ET APPLICATION

En utilisant les coordonnées polaires (r,0) ou z = rcosf et y = rsind,
on obtient le systéme

= e(r? cos® 0 + 8r? cos? 0sin 0 + 2r? cos f sin” §) — £2(4r)
0 =1—er(8cosfsin®f — cos? 0 sin ) ’

est équivalent a I’équation différentiel

dr - e(r?cos® 6 + 8r® cos® §sin § + 2r* cos fsin® §) — £2(4r)
o 1 — er(8cosfsin® § — cos? §sin )
d
d—g = eFi(r,0) +2Fy(r,0) + O(e%),
ou
Fi(r,0) = r*(cos® 6 + 8 cos® fsin @ + 2 cos O sin” §),
et

Fy(r,0) = r*(— cos® §sin 6 + 62 cos® @ sin® § + 16 cos® O sin* §) — 4r,

Fio(r) la fonction moyenné de Fi(r,0) est

2

1
Flo(T) = % Fl(T,Q)dQ
0

2
,
= %[13.0 + 8151 + 214 5]

= 0,

puisque Fio(r) = 0 on passe la méthode de la moyenne seconde ordre, on a

D, Fy(r,0) = 2r(cos® 0 + 8 cos® §sin f + 2 cos fsin” §),

s

yi(s,z) = /Fl(T,H)dH

0
s

= 7r? /(C083 0 + 8 cos® O sin O + 2 cos A sin? 0)de,

0

18



2.3. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

et
[ 3 1
/00839d9 = Zsins+ﬁsin35
0
38' + cos? s si 1 sin®
= —sins+ — ssins — —sin® s
4 12 12
- 1 1
cos“fsinfdf = - — —cos3s— —coss
3 12 4
0
1 1
= — — —cos’s,
3 3
et
cos@sin?0d) = 1sins — i sin 3s
4 12
0
1. 1. 20 L
= —sins — —-sinzcos”x + —sin° x
4 4 12 ’
alors
3 3 1
yi(s,z) = r2[1sins+ﬁcoszssins—Esings
48 (2= Loosts) 12 (Lsins - Lsinscosts + sinds )
—— = —sins — —sin —sin
3 30053 4s S 4s 5Cos” s 125 S
on a
1 8 8
yi(s,2) =12 (gsin33—§cos3s+sins+§>,
donc

19



CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION ET APPLICATION

2
Fy(r) = % /[D,,Fl (r,8).y1(r, s) + Fa(r, s)|ds
0
o
= 9 [(27“((:083 s + 8cos? ssin s + 2 cos s sin? s))

0

g (TZ (§ Sitts — - cos? s sin s PRI G o 3)>

4 12 12 3 3

+ (7“3(— cos® ssin s + 62 cos® ssin® s + cos? s sin* s) — 4r)]d5_

Pour calculer I'expression exacte de Fyg(r), nous utilisons Lemme 1.4.1, nous
obtenons
Fy(r) = ir (r* —64)
20 16 '

Donc Fy(r) a au plus une seul racine positive ry = 8, de plus

dFy 3 1
r)= —
dr 16

alors

par conséquent, le systéme admet un cycle limite unique, et ce cycle limite

20



2.3. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

est instable d’amplitude ry = 8. [Voir(FIG. 2.2)].

T e e e el

e
AN
N
b
74
77
-
A
—

FIG.2.2 — Un cycle limite pour e
0.01.
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Chapitre 3

Cycles limites de certains
systémes de Mathieu-Dufling
généralisés dépendant d’un
petit parameétre

3.1 Introduction

Les équations différentielles qu’on rencontre en Mécanique et Physique
sont généralement non linéaires. Cependant des approximations permettent
souvent de les simplifier et de les ramener & des équations linéaires dont le
type le plus simple est ’équation a coefficients constants

apZ + boflf + coxr = 0.

Un exemple bien connu est celui du pendule simple, dont 1’équation ri-
goureuse
ml*& 4+ mglsinz = 0,

ol m :masse; [ :longueur

se raméne a
ml?& 4+ mgle = 0,

pour de faibles élongations.
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3.2. CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE GENERALISEE DES
EQUATIONS DE MATHIEU-DUFFING

Ce cas est néanmoins assez exceptionnel, d'une part les approximations li-
néaires sont trés souvent insuffisantes, et d’autre part les équations linéarisées
ont généralement des coefficients qui sont fonctions du temps, telle I’équation
de Mathieu

Z+ (co+ cycost)z = 0.

3.2 Cycles limites pour une classe généralisée
des équations de Mathieu-Duffing

3.2.1 Présentation du probléme

Les chercheurs considérent deux classe spéciales des équations différen-
tielles, ’équation de Mathieu et I’équation de Mathieu-Duffing. sorte I’équa-
tion différentielle du second ordre

I+e(l+cos™)Q(x,y) +x =0,

ol Q(z,y) est un polyndome de degré n, § = arctan (y/z) et |¢| est un para-
meétre suffisamment petit. Cette équation peut se transformer en un systéme
de deux équations du premier ordre en posant © =y on a :

T=y
{ y= —l'—&(l—i-cogmg)Q(l,’y)' (31)

Dans cette section, en utilisant le théorie de moyennisation, nous étudient
le nombre maximal de cycle limites qui bifurquent des orbites périodiques du
centre linéaire & = y, y = —x de systémes (3.1). Cette étude a fait I'objet
d’un article publié dans "Applied Mathematics Letters"[5].

Théoréme 3.2.1 On suppose que Q(z,y) de degré n, soit || un paramétre
suffisamment petit. le nombre maximum de cycle limites des systémes dif-
férentielles Mathieu-Duffing (3.1) qui pewvent bifurquer du centre linéaire
T =y, y = —ux, en utilisant la théorie de moyennisation de premier ordre
est :

i) (n — 1) cycles limites si m impaire.
.o (n—2) . . . . .
ii) “5= cycles limites si m paire et n paire.

cee —1 . . . . . .
iii) ("—2) cycles limites si m paire et n impaire.
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DE CERTAINS SYSTEMES DE
MATHIEU-DUFFING GENERALISES DEPENDANT D’UN PETIT

PARAMETRE

3.2.2 Preuve du théoréme 3.2.1

Pour appliquer la moyennisation de premier ordre, on écrit le systéme

(3.1), en coordonnées polaires x = rcosf, y = rsinf, posons :

Qr,y) =

> im0 @i’y le systeme (3.1) devient :

7:” =€ Z?ﬂ‘:o M (0)r+7, o
f=—-1-— 62;:_]-:0 Hij(0>7’l+]71,

ou

M;;(0)
Hi;(0) =

(3.2)

a;j(cos' @sin’ ™! 0 + cos"™™ O sin’ T 9),

a;j(cos™ ! @ sin? § + cos™ ™ hsin’ 9).

Considérons maintenant ¢ comme nouvelle variable indépendante, le systéme
(3.2) s’écrite sous la forme suivante :

= ) My(0)' + 0
i+j=0

= =F(r,0) + O(=?).

(3.3)

2

%m:%/ﬂwm,

™
0

pour calculer ’expression exacte de Fig, nous utilisons les expressions des

dr
do
Alors
intégrales :
27
/ cos? 6 sin?? Hdf =
0
Sig=0,o0na

2

/ cos? 0df = {

0

2w
(2¢g — 1!

(2¢+p)(2¢+p—2)..(p +2) O/Cospédﬁ.

27
/cosp 0 sin2t1 §do = 0.

0

L D%or, sip =2

Osip=2l+1
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3.2. CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE GENERALISEE DES
EQUATIONS DE MATHIEU-DUFFING

Pour étudier le nombre de racines positives de Fjy nous supposons deux
cas :
Cas (i). Soit m impaire, nous considérons deux sous-cas :
(1) — 1 : Sin paire

2

1
Fio(r) = 7 F(r,0)dd
0

2m
1 u 4 . 4 -
= 5 / Z [a;;(cos’ O + cos™™™ ) sin/ T 9]r"* do
m
0

i+5=0
1 2m n+1
= 3 / | Z [ai,zq_l(cosi 0 + cos"™™ ) sin*? 0] rit2a-lqg,
0 i+2q=2
et
1 n+1 27
FIO(T) = % Z a2[+1,2q717’2l+2q / COSzler+1 0 Sin2q 0do
20+1+2¢=3 )
n 2
+ Z a2572q_17“2l+2q_1 /COSQZ 0sin® 0do | |
21+2¢=2 0
et aussi
n/2
2q — ! (20 + m)!!
Fio(r) = gr41.92g- 17724 ( -
wlr) l;q:l 20t g 2l 1)(2q 4 21— 1)...(21 + 3) g (2
n/2
+ Z Q94177 207! (2¢ — DN (20— 1!
ot ™ (2g +20)(2¢ + 20 — 2)...(21 +2) 21!
alors
n/2
FlO(T) = Z a2l+1,2q71r2l+2q 2l4m+1 , o (2l - m)”(2q — 1)”
et 272 (EPED(2¢ + 20+ 1)(2¢ + 21 — 1)...(20 + 3)
n/2

(20 — 1)11(2q — 1)

20+2¢—1
N H; 921,217 2+ all(g+ )(g+1—1)...(0+ 1)
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MATHIEU-DUFFING GENERALISES DEPENDANT D’UN PETIT
PARAMETRE

Donc

Flo(r) = ZAka
k=1

Puisque Fio(r) es t un polynome engendré par une combinaison linéaire
{r,r?,r3,...,r"}. En utilisant la régle des signes de Descartes, le polyndome
Fio(r) a au plus (n — 1) racines positives.

(1) — 2 : Si n impair,

2

Fio(r) = %/ﬁmmw

™
0

27
1 - , , , "
= 5 / Z [aij(cos’ 0 + cos™™ 6) sin? ™ 6] 7 df
T

o i+j=0
1 27 n+1 | | |
= o / Z [@i2q—1(cos’ 0 4 cos™™ 6) sin®? §] 271,
T 0 i+2q=2
et
n 2
1
Fuolr) = o Z a2l+172q—17”21+2q/COS%’L’”“0sin2q 0do
T 21+1+2¢=3 5
n+1 2m
+ Z a21,2q717“2l+2q’1 /cos2l 0 sin®? 0de | |
214-2q=2 0
on a
(n—1)/2
Fio(r) = ) Gagipgar™™™ (20 +m)!(2 — D!
= 25 (ML) (99 1 20 4 1)(2 + 21 — 1)...(20 + 3)
n/2
57 aggrtt (20 = 1)!"(2g — D!
Toai 2 (g + 1) (g +1— 1).(I+ 1)’
alors

Flo(T’) = ZAka
k=1
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Puisque Fjo(r) est un polyndome engendré par une combinaison linéaire {r, 72, r3

En utilisant la régle des signes de Descartes, le polynome Fig(r) a au plus
(n — 1) racines positives.

Cas (i7). Soit m paire, nous considérons deux sous-cas :
(73) — 1 : Si n pair

1
Flo(T’) = 2—/ 7"0
0

= / Z az;(cos’ 0 + cos™™ @) sin’ ™ 0] '+ df
i+75=0

2

n+1

B _/ Z i,2q— 1(COS 0 + cost™ 9) qin24 9] i+2q— 1d0

0 t2¢=2

2
1 n
Fio(r) = o Z Qgp9q 1722071 /(coszl 0 + cos®™ ) sin®1 0dh |
0

l+¢=1
alors
n/2 201 (2¢ — 1)! (20— 1!
Fuo(r) = qu;l Gatg-ar 20(q+1)(g+1—1)...(1+1) [ 21!
(20 +m — 1)!!]
257 (2gm)! |
Donc

n/2

FlO Z BkT

Puisque Fo(r) est un polyndme engendré par une combinaison linéaire {r, 73, 75,

En utilisant la régle des signes de Descartes, le polynome Fjo(r) a au plus

2
(" ) racines positives.
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MATHIEU-DUFFING GENERALISES DEPENDANT D’UN PETIT
PARAMETRE

(1) — 2 : Si n impaire, on a :

27
1
Fio(r) = 5 F(r,0)do
0

= / Z a;;(cos’ 0 + cos™ ™ @) sin’ ™ 0] r**7 df

i+5=0
27 n+1
i+2q= 2
donc
n 2
1
Fio(r) = o Z (gr,2q-172 20 /(00821 6 + cos® ™ 6 sin*! #df
T 2[+2q=2 0
,on a
(n+1)/2
2q — 1)!! (20 — 1)!!
F = p2l+2e-1 (
10(7) H;I a91.2¢—17T 20(g+D)(g+1—-1)...(1+1) 21]!
(2l +m —1)N
2”#(2[45171)' ?
alors
(n+1)/2
Fio(r) = Z B2kt

Puisque Flo(r) est un polynome engendré par une combinaison linéaire des
monomes {r,r® 5 ... r"}. En utilisant la regle des signes de Descartes, le

polynome Fio(r ) a au plus ) racines positives.

Exemple 3.2.1 On consideére le systéme

P (3.4)
y=—x—&(l+cos®0) (222 + 4wy + y> + x — y). '
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EQUATIONS DE MATHIEU-DUFFING

En écrivant le systéeme (3.4) en coordonnées polaires (r,0), on obtint :

i = —esin (212 cos? 0 + 472 cos O sin O + r2sin* @ + 7 cos § — 2rsin f
+212 cos® 0 + 4r% cos? O sin 0 + r2 cos® 0 sin®  + r cos* § — 2r cos® 0 sin 0)
0 = —1 — ccosO(2r cos? 6 + 4r cos A sin A + rsin® @ + cos _2sin b
+2r cos® § + 4r cos* 0 sin 6 + r cos® 0sin” O + cos? @ — 2 cos® O sin 6).

En dévisant 7 par 0 , on trouve

dr
@ = 6-Fl(rv 0) + 0(62)7
ot
Fi(r,0) = sinf(2r*cos®§ + 4r® cos O sin @ + r*sin® @ + r cos  — 2rsin 6 + 2r* cos” §

+4r% cos* Osin 0 + r? cos® O sin? @ + r cos* @ — 2r cos® fsin ).

On cherche maintenant la fonction moyenné Fio(r)

2

1
Flo(r) = % Fl(T‘, 9)d0
0

2m
1
= 5 (2r% cos® fsin O + 472 cos 0 sin®  + r* sin® 6 + r cos 0 sin 0
T
0
—2rsin® 0 + 272 cos® fsin 0 + 4r? cos 0 sin® @ + r* cos® O sin® 0

+7 cos® fsin § — 2r cos® 0 sin 6)d.

Pour calculer Uexpression exacte de Fio(r), nous utilisons Lemme 1.4.1, nous
obtenons
1
Fio(r) = ZT[T —4].
La racine positive unique de Fio(r) est ro = 4,
Donc équation différentielle a pour € suffisamment petit admet un cycle
limite qui bifurque de ’orbite périodique de rayon 4 du systéme perturbé (3.4).

[Voir(FIG. 3.1)].
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DE CERTAINS SYSTEMES DE
MATHIEU-DUFFING GENERALISES DEPENDANT D’UN PETIT

PARAMETRE
FIG.3.1 - Le cycle limite du systme (3.4)
pour € = 0.01.
Exemple 3.2.2 Considérons le systéme
T =y,
{ y=—x—ec(1+cos?0) (y® — 2%®). (3.5)

En coordonnées polaires (r,0) ot x = rcosf, y = rsinf, r = 0, le systéme
(3.5) devient

{ 7 = —er®sin*(1 — r? cos? @ + cos? § — r?cos* 0),

0 = —1 —er?cosf(sin® 0 — 1% cos? 0sin® § + cos? O sin® —r? cos?  sin® 9).

Pour déterminer les cycles limites, on résoudre [’équation

léquation Fio (1) posséde un racine positive r = 4/ %. D’aprés le théoréme

(3.1.1) le systéme (3.5) a exactement un unique cycle limite qui bifurque des
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3.3. CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE GENERALISEE DES
SYSTEMES DE MATHIEU

orbites périodiques du centre linéaire & =y, y = —x. [Voir(FIG. 3.2)].

FIG.3.2 —un cycle limite du systme (3.5)
pour € = 0.01.

3.3 Cycles limites pour une classe généralisée
des systémes de Mathieu

3.3.1 Présentation du probléme

Nous allons étudier le nombre maximum de cycles limites qui peuvent

bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire & = y, y = —x, perturbé
par une classe généralisée d’équation différentielles de Mathieu-Duffing de
forme
:'c:y—e(l—coslﬁ) P(z,y), (3.6)
y=—y—c(l+4+cos™b)Q(x,y), '

ou P(x,y) et Q(z,y) des polyndomes en z et y de degré n et § = arctan (y/z),

[ et m sont des entiers positifs et |e| est suffisamment petit. On note que ce

systéme est plus général que celui étudié dans [5]. Cette étude a fait 'objet

d’un article peblié dans " Applied Mathematics and Nonlinear Sciences" [6].
Notre résultat est le suivant :
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DE CERTAINS SYSTEMES DE
MATHIEU-DUFFING GENERALISES DEPENDANT D’UN PETIT
PARAMETRE

Théoréme 3.3.1 Pour ¢ suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles
limites pour la classe généralisée du systéme de Mathieu-Duffing (3.6) qui
bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire © =y, 1y = —x est

1) n cycles limites si n paire et

a) | impaire et m impaire
ou

b) | impaire et m paire

ou

¢) | paire et m impaire

2) 5 cycles limites sin paire et | et m paire.
3) n — 1 cycles limites si n impaire et

a) | impaire et m paire
ou
b) | paire et m impaire

4) (”—;1) cycles limites si n impaire, et [ et m paire.
5) n cycles limites si n impaire, et | et m impaire.

3.3.2 Preuve du théoréme 3.3.1

Dans cette preuve, On utilise la méthode de moyennisation d’ordre un.
Supposons que

P(:CMZD = Z a’ijxiyj7 Q(%y) = Z szxzyj

i+5=0 i+75=0

En coordonnées polaires x = rcosf, y = rsinf, r > 0, le systéme (3.6)
devient :

i = —¢ (cosf (14 cos' ) P (rcosf,rsinf) +sinf (1 + cos™0) Q (r cosd,rsinh)),
§=—1+<(sin6 (1+ cos'§) P (rcosf,rsinf) — cosf (14 cos™6) Q (rcosb,rsinb)).
(3.7)

Considérons maintenant ¢ comme nouvelle variable indépendante, le systéme
(3.7) s’écrit sous la forme standard du théoréme de moyennisation d’ordre
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SYSTEMES DE MATHIEU
un
% = ¢ (cost (1+cos' ) P(rcosf,rsind) +sind (1+ cos™0) Q (rcosf,rsinf)) + O (%),
= ¢ i cos' @sin’ 0 (a;; (cos @ + cos'' 0) + by (sinf + sin 6 cos™ 0)) r'™ + O (%),
i+§=0
= 8;](7“, 0)+ O (52) ,
ou

n
F(r,0) = Z cos' O sin’ 0 (aij (cos 0 + cos't! 9) + b;; (sin@ + sin 6 cos™ 9)) Pt
i+j=0
Maintenant, on calcule la fonction moyennée

2

Fo(r) = o- / F (r,0) do.

™
0

Pour calculer I'expression exacte de Fig (), nous utilisons les expressions des
intégrales

27 27
2qg — 1)
/ cos? fsin?d 9do = (29 ) / cos? 6do
J (2¢+p)(2¢+p—2)..(p+2) J
= 27TOép72q,
2 "
25 — 1!l
/COSQS 0do = MZW
255l
0
— 27]—/828’

21
/cos2s+l 0do) = 0,
0

2

/cos”&sianJrl 0do = 0.
0
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DE CERTAINS SYSTEMES DE

MATHIEU-DUFFING GENERALISES DEPENDANT D’UN PETIT
PARAMETRE

ou p, q et s sont des entiers positifs.Voir ([14], pages 152 et 153).
Pour étudier le nombre de racines positives de Fjy nous supposons deux

cas :
Cas (i). Soit n paire, nous considérons quatre cas :

(1) — 1 : sl m et [ impaire

2

Emdz-i/Fmﬁw

2
0

= / E [a;; cos™™ O sin? 0 + a;; cos” T O sin’ 0

1+5=0
+bij cos' Osin’ 1 0 + bij cos™™ @ sin? 1 ]r +idg.

Alors
27 n+1
Fp(r) = — / E [(ai2q-1cos"™" 0 + a;24-1 cos' T 0) sin*~' ¢
i+2q=2
( ; 2q 1 €08 8 + b 2q—1 cos' ™ §) sin®? §] i+
2 / [(ai2qcos"™1 0 + a; 2, cos' T 0) sin* 6
i+2q=2
+ (bi2q cOS" 0 + b; 54 cos™™ 0) sin®** ] rF24d0,
Donc
1 n+1 2
Fio(r) = — bosi19g1 COSZHIH™ 0 gind gr25+24g
27T + 9 q
25+1+20=3 )

+ Z / (bas 2q— 1 cos?® f sin? 0)r 2s+2q-1 9

25+2¢=2 )

n+1

- E / (211,94 COSZ T2 Osin? §)r?sT1H2140

25+1+2¢=3

+ E / (25,24 OS2 T O'5in? 0)r25 2440

25+2¢=2 )
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SYSTEMES DE MATHIEU
Alors
n/2 n/2
_ 2542 25+2¢—1
Fi(r) = E b2s41,29— 10251 14m2¢T 1+ E bas 2g—102s 2q7 """ 1
s+q=1 s+q=1
n/2 n/2
25+1+2 2542
+ E 2541,2¢X254-2,2¢7 74 E 26,2025 +14+1,2q7 1,
s+q=1 s+q=1
on a

n+1

Fm(?") = Z Aka.
k=1

Puisque Fio(r) est un polyndome engendré par une combinaison linéaire {r, 72, ..., 7" *1}.
En utilisant la régle des signes de Descartes, le polynéme Fio(r) a au plus n

racines positives.

(1) — 2 : Si m impair et [ pair

2

1
Flo(T> = % F(T’,Q)d&
0
n/2 n/2
_ 2s5+2 2s+2g—1
= E b2s11,2g—102s+14m,2q7 " © + E bas 2g—10005,2q7 "1
s+q=1 s+q=1
n/2 n/2
25+1+2 25+1+2
+ E A25+41,2X2542,2¢T 14 E A2541,2¢2541+1,2¢T 1
s+q=1 s+q=1
n+1
= E Ak’f’k.
k=1

Puisque Fo(r) est un polyndéme engendré par une combinaison linéaire {r, 72, ..., 7" 1},
En utilisant la regle des signes de Descartes, le polyndome Fio(r) a au plus n
racines positives.
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DE CERTAINS SYSTEMES DE
MATHIEU-DUFFING GENERALISES DEPENDANT D’UN PETIT

PARAMETRE
(1) — 3 : Si m pair et [ impair
2
1
Fl()(?”) = — F(T, Q)dg
2m
0
n/2 n/2
_ E 25+2q—1 § 254+2q—1
- b2s,2q—1a25+m,2qr 4 + b?s,2q—la25,2qr 1
s+q=1 s+g=1
n/2 n/2
2s5+142 25+2
+ E A2541,202542,2¢T 7+ E A252q025414+1,2q7 1
s+q=1 s+q=1
n+1

= E Akrk.
k=1

Puisque Fio(r) est un polyndéme engendré par une combinaison linéaire {r, 72, ..., 7" 1},
En utilisant la regle des signes de Descartes, le polynoéme Fio(r) a au plus n
racines positives.

(1) — 4 : si m et [ pair,

2

1
0
n/2 n/2
. 25+2g—1 2s5+2¢g—1
— E b2572q—1a25+m72qr a + Z b2872q—1a2872q7ﬂ 1
s+q=1 s+q=1
n/2 n/2
Z 25+1+2 2: 254142
+ A25+1,2gX25+2,2¢T 4 + A2541,2qX25414-2,2¢T ](31)
s+q=1 st+q=1
(n/2)+1
_ BkTQkfl
k=1

Puisque Fjo(r) est un polyndéme engendré par une combinaison linéaire {r, 73, ..., 7" "1},
En utilisant la régle des signes de Descartes, le polynéme Fig(r) a au plus
n/2 racines positives.

Cas (i7). Soit n impaire, nous considérons quatre cas :

36
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SYSTEMES DE MATHIEU
(it) — 1 : si m impaire et [ paire
27
1
Fio(r) = o= [ F(r,0)df
2T
0
- Z bos1,20-1025 4 14m 27 20 + Z bos 21025 247> 247!
s+q=1 stq=1
(n—1)/2 (n—1)/2
T Z “2S+1,2q0‘28+272qr28+1+2q + Z CL25+1,2(;042s+z+2,2q7”2SHH(]
s+q=1 s+q=1

n
= E CkT’k.
k=1

Puisque Fjo(r) est un polyndome engendré par une combinaison linéaire {r, 72, ..., r"}.
En utilisant la régle des signes de Descartes, le polynome Fig(r) a au plus

(n — 1) racines positives.

(i) — 2 : si m paire et [ impaire

2
F10<T‘) = % F(’F, 0)d9
0
(n+1)/2 (n+1)/2
_ § : 2s+2q—1 § : 2s+2q—1
- b2872q—1a23+m,2qr 4 + b28,2q—1a2572qr 4
S-‘rq:l 5+q:1
(n—1)/2 (n—1)/2
25+1+2 2542
+ E A25+41,202542,2¢T 74 E A25,2q0254+141,2q7 " °
s+q=1 s+q=1
n
= CkT’k.
k=1

Puisque Fio(7) est un polyndéme engendré par une combinaison linéaire {r, ..., 7" }.
En utilisant la régle des signes de Descartes, le polynéme Fjo(r) a au plus
(n — 1) racines positives.
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DE CERTAINS SYSTEMES DE
MATHIEU-DUFFING GENERALISES DEPENDANT D’UN PETIT

PARAMETRE
(it) — 3 : si m et [ paire
2
1
Fio(r) = — | F(r,0)d0
() = 5 [ Fr0)
0
(n+1)/2 (n+1)/2
- Z b2s2g-10204m 2q7" 1 + Z Ds 21022472071
sta=1 s+q=1
(n—1)/2 (n—1)/2
+ Z 2541,2¢02s12,27°" 20 + Z A2s11,2q 025111 2,2q7° T2
ste=l st+q=1
(n+1)/2 (n-1)/2
= DkT%_l—i- Z Dkr%H.
k=1 k=1

Puisque Fo(r) est un polyndéme engendré par une combinaison linéaire {r, 73, ..., r"}.
En utilisant la régle des signes de Descartes, le polynéme Fio(r) a au plus
(n — 1) /2 racines positives.

(7i) — 4 : si m et [ impaire

27
1
Fl()(?”) = % F(T,e)dg
0
(n—1)/2 (n+1)/2
_ 25+2 25+2¢—1
= E b2s+1,29— 10254 14m, 247 1+ E bas 2g—1025 2q7 "1
s+q=1 s+q=1
(n—1)/2 (n+1)/2
25+1+42 25+2
+ E 2541,2¢025+2,2¢7 74 E A252q0254+142,2q7 2
s+q=1 s+q=1
n+1

= E Cka.
k=1

Puisque Fjo(r) est un polyndéme engendré par une combinaison linéaire {r, 72, ..., 7" "1},
En utilisant la regle des signes de Descartes, le polynoéme Fig(r) a au plus n
racines positives.

Exemple 3.3.1 Considérons le systéme

i =y—¢e(l+cos?) (x? — xy?),
y=—x—¢(1+cos®0) (22%y — 23).
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En coordonnées polaires (r,0) ot x = rcosf, y = rsinf, r = 0, le systéme
(3.8) devient

7 = —ecosf(r? cos? § — 13 cos O sin § + 12 cos* § — 3 cos® O sin® § + 2r% cos 0 sin? 0
—1r3 cos? 0sin 0 + 2r? cos* O sin® @ — 73 cos* Osin ),
6 = —1 — ecosB(2r cos? O sin 6 — r? cos® 0 + 212 cos® @ sin 6 + r? cos® 0

+sinf + cos? @sinf — rsin® @) — e (rsin®6) .

Pour déterminer les cycles limites, on résoudre 1’équation

1 3
Fo(ry=-r*——r*=0
0(r) =7~ 75 ’
léquation Fig(r) posséde un racine positive r = ‘51. D’apres le théoréeme

(3.3.1) le systeme (3.8) a exactement un unique cycle limite qui bifurque des
orbites périodiques du centre linéaire & =y, § = —x. [Voir(FIG. 3.3)].

FIG.3.3 — Le cycle limite du
systme (3.8) pour € = 0.01.
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

La méthode de moyennisation " Averaging Method" est I'une des plus im-
portantes méthodes de perturbations utilisées actuellement dans I’étude des
cycles limites des systémes dynamiques. Cette théorie a été abondamment
utilisée ces derniéres années pour I’étude des cycles limites de certains sys-
temes de Mathieu généralisés. Nous continuons a travailler sur des problemes
analogues, on se propose d’é¢tudier le nombre maximum de cycles limites du
systéeme

{ &= —y(z+1)°
y=—z(r+1)? —e(1+ cos™0)Q(x,y),

ot Q(z,y) est un polyndome de degré n, § = arctan (%) , m est un entier

positif et |¢| est un parameétre suffisamment petit, en utilisant la théorie de
moyennisation du premier ordre.
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