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Résumé
L�objective de travail présenté dans ce memoire est d�appliquer la méthode de noyau

reproduisant dans l�espace de Hilbert (RKHSM) pour résoudre une équation di¤érntielle

du troisiéme ordre à caractéristiques multiples dans un domaine rectangulaire. La solution

analytique est représentée sous forme de séries de Fourier, et la solution approchée est

obtenue par une méthode itérative. Ainsi, les solutions numériques obtenues à partir de

la méthode proposée sont comparées aux solutions exactes, comme les erreurs trouvées

sont très petites, par conséquent, on con�rme que cette méthode est e¢ cace pour ce type

de problème. Tous les calcules on été e¤ectués en utilisant Mathematica.9.0 .

Mots clés : Méthode de Noyau reproduisant. Equation di¤érentielle du

troisiéme ordre, Existance de la solution, Solution approximative, Problémes

de valeur aux limites.
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Abstract
L�ojective of this work presented in this memory is to apply the reproducing ker-

nel Hilbert space methode(RKHSM) for solving third order di¤erential equations with

multiple characteristics in a recangular domain. The analytical solution is represented in

the form of series using the present method. Thus, the approximate solution is obtained.

Finally the results obtained from the method are compared with the exact solutions.

Consequently the results of the numerical examples show that the RKHS is e¤ective for

this kind of the problems. All the computations are performed using Mathematica 9.0.

Key words : Reproducing kernel Hilbert space, Third order di¤erential equation,

Boundary value problemes, Existence of Solution, Approximate solution.
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0.1 Introduction

Au cours des ces dernières années, de nombreux phénomènes en physique ont été

modélisés par des problèmes aux limites, un problème aux limites est constitué d�une

équation di¤érentielle (ou plus généralement aux dérivées partielles) dont on recherche

une solution prenant de plus des valeurs imposées en des limites du domaine de résolution.

La recherche de solutions analytiques et numériques de di¤érents types d�équations

di¤érentielle est un sujet très important et intéressant dans l�étude de nombreux pro-

blèmes physiques et de modèles d�l�ingénierie. L�une des plus importantes équations de

la physique mathématique est l�équation di¤érentielles du troisième ordre.

Les équations di¤érentielle sont utilisées pour construire des modèles mathématiques

de phénomènes physiques et biologiques, par exemple pour l�étude de la radioactivité ou

la mécanique céleste. Par conséquent, les équations aux dérivées partielles représentent

un vaste champ d�étude, aussi bien en mathématiques pures qu�en mathématiques appli-

quées.

En général il est di�cile de résoudre les équations di¤érentielle du troisième ordre

analytiquement, dans de tels cas, le rapprochement des méthodes d�analyse numérique

donnent d�autres moyens a�n de trouver les approximatives des solutions.

La méthode de noyau de reproduction est un outil pratique pour construire la solution

approchée d�équations aux dérivées partielles (EDP), sans discrétisation contrairement à

la méthode de Galerkin, la méthode de Rothe... .. ,en outre la solution numérique obtenue

par cette procédure converge rapidement vers la solution exacte avec une petite erreur et

une bonne précision.

La théorie du noyau Reproduissant a des applications importantes en analyse numé-

rique, équations di¤érentielles, intégrale et IDE, probabilités et statistiques, etc. [4, 5, 6].

Ces dernières années, il y a eu un intérêt croissant de résoudre les équations aux dérivées

partielles du troisième ordre en utilisant le noyau reproduisant. ainsi, plusieurs travaux

ont traité avec succès les problèmes aux limites unidimensionnels engendrés par une equa-
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tion du troisième ordre, voir [7; 8; 10; 11; 12]. Cependant, dans un domaine rectangulaire,

cette méthode n�a été appliquée que dans deux articles [3 , 9].

Dans [9], les auteurs s�intéressent à la solution numérique d�équation aux dérivées

partielles du troisième ordre avec des conditions aux limites en trois points suivante

@3u (x; t)

@t3
� @

@x

�
a (x; t)

@

@x
u (x; t)

�
= f (x; t)

1Z
c

u (x; t) = 0; t 2 [0; T ] ; 0 � c < 1

utt (x; 0) = 0; ut (x; 0) ; u (x; 0) = 0;

f(x; t); a(x; t) sont des fonctions données dans [0; 1] � [0; T ], telles que 0 < a0 <

a(x; t) < a1; jax(x; t)j � b

Dans [3], les auteurs s�intéressent à la solution numérique d�équation suivante

uxxx(x; t)� utt(x; t) = f(x; t); (x; t) 2 Q = (0; 1)� (0; 1);

sous réserve des conditions aux limites :

ut(x; 0) = '1(x); u(x; 1) = '2(x);

u(0; t) =  1(t); u(1; t) =  2(t); ux(1; t) =  3(t):

Notre mémoire ce compose de trois chapitres

Dans le premier chapitre on introduit quelques notions de la théorie des espaces

fonctionnels.

Dans le deuxième chapitre on développe la méthode de noyau reproduisant dans

l�espace de hilbert pour résoudre une équation di¤érntielle du troisiéme ordre sous la

forme suivante
@3

@x3
u� @

@t

�
a (t)

@

@t
u

�
+ �u (x; t) = F (x; t) ;

pour tout (x; t) 2 Q = (0; 1)� (0; 1) ;
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à laquelle sont jointes les conditions initiales

u (0; t) = ' (t) ; u (1; t) =  (t) ; ux (1; t) = � (t)

ux (x; 0) = ut (x; 1) = 0

Dans le dernier chapitre, pour démontrer l�e¢ cacité de la méthode proposée on a

traité quelques exemples, les résultats numériques sont representés par des tableaux et

des graphes.

En�n, ce mémoire est clôturé par une bibliographie.

8



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Résumé
Les outils d�analyse fonctionnelle sont essentiels à l�étude des équations aux dérivées

partielles, Dans ce chapitre, on rappelle les résultats fondamentaux, les dé�nitions et

les notions élémentaires qui seront utilisées dans l�étude des problèmes posés dans cette

mimoire.
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1.1 Espace de fonctions

On note par x = (x1; x2; :::; xn) le point générique d�un ouvert 
 de Rn: Soit u une

fonction dé�nie de 
 à valeurs dans R; on désigne par Diu (x) =
@u (x)

@xi
la dérivée

partielle de la fonction u par rapport à xi: On dé�nit aussi le gradient et le Laplacien de

u, respectivement, comme suit

Ou = ( @u
@x1

;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn
)T et jOuj2 =

nP
i=1

���� @u@xi
����2

�u (x) =
nP
i=1

@2u (x)

@x2i
=

�
@2u

@x21
+
@2u

@x22
+ :::+

@2u

@x2n

�
(x) :

On note par C(
) l�espace des fonctions continues de 
 à valeurs dans R; pour k � 1

entier, Ck (
) est l�espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée

d�ordre k est continue sur 
:

Sachant que, Ckc (
) est l�ensemble des fonctions de C
k (
) ; dont le support est com-

pact et contenu dans 
:

On dé�nit aussi Ck
�


�
; comme étant l�ensemble des restrictions à 
 des éléments

de Ck (Rn) ou bien comme étant l�ensemble des fonctions de Ck (
) ; telle que pour tout

0 � j � k; et tout x0 2 @
; la limite lim
x!x0

Dju (x) existe et dépend uniquement de x0:

1.2 Espaces de Hilbert

Dé�nition 1.1 Un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel sur R; muni d�un produit

scalaire, noté hx; yi; qui est complet pour la norme associée kxk, tel que kxk =
p
(x; x):

Théorème 1.1 (Projection sur un convexe) Soit V un espace de Hilbert. Soit K �
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V un convexe fermé non vide. Pour tout x 2 V , il existe un unique xK 2 K tel que

kx� xKk = min
y2K

kx� yk

De façon équivalente, xK est caractérisé par la propriété

xK 2 K; hxK � x; xK � yi � 0 8 y 2 K

xK s�appelle la projection othogonale de x sur K.

Dé�nition 1.2 Une partie G de H est dite dense dans H si

8h 2 H;8� > 0;9g 2 G; kg � hk < �

ou de manière équivalente si tout h de H est limite d�une suite d�éléments gn de G :

kgn � hk ! 0:

Dé�nition 1.3 Une partie F deH est dite totale si l�ensemble des combinaisons linèaires

�nies des éléments de F est dense dans H.

Dé�nition 1.4 Une famille fei; i 2 Ig d�éléments de H est dite orthonormée si

8i 2 I; 8j 2 I; (ei; ej) = �i;j =

8<: 1 si i = j;

0 si i 6= j .

Base Hilbertienne

Dé�nition 1.5 Une base hilbertienne de H ou base orthonormée est une famille ortho-

normée totale dans H:

Proposition 1.1 Soit H un espace de Hilbert pour le produit scalaire ( ; ) : Soit fengn�1
une base hilbertienne de H . Pour tout élément x de H, il existe une unique suite (xn)n�1
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de réels telle que la somme partielle
n=pP
n=1

xnen converge vers x quand p tend vers l�in�ni,

et cette suite est dé�nie par xn = (x; en). De plus on a

k x k2= (x; x) =
X
n�1

j (x; en) j2

on écrit alors

x =
X
n�1
(x; en)en

L�existence d�une base hilbertienne dénombrable n�est pas garantie pour tous les es-

paces de Hilbert. La proposition suivante donne une condition nécessaire et su¢ sante de

l�existence d�une base hilbertienne dénombrable.

Proposition 1.2 Soit H un espace de Hilbert séparable ( i.e il existe une famille dé-

nombrable dense dans H ), alors il existe une base hilbertienne dénombrable de H.

Dé�nition 1.6 (Espaces dual). Si X est un espace linéaire normé, alor èquation di¤è-

rentielle du troisième ordres son espace dual est l�ensemble des formes linéaires continues

dans X. L�espace dual est généralement noté par X
0
: En d�autres termes,

X
0
= fT : X ! R, T est continue et linéaireg :

Dé�nition 1.7 Une fonction symétrique K (:; :) :X �X ! R est dite semi-dé�nie po-

sitive si

8l 2 N�;8x1; ::::xl 2 X;8�1; :::�n 2 R;
lX

i;j=1

�i�jK (xi; xj) � 0

1.3 Méthode à noyau reproduisant

En analyse fonctionnelle, un espace de Hilbert à noyau reproduisant (RKHS) est un

espace de Hilbert spécial associé à un noyau telque reproduit (via un produit scalaire)

chaque fonction
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dans l�espace,ou,de façon équivalente, chaque fonction d�évaluation au point x est bor-

née. Le sujet a été originellementet simultanément développé par Nachman Aronszajnen

1950,qui a�rme dans son théorème de Moore-Aronszajn que tout noyau symétrique dé�ni

positif dé�nit un unique espace de Hilbert à noyau reproduisant. Le théorème apparaît

pour la première fois dans l�article Theory of Reproducing Kernels Aronszajn [1].

Dé�nition 1.8 Un RKHS est un espace de Hilbert H de fonctions dé�nies sur X à

valeurs réelles, tel que

8x 2 X; 9Mx 2 R; jf (x)j �Mx kfkH

En d�autres termes, la fonction d�évaluation Lx : H ! R; dé�nie par Lx (f) = f (x)

est une forme linéaire continue. D�après le théorème de Riesz, il existe donc un unique

élément Kx de H véri�ant

Lxf = hf (:) ; Kx (:)iH = f (x)

Dé�nition 1.9 soit E un ensemble abstrait non vide, on dit qu�une fonction k : E�E !

C est un noyau reproduisant de l�espace de Hilbert H si

1 )pour chaque t 2 E; k (:; t) 2 H:

2 )pour chaque t 2 E; et ' 2 H; h'; k (:; t)i = ' (t) :

la dérniére condition s�appelle"la propriété de roproduisant" la valeur de la fonction

au point t est reproduite par le produit scalaire de f avec k (:; t) :Un epace de Hilbert que

posséde un noyau reprduisant et appelé un RKHS: Notons ks (t) = k (s; t) :

Théorème 1.2 (de Moore-Aronszajn) À tout RKHS correspond un unique noyau re-

produisant. Inversement, si K (:; :) est une fonction semi-dé�nie positive et symétrique

sur X�X; on peut construire un unique RKHS de fonctions à valeurs réelles, pour lequel

K (:; :) est un noyau reproduisant.
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1.3.1 L�espace à noyau reproduisant Wm
2 [a; b]

En 1986, Cui [5] a montré que W 1
2 [a; b] est un espace de Hilbert à noyau reproduisant

(RKHS), au cours des dernières années, plusieurs recherches ont montré que certains

problèmes pourraient être résolus dans l�espace à noyau reproduisant W 1
2 [a; b].

Basé sur l�espace à noyau reproduisant établi par Cui Minggen et en redé�nissant le

produit scalaire, le noyau reproduisant de Wm
2 [a; b] peut être considérablement simpli�é

et exprimé par des polynômes.

On dé�nit l�espace de fonction Wm
2 [a; b] par :

Wm
2 [a; b] =

n
f : [a; b]! R; f; f 0 ; :::f (m�1) sont absolument continues, f (m) 2 L2[a; b]

o
:

Le produit scalaire et la norme dans Wm
2 [a; b] sont dé�nies respectivement par

hf; gi =
m�1X
i=0

f (i)(a)g(i)(a) +

Z b

a

f (m)(x)g(m)(x) dx; (1.1)

kfk =
p
hf(x); f(x)i; f(x); g(x) 2 Wm

2 [a; b]:

Théorème 1.3 Wm
2 [a; b] est un espace à noyau reproduisant si et seulement si pour tout

x 2 [a; b]; I : f ! f(x) est une fonctionnelle bornée dans Wm
2 [a; b]:

Théorème 1.4 l�espace de fonction Wm
2 [a; b] est un espace de Hilbert.

Preuve. En supposant queffngn�1 est une suite de Cauchy dans Wm
2 [a; b]; ie, si

n!1; alors

kfn+p � fnk2 =

m�1X
i=0

h
f
(i)
n+p(a)� f (i)n (a)

i2
+

Z b

a

h
f
(m)
n+p(x)� f (m)n (x)

i2
dx! 0
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Par conséquent, on a

f
(i)
n+p(a)� f (i)n (a)! 0; i = 0; 1; :::;m� 1

et Z b

a

h
f
(m)
n+p(x)� f (m)n (x)

i2
dx! 0

ce qui indique que pour chaque i (0 � i � m�1); la suite
n
f
(i)
n (a)

o
n�1

est une suite de

Cauchy et
n
f
(i)
n

o
n�1

est une suite de Cauchy dans L2[a; b]: Donc, il existe unique nombre

réel �i (0 � i � m� 1); et une fonction unique h 2 L2[a; b] tel que :

lim
n!1

f (i)n (a) = �i (0 � i � m� 1)

et

lim
n!1

Z b

a

�
f (m)n (x)� h(x)

�2
dx = 0

En supposant que

g(x) =
m�1X
k=0

�k
k!
(x� a)k +

Z x

a

Z x

a

::::

Z x

a

h(x) (dx)m ;

puisque h 2 L2[a; b] donc g(m�1)(x) = �m�1+
R x
a
h(x)dx est absolument continue dans

[a; b] et g(m)(x) = h (x) est vrai presque partout dans [a; b]:

D�où g 2 Wm
2 [a; b] et g

(i)(a) = �i (0 � i � m� 1). De plus, on a

kfn � gk2 =
m�1X
i=0

�
f (i)n (a)� g(i)(a)

�2
+
R b
a

h
f
(m)
n (x)� g(m)(x)

i2
dx

=
Pm�1

i=0

h
f
(i)
n (a)� �i

i2
+R b

a

h
f
(m)
n (x)� h(x)

i2
dx! 0
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Par conséquent, l�espace de fonction Wm
2 [a; b] est un espace de Hilbert.

Théorème 1.5 L�espace de fonction Wm
2 [a; b] est un espace à noyau reproduisant.

Preuve. En fait, pour x 2 [a; b] et f 2 Wm
2 [a; b]; on a

f (m�1)(x) = f (m�1)(a) +

Z x

a

f (m)(x)dx;

d�où

��f (m�1)(x)�� �
��f (m�1)(a)��+ Z x

a

��f (m)(x)�� dx
�

��f (m�1)(a)��+ Z b

a

��f (m)(x)�� dx;
et comme(t)

Z b

a

��f (m)(x)�� dx �

s
(b� a)

Z b

a

jf (m)(x)j2 dx

=
�
M1

sZ b

a

jf (m)(x)j2 dx

�
�
M1

vuutm�1X
i=0

[f (i)(a)]
2
+

Z b

a

jf (m)(x)j2 dx

=
�
M1 kfkWm

2 [a;b]

On note que pour tout i(0 � i � m� 1); on a

��f (i�1)(a)�� =

q
jf (i�1)(a)j2 (1.2)

�

vuutm�1X
i=0

[f (i)(a)]
2
+

Z b

a

jf (m)(x)j2 dx = kfkWm
2 [a;b]

;

par conséquent ��f (m�1)(x)�� �M1 kfkWm
2 [a;b]

: (1.3)
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On note que

��f (m�2)(x)�� �
��f (m�2)(a)��+ Z x

a

��f (m�1)(x)��2 dx
�

��f (m�2)(a)��+ Z b

a

��f (m�1)(x)��2 dx
à partir de (1.10) et (1.11), on a

��f (m�2)(x)�� � kfkWm
2 [a;b]

+M1 (b� a) kfkWm
2 [a;b]

= M2 kfkWm
2 [a;b]

:

De même, on a

jI (f)j = jf (x)j �Mn kfkWm
2 [a;b]

:

Alors I est une fonctionnelle bornée dans Wm
2 [a; b] et W

m
2 [a; b] est un espace à noyau

reproduisant.

Proposition 1.3 On note par Rm (x; y) ; un noyau reproduisant de Wm
2 [a; b]. Alors

Rm (x; y) =

8>>><>>>:
P2m

i=1 ci (y)x
i�1 ; x < y;

P6
i=1 di (y)x

i�1 ; x � y:

Exemple de RKHSé

Exemple 1.1 On considére l�espace de Hilbert H

H =
n
f(:)jf(:) est absolument continu dans [0; 1]; f 0(:) 2 L2[0; 1]; f(0) = 0

o
muni du produit scalaire

hf; giH =
Z 1

0

f
0
(x)g0(x) dx;

17



H est un RKHS et son noyau K est dé�ni par

K (s:t) = min (s:t)

en e¤et, on a, pour tout x 2 [0; 1] et f 2 H

jf(x)j = jf(x)� 0j = jf(x)� f(0)j����Z x

0

f
0
(t)dt

���� �
p
x kfkH

Et on a par dé�nition, pour tout x 2 [0; 1] K (:; x) = min (:; x) 2 H: De plus

hf;KxiH =

Z 1

0

f
0
(t)K

0

x (t)dt

=

Z x

0

f
0
(t)dt = f(x)

qui montre que K est le noyau associé à H.
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Chapitre 2

Solution analytique et approchée

2.1 Position du problème

Le but de ce chapitre est de développer la méthode à noyau reproduisant dans l�espace

de Hilbert pour fournir une solution approximative pour le problème aux limites du

troisième ordre

Plus précisément, on considère l�équation diférentielle du troisième ordre suivante :

@3

@x3
U � @

@t

�
a (t)

@

@t
U

�
+ �U (x; t) = F (x; t) ;

pour tout (x; t) 2 Q = (0; 1)� (0; 1) ;

à laquelle sont jointes les conditions initiales

U (0; t) = ' (t) ; U (1; t) =  (t) ; Ux (1; t) = � (t)

Ux (x; 0) = Ut (x; 1) = 0

telle que les conditions de compatibilitè soient remplies
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'0 (0) =  0 (0) = �0 (0) = 0

'0 (1) =  0 (1) = �0 (1) = 0

a (t) et ses dérivées véri�ent les conditions 0 < a0 � a (t) � a1; j a0 (t) j� a2; t 2

(0; 1)�a0 (0) = a0 (1) :

L�existance, l�unicitè et la stabilité de la solution de notre problème sont discutées en

[2] :

A�n de mettre les conditions aux limites (2; 2) dans l�espace à noyau reproduisant

H(4;3) qui sera construit dans les sections suivantes, , nous devons homogénéiser ces

conditions, pour cela, on pose

u (x:t) = U (x; t)�
�
x2 � 2x+ 1

�
' (t)� x (2� x) (t)� x (x� 1) � (t) ;

alors le problème (2; 1)_ (2; 2) peut être ècrit comme suit

8>>><>>>:
@3

@x3
u� @

@t

�
a (t) @

@t
u
�
+ �u (x; t) = f (x; t)

ut (x; 0) = ut (x; 1) = 0

u (0; t) = u (1; t) = 0; ux (1; t) = 0:

(2,3)

Pour l�ètude de ce problème, on introduit quelque espaces de Hilbert à noyau repro-

duisant, soit

H4 [0; 1] =

8<: u j u (x) ; u0 (x) ; u00 (x) ; u000 (x) sont des fonctions absolument continues

u(4) 2 L2 [0; 1] ; u (0) = u (1) = u0 (1) = 0

9=;
On note respectivement le produit scalaire et la norme correspondante de l�espace

H4 [0; 1] par
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hu (x) ; v (x)iH4 = u(2) (0) v(2) (0) + u(3) (0) v(3) (0) +

1Z
0

u(4) (x) v(4) (x) dx

k u (x) kH4=
q
hu (x) ; u (x)iH4 ; u (x) ; v (x) 2 H4 [0; 1]

On donne le rèsultat suivant.

Lemme 2.1 [3] H4 [0; 1] est un espace de Hilbert à noyau reproduisant , autrement dit,

pour chaque x 2 [0; 1] ;il existe Rx 2 H4 [0; 1] ; telle que hu;RxiH4 = u (x) pour tout

u 2 H4 [0; 1] ;le noyau reproduisant est donné par

Rx (y) =

8>>>><>>>>:
8X
i=1

Ci (x) y
i�1; y � x;

8X
i=1

Di (x) y
i�1; y > x;

(2.4)
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où

C1 = �x2�5040; C2 = D2 = 1741x�70272�181x2�3904+307x2�17568+307x4�70272+

181x5�234240 + 253x7�70272; D1 = 0;

C3 = D3 = �181x�3904+173x2�1952�35x3�976�35x4�3904�173x5�117120�

x7�7808;

C4 = D4 = �307x5�17568 + 35x2�976� 29x3�1464� 29x4�5856� 7x5�11712 +

x7�35136;

C5 = D5 = �307x�70272+35x2�3904+35x3�17568+35x4�70272�7x5�46848+

x7�468480;

C6 = D6 = �181x�234240�21x2�7808�7x3�11712�7x4�46848+7x5�156160�

x7�468480;

C7 = �x�720; D7 = 0; C8 = 253x�702720 � x2�7808 � x3�35136 � x4�140544 +

x5�468480� x7�9838080;

D8 = �1�5040 + C8;
Preuve. Grâce à plusieurs intégrations par parties de

R 1
0
u(4) (y)R4x (y) dy on trouve

hu (y) ; Rx (y)iH4 = u(2) (0) @2yRx (0) + u(3) (0) @3yRx (0)

+
3X
i=0

(�1)4�i u(i) (0) @7�ix Ry (0)

+
3X
i=0

(�1)3�i u(i) (1) @7�ix Ry (1)

�
Z 1

0

u (y) @8yRx (y) dy

Comme u (y) 2 H4 [0; 1], alors on a u (0) = u (1) = u0 (1) = 0; ce qui implique
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hu (y) ; Rx (y)iH4 = u(2) (0) @2yRx (0) + u(3) (0) @3xRx (0)

+

3X
i=1

(�1)4�i u(i) (0) @7�iy Rx (0)

+
3X
i=2

(�1)3�i u(i) (1) @7�iy Rx (1)

�
Z 1

0

u (y) @8yRx (y) dy;

en vertu de hu:RxiH4 = u (x) et (2:5) il résulte que Rx (y) est la solution de l�équation

di¤érentielle suivant

@8yRx (y) = � (x� y) ; (2.5)

avec les conditions aux limites

@3yRx (0)� @4yRx (0) = 0; (2.6)

@2yRx (0) + @5yRx (0) = 0;

@6yRx (0) = @4yRx (1) = @5yRx (1) = 0;

comme x 6= y alors la forme générale de l�équation

@8yRx (y) = � (x� y)

est

Rx (y) =

8>>>><>>>>:
8X
i=1

Ci (x) y
i�1; y � x;

8X
i=1

Di (x) y
i�1; y > x;

(2.7)
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comme @8yRx (y) = � (x� y) ;alors on a

@iyRx (x+ 0) = @iyRx (x� 0) ; (2.8)

i = 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6

Intégrant (2.8) pour i = 6 par rapport à y de (x� �) à (x+ �) et par passage à la

limite lorsque �! 0; on obtient

@7yRx (x+ 0)� @7yRx (x� 0) = �1; (2.9)

de plus, compte tenu de Rx (y) 2 H4 [0; 1] ;on a

Rx (0) = 0; Rx (1) = 0; @
1
yRx (1) = 0: (2.10)

A l�aide des égalités (2:8)_ (2:10) ;on peut trouver les coe¢ cients inconnus de (2:7) :

Dé�nition 2.1 [3] On dé�ni l�espace

H3 [0; 1] =

8<: u j u (t) ; u0 (t) ; u00 (t) ; sont des fonctions absolument continues sur [0; 1]

u(3) 2 L2 [0; 1] ; u0 (0) = u0 (1) = 0

9=;
le produt scalaire et la norme dans H3 [0; 1] sont dé�nis respectivement par

hu (t) ; v (t)iH3 =

2X
u(i) (0) v(i) (0) +

1Z
0

u(3) (t) v(3) (t) dt

k u (t) kH3=
q
hu (t) ; u (t)iH3 ; u (t) ; v (t) 2 H3 [0; 1]
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H3 [0; 1] est un espace à noyau reproduisant et son noyau est dénoté par

Gs (t) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

1
768
s4 (�32t+ 12t2 + 4t3 � t4) + s2

�
t2

16
� t3

16
+ t4

64

�
+s3

�
t2

48
� t3

48
� t4

192

�
+ 1 + s5

120
; s � t;

s3
�
t2

48
� t3

48
+ t4

48
+ t4

192

�
+ 1

768
s4 (�32t+ 12t2 + 4t2 � t4)

� 1
24
st4 + s2

�
t2

16
� t3

16
+ t4

64

�
+ 1 + t5

120
; t < s;

Dé�nition 2.2 [3] on dé�nit l�espace

H(4;3) (Q) =

8>>><>>>:
u (x; t) j @5u

@3x@2t
est une fonction absolument continue surQ

@7u
@4x@3t

2 L2 [Q] ; @u(x;1)
@t

= @u(x;0)
@x

= 0

u (0; t) = u (1; t) = @u(1;t)
@x

= 0

9>>>=>>>;
le produt scalaire et la norme qui sont dé�nis respectivement par

hu (x; t) ; v (x; t)iH(4;3) =
2X
i=0

�Z 1

0

@3

@t3
@i

@ti
u (0; t)� @3

@t3
@i

@ti
v (0; t) dt

+

Z 1

0

@4

@t4
@i

@ti
u (x; 0)� @4

@t4

@i

@ti
v (x; 0) dx

+
@2

@t2
@i

@ti
u (0; 0)� @2

@t2
@i

@ti
v (0; 0)

�
+

Z 1

0

Z 1

0

@4

@t4
@3

@t3
u (x; t)� @3

@t3
@3

@t3
v (x; t) dtdx

kukH(4;3) =
q
hu (x; t) ; u (x; t)iH(4;3); u 2 H(4;3) (Q) ;

Lemme 2.2 [13].H(4;3) (Q) est un espace à noyau repeoduisant dont le noyau K(y;s) (x; t)

est donné par

K (y; s) (x; t) = Ry (x)Gs (t)

pour tout(x; t) 2 Q et on a

u (y; s) = hu (x; t) ; K (y; s) (x; t)iH(4;3)
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Dé�nition 2.3 [13].on dé�nit l�espace de Hilbert à noyau reproduisant H [0; 1]

H1 [0; 1] =

8<: u j u (x) est absolument continue sur [0; 1]

u0 (0) 2 L2 [0; 1]

9=;
le produit scalaire

hu; viH1 = u (0) v (0) +

Z 1

0

u0 (x) v0 (x) dx

et la norme

kukH1 =
q
hu; uiH1 ; u; v 2 H1 [0; 1] ;

Dé�nition 2.4 [13].on dé�nit l�espace

Ĥ (Q) =

8<: u j u (x; t) est absolument continue surQ
@2u
@x@t

2 L2 (Q)

9=;
le produit scalaire et la norme dans Ĥ(1;1) (Q) sont dé�nis respectivement par

hu (x; t) ; v (x; t)iĤ =

Z 1

0

@

@t
u (o; t)

@

@t
v (0; t) dt

+ hu (x; 0) ; v (x; 0)iH1

+

Z 1

0

Z 1

0

@

@x

@

@t
u (x; t)

@

@x

@

@t
v (x; t) dtdx

kukĤ1 =
q
hu (x; t) ; u (x; t)iĤ ; u 2 Ĥ (Q)

Dé�nition 2.5 [13].Ĥ(1;1) (Q) est un espace à noyau reproduisant, ainsi, son noyau re-

produisant est

�R(y;s) (x; t) = �Ry (x) �Rs (t)

où

�Ry (x) =

8<: 1 + y; y � x

1 + x; x � y
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2.2 La solution exacte et approchée

On dé�nit l�opérateur di¤érentiel L : H(4;3) (Q)! Ĥ (Q) par

Lu (x; t) =
@3u

@x3
� a (t)

@2u

@t2
(2.11)

alors l�équation (2:3) peut être convertie sous la forme équivalente suivant dans

H(4;3) (Q)

(Lu) (x; t) = F (x; t; u (x; t) ; ut (x; t)) (2.12)

où

F (x; t; u (x; t) ; ut (x; t)) = f (x; t)� �u (x; t) + at (t)ut (x; t) + x (2� x) a (t) 
(2)
2 (t)

+x (x� 1) a (t) (2) (t) +
�
x2 � 2x+ 1

�
a (t) �(2) (t)

telle que

u (x; t) 2 H(4;3) (Q) ; F (x; t; u (x; t) ; ut (x; t)) 2 Ĥ (Q)

il est facile de montrer que L est un opérateur linéaire borné de H(4;3) (Q) vers Ĥ (Q)

en e¤et

kLuk2
Ĥ(1;1)

= k@
3u

@x3
� @2u

@t2
k2
Ĥ

� k@
2u

@t2
k2
Ĥ
+ k@

3u

@x3
k2
Ĥ
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d�une autre part,on a

u (x; t) = hu (y; s) ; Ry (x)Gs (t)iH(4;3)

utt (x; t) =

�
u (y; s) ; Ry (x)

@2

@t2
Gs (t)

�
h4;3

uxxx (x; t) =

�
u (y; s) ; Gs (t)

@3

@x3
Ry (x)

�
h4;3

et par conséquent

j utt (x; t) j� kukH(4;3)k
@2

@t2
Gs (t) kH1 k Ry (x) kH4

j uxxx (x; t) j� kukH(4;3)k
@3

@x3
Ry (x) kH1 k Gs (t) kH3

d�aprés la continuité de Ry (x) ; Gs (t) ; @
2

@t2
Gs (t) ;et @3

@t3
Ry (x) ;il resulte que

k Ry (x) kH4�M1; k Gs (t) kH3�M2

k @
3

@x3
Ry (x) kH1 �M3;k

@2

@t2
Gs (t) kH1 �M4

ces dernieres estimations impliquent

kLuk2
Ĥ(1;1)

=M k u k2H(4;3)

où

M = a21M
2
1M

2
4 +M2

2M
2
3 :

Soit S = f(x1; t1) ; (x2; t2) ; ::::g un sous ensemble dénombrable dans Q;donc on dé�nit

'i (x; t) = �R (xi; ti) (x; t) (2.13)

!i (x; t) = L�'i (x; t)
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Lemme 2.3 [3] .Si S est dense dans Q;alors f!i (x; t)g1i=1est un systéme complet dans

H(4;3) (Q) ;tel que

!i (x; t) = (L (y; s)K (y; s) (x; t))� (y; s) = (xi; ti) :

En appliquant le procédé de Gram-schmidt, on obtient un base orthogonale f$i (x; t)g1i=1dans

H(4;3) (Q)

tel que

$i (x; t) =
iX
j=1

Bij!i (x; t) (2.14)

où �ij sont les coe¢ cients d�orthogonalité dé�nis comme suit

�11 = 1= k!1k ; �ii = 1=di;

et pour k < i, on a

�ik = � (1=di)
i�1X
j=k

cij�jk;

où di =

s
k!ik2 �

i�1P
j=1

c2ij; cij = h!i; $jiH(4;3) :

Lemme 2.4 [3].Si S est dense dans Q;alors, la solution exacte de l�equation (2:12) est

u (x; t) =
1X
i=1

iX
j=1

BijF (xj; tj; u (xj; tj) ; ut (xj; tj))$i (x; t) (2.15)
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Preuve.

u (x; t) =
1X
i=1

h u (x; t) ; $i (x; t)iH(4;3) $i (x; t) ;

=

1X
i=1

iX
j=1

Bij h u (x; t) ; !j (x; t)i
H(4;3)

$i (x; t) ;

=
1X
i=1

iX
j=1

Bij


u (x; t) ; L�'j (x; t)

�
H(4;3)

$i (x; t) ;

=
1X
i=1

iX
j=1

Bij


L u (x; t) ; 'j (x; t)

�
Ĥ(Q)

$i (x; t) ;

=
1X
i=1

iX
j=1

Bij


L u (x; t) ; �R (xi:ti) (x; t)

�
Ĥ(Q)

$i (x; t) ;

1X
i=1

iX
j=1

Bij (Lu) (xi:ti)$i (x; t) ;

alors

u (x; t) =
+1X
i=1

iX
j=1

BijF (xj; tj; u (xj; tj) ; ut (xj; tj))$i (x; t) :

2.2.1 Méthode itérative et théoreme de convergence

On donne la fonction initiale u0 (x; t) ; et on construit une séquence itérative

un (x; t) =
+1X
i=1

iX
j=1

BijF (xj; tj; un�1 (xj; tj) ; (un�1)t (xj; tj))$i (x; t) :

Maintenant, la solution approchée peut être obtenue en prenant un nombre �ni de

termes dans la représentation de série de un (x; t) ; ainsi

un (x; t) =

nX
i=1

iX
j=1

BijF (xj; tj; un�1 (xj; tj) ; (un�1)t (xj; tj))$i (x; t) : (2.1)

30



Lemme 2.5 [3]. si un (x; t) est donné par (2; 1) ;alors

(Lun) (x; t) = F (x; t; un�1 (x; t) ; (un�1)t (x; t))

Théorème 2.1 [3]. si C k L�1 k� 1; j at (t) j� a1;alors un ! u quand (n! +1) :

Preuve. D�apprés le théoréme précédent , on a

(Lun) (x; t) = F (x; t; un�1 (x; t) ; (un�1)t (x; t))

donc

k un (x; t)� u (x; t) kH(4;3)

k L�1 (F (x; t; un�1; (un�1)t)� F (x; t; u; ut)) kH(4;3)

� k L�1 kk F (x; t; un�1; (un�1)t)� F (x; t; u; ut) kĤ(1;1)

� k L�1 kk ��un�1 + at (t) (un�1)t + �u� at (t)ut kH(4;3)

� k L�1 k
�
� k u� un�1 kH(4;3) + j at (t) jk (un�1)t � ut kH(4;3)

�
� C k L�1 k

�
k u� un�1 kH(4;3) + k (un�1)t � ut kH(4;3)

�
(2.2)

où C = max (�; a2) ; De C k L�1 k� 1 et (2; 2) ;et par récurrent on en déduit que

k un (x; t)� u (x; t) kH(4;3)! 0

Proposition 2.1 on suppose que un
k:k
! u dans H(4;3);lorsque (n!1) ;alors

j @i+j

@xi@tj
u (x; t)� @i+j

@xi@tj
u (x; t) j! 0; n!1; i; j = 0; 1; 2; 3:
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Preuve. Pour chaque (x; t) 2 (Q), on a

ju (x; t)� un (x; t)j =


u(y; s)� un(y; s); K(y;s) (x; t)

�
H(4;3)

� ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3)


K(y;s) (x; t)




H(4;3)

� C1 ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3) ! 0; n!1:

D�autre part, on a

jux (x; t)� (un)x (x; t)j =
�
u(y; s)� (un) (y; s);

@

@x
Ry (x)Gs (t)

�
H(4;3)

� ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3)





 @@xRy (x)





H1

kGs (t)k
H03

� C2 ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3) ! 0; n!1

de la même manière, on trouve

jut (x; t)� (un)t (x; t)j � C3 ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3) ! 0; n!1

juxt (x; t)� (un)xt (x; t)j � C4 ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3) ! 0; n!1

juxx (x; t)� (un)xx (x; t)j � C5 ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3) ! 0; n!1

jutt (x; t)� (un)tt (x; t)j � C6 ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3) ! 0; n!1;

juxxx (x; t)� (un)xxx (x; t)j � C7 ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3) ! 0; n!1;

juxxt (x; t)� (un)xxt (x; t)j � C8 ku(y; s)� un(y; s)kH(4;3) ! 0; n!1;

où C1; C2; C3; C4; C5 , C6; C7 , C8 sont des constantes positives.
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Chapitre 3

Application numérique

Pour montrer l�e¢ cacité de la méthode proposée, on traite deux exemples, les solutions

numériques obtenues à partir de cette méthode sont comparées aux solutions exactes.

Pour calculer la solution approchée on pose

(xi; ti) = (j=N; k=M); j = 0; 1; :::; N; k = 0; 1; :::;M; i = 0; 1; :::;m = N �M

en;m(x; t) = ju(x; t)� un;m(x; t)j;

Exemple 3.1 Considérons8>>><>>>:
Uxxx(x; t)� t Utt(x; t)� Ut(x; t)� U(x; t) = F (x; t)

U(0; t) = 0; U(1; t) = 1=6 et
2(1�t)2 ; Ux(1; t) = 1=6 e

t2(1�t)2 ;

Ut(x; 0) = 0; Ut(x; 1) = 0;

où

F (x; t) = 1=6 et
2(1�t)2 �(�1 + 4t� 18t2 + 20t3 � 24t4 + 52t5 � 48t6 + 16t7)

�
�
2 x4 � 3x3

�
+ 18� 48 x

�
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La solution exacte est donnée par U(x; t) = (x3=2� x4=3� x=6) et
2(1�t)2 : Pour homogé-

néiser la condition initiale nous mettons u(x; t) = U(x; t)� x=6 et
2(1�t)2 ; alors

uxxx(x; t)� t utt(x; t)� ut(x; t)� u(x; t) = f(x; t);

où

f(x; t) = 1=6
�
18 + (�49 + 4t� 18t2 + 20t3 � 24t4 + 52t5 � 48t6 + 16t7) x

+ (�1 + 4t� 18t2 + 20t3 � 24t4 + 52t5 � 48t6 + 16t7)�
2 x4 � 3x3

��
et
2(1�t)2

les résultats numériques aux quelques noeuds sélectionnés pour n = 11; 25 et m = 25

sont donnés par le tableau 1 ; Fig. 1, Fig. 2; Fig. 3, Fig. 4:

Tableau 1 : Comparaison des résultats de l�exemple 3.1, (n = 11; 25) et m = 25

(xi; ti) u(xi;ti) (u11;25) (xi; ti) e11;25(xi; ti) (u25;25) (xi; ti) e25;25(xi; ti)

(0:01; 0:00) -0.00166617 -0.000528164 0.00113801 -0.00166617 2.41936*10�13

(0:10; 0:15) -0.0164655 -0.00564694 0.0108186 -0.016423 0.0000425001

(0:15; 0:10) -0.0236722 -0.00891318 0.014759 -0.0236368 0.0000354556

(0:35; 0:20) -0.0429844 -0.0165564 0.0264279 -0.042873 0.000111365

(0:25; 0:45) -0.0373771 -0.0116428 0.0257343 -0.0372975 0.0000796333

(0:50; 0:45) -0.0442988 -0.0142367 0.0300621 -0.044234 0.0000648266

(0:60; 0:65) -0.0370698 -0.0103444 0.0267254 -0.0370634 6.34791*10�6

(0:75; 0:7) -0.0204119 -0.00520635 0.0152055 -0.0204191 7.24279*10�6

(0:80; 0:75) -0.0143628 -0.00354061 0.0108222 -0.0143717 8.89467*10�6

(0:99; 0:99) -0.0000491748 -0.0000106722 0.0000385026 -0.0000491967 2.18707*10�8
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Fig:1:e11;25 (x; t) = ju(x; t)� u11;25 (x; t)j

Fig:2:e25;25 (x; t) = ju(x; t)� u25;25 (x; t)j

Maintenant, on �xe t = 0:45; on obtient
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Fig:3:

Fig:3: Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour l�exemple

3.1 (n = 21; m = 25; t = 0:45)

Fig:4:

Fig:4: Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour l�exemple

3.1 (n = 20; m = 25; t = 0:45)
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Exemple 3.2 . Considérons

uxxx(x; t)� (t+ 1) utt(x; t)� ut(x; t) + u(x; t) = f(x; t);

u(0; t) = 0; u(1; t) = 0; ux(1; t) = 0;

ut(x; 0) = 0; ut(x; 1) = 0;

pour tout (x; t) 2 Q = [0; 1]� [0; 1]; où

f(x; t) =
1

2
(�ex + (1� x)2 + xe)2(1 + t)et

�1 + 6t� t2 + e(�2� 4t+ t2)

�1
2
(�2et + (1� t)2 + et2)ex:

La solution exacte est donnée par u(x; t) = 1
2
(�2et + (1� t)2 + e t2)(�ex + (1� x)2 + x

e); les résultats numériques aux quelques noeuds sélectionnés pour n = 11; 25 et m = 25

sont donnés par le tableau 2, Fig. 4, Fig. 5 , Fig. 6:

Tableau 2 : Comparaison des résultats de l�exemple 3.2, (n = 9; 25) et m = 25

37



(xi; ti) u(xi;ti) (u9;25) (xi; ti) e9;25(xi; ti) (u22;25) (xi; ti) e22;25(xi; ti)

(0:01; 0:00) 0:00415102 0:00302248 0:00112855 0:00416952 0:0000184985

(0:10; 0:15) 0:0348391 0:0249128 0:00992634 0:0350123 0:00017316

(0:15; 0:10) 0:0472799 0:0334371 0:0138428 0:0475083 0:000228419

(0:35; 0:20) 0:0671678 0:0452082 0:0219597 0:0675208 0:000352949

(0:25; 0:45) 0:0605971 0:0417747 0:0188223 0:0610012 0:000404116

(0:50; 0:45) 0:0571673 0:0260705 0:0310968 0:0575495 0:000382122

(0:60; 0:65) 0:0436891 0:0274247 0:0162644 0:0440447 0:000355572

(0:75; 0:7) 0:02199 0:0132544 0:00873562 0:0221793 0:00018928

(0:80; 0:75) 0:0151041 0:00897844 0:00612566 0:0152408 0:0001367

(0:99; 0:99) 0:0000481998 0:0000272136 0:0000209863 0:0000486821 4:82272� 10�7

Fig:5:e9;25 (x; t) = ju(x; t)� u9;25 (x; t)j
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Fig:6:e2520 (x; t) =
��u(x; t)� u2520 (x; t)

��
Maintenant, on �xe t = 0:25; on obtient

Fig:7:

Fig:7: Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour l�exemple

3.2 (n = 20; m = 25; t = 0:25):
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Conclusion 3.1 dans ce mémoire on a appliqué la méthode de [RKHSM ] pour résoudre

une équation di¤érentielle du troisiéme ordre dans un domaine rectangulair, les résultats

numérique ont montré que seul un petit nombre d�itération peut être utilisé pour obtenir

des résultats numériques avec une bonne précision. On constate que les erreurs absolues

sont diminués de façon monotone si n augment. Les exemples numériques montrent que

la solution approchée convergent vers la solution exacte . Par conséquent, nous con�rmons

que cette méthode est e¢ cace pour ce type de problème, tous les calcules on été e¤ectués

en utilisant Mathematica.9.0
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