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Résumeé

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’une étude concernant 1’existence
d’une solution Douce (Mild) et la controlabilité trajectoire (CT) d’un systéme non
linéaire régi par des équations différentielles fractionnaires y-Caputo avec des conditions
classiques et non locales respectivement. En basant sur le calcul y-fractionnaire, la
théorie des semi-groupes des opérateurs linéaires, le principe du point fixe de Banach et
I'inégalité de Gronwall pour montrer la controlabilité trajectoire du systéme considéré.
Enfin, nous donnons deux exemples pour illustrer les applications de ces résultats.

Mots clés : Controlabilité trajectoire (CT), Dérivée fractionnaire de ¢»—Caputo,
Equation différentielle fractionnaire, Théoréme du point fixe, Cy-semi-groupe, Inégalité
de Gronwall.
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Abstract

In this thesis, we present results of a study concerning the existence of a Mild solution
and the trajectory controllability (TC) of a nonlinear system governed by ¢-Caputo
fractional differential equations with classical conditions and nonlocal respectively.
Based on the vy-fractional calculus, the semigroup theory of linear operators, Banach’s
fixed point principle and Gronwall’s inequality to show the trajectory controllability of
the considered system. Finally, we give two examples to illustrate the applications of
these results.

Keywords : Trajectory controllability (TC), Fractional derivative of ¢-Caputo,
Fractional differential equation, Fixed point theorem, Cy-semigroup, Gronwall
inequality.
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Introduction

Le calcul fractionnaire et les équations différentielles sont devenus une branche
importante des mathématiques appliquées. Cela est dti a de nombreux problémes des
domaines des sciences physiques, des sciences chimiques, des sciences biologiques,
de la finance et du traitement d’image qui sont modélisés a 1’aide d’opérateurs
différentiels fractionnaires et donnent de meilleures approximations que ceux
modélisés a ’aide d’opérateurs différentiels d’ordre entier [14, 17].

Actuellement, dans la littérature, plusieurs approches / définitions des intégrales
fractionnaires et des dérivées sont disponibles, telles que la définition de Riemann
Liouville, la définition de Caputo, Caputo — Hadamard, Hilfer. Cependant, il existe
un autre type de dérivées fractionnaires qui apparait dans la littérature a été introduit
par ALMEIDA [3], qu’il a appelé opérateur fractionnaire )-Caputo.

De nombreux chercheurs se sont tournés vers 1’existence et 'unicité des solutions
pour les équations différentielles de )—Caputo soumises a diverses conditions aux

limites [2, 4, 5].
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TABLE DES MATIERES 7

Il existe différents concepts de controlabilité ; a savoir la controlabilité approchée
(tout vecteur d’état peut étre dirigé arbitrairement prés d’un autre vecteur d’état), la
controlabilité exacte (toute paire de vecteurs d’état peut étre reliée par une trajectoire)
et la controlabilité nulle (tout vecteur d’état peut étre dirigé vers 0).

La controlabilité est 1'une des propriétés qualitatives essentielles des systemes
dynamiques dans laquelle il faut trouver un contréleur approprié pour le systéme
qui dirige l'état du systéme d’un état initial arbitraire a I’état final souhaité. Les
différents types de controlabilité des systemes de dimension finie et infinie pour les
fonctions (linéaires, non linéaires et semi-linéaires) a travers les concepts de la théorie
des opérateurs peuvent étre vus dans les monographies RUSSELL [18],
BALACHANDRAN, MATAR, & TRUJILLO [6], SAKTHIVEL, MAHMUDOV, & NIETO [19].
La contrdlabilité trajectoire (TC) consiste a trouver une fonction de contrdle pour le
systeme qui oriente 1’état initial vers 1’état final souhaité du systeme via une
trajectoire prescrite. Il existe de nombreux systémes physiques en aérodynamique
pour lesquels nous avons exigé la controlabilité de la trajectoire du systéme pour un
meilleur rapport cott-efficacité. Par conséquent, la controlabilité de la trajectoire est
plus forte que toute autre contrdlabilité. TC est étudié par de nombreux auteurs, voir
MUSLIM, & GEORGE [15], Dhayal, Malik, & Abbas [§], GOVINDARA]J, & GEORGE [10].
L’objet de notre mémoire est de présenter les conditions suffisantes et appropiées
pour l'existence et la controlabilité trajectoire (CT) de I’équation d’évolution
fractionnaire ¢-Caputo avec des conditions classiques et non locales. Les résultats
obtenués se basent sur le principe du point fixe de Banach et I'inégalité de Gronwall.
Le premier chapitre est consacré aux bases mathématiques du calcul
y—fractionnaire, quelques notions essentielles en calcul 1)—fractionnaire seront
introduits comme 'intégrale 1) —fractionnaire et les dérivées )—Caputo.

Dans le deuxieme chapitre de ce mémoire nous présentons quelques éléments de
base sur la théorie des semi-groupes et la notion du solution Mild (Douce), ainsi on
fait rappel sur les transformations de Laplace et I'inégalité de Gronwall qui sont trés

utils a la résolution des équations différentielles d’ordre 1)—fractionnaire.
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Le troisieme chapitre de ce mémoire est dédié au systeme gouverné par deux classes
d’équations différentielles fractionnaires avec dérivées ¢»—Caputo, une avec des
conditions classiques et 1’autre, avec des conditions non locales. Nous intéresserons
ici, a la question de l’existence et la TC de ce systéme. Comme application, deux

exemples sont données pour illustrer la théorie.
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Opérateurs fractionnaires

Chapitre 1

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fractionnaire. Elle

prolonge la fonction factorielle n! a I’ensemble des nombres réelles ot méme

complexe.

Définition 1.1. La fonction Gamma est definie par l'integrale

+o0o
['(z)= / e " dt, x>0
0

ou parfois

+oo
[(z)= 2/ et x>0
0

avecT' (1) =1, I'(0) = +oo.

Quelques propriétés sur la fonction Gamma

Soitz #£ 0, n € N, alors :
1. T'(n+1)=n!
. F(a:):@,xeﬂ%.

2
3.7 ()l (1 —z)= =%
4

sin(mzx) *

D (2) = f0+oo t*“le7t(Int)" dt, x> 0.

(1.1)

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérique
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1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

10
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1.1.2 La fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire : la fonction Béta. Cette fonction

joue un role trés important spécialement dans une certaine combinaison avec la

fonction Gamma.

Définition 1.2. La fonction Béta est donné par :

1
B(z,y) = /tf”—l(l—t)y—ldt, Re (z) > 0, Re(y) > 01.2
0

s
2

= 2/ sin (£)* ' cos (£)* " dt.
0
La fonction Béta est liée a la fonction Gamma comme suit

['(z)T (y)

Blz.y) = ['(z+y)

= B(y,x), Re(z) >0, Re(y) > 0.

Quelques propriétés sur la fonction Béta

Soient Re () > 0 et Re (y) > 0, alors :

L B(z+1,y)=;5B(y).
2. B(z,1—2)= S
3. B(z,1) = 1.
_ (-
4. B(z,n) = ) e ™ > 1.
5. B(m,n) :%, m > letn > 1.

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires
1.2.1 Intégrale d’ordre arbitraire

Soit f : [a,b) — R une fonction continue. b pouvant étre fini ou infini.

Une primitive de f est donné par 'expression :

:/atf(T)dT

(1.1)

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérigue  Univ.Guelma (Juin 2023)



1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires 11

pour une primitive second on aurra

(121) (t) = /at (/f (t) dt) ds,

on utilisant le théoréme de fubini, on peut écrire :

(12f) (1) = / (t—7) f(r)dr,

en itérant, on arrive a :

= [

1.2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative a la définition de I'intégrale fractionnaire
s’appuie sur la formule de Cauchy pour le calcul de I'intégrale répétée n fois qui est

donnée par

I"ft) = ! )!/Ot(t—s)"lf(s)ds, t>0etn e N

(n—1
En généralisant cette formule a un ordre « réel positif et en remplagant la fonction
factorielle par la fonction Gamma on aurra la définition suivant :

Définition 1.3. [14] L'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre oo > 0

d'une fonction f € L' (R*) est formellement définie par :

B0 =t [ =97 f(9)ds (13

Propriétés de 1'intégrale fractionnaire de R-L
1. L'opérateur d’intégration fractionnaire /g, est borné dans L7 (R*), (1 < p < +00)
etona
15+ fll, < KN £,
pour toute f € L” (R™).

2. Soit a, 8 > 0, alors pour toute f € L' (R*) ona
S0 () =I5 F () = 1) I f (1)),

pour presque toutt € R.

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérigue  Univ.Guelma (Juin 2023)



1.3 Opérateurs y-fractionnaires 12

3. Soit @ > 1, alors pour toute f € L' (R™) on a

S ()= (157 1) ().

4. Soit a > 0, alors pour toute f € L' (R") ona

lim (5, f) () = f (¢).

a—0t
1.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. [14] Pour a > 0 et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville d’ordre oo d'une fonction f € L* (R") est formellement définie par :

EDgif(t) = DI (1)

1 dr

_ m%/o (t— s f(s)ds, teR, 14 (12)

N dn
ou D" = 4.

Remarques

- Pour o € N*, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la
dérivée ordinaire.

- En général, la dérivée fractionnaire d"une fonction constante au sens de
Riemann-Liouville est ni nulle ni constante. A titre d’exemple si & > 0 est non

entier alors :
C

L na _
D€ = I'l—a)

o teR,,

pout toute constante C' € R.

1.3 Opérateurs -fractionnaires

Nous commengons dans cette section par définir les intégrales et dérivées

y—fractionnaires et donnant quelques résultats et propriétés pour ces opérateurs.

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérigue  Univ.Guelma (Juin 2023)



1.3 Opérateurs y-fractionnaires 13

1.3.1 Intégrale fractionnaire yy—Riemann-Liouville

Définition 1.5. [13] Soit J = [0, b] et o > 0, 'intégrale fractionnaire de
Y-Riemann-Liouville d gauche d’ordre o pour une fonction intégrable f : J — R par rapport
a une autre fonction 1 : J — R qui est une fonction différentiable croissante tel que

Y (t) # 0, pour tout t € J est définie par :

atp _L ' (s . N f(s) ds
S0 = [ VO W= ) @) ds (15)

01 I est la fonction Gamma.

Notons que 1’équation (1.5) est réduite aux intégrales fractionnaires de
Riemann-Liouville lorsque ¢ (t) = t.

Exemple

Considérons la fonction f(t) = tP et (t) = ¢, ' (t) = 1. Alors

. 1 t
Ia,ttﬁ:_/ t— a—1 Bd
I S

En effectuant le changement s = ¢7, on obtient

t/BJra B+a

a;t, ' a-1_p t
Iit? = m/o (1—1) TdT:F(a)B(B—O—l,a)
e T(B+ )0 () T(B+1) (Ao

(@) T(B+14+a) T(B+1+a)

1.3.2 Dérivée fractionnaire 1)—Riemann-Liouville

Définition 1.6. [13] Soit n € N et soient ¢, f € C™ (.J) deux fonctions telles que 1) est
croissante et ' (t) # 0, pour tout t € J. La dérivée fractionnaire de 1)-Riemann-Liouville i

gauche d'une fonction f d’ordre o est définie par :

. 1 d\" .
prs0 = (i) B0

= —<w+(t)%>n t "(s — ()" F(s)ds
- L [ @em @y r @ )

ouin=I[al+ 1.

Exemple

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérigue  Univ.Guelma (Juin 2023)



1.3 Opérateurs y-fractionnaires 14

Soit la fonction f(t) =t°, 8> —1,¢ (t) =tet0<n—1<a <n,alorsona

Da;ttﬂ_ 1 ﬁ t(t_ )n—Oc—]. ﬂd
T T T (n—a)dtr ), ° o

En effectuant le changement de variable s = ¢7, on aura :

. 1 a !
DY = ——t”*ﬁ—a/ 1—7)" 7P
0* I'(n—a)dtm 0 (1-7) T
1 d" N

F (ﬁ + 1) ﬁtn—&-,ﬁ—a
F'n+p—a+1)dtn

On sait que

%t”w”:(6+n—a)(6+n—a—1)...(5—a+1)t5—a

par substitution et utilisons le fait que I' (2 + 1) = 2I" (z) , on obtient :

F(ﬁ + 1) t,B—a.

DY =
T T(B-a+l)

1.3.3 Dérivée fractionnaire y)—Caputo

Définition 1.7. [5] Soit n € N et soient f,1p € C™ (J) deux fonctions telles que 1) est
croissante et ' (t) # 0, pour tout t € J. La dérivée fractionnaire 1)-Caputo a gauche de f
d’ordre « est définie par :
coprr =1 (0 %
0 0 Y (t) dt ’
oun=[a|l+1pour o ¢ N, n =« pour o € N.
Pour simplifier la notation, nous utilisérons le symbole abrégé
Ml 1y — "
100 = (wm%) ).

D’aprés la définition, il est clair que :

) ¢, n—a—1 p[n] 1
M oV W0 =g TG ds s e g N

fw"] (t) si a€eN

Dol f(t) = {

Cette généralisation (1.8) donne 'opérateur de dérivée fractionnaire au sens de

Caputo quand ¢ (t) = t.

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérigue  Univ.Guelma (Juin 2023)



1.3 Opérateurs y-fractionnaires 15

Remarque 1.1.

Si f e C"(J),ladérivée fractionnaire 1»—Caputo d’ordre o de f est donnée par :

CDEF(t) = DI | £ (1) — (W) —v(0)

Exemple

Soit la fonction f(t) =%, B >n— 1,9 (t)=tet0<n—1<a <n,alorsona

r@e+1) 5.,

[n] —
ft (8)_].—‘(5—71—}—1)8 )

d’ot
F (6 + 1) ! n—a—1 _B-n
F(n—a)l“(ﬁ—n—f—l)/()(t_s) sds,

effectuant le changement de variable s = 7t on obtient

C ot
DSift? =

C oty F(ﬁ"’l) —a ' _ \n—a-1__a-n
Dyt F(n—a)I’(ﬁ—n—kl)tﬂ /0(1 ) T T
F(ﬁ—i_l) B—a
F(n—a)F(ﬁ—rH—l)t Ba—n+1,n-a)
_ F(ﬁ—i_l) tﬁfa
I'p—a+1)

Lemme 1.1. [5] Soit o, 3 > 0, et f € L' (J) ,alors :
VI F (0 = IV F (1) ppte .
En particulier, si f € C (J), alors
VIR F (8) = ISP F (1), te

Propriétées des intégrales et dérivées ¢)—fractionnaires

Lemme 1.2. [1] Soit a« > 0, 0na :
a) Si f€C0,0]alors CDIVICYf (1) = f(t), t€[0,].
b) SifeC™(J),n—1<a<n.Alrs:

n— k
W (a)

) = (a)]", pour tout t € [a,b].

1

LD f () = f (1) —

i

0

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérigue  Univ.Guelma (Juin 2023)



1.3 Opérateurs y-fractionnaires 16

En particulier,si0 < a« < 1,ona:

IEPODIYf(t) = f () — f(0).

Lemme 1.3. (3], [13])Soztt> 0, a>0etp>0.Alors:

LIS (9 (8) =0 (0)7 = qiis (9 (6) — ¢ (0)7F° 7"

2. CDYY (¢ (1) — v (0)" = p(rg(ﬁ)) W () -y (0))'87“1-

3. DY (¢ (t) — 1 (0))* = 0, pour tout k € {0,...,n — 1}, n € N.

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérigue  Univ.Guelma (Juin 2023)



Chapitre 2
Semi-groupes et Représentation de la
Solution

Dans ce chapitre nous preséntons les notions de base de la théorie des
semi-groupes qui seront utilisées tout au long de ce mémaoire.

Soit X un espace de Banach muni d'une norme noté || - |let le produit scalaire (., .).
B(z) est ’espace des opérateurs linéares bornées de X dans lui méme dont la norme

est

|Uz]|
Ul s¢x) = sup
0= 0 =

pour tout U € B(x), B(z) est un espace de Banach.

2.1 Semi-groupe fortement continue

Définition 2.1. [16] Une famille d’opérateurs {(t) }1>o linéaires bornés définis sur X est
dite semi-groupe fortement continu (ou de classe Cy), ou simplement Cy-semi-groupe si on a :
(i) ®(0) = I (I est I'opérateur d’identité dans B(x)).

(ii) ®(t +s) = O(t)P(s) pour s,t > 0. (propriéte algebrique)

(iii) ll_r)%”@(t)x — z|| = 0 pour tout x dans X. (propriéte topologique)

G. Nasri Master: EDP et Analyse Numérique  Univ.Guelma (Juin 2023)



2.1 Semi-groupe fortement continue 18

si on remplace (iii) par :

lim ||®(t) — I|| =0, t >0,
t—0

il s’agit d’un semi-groupe uniformement continue.

Théoreme 2.1. [16] Pour {®(t) }+>o un Cy-semi-groupe sur X, alors on a la propriétés
suivantes :

(i) t = |D(t)|gx) est bornée sur tout intrvalle compact [0, t1];

(ii) Pour tout x dans X, la fonction t — ®(t)x est continue sur R .

(iii) Il exists des constantes w € R et M > 1 telles que :

[(8)|5x) < Mexp(wt), VteR,.

Définition 2.2. [16] L'opérateur A defini par :

O(t)r — .
D(A)={re X: limw existe pour tout t > 0}

t—0

et

o _
Az = lim () — = d

= = g®0| _ powrwe D(A)

t=0.
est dit générateur infinitésimal du C -semi-groupe.

L'espase D(A) est muni de la norme du graphe ||z||pa) = [|z]| + ||Az]|, € D(A).
Remarque 2.1. Si {®(t)};>0 est un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés de
générateur infinitésimal A, alors il est unique.

Proposition 2.1. Soient {®(t)}+>o un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés et A son

générateur infinitésimal. Si v € D(A), alors ®(t)x € D(A) et on a I'égalité
O(t)Ax = AD(t)x, Vt > 0.

Remarque 2.2. On voit que : ®(t)D(A) C D(A), Vt > 0.
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2.2 Représentation de la solution (Solution Mild)

Dans cette section on présente la solution de 1’équation différentielle linéaire
fractionnaire. Le concept du solution mild peut étre introduit pour étudier le

probléme a valeur initiale non homogéne suivant

(2.1)

O — Ax(t) + f(t), 0<t<Db,
x(0) = xo, x € X,

ou f:[0,0] > X.

Nous définissons maintenant le concept d"une solution mild.

Définition 2.3. [13] Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {®(t)}i>o sur
X,x9 € Xet fe L[0,b], X) Uespace des fonctions Bochner-intégrable sur [0, b] d valeurs
dans X. La fonction x € C([0,b], X) est donné par

z(t) = ®(t)zo +H P(t — s)f(s)ds, 0<t<b

est la solution mild du probléme (2.1) a valeur initiale sur [0, b)].

2.3 Eléments sur la transformée de Laplace

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques éléments de base sur la transformée de
Laplace dans le cas entier que nous allons par la suite I’étendre au cas fractionnaire.
Définition 2.4. On dit que f(t) est une fonction originale si :
1. f(t) = 0pourt < 0.
2.f(t)] < Me*" pourt > 0avec M >0, so € R.
3. La fonction f(t) satisfait les conditions de Dirichlet pour tout intervalle [a, b] :
a) f(t) est bornée,
b) f(t) est continue, ou bien a un nombre fini des points de discontinuites de premiére
forme,
©) f(t) a un nombre fini des extrémes.

On consindére la variable complexe telle que : s = ae +if et Re(s) = o > s; > sg alors

F(s) = /:OO e " f(t) dt
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est dite la transformée de Laplace de la fonction f(¢) et on note

2.3.1 Images de quelques fonctions élémentaires

+oo
/ e " f(t) dt
0

Original | Image | Original | Image

1 : e cos it (82)—2‘152
£ =T e sin Bt M—2+52
e — e = a)"+1
cos (5t ﬁ t cos St (:24:5%2)
sinft | o | tsinft | ooy
cosh(pt) ﬁ sinh(ft) #

2.3.2 Propriétés de la transformée de Laplace

Dans cette sous-section on utilisant la notation F'(s)

- Propriété de la linéairité

- Propriété de la similarité

Lla f(t) +bg(t)] =

L[ flat) | =

- Propriété de convolution

La transformée de Laplace de la convolution

=/Otf<t—r

de deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égales a zéro pour ¢t < 0, est égale au produit

de leurs transformées de Laplace

sous I'hypothese que F'(s) et G(s) existent.

LA{f()

dT—/f

— L[ (t)] et G(s) =

F(s)+bG(s), a,b e R

a>0

*g(t); s} = F(s)G(s)

t—T
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2.3.3 La transformée de Laplace de l’intégrale et la dérivée
fractionnaire au sens R-L

- Intégrales fractionnaires

Sia > 0, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est donée par :

| (=g £(y) dy

(o)
£l = gt el o] = S
- Dérivées fractionnaires
LODEO) = Ll () [ = s du
V0]
LI 0] = s"F(s) = 5" f/(0) — .. = f"79(0),
clDp () = o) DA ()]
LD} (1) = 5" F(s) - o DA (1)

2.3.4 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo se donne par la
formule :

, n—1l<a<n
t=04

£[CD5 (1) = F(s) - 3 ot EHO

k=0

2.3.5 La transformée de Laplace des opérateurs
1—fractionnaires

Définition 2.5. [12] Soit y : J — R une fonction a valeurs réelles. La transformée de Laplace

généralisée de y est donnée par

Lo ly®) (s) =V (s / Wt WOy (1ydt, Vs
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Lemme 2.1. [12] Soit o > 0 et y une fonction continue par morceaux sur chaque intervalle
0, t] et d’ordre 1)(t)—exponentiel. Alors, on a
1 £, [120y(0)] (5) = 2.

2 L, D50y (5) = 5 [Lo [y(®] = 4y 579 (0)] 0t n = [a] + 1.

2.4 Théoréme de point fixe et inégalité de Gronwall

Théoreme 2.2. (Théoreme du point fixe de Banach)[11] Soit (X, d) un espace métrigue
complet et T : X — X une application de contraction. Alors T admet un unique point fixe
dans X.

Lemme 2.2. (Inégalité de Gronwall généralisée)|7] Soit x ,y deux fonctions intégrables et z
continues, de domaine J. Soit ) € C(J,R) une fonction croissante telle que ' (t) # 0,

Vt € J. Supposons que x et y sont non négatifs et = est non négatif et non décroissant. Si

z(t) <y(t)+2 (t)/0 W () (0 (1) = ()" (s) ds,

alors, pour toutt € J,ona

e <y + [ S EOTOL 00— 0y (s)ds.
0 [ (ak)

k=1
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Chapitre 3
Existence et contrélabilité trajectoire
pour les équations difféerentielles
fractionnaires y—Caputo

Le but de ce chapitre est ’'étude de I'existence et la controlabilité trajectoire de
I’équation d’évolution fractionnaire ¢-Caputo avec des conditions classiques et non
locales. Les outils mathématiques de base utilisés ici reposent sur le concept de
semi-groupe d’opérateurs, le calcul y-fractionnaire, le principe du point fixe de

Banach et I'inégalité de Gronwall.

3.1 Position du Probléme

Ci-dessous, Nous discutons principalement 1’existence et la controlabilité trajectoire
(CT) du systeme gouverné par 1’équation différentielle fractionnaire de )—Caputo

dans un espace de Banach (X, ||-||) :
CDSYr(t) = Ax(t) +ult) + f (ta(t), t€ T :=[0,b],

avec condition classique z(0) = z( et condition non locale z(0) = h(z).
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Ou CDgfp désigne la dérivée fractionnaire de »—Caputo d’ordre o, 0 < o < 1. A est
un opérateur linéaire fermé qui est un générateur infinitésimal d"un C;—semigroupe
{®(t)},50 dans X et zy € X. La fonction de contrdle u(-) prend des valeurs dans
L*(J,U), 'espace de Hilbert des fonctions de contrdle admissibles pour un espace de
Hilbert U. De plus les fonctions f : 7 x X — X eth: C(J,X) — X sont des
fonctions données satisfaisant certaines conditions a préciser ultérieurement.

Soit C, = C(J, X), 'ensemble de toutes les fonctions continues de [0, b] dans X est un

espace de Banach muni de la norme supremum donnée par

11l = Sup LA @I f € Co.

3.2 Existence et CT avec conditions classiques

Cette section est consacrée a l’existence et au CT du systéme régi par le systeme

d’évolution fractionnaire de ¢»—Caputo

{ C(DO(‘)]ﬁwx(t) = Ax(t) +u(t) + f(t,2(t)), (3.1)

d’ordre 0 < a < 1 sur l'intervalle 7.
Nous adoptons maintenant la solution Mild (Douce) de notre probleme (3.1)
Définition 3.1. Une fonction continue x € C, est dite solution Mild du probléme (3.1) si x

est solution de I'équation intégrale suivante

 (t) =UY (,0) o + /0 (¥ (1) = ()T VY (t,5) [uls) + f (s,2(s))] ¢ (s)ds, te€T
(3.2)

OulUY (t,s) et VY (t,s) sont des opérateurs caractéristiques donnés par
W (ts) = [ ha O () =0 () 0) o,

V) = a [ 0 (0)0 (0 ()~ v (s)"0)
h., est une fonction de densité de probabilité définie sur (0, o), telle que

he (6) > 0, 0 € (0, 00) et/ ho (6)d0 = 1.
0
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Lemme 3.1. Les opérateurs UY et V¥ ont les propriétés suivantes :
(i) Pour tout (t,s) fixés 0 < s <t < b, UY (t,s) et V¥ (t, s) sont des opérateurs linéaires et

bornés, et

HU&Z’ (t, s)xH < M||z|| et HVZf (t, s)xH < |z|| pour tout z € X,

I' ()
oit M = sup,q | @ (1)]]
(ii) Les opérateurs L[gf’ et V}f sont fortement continus pour tout t > s > 0, i.e., pour tout

zeXet0<s<t1<ty<bona
HL[;” (tay,s)x —UY (tl,s)x” —0

et
HV;{’ (ty,s)x — VY (tl,s)xH — 0

quand t; —ty — 0.

Soit Hy I'ensemble de toutes les fonctions y(-) définies sur 7 telles que y(0) = =z,
y(b) = x, pour tout t € J et la dérivée fractionnaire CDgfl’y existe presque partout.
On appelle H7 I'ensemble de toutes les trajectoires réalisables pour le systeme (3.1).
Définition 3.2. Le systéme (3.1) est dit contrdlable en trajectoire (T-controlable) si pour tout
y € Hr, il existe une fonction de controle u € L* (J, U) telle que la solution correspondante
x(-) de I'Eq. (3.1) satisfait x(t) = y(t) presque partout.

Ci-dessous nous imposons les conditions suivantes sur les données de notre
probleme :

(A1) {® ()}, est compact.

(A2) 1l existe une constante L, > 0 telle que

1 (& 20) = f(t22)|| < Ly [lan — o],

pour toutt € J, 1,22 € X.

Le théoréme suivant traite des conditions suffisantes pour I'existence et 1'unicité de la
solution Mild pour notre probleme (3.1).

Théoreme 3.1. Si les hypotheses (A1) et (A2) sont satisfaites, alors le systeme (3.1) a une

solution Mild unique pour toute fonction mesurable u(t) sur l'intervalle J.
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Preuve.
Soit u(t) une fonction quelconque mesurable sur 7. Définissons un opérateur F sur

I'espace de Banach C, par

(Fa) () = Uy (t,0) 20 + /0 (W (8) = (5))* 7 Vi (t8) [uls) + f (s,2(5))] ' (s) ds.

L’équation (3.1) a une solution Mild unique (3.2) si  a un unique point fixe. Pour
montrer que 'opérateur F a un point fixe unique, il suffit de montrer que F" est une
contraction pour au moins pour n > 1.

Soitt € J etz,y € X alors pourn =1,

[(Fz) (&) = (Fy) (D)l S/O (W (&) = ()" [V (ts) |1 (so(s) = f (s,9(5)) 9" (s) ds

D’aprés Lemme 3.1. et les hypotheses (A1)-(A2), on a

M b a—1 '
[(Fz) (t) = (Fy) (O] < mLf/O (W (&) =¥ (s)" [z (s) —y(s)]| ¢ (s)ds

M, 0) = (0)°
Fal e e =yl

%LJC (1 (b) = (0)" | (£) — y (1)

<

<

On obtient donc une constante réelle positive p (b) telle que

I(Fz) (&) = (Fy) O < p (0) = (1) =y @,

ou

Pourn =2

1(F22) (1) — (F2) ()| < / (6 (6) = 4 ()7 [|VE (6, )| 1S (5. Fe(s)) — f (s, Fy(s)) | (s) ds
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D’aprés Lemme 3.1. et les hypotheses (A1)-(A2), on a
[(F2) 0= P O] < Frhs [ @0 =0 6) ™ 1T ()= Fy v () ds

< (%Lf)Q / W) - v ()
o

<

Poursuivre ce processus pour n = 3,4, ...m et appliquant le Lemme 3.1. et les

hypotheses (A1)-(A2) pour obtenir :

|(F™e) (1) — (Fy) 1)) < / / / ()™ (6 (71) — 4 ()"
(0 () = (5))" (MFL(;() ) o=l

dsw Tm— 1) d.,-m 1 w (7'1) dn

// [om oo (M)

ds¢ Tm— 1)d7'm 1° 7/) (Tl)dﬁ

w <b> — 1 (0))™ " ( ML, )m
(m—1)! I'(a+1)

g /0 (W (0) = ¢ ()" lz =yl o' (r) dr

< (¢(b)_m1|p(0)) <Fé\jif1)> |z =y

< O ey

IN

VAN

Puis en prenant le supremum sur 7,

b m
77— el < CO ey,

la quantité % — 0 quand m — oo pour b fixe. Il existe donc m avec F™ est
contraction sur X. Par conséquent, le systeme (3.1) a une solution Mild unique pour
toute fonction mesurable u(t) sur l'intervalle J par le théoreme général de

contraction de Banach.
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Théoreme 3.2. Si les hypotheses (A1) et (A2) sont satisfaites alors le systeme (3.1) est
T-controlable sur J.
Preuve.

Soit y(t) une trajectoire quelconque de # et définissons le contrdle u (¢) du systeme

par:
u(t) = “DGly(t) — Ay(t) — f (t,y(1) (33)

En mettant la valeur du controéle u(t) de 'Eq. (3.3) dans I’Eq. (3.1), on obtient
CDGa(t) = Aw(t) + f (t.a(t) + Dey(t) — Ay(t) — f (ty(1))
Par conséquent, nous obtenons

DG [x(t) =y ()] = Ale(t) —y ()] + [f (¢, 2(1)) = f (. y (1)) (3.4)
Posons z(t) = z(t) — y(t), I'équation (3.4) devient

{Z%ﬁ)‘i%(t) - éZ(t)+[f(t,x(t))—f(t,y(t))] (3.5)

La solution Mild du probleme (3.5) ci-dessus est donnée par

z(1) :/0 (W (8) = (5)* 7 Ve (ts) [f (4 2(1) — f (Ly()] ¥ (s) ds

Par conséquent, nous avons

2O < [ @@= v IV ] 1 o) - £ o)l s)ds
M
Ia)
< L[ WO -vE) v () ds

0

Lf/o (W () =¥ ()™ = (s)lI¥' (5) ds

oulL = %L #. Utilisons l'inégalité de Gronwall a I'inégalité ci-dessus, on obtient
%(t) = 0 presque partout. Donc z(t) = y(t) presque partout. Ainsi, le systeme de

controle (3.1) est T-controlable sur 7.
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3.3 Existence et CT avec condition non locale

On considere le systeme de controle gouverné par une équation différentielle
fractionnaire non locale de )—Caputo suivant :

CDgla(t) = Ax(t) +u(t) + f (¢ 2(1)),
{x<0> = (), )

d’ordre 0 < a < 1 sur l'intervalle 7.

Soit H I’ensemble de toutes les fonctions y(-) définies sur J telles que y(0) = h (z),
y(b) = x, pour tout t € 7. On appelle H; I’ensemble de toutes les trajectoires
réalisables pour le systéeme (3.6).

Définition 3.3. Une fonction continue x € C, est dite solution Mild du probleme (3.6) si x

est solution de I'équation intégrale suivante

z (t) = Uy (t,0) h(z) + /t (W (1) = ¢ ()" VY (t,5) [uls) + f (s,x(s)]W (s)ds, te€T
' (3.7)
Nous avons besoin de I'hypothese suivante sur la fonction h.
(A3) La fonction non locale 4 : X — X est continue et il existe une constante L;, > 0
telle que
1A (1) = h(z)l| < L [l = |,

pour tout 1,z € X.

Théoreme 3.3. Si les hypotheses (Al)—(A3) sont satisfaites, alors le systeme (3.6) a une
solution Mild unique pour toute fonction mesurable u(t) sur l'intervalle J .

Preuve.

Soit u(t) une fonction quelconque mesurable sur 7. Définissons un opérateur II sur

I'espace de Banach C, par

(M) () = U (t,0) h () + /0 (W (8) =9 ()" Ve (L, 5) [u(s) + f (s,2(s))] ¢’ () ds.
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L’équation (3.6) a une solution Mild unique (3.7) si II a un unique point fixe. Pour
montrer que 'opérateur II a un point fixe unique, il suffit de montrer que II est une

contraction. Soient t € J et z,y € X alors

[(Iz) () — (Ty) ()] < H?/léf(lho)H||h(:v)—h(y)|l+/0 (W () = (s)""
< ||V &, s)[I1f (s,2(5)) = f (s, ()¢ (s) ds.

D’aprés Lemme 3.1. et les hypotheses (A1)-(A3), on a

(T (1) — (TTy) (1) < MLh||:c<t>—y<t>u+%Lf / (6 (8) — v ()"
<l (s) — y (5)]| ' (5) ds
< (MLi+p®) @) -y (0.

Puis en prenant le supremum sur 7,
[Tz — Ty|l, < (MLn+p (1)) lz = yll, -

Par conséquent, 1’opérateur 1I est contraction si M L;, + p (b) < 1. Ainsi, le systeme
(3.6) a une solution Mild unique pour toute fonction mesurable u(t¢) sur l'intervalle 7
siML,+p(b) <1

Théoreme 3.4. Si les hypotheéses (A1)—(A3) sont satisfaites alors le systeme (3.6) est
T-controlable sur J pourvu que

L*=ML, < 1.

Preuve

Soit y(t) une trajectoire quelconque de # et définissons le contrdle u (¢) du systeme

par:
u(t) = “Dgry(t) — Ay(t) — f (t,y(1)) (38)

En mettant la valeur du controéle u(¢) de 'Eq. (3.8) dans I’Eq. (3.6), on obtient
CDYYa(t) = Ax(t) + f (t,2(t)) +° DXPy(t) — Ay(t) — f (t,y(t))
0+$() :IZ'()—I— (7x ()+y Yy Y

Par conséquent, nous obtenons

CDGY [x(t) — y ()] = Ale(t) —y (0] + [f (¢, 2(1)) = f (. y (1)) (3.9)
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Posons z(t) = z(t) — y(t), I’équation (3.9) devient

DTty = As(t)+[f (balt)) — £ (6 y(t)]
{z<o> — R -hly). (310

La solution Mild du probleme (3.10) ci-dessus est donnée par
2(t) = U (t,0)[1 (2 (1) — D (y (t))]+/0 (& (t) =9 ()7 VY (ts) [f (8, 2(t) = (y(E)] ¢ (s) ds
Par conséquent, nous avons

=01 < g @0l e @) =)+ | 00 =)
< |[VE ()| 1 (12 (0)) — F (£ y@)] 7 (s)ds

< MLyl + ]24 z / (6 (8) = ()" = ()| 4 () ds
< Ll +1L / (& () — 6 ()™ = ()| & (5) ds
201 < =5 [ @O - @1 (s

ou L = iy Ly, L* = MLy et L* < 1. Utilisons l'inégalité de Gronwall a l'inégalité
ci-dessus, on obtient z(¢) = 0 presque partout. Donc x(t) = y(t) presque partout.

Ainsi, le systeme de contrdle (3.6) est T-controlable sur 7.

3.4 Applications

3.4.1 Exemple 1

Considérons 1’équation d’évolution fractionnaire suivante dans 1’espace

X =L*([0,7];R) :

CD0+ Yt = Ly (t,x) + £ cos (y(t, @) +u(t), (t.z)€[0,1]x[0,q],
y(t,0) = y(t,m)=0, te[0,1],
y(0, z) = wo(x).

(4.1)

Dans cet exemple on choisita = 3, b =1, ¢(t) =€, f (t,y) = ;ﬁ:; cos (y(t, z)).

On définit 'opérateur A : D(A) C X — X par
D(A) = y € X :y,y sont absolument continues
o ety” € X, y(0) =y(m) =0 ’
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et
82
ox2Y

Il est bien connu que A a un spectre discret.

Ay =

Les valeurs propres sont —n?, n € N, avec les vecteurs propres normalisés

correspondants e, (¢) = \/g sin(nd). Alors

Z (y,en)en, y€ D(A).

De plus, A engendre un semi-groupe analytique uniformément borné {® ()}, , dans

X et est donné par

y—Ze (y,en) en, y € X,

(y,en) = /Oﬂy(t) en (1) dt.

L'équation (4.1) peut étre réécrite en X = L*([0, 7]; R) sous forme abstraite :

DyYat) = Ax(t)+ult) + f (L2(0),
{2(0) = 42

ol nous définissons z(t) par z(t) =y (¢,-) .
Comme ||® (t)|| < e~" pour tout ¢ > 0, alors M = 1. Ce qui implique que

sup ||®(t)|| =1 etla condition (A1) est vérifiée.
te[0,00)

Clairement, f(t,2) = ;T_; cos (z) est une fonction continue et il existe L; = 3 vérifiant

7(t,20) = (6. 22)] < 511 = 2l

(Carsit € [0,1] = |e7!| < let 1). Ce qui implique que la condition (A2) est
q plique q

\2+et\ <3

satisfaite et on a aussi p (1) = r(lé)% (e—1)=0.49304 ~0.5 < 1.

2
Ainsi, d’apres le théoréme 3.3, le systeme (3.1) a une solution Mild unique pour toute
fonction mesurable u(t) sur l'intervalle 7 et par le théoréme 3.2, le systeme (3.1) est

T-controlable sur 7.
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3.4.2 Exemple 2

Considérons 1'équation différentielle fractionnaire suivante dans l’espace

X =L*([0,7];R) :

CDty(ta) = Laylta) + e L), (tx) € [0,1] x [0,7),
y(t,0) = y(t,m) =0, tel0,1], (4.3)
y(0,z) = h(y), h(y@) =i 3y (f2).

2
Dans cet exemple on choisit a = §, b= 1, ¢(t) =t, f (t,y) = e v et

h(y (@) = im0y (100)-
En procédant de la méme maniere que dans 1’exemple 1 précédant, I’équation (4.3)

s’écrit sous forme équation abstraite en X = L?([0, 7]; R) comme :

CDgla(t) = Ax(t)+ult)+ f (£ (1),
(4.4)
z(0) = h(2),
Clairement, f(t,z) = —ge % est une fonction continue et il existe L; = -1 satisfaisant
10 f = 10

£(t,20) = S0, 22)] < 55 |1 = =l

Ce qui implique que la condition (A2) est satisfaite.

Pour prouver ’hypothese (A3), soit 21, 22 € X, alorson a

() (0

k=1

h(z1) = h(z)| =

1 1
< ‘21—22’4— 121—2’2\
6

< %|21—22|

donc (A3) est satisfaite avec L, = 2%. D’autre part, on a aussi
i *
MLy, + p(b) :%—k@%(l—oyf =0.31385 < letL* =ML, =5 < 1.
Ainsi, d’apres le théoreme 3.3, le systeme (3.6) a une solution Mild unique pour toute
fonction mesurable u(t) sur l'intervalle . et par le théoréme 3.4, le systeme (3.6) est

T-controlable sur 7.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenter une étude de I’existence et la contrdlabilité
trajectoire d’un systéme non linéaire gouvernés par des équations différentielles
fractionnaires de 1)-Caputo avec des conditions classiques et non locales dans un
espace de Banach. Les résultats présentés sont obtenus en basant sur la théorie des
semi-groupes des opérateurs linéaires et de I'inégalité de Gronwall. Finalement, nous
avons présenté deux exemples pour illustrer I’applicabilité des résultats théoriques

de notre étude.
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