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Résumé

Dans le présent mémoire, nous considérons un probléme de conduction thermique semi-
linéaire inverse, et nous supposons qu'il existe une source de chaleur qui dépend de maniere
significative de I'espace, du temps, de la température et du flux de chaleur.

Le probléme est mal posé dans le sens ou la solution (si elle existe) ne dépend pas conti-
niment des données cauchy. Afin d’obtenir une solution numérique stable, nous proposons
deux méthodes de régularisation pour résoudre le probleme semi-linéaire dans lequel la
source de chaleur est une fonction Lipschitz de la température. nous montrons rigoureuse-
ment, avec des estimations d’erreur fournies, que les solutions régularisées correspondantes
convergent fortement vers la solution exacte dans L? uniformément par rapport a la coor-

donnée spatiale sous certaines hypotheses a priori sur la solution.

Mots-clés : Equation de la conduction Thermique semi-linéaire, Probleme inverse, pro-

bleme mal-posé, Estimation derreurs, régularisation.
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Abstract

The present memory we consider an inverse semi linear heat conduction problem, and we
assume that there existe a heat source which is significantly dependant on space, time and
temperature and heat flux.

The problem is ill-posed in the sense that the solution(if it exists) does not depend
continuously on the cauchy data. In order to obtain a stable numerical solution, we propose
two regularization methods to solve the semilinear problem in which the heat source is
a Lipschitz function of temperature. we show rigourously, with error estimates provided,
that the corresponding regularized solutions converge to the true solution strongly in L2
uniformily with respect to the space coordinate under some a priori assumptions on the

solution.

Keywords : Semi linear heat conduction equation, inverse problems, Ill-posed problem,

regularization ,errors estimats , regularization.
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Contenu du Mémoire

Le présent manuscrit est composé de trois chapitres, le premier est un petit rappel sur
I’étude d’existence, d’'unicité et de stabilité pour une équation classique de la conduction
thermique. Le second chapitre est consacré a I’étude d’'un probléme mal-posé pour une
équation semi-linéaire de la conduction thermique et la présentation de deux méthodes de
regularisation.

Le dernier chapitre présente la démonstration détaillée des deux théoremes de l'estima-
tion d’erreur pour les deux méthodes de regularisation proposées.

Le manuscrit se termine par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE

Probleme classique de la conduction thermique

1.1 Introduction

1.1.1 Fluxde chaleur

La loi fondamentale définissant la relation entre le flux de chaleur et le gradient de
température est basée sur des observations expérimentales, est généralement nommé apres
le physicien mathématicien Joseph Fourier qui I'a utilisé dans sa théorie analytique de la
chaleur.

Pour un solide isotrope homogene (c’est-a-dire un matériau dans lequel la conductivité

thermique est indépendante de la direction), la loi de Fourier est donnée sous la forme
q(M,t) = —kVu(M,t), (1.1.1)

ol le gradient de température Vu est un vecteur normal a la surface isotherme, le vecteur
de flux de chaleur q(M, t) représente le flux de chaleur par unité de temps, par unité de
surface de la surface isotherme dans le sens de la température décroissante, et k est appelé la
conductivité thermique du matériau qui est une quantité scalaire positive. Dans un systéme
de coordonnées cartésiennes, par exemple, ’équation (I.1.1) s’écrit

Ju, oJu, Ju
q(x,y,z, t) = —k <$l+ @] —+ &k) ,

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri



1.1 Introduction 3
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oui,jetksontles vecteurs de direction unitaire le long des directions x, y et z, respectivement.

1.1.2 Equations de la conduction thermique

Nous dérivons maintenant I’équation différentielle de la conduction thermique pour
un solide stationnaire, homogéne et isotrope avec génération de chaleur dans le corps. La
génération de chaleur peut étre due a des sources peu claires, électriques, chimiques, gamma
ou autres qui peuvent étre une fonction du temps et/ou de la position. Le taux de génération
de la chaleur dans le milieu est généralement spécifiée comme génération de chaleur par
unité de temps, par unité de volume, est désigné par le symbole g(M, t).

Considérons un élément de volume arbitraire V' de la surface limite S dans un domaine de
conduction thermique () et un processus de conduction thermique dans une période de
temps arbitraire [0, T.

La premiere loi de la thermodynamique stipule que

la chaleur n production d’énergie changement de stockage

entrant par S enV d’énergie en V

Divers termes de cette équation sont évalués comme suit.

T T
Premier terme du coté gauche = / / q-ndSdt = — / / / / V - qdVdt
0 S 0 14

T
:k/ /// AudVdt, (1.1.2)
0 \%4

T
Deuxieme terme du cOté gauche = / /// g(M, t)dVit, (1.1.3)
0 14

T
Terme dans le coté droit = / // pc%d‘/dt. (1.1.4)
0 14

Ici n est le vecteur unitaire normal orienté vers I'extérieur a I'élément de surface dS, et p

et c sont respectivement la densité, et la chaleur spécifique du matériau. Notions également

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri



1.1 Introduction 4

que nous utilisons le théoreme de divergence pour convertir I'intégrale de surface en une
intégrale de volume.

En les remplacant dans I’équation du bilan énergétique, on obtient

/oT ///V {kA” +8(M,t) - PC% dvdt = 0.

Par la continuité de I'intégrale et le théoreme de localisation, on obtient

pcaa—? =kAu+g(M,t), MeQ, t>0

Uy = a?Au +f, (1.1.5)

aveca® = k/(pc), f = g/ (pc).

L'équation (I.1.5) est appelée équation tridimensionnelle de conduction thermique avec
génération de chaleur. Elle est du seconde ordre, linéaire et non homogene.

Pour un milieu a conductivité thermique uniforme et sans génération de chaleur, I'’équation

(I.1.5) devient

U = a*Au.

C’est ce qu'on appelle I’équation de conduction thermique tridimensionnelle. Elle est de
second ordre, linéaire et homogene.

Ici, la diffusivité thermique a® est une propriété d’état du milieu et a pour dimension L%/T.
Limportance physique de la diffusivité thermique est associée a la vitesse de propagation
de la chaleur dans le solide lors des changements de température sur temps. La vitesse de

propagation de la chaleur dans le milieu est proportionnelle a la diffusivité thermique.

Remarque 1.1.1. Pour la conduction thermique dans les plans, nous avons I'’équation de
conduction thermique bidimensionnelle u; = a*Au et Uy = a?Au + f(x,y,t). Pour la
conduction thermique dans les tiges, nous avons les équations de conduction thermique
unidimensionnelles #; = a%uyy €t Uy = A%Uyy + f(x,t). Ce sont des cas particuliers de

I’équation de conduction thermique tridimensionnelle.

Remarque 1.1.2. De nombreux autres problemes physiques conduisent également a des
équations de conduction thermique. En général, I’équation de conduction thermique décrit

la diffusion. La variable dépendante u n'est pas nécessairement la température et elle peut
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1.2 Problemes mixtes unidimensionnels 5

représenter d’autres grandeurs physiques.

1.2 Problémes mixtes unidimensionnels

1.2.1 Condition aux limites du premier type

Trouver la solution de 'EDP

Up = @°Uyy + f(x,t), (0,1) x (0,400),
u(0,t) =u(l,t) =0, (1.2.1)

u(x,0) = @(x).

Solution

Pour le cas f(x,t) = 0, la solution de 'EDP (L.2.1) est

—+00
_ _ _(kﬂ) knx
u= Wy(x,t) 2 bre VT )t sin I

(1.2.2)
=7 / ) sin —dx
Par conséquent, la solution de 'EDP (I:2:1) pour le cas ¢(x) = 0 serait
t t +o0 krtx
— — 1 t T _
/0 Wy, (x,t — T)dT / Z bre (T sin ——dt
t ol
/ / G(x, ¢ t—1)f(¢ 1)dddr, (1.2.3)
0 Jo
ou
> 2 k¢ . kmx
—T) = - —T) gin o2 gin
G(x, ¢ t—1) ; ] sin l sin l

est appelée la fonction de Green du probleme mixte de I’équation unidimensionnelle de la
conduction de la chaleur sous des conditions aux limites de premiére espece.
Quand f(x,t) = é(x — xo,t — tp), alors

!
u :/ot/o G(x,&,t—1)0(¢ — x0, T — to)dédt = G(x,xo,t — to)
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1.3 Existence,unicité et stabilité 6

G(x,xo,t — to) est donc la distribution de température dans un barreau de conduction
thermique qui est due a un terme source(le terme non homogene f(x, ) dans I'équation)
de 'unité é-fonction & (x — xq, t — tg) ou la distribution de température provoquée par une
source ponctuelle unitaire a I'instant ¢ et au point spatial xg. Donc, u = G(x,&,t — T)

satisfait

Gt =a’Gu+06(x =Gt —1), 0<x<,0<T<t< oo,
Gly=0 = Gly=1 =0, (1.2.4)
G|t:~[ :0.

La solution de LEDP (L.2.]) est, (par le principe de superposition), la somme des Eqgs.(T.2.2)
et (1.2.3).

1.3 Existence,unicité et stabilité

1.3.1 Existence

Nous avons obtenu la solution de (I.2.1) en utilisant la méthode de séparation des va-

riables ou (la méthode de Fourier,)

(1.3.1)
by = = (p(x)sin—dx.

Pour prouver que la solution en série (1.3.1) satisfait 'EDP (1.2.1) de sorte qu’elle est la
solution classique de 'EDP (I.2.1), nous devons montrer la convergence de la série (1.3.1) et
la convergence uniforme de la série résultante apres avoir pris la dérivée par rapport a t et la

dérivée seconde par rapport a x, terme a terme. Soit le domaine :
D={0<x<I[; 0<t<T}

(T est une constante positive arbitraire) et u(x, ) est le terme général de la série (I.3.1).

Ona

400 2
Z auk = k_zl <k$> bre~ (Tt sin Iﬂ, (1.3.2)

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri



1.3 Existence,unicité et stabilité 7

+00 32 +00 2
y Ok _ y - ke bre~ ()t sin ke (1.3.3)
PR S

Pour tout entier naturel k,

1
sin@‘ <1, |l < %/ |p(x)|dx = constant,
0

N
et pour tout nombre naturel fixé N, lim —5 = 0, il existe une constante C telle que
k—s+oo ek
C Uy c 9%y, c
u(x, b)) < —=, |—| < —, —.
LS A b vl S S U v al R w:

—+00

c .
Z 2 est également convergente. Par conséquent, les séries (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) sont
k=1

toutes uniformément convergentes, nous pouvons donc prendre les dérivées des séries

(I.3.1) terme a terme. Ainsi la solution (1.3.1) est vérifiée.

Remarque 1.3.1. La convergence uniforme d'une série de fonction n’est pas suffisante pour
la différenciation terme a terme de la série. Elle est cependant assurée par la convergence
uniforme de la série elle-méme et de toutes les séries issues de la différenciation terme a

terme.

1.3.2 Unicité

La preuve de I'unicité et de la stabilité est basée sur le phénomene physique important
suivant :

Considérons la conduction thermique unidimensionnelle dans une tige sans aucune
source de chaleur interne. Soit M la température maximale des deux extrémités et une
distribution initiale. La température est alors inférieure ou égale a M en tout point du la
tige et a tout instant de temps. Cela peut étre physiquement compris et peut également étre

prouvé mathématiquement.

Théoréme 1.3.1. []|]. Supposons que u(x, t) est continue dans le domaine

D:{0<x<I, 0<t<T},

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri



1.3 Existence,unicité et stabilité 8

(T est une constante positive quelconque, et vérifie u; = a*uy, dans D. u (x, t) ne peut alors

prendre sa valeur maximale ou minimale quau bord
I':{x=0,x=1,t=0}.

Cest ce quon appelle le principe du maximum de la conduction de la chaleur.

Preuve. [1]. Sans perte de généralité, on considere uniquement le cas de la valeur maximale.

Il faut alors partir de la condition donnée pour arriver a
max u(x,t) = max u(x,t) (1.3.4)

et M = max u(x, t),M = max u(x,t). Supposer M > M. 1l existerait un point (xo,t) &

l'intérieur de D tel que

mgxu(x,t) = u(xg, tp) = M > M.
Définir une nouvelle fonction v(x, t) par

o(x, t) =u(x,t)+ (x —x0)?, (x,t) €D.

4]2
Alors
M—-M M—-M
Ut — @0y = Up — @ Uyy — aZT = —4? o <0, (1.3.5)
U(X(), t()) = le(X(), t()) = M. (1.3.6)

Aussi, sur la frontiere I',

v(x, t) < M+ = — + =0M, (1.3.7)

—M—MMﬂ
4

ot 0 < 6 < 1.1Eq. ([3:6) et (I.3.7) montrent que v(x, t) ne prend pas sa valeur maximale

sur I'. Soit (x1, 1) le point a l'intérieur de D, ol v(x, t) prend sa valeur maximale. Au point
(x1,t1),onavy, <00t >0 (v =0sit; < T,v; > 0sit; = T) tel que vy — a*vyy > 0. Ceci
contredit I'Eq.(1.3.5) donc on arrive a 1’éq.(1.3.4).

L'unicité découle du principe extréme de la conduction thermique. Soit 11 et 1y deux solu-

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri



1.3 Existence,unicité et stabilité 9

tions de 'EDP (1.2.T). La fonction w définie par u1 — u, satisfait

W = a%Wyy, (0,1) x (0, +00)

w(0,t) =w(l,t) =0, (1.3.8)
w(x,0) = 0.
Par le principe extremum de conduction thermique, w(x,t) = 0 donc u; = uy. O

1.3.3 La stabilité

Considérons toute petite variation de ¢(x) dans 0 < x < I de ¢1(x) & ¢2(x)

[u1(x,0) — u2(x,0)|| = [[@1(x) — p2(x)[| <e,

ol € est une petite constante, || - ||est la norme au sens de I'approximation uniforme. Par le

principe maximum de la conduction thermique,
[u1 (x,8) — ua(x,£) < max [g1(x) — g2(x)| <e,
0<x<I

oliuq(x,t) etuy(x, t) sont les deux solutions de 'EDP (I.2.1) correspondant respectivement
a ¢1(x) et @y (x). Par conséquent, la solution de 'EDP (I-2.I) est stable ce qui montre que le
probleme (1.2.1) est bien posé.

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri



CHAPITRE

Probleme inverse de conduction thermique (PICT)

2.1 Motivation physique

Beaucoup de phénomeénes naturels sont modélisés par des équations aux dérivées par-
tielles. Nous pouvons citer par exemple les prévisions météorologiques ( ou interviennent
un grand nombre de parametres), les secousses sismiques, les mouvements des océans, des
disciplines scientifiques telles '’économie, la finance, les sciences médicales.

Les équations aux dérivées partielles interviennent aussi dans les problemes physiques
en électromagnétisme (équations de Maxwell), en mécanique des fluides (équation de
Navier-Stokes), en mécanique quantique pour ne citer que ceux la.

Les problemes inverses de la conduction thermique (IHCP) : (Inverse Heat Conduction
Problem) surviennent dans de nombreuses situations physiques ot une partie de la frontiére
d'un corps (chauffe/ refroidi) est inaccessible a la mesure [1]. Dans ce cas 'information
manquante est complétée a partir du bord ou méme a l'intérieur du corps lui-méme. On
peut citer a titre d’'exemple, la détermination précise du "Pic" de température a l'intérieur
d’'un canon au moment du tire [6], 'analyse de sécurité d’élément de réacteurs nucléaires
ol la mesure de la température au niveau de la paroi interne d’un cylindre creux est utilisée
pour trouver la température et le flux de chaleur non spécifiés/indisponibles au niveau de la
paroi externe qui se refroidit brusquement [4].

La détermination de la température et du flux de chaleur a la surface d'un panneau de

particules, sur lequel une couche fine de revétement de laque est appliquée, [2]

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri



2.2 Position du probléeme 11

Toutes ces applications pratiques peuvent étre modélisées mathématiquement par un

probléme inverse de la conduction thermique [5].

2.2 Position du probleme

Trouver u(x, t) pour (x,t) € [0,L] x [0,27] a partir d’'une température u(L, t) = g(t) et

un flux u, (L, t) = h(t) données vérifiant le probléme suivant :

ur(x,t) = wuxx(x,t) + F(x, t,u(x,t)), O<x<L 0<t<2nm,
(P) u(Lt)= g(t), 0<t<2nm,
uy(L,t) = ht), 0<t<2rm,

ou
I8¢ — gl +[|h€ = k|| <e, 2.2.1)

et ||.]| estlanorme L?(0,27) ete > 0 est un réel positif qui représente le niveau de bruit.

Soit < -, - > le produit scalaire dans LZ(O, 27), considérons la série de Fourier donnée

par
t ~ < t ’e—int > elﬂt’
flt) ~ 3 < f(t)
nez
ou
—int 1 2 —int
<f(t)e M >= o [ f(t)e™at.

1l est bien connu que la série de Fourier de f converge dans L?(0,27) vers f.
Cette convergence ponctuelle est assurée si f est continue dans [0,277] et f(0) = f(27).

si cette derniére condition n'est pas vérifiée, on considére I'extension f* de f définie par

f*(t) = f(t), pour te|[0,2n]
f*(2m) = £7(0), 2.2.2)
f*(t+2m) = f*(t), pourtout teR,

avec cette définition, la valeur de I'intégrale ne dépend pas de l'intervalle d’intégration,

puisque

21 27 27t+a
/ f(t)dt = fr(t)dt = / f*(t)dt  pourtout a€R.
0 0 0
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2.3 Méthode de résolution 12

Soit
IfIIP =27 Y | < f(t), e > |? (2.2.3)

nesz

La norme de f dans (0, 27).

La valeur principale de v'in est donnée par

1+1i)4/|n]/2, >0
Vin = (T+i)yInl/ "= (2.2.4)

| a=i/imlz2, n<o.

2.3 Meéthode de résolution

Cherchons la solution du probléme (P) sous-forme d’une série de fourier, en posant

u(x,t) 2u*(x,t) = Y uy(x)e™ (2.3.1)
nezZ

avec u* est 'extension de u définie comme suit

u(x,t), si te0,27]
u (x,t) = ¢ u*(x,0) =u*(x,2) si t=0,t =27 (2.3.2)
u*(x,t 4+ 27m), si teR,

et u, (x) estle coefficient de Fourier (exponontiel) donné par

- 1
un(x) =< u(x,t),e”" >=

27 .
=5 /0 u(x,t)e "t (2.3.3)

27 27 2m+a
Remarque 2.3.1. / u(x, t)dt = / u*(x, t)dt = / u*(x,t)dt pourtouta € R,
0 0 0
car u* est une fonction 27t périodique. On peut montrer que ©*(x,.) converge ponctuel-
lement dans L?(0,277) vers u(x,.) dés que u(x,.) est continue. Par cette remarque, (cet

argument) et a partir de 1a nous identifions u* avec u.
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On injecte I'expression de u(x, t) donnée par (2.3.1) dans le probleme (P), on obtient.

nez

nesz

)3

\ nez

dx

Y inuy(x)e™ =
Y up(L)e™ =

d”n(L)eint _

Pin(X) it t
Z dxz m + Z F zn
nez nez
Z gne _< g ) —int >,
nesz
Z hneint — h(t)’e—int >,
nesz

. 1 2r )
et Fn(u)(x> =< F(x, t,u(x, t)’e—lnt >= E/ F(x’ t,u(x, t)e_mtdt.
0

(2.3.4)

(2.3.5)

Puisque (¢),cz forme une base de L?(0,27) et par un argument d’orthogonalité, on

obtient ) )
4 Zn(x) + inuy (x) = Fu(u)(x),
un(L) = gu,
du,(L)
| T

e Pour n € Z\ {0}, multiplions la premiere équation dans (2.3:6) par

(2.3.6)

sinh(z — x)\/ﬁ

et en intégrant les deux cotés de I'équation de x a L, on obtient :

d?u,(z) sinh(z —

smh(z —x)Vin

Vin

L )\/_
- dz + / Vini, dz
L we v Vin___ "
T T
L sinh(z — x)V/in
= Fu(u)(z dz. (2.3.7)
fc H(1)(2) ==
T
Commencons par 17 :
L d2u,(z) sinh((z — x)Vin)
T1 :/ - 5 dZ,
x dx?(z) Vin
U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri
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une premiere intégration par parties donne.

T _du;iz) Sinh((z\/—i_;)\/a) JIE B /xL _du;ZéZ) cosh((z — x)v/in)dz
- _du:liL) sinh((L —mx)\/ﬁ) + 1y (z) cosh((z — x)V/in) |X

L
— / uy(z)Vinsinh((z — x)Vin)dz, (2.3.8)
X
par une deuxieme intégration par parties on obtient :

sinh(L — x)V/in

i = —u,(L) + uy (L) cosh((L — x)Vin)

Vin
— up(x) — \/E/L 1 (2) sinh((z — x)Vin)dz. (2.3.9)

D’apres (2.3.8) et (2.3.9) on trouve

sinh((L — x)Vin)

Ty+ T, = uu(L)cosh((L—x)vin) —u (L) 7= — 1 (x)

sinh(z — x)Vin

dz
Vin

L
- [R@E)
X
Dong, on tire 1, (x), on obtient :

sinh((L — x)V'in)
Vin

dz (2.3.10)

un(x) = un(L)cosh((L — x)vin) —u' (L)

sinh(z — x)V/in
Vin

- [ R

e Pour n = 0, Multiplions 'équation —u), (x) + inu,(x) = F,(u)(x) par (z — x) et en

intégrant par rapporta z de x a L, on obtien :

L L
| - nuEz = [ - R )
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une intégration par partie donne

L

=) |k~ [ e = [ e n)R):

L
(L= )up(L) —uo(L) +uo(x) = [ (z=x)Fo(w)(2)d
donc
L
wolx) = uo(l) = (L=x)up(L)+ | (2= 0)Fo(u)(2)dz
Notons par
F(go,ho,v)(x) := go — (L — x)ho + /XL(Z —x)Fy(v)(z)dz. (2.3.11)

En combinant cette derniére relation (quand n = 0) avec la solution donnant u, (x), dans le

cas n # 0, on obtient la solution du probleme :

u(x, t) = GZZ [cosh((L—x)\/%)gn N .
- /stinh((z\/—i_’jc) in)Fn(u)(z)dz e 4 F(go, ho,u)(x). (2.3.12)

Remarque 2.3.2. On remarque que le terme cosh((L — x) Vin ) vérifie :

‘cosh((L—x) in)‘ = %’e\/%(L—x)_f_e— in(L—x)
< l{e IZ*I(L"‘)_H;— Z(L—x)l
- 2
< VB, (2.3.13)

et

||

Bi-x V5 e g

| cosh(L — x)Vin| > © (2.3.14)
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de méme

||

eVzEY) g

2¢/In]

sinh((z — x)Vin)
Vin

VO<n<z<L. (2.3.15)

Alors les trois fonctions dans I'expression de la solution A1 = cosh((L — x)Vin), Ay =

sinh((L _ *) \/E) et A3 = sinh((z _ x)\/ﬁ) sont non bornées comme fonctions de la
Vin Vin

variable # pour tout x € [0, L[ (Quand L = x, les deux premiéres fonctions sont bornées),

donc une petite erreur peut provoquer une tres grande erreur dans la solution pour x €
xel0, L].

Lidée naturelle pour stabiliser le probléme consiste a éliminer les hautes fréquences,
ou bien de remplacer ces fonctions par d’autres bornées a partir d’'une approximation

bien choisie.

e Premieére idée

On remplace via un parametre € > 0, A1, A, et A3z respectivement par les relations sui-

vantes :

AS = cosh” ) ((L — x)Vin)

ag = SO x)Vin) (2.3.16)
2 m oJe
sinh7(€) ((z — x)V/in)
Vin

Remarque 2.3.3. On peut remarquer les points suivants

—i— Siy = y(e) > 0estfixé, le terme

sinh?(€) ((z — x)V/in)
Vin

sont bornés, comme fonctions de la variable n € Z\ {0} .

cosh” ) ((L — x)V/in)

—ii— Sile parmetre v > 0 est petit, alors pour # assez petit les fonctions

sinh7(€) ((z — x)V/in)

cosh” ) (L — x)Vin) et i p
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sont proches de

sinh?(€) ((z — x)V/in)
Vin

cosh” ) ((L — x)Vin) et

respectivement. (dans un sens bien déterminer)

—iii— La propriété (ii) donne (mesure) le degré d’approximation entre les fonctions Ay,

Aj, Az etles fonction A{, A5 et A5 par raport al'écriture en fréquences.

—vi— Le point (i) décrit le degré de dépendance continue, quand les termes A§, AS, A
sont bornés. Dans ce cas la solution dépend d’'une maniere continue par raport aux

données.

2.4 Premiere Méthode de régularisation

D’apres (2.3.12) et (2.3.16) on définit la solution régularisée comme suit

Uuc(x,t) = Y lcosh"Y(e)((L — x)Vin)gS — sinh?(©)((L — x)+/in)

nez*
B /L sinh7(€) ((z — x)V/in)
x Vin

he
Vin !

Fo(U°)(2)dz | e + F(g, h, U°) (x),

(2.4.1)

ou
cosh”© (L — x)V/in) := cosh((L —x)Vin) +VinP" ) (x,L,n),  (2.4.2)
sinh?€) (L — x)V/in) := sinh((z — x)Vin) + VinP"€ (x,z,n) (2.4.3)

et

~ [RW)(L,n) - 1} eVin(z—x)
pre) (x,z,n) = (2.4.4)

2v/in

Définition 2.4.1. Le caractére bien posé de la solution régularisée dépend de la fonction

RY€) (L, n) appellé "fonction filtre" et aussi du parametre de régularisation -y (&) > 0.

La fonction filtre doit vérifier les deux conditions suivantes.
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C.1:
/ nl
‘RV(G)(L,n)‘ eVZY < [y(e)]¥Eyelo,L] (2.4.5)
C.2:
[n
RYO(L,m) —1)e V-3 < eyt (2.4.6)
Pour mieux expliquer ces deux conditions, considérons les exemples suivants :
Exemple 2.4.1.
—+/|n|/2L
RIN(Ln) = —° (2.4.7)
v(e) +em Vit
Premiérement en déduit, 'inégalité suivante :
2L 2
‘R'ly(e)(L,n)’e nl/2y In[/2L g/ 1|/ 2y
v(e) +emVIn/2t
eV \”|/2(L—y)
- (L=y)/L y/L
[’)/(6) 4o |n|/2L} [')’(e) +e In\/ZL]
<
(7(e ‘”'/ b/t
1 W L
- H
= [y(e)] (2.4.8)
Ce qui montre que (C.1) est vérifiée.
Pour montrer (C.2), on consideére la fonction
X :[0,L] — R définie par :
X(y) = yle)¥le VI
—  oVnl/2y,~In(v(e)*'F)
_ o~V In/2y,—yin(y(e)"
_ (V2@ h)
= ¥, (2.4.9)
S. Lamouri
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= —/|n|/2 —In[y(e)]'/".

— Onremarque que, sil' > 0, la fonction X est croissante est

X(y) = x(1) =
Ssu = maxXx — =
P yelo,L] Y v(€)

Remarque 2.4.1.

7

— etsiI’ <0, La fonction X est décroissante et

max X(y) = X(0) = 1.

y€[0,L]
Dans les deux cas, on obtient
X(y) = le)V/re VI
< max X
s max (v)
e—\/|n\/2L
< 1+W' (2.4.10)

en utilisant (2.4.7) et (2.4.10), on obtient

eV ‘n|/2y

RYNL,n)—1|eVIli2Zy — (e
1L, (G Jeae

e V ‘i’l|/2]/
r)/(e)_y/Lef ‘l’l|/2y
= (e}t

IN

Exemple 2.4.2. Soit R;(e) définie comme suit :

1 si |n| <N,
0 si |n| > Ng,

RI(L,n) = (2.4.11)

avec Ne — oo quand € — 0.
Rg(e) représente une méthode de trancature sur le spectre.(i.e.élimination des hautes
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fréquences). Il suit alors :

)Rg(e)(L,n)‘e /2y p/INel/2y
‘Rg(g)(L,n)—l‘e_ nl/2y  —  p=/INel/2y

(e) LV Ne/2

ce qui montre que Rg vérrifie les relations (C.1) et (C.2) avec 'y(e) =e

Remarque 2.4.2. L'idée globale consiste a remplacer une quantité non bornée par une autre
bornée, dépendante d’un petit parametre (ici y(€)) qui tend vers zéro quand € — 0 et par
la suite avoir la relation suivante.

A partir de la condition (C.2), on a

llm R’Y(e) (L, n) _ 1 eV |”\/2}/ S llmory(e)y/L — 0,
€E—>

e—0
ce qui implique que

lim RY€)(L,n) =1 (2.4.12)

e—0

2.5 Espaces fonctionnel et Notations

Soit B un espace de Hilbert, on note par L*(0, L, B) I'espace défini par

L°(0,L,B) = {f: 0L — B\ sup [f(:)]s < oo},

avec la norme

||f||L°°(0,L,B) = sup ||f(z)|s-

0<z<L

Pour r > 0 et J, considérons les espaces.

2
G5(0,27) = {9 € L*(0,2m): Y [n|*e 2‘”5‘<9 e int >‘ <oo}, (2.5.1)
nezZ

V'(0,2r) = {06L2027r Y. |n”
nezZ

< 0(t), e ‘ < oo}, (2.5.2)

c'est-a-dire Gy = V.
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Avec les normes respectives.

10llcro2n) = 4/ 2 [nl*e 2110 | < g(t), emint >|? (2.5.3)
nesz
it 2
16llvrio2my = ] X InlPr|<6(t), et >|". (2.5.4)
nez

De plus V°(0,27) = L?(0,27).

2.6 Estimations d’erreurs

On suppose premiérement que F : [0, L] x [0,271] x L?(0,27r) — L?*(0,27) est une

fonction lipschitzienne, c’est-a-dire 3K > 0 telle que
|F(x,.,u(x,.)) —F(x,.,v(x,.)]| <Kg|lu(x,.) —o(x,.)|, (2.6.1)

Vx € [0,L],Vu,0 € C <[0, L];L2(0,27r)> .

Maintenant, on donne un théoréme pour I'estimation d’erreur entre la solution exacte et la

solution régularisée.

Théoréme 2.6.1. On choisit le paramétre de régularisation 7y (€), telle que0 < y(€) < e L
et

lim y(e) =0

e—0 - (2.6.2)

lim —— estun réel non négatif.
e—0 y(€)

Alors, le probleme régularisé admet une unique solution donnée par U< € C ([0, L]; L*(o, 27r)> .
Soit de plus R7(€) vérifiant et (2.4.6), alors

(@) On suppose que le probleme (P) admet une solution vérifiant la condition

||””L°°(0,L,Gg(o,2n)) + ””x||L°°(o,L,Gg(0,2n)) < I, (2.6.3)

ot I est une constante positive donnée. Donc

IUS(x,.) —u(x,.)|| < Ei[y(e)]¥L, xeo,L] (2.6.4)
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oul

€ 3K2L2
> - F 2712 ) 6.
E; > \/57(6) exp ( . ) +V2rhexp (H(FL > (2.6.5)

(b) Supposons de plus qu'il exister > 0 tel que

RY)(L,n) - 1] n| e VI < M(e,r)[y(e)]*E Vn € Z\{0},Vy € [0, L]
(2.6.6)
oit M(e,r) — 0 quande — 0.

On suppose aussi que la solution du probléme ( P) vérifie la condition suivante

[l oo, (0.270)) + lttxll L (0,1,67 (0,27)) < o (2.6.7)

pour une constante positive I. Alors

|Ue(x,.) —u(x,.)|| < Ea[y(e)]’t, xe€[0,L] (2.6.8)
ol -
E;, > \/5% exp (31KZFL ) +V21M(e, )L exp (IK%LZ) . (2.6.9)

Remarque 2.6.1. Sous I'hypothese (2.6.3), 'estimation (2.6.4) via (2.6.5) ne donne pas la

dépendance continue de la solution par rapport aux données en x = 0. Cependant on doit
supposer plus de condition (condition plus forte) sur la solution ©#, comme celle de

pour obtenir I'estimation d’erreur (2.6.8) via (2.6.9) en x = 0.

Pour obtenir 'approimation de la solution en x = 0, avec '’hypotheése (2.6.3), on choisit

xe € (0,L) telle que lim x. = 0 ensuiteon a:
e—0

U (xe,.) —u(0,)] < [JU(xe,.) —ulxe, )| + [[u(x€,.) —u(0,.)]
< Ei[y(e)]*/t + xcEs, (2.6.10)

o E; = sup ||ux(x,.)|.
0<x<L
On peut montrer que pour tout y(€) > 0, il existe x. unique (x € (0,L)) tell que lim0 Xe =
e—
1 1 -
0etxe = [y(e)]*’L. Ceci implique que I;xe = I;xe, en utilisant I'inégalité In(x) > -
€ L
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: L :
pour tout x > 0, on obtient alors x, < , | ———, ce qui donne
In(=—=)
v(e)
c L
|U€(xe,.) —u(0,.)]| < (E1 + E3) 7 (2.6.11)
n(v(E))

Dans le but d’obtenir des estimations d’erreurs sous des hypothéses plus faibles par
rapport aux conditions données dans (2.6.3) et (2.6.7), on développe une deuxieme méthode

de régularisation donnée par I'équation intégrale suivante :

2.7 Deuxieme méthode de régularisation

inh7© ((L — x)Vi ,
uc(x,t) = Y, cosh(®) <(L - x)x/in) Q5 — sinh ((L x) m)h; et
nez\{0} L vin

- L sinh?®) ((z — x)V/in)
nezz\m} / Vin

X . ~
B2 ) F (U () €+ Pt 5, L)), @7
0

F,(U)(z)dz

Contrairement aux conditions (2.6.3) et (2.6.7), on va supposé que

[14€0, )| + [ (0, )| < Zs, (2.7.2)

110, Mlvro27) + 1420, ) vro2m)l <Zs, 7>0, (2.7.3)

Pour une constante positive donnée Z3 et Z4. Alors on obtient 'estimation d’erreur entre la

solution exacte u et la solution régularisée U°.

Théoréme 2.7.1. Soity(€) comme dans le théoreme (2.6.1) et on suppose que LK < 1. Alors
I'équation intégrale 2-6.11) admet une solution unique U¢ € C([0, L]; L?(0.27)). Soit R7(¢)
vérifiant les conditions et

— (a) supposons que le probleme (P) admet une solution u. Alors, sous la condition 2:7.2)
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ona
¢ 2
U (x,-) — u(x,-)|| < E4(&)y/Z2 + 4 (7—6)) e, xe[0,L], (274
1
o € O'IK%LZ —1],et
1+ %
Ey(&) := i 2.7.5
+(8) \/1— (1+a)K2L2 (.7.5)

— (b) Supposons qu'il exister > 0 telle que (2.6.6) est vérifie. On suppose de plus que le
probleme (P) admet une solution u vérifiant 2.7.3). Alors

€

v(€)

2
) 'y(e)x/L, x € [0,L]
(2.7.6)

U (x, ) —u(x, )| < E4(56)\/27T1\712(€/7)ZZ +4 (

Remarque 2.7.1. Sous I'’hypothése (2.7.2), I'estimation (2.7.4) n’assure pas la dépendance
continue de la solution en x = 0. Cependant, nous somme besoin des hypotheses plus fortes
sur # comme dans (2.7.3), pour obtenir I'estimation d’erreur enx = 0.
delaméme maniére comme dans laremarque (2.6.1), il existe x. €]0, L[telle que eli_n}O xe =10
et

U ) =0, )1 < (B + Ea(®) [ 27.)

7(€)

Remarque 2.7.2. Pour la méthode de trancature spectrale donnée par (2.4.11), la condition
@5.56), est vérifiée avec M(e,r) = N. " ety(e) = e~ LVNe/2,
Premierement, on a les lemmes suivants qui seront utiles dans la démonstration des théo-

remes (2.6.1) et (2.7.1).

Lemme 2.7.1. Pour0 < y(e) < e “ona

y(e) T >1, 0<x<IL, (2.7.8)

x<qvq(e)T, 0<x<L. (2.7.9)

la preuve est omise.

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri



2.7 Deuxiéme méthode de régularisation 25

Lemme 2.7.2. Pourn € Z\ {0} et0 < y(€) < e L, on a les inégalités suivantes :

’W(e)(x,z,n)’ <q(e)T, 0<z<x<L, (2.7.10)
]cosm(e)((L - x)ﬂ)\ < 9(e)’T", x€[0,L] (2.7.11)

sinh?(€) ((z — x)V/in)
Vin
Preuve. D’apres (2.4.4) et (2.4.6), on obtient (2.7.10) comme suit :

<qv(e)T, 0<x<z<L (2.7.12)

_ R(e) Vin(z—x)
‘W(G)(x,z,n)‘ _ |A=R ;L'\/’?_))e (2.7.13)
in
1(e)T =
< <q(e)T, 0<z<x<L. (2.7.14)
2Vin
D’apres (2.4.2),(2.4.4),(2.4.5)et (2.7.8), on obtient comme suit :
cosh™O (L —x)Vim)| < 2[RV (L, m)eV™L0)| 4~ fo=vint=)
< %v(e)xf - %e‘ 70
< )T
D’apres (2.4.3),(2.4.5) et (2.7.8), on obtient (2.7.12) comme suit :
sinb (=~ ) i) | |(RYOLm)eV D] o vite)
Vin - 2./|n] 2/|n]
L v(e)'T + L Ve (2.7.15)
2y/|n 2y/|n|
< ’y(e)%, 0<x<z<L
O

Lemme 2.7.3. Pour0 < v(€) < e %, et pour tout x € [0, L] on a lestimation suivante
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— Pourn =20

F(g1,n,w1)(x) = Flga iz w2) (x)| < 7(e)'T (Ig1 — ol + Il — hal) (2:7.10

L x-L
+ /x v(€) T |Fo(w1)(z) — Fo(wz)(2)] dz,

— etpourn € Z\ {0}.

2

2 )

nez\ {0}

/L sinhy(e)((Z — x)/in) [Fi(w1)(z) — Fy(w2)(2)]dz

Vin

F(go, ho, w1)(x) — F(go, ho, w2) (x)

2(x—z)

‘ 2

L
< K3 (L — x)/ (@) wi(z,.) — walz, ) |2z, x € [0,L]  (2.7.17)

Preuve. En utilisant (2.3.11) et le lemme (2.7.1), on déduit que

Flgu, b, on) () ~ Flga o @2) ()] = (g1~ g2) — (L= x) 0y — o)
[0 (R @) ~ Fow) (2)dz
< (&) T [Ig1 — g2l + |1 — hal]
b [ T 1R(w)() - Fo(w) ()] =

Maintenant, en utilisant (2.6.1),(2.7.12),(2.7.16) et I'inégalité de Holder, on obtient :

L sinh©)((z — x)/in) ?

znnezz\{o} / = (Ea(w1)(2) — Fn(w2)(2))dz
4271 | E(go,ho, 1) (x) — E(go o, 02) ()|

L |sinh?(¢ ((Z x)Vin) ’ 2
< 2m(L —x) |Fu(w1)(z) — Fy(wo)|" dz

ne;T{O} J Vin 1 ’
L
+2r(L—x) [ (e (w1)(z) — Fo(wy)|* dz
2(x—z)

||F(z, Lwi(z,.)) = F(z,.,w(z,.))||?dz

w1 (z,.) — ws(z,.)||*dz.

< (L—X)/va(e)
<KL -x) [ o)

2(x—2z)
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]
Lemme 2.7.4. Pourn € Z\ {0}, ona
Uy (%) _ in(L—x) h L gVinz—x)
Uy (x) — =e - ) - ——F,(u)(z)dz,x € |0,L] (2.7.18)
Preuve. En dérivant (2.3.10) par rapport a x on obtient :
! h((L — ]
_un(‘x) = sinh((L —x)Vin)g, — cosh(( ' x)in) hy,
Vin Vin
L cosh[(z — x)V/in]
— F,(x)(z)dz, (2.7.19)
puis, par sommation de (2.7.19) avec (2.3.12) on arrive au résultat. O
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CHAPITRE

Preuve des théoremes sur l'estimations d’'er-

reurs

3.1 Preuve du théoréme (2.6.1)

La démonstration est composée de deux étapes

3.1.1 Etape 1(Existence et unicité)

Lexistence et 'unicité de la solution U¢ € C([0, L]; L%(0,27)) de I'équation intégrale

@.71).
Soitw € C([0, L]; L?(0,27)), on considére la fonction suivante :

Jotw(xt) == Y |cosh™((L—x)Vin)g§ — Si“hv(e)((L,_ x)ﬂ)] et
nez\{o} | Vin

. /L sinh?®) ((z — x)V/in)
nez\{0} ¥ \/a
+  F(g5, o, up) (x), (3.1.1)

Fu(w) (z)dz] et

Lobjectif maintenant est I'application du théoréme de point fixe de Banach. Donc, on doit

montrer qu'il existe une constante m telle que I'application Tmo = To To To .. O Tsoit une
mgﬁ)is

contraction. En effet, pour des raisons de simplicité notons w;(x,.) = w;, i = 1,2. Onva
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3.1 Preuve du théoréme (2.6.1) 29

montrer que pour tout wy, wy € C([0, L]; LZ(O, 27))etm > 1,0ona

LK%)™ (L — x)™
LK) (L =) w2, (.12

Hfm(x, Lw1) — ] (x, .,wz)H2 <

ol |||.]|| est la norme sup dans C([0, L]; L*(0,27)).

Par recurrence sur m, on a (si m = 1 et par la relation (2.7.17))

T T, 2 L 2(x—z)
Hf(x"'wl)—f(xwwz>H < IK%<L—x)/x v(e)" T |Jwi(z,.) — wa(z,.)|*dz
LK2
< F (1 — _ 2
< gy (b9 ller — a7 (3.1.3)

Ainsi, (3.1.2) est vérifiée pour m = 1. Ensuite, en supposant que (3.1.2) est vérifiée pour

m = p, nous prouvons qu'elle est également vérifiée pour m = p + 1. Nous avons

K2L

ij-&-l(x’ Lwy) — TP (x, _’wz)Hz

IN

/xL | TP (z, -, wi(z,-) — TP (z, -, wi(z,-))|dz

72 (e)
K2L /L K2L \" (L —z)P )
w, —w dz
’)/2(6) . (")/2(6) P! ||| 1 2|||
K2L ' (L — )t
(M) Gt e wir. o

Donc, par le principe d’induction, on obtient (3.1.2).
Nous considérons J : C([0,L]; L%(0,271)) — C([0,L]; L?>(0,27)) défini par @.1.I) et
satisfaisant (3.1.2). Puisque

K2L \" (L — x)m
lim <,),Zl(:€)> ( m;x) = O, X € [0/ L]/

1. Cela signi-
ol < ela signi

7% (e)

fie que J™ est une contraction. Il s'ensuit que I'équation 7™ (w) = w a une solution

K2L \ " (L — x)mo
il existe un nombre entier positif m tel que

unique € € C([0,L]; L?(0,27)). Nous prétendons que J (U€) = U€. En fait, nous avons
J™(J(U)) = J(U°) acause de J(J™M(U)) = J(UF). Alors, I'unicité du point fixe
de J™ mene a J (v°) = ©¢, clest-a-dire 'équation J (w) = w a une solution unique

U¢ € C([0,L]; L%(0,27)). Enfin, de et (3.1.2) il découle alors la conclusion souhaitée
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que I'équation intégrale (Z4.1) a une solution unique U¢ € C([0, L]; L?(0,27)).

3.1.2 Etape 2(Estimation d’erreur)

Estimer les erreurs (2.6.4) et (2.6.8) entre la premiére solution régularisée U° et la solution
exacte u.
ePreuve de la partie (a)

En utilisant 'inégalité triangulaire, on a

U (x,-) = u(x, ) < U, ) = 0 (x, ) |+ 10°(x, ) = ul, )| = [A(2)] + [ Aa(x)],
(3.1.5)

o A; = US(x,-) —v¢(x,-), Ay = v°(x,-) — u(x,-) et v° est défini par

sinh?(©) — i
Fen= ¥ ot (L 0)Vin) go - (&_ﬂ X)Vin)
neZ\{0}

_ Lsinh ((z —x)Vin) . oy
nezz\{o} [ / = (o) (2)dz

h eint
n

e 4 F(go, ho, v¢)(x). (3.1.6)

D’apreés la preuve de I'étape 1, nous savons que I’équation intégrale non linéaire (3.1.6) a
une solution unique v € C([0, L]; L*(0,27)). Nous estimons d’abord le terme A;. Pour

n € Z\ {0}, en combinant (2.4.1) avec (3.1.6), on obtient

()] = 2 Y [uf(x) — o+ 27 F(gh, kg, ue) (x) — F(go, ho, %) ()2
neZ\{0}
2

sinh?€) ((L — x)V/in)
Vin

< 671 Z |cosh7(€)((L—x)\/§)|2|g2—gn|2+

nez\ {0}
L sinh"() ((z — x)V/in) c ¢ i
6 Fn - Fn
+ nnezz\{o} /x v (Fa(1))(2) — (Fa (%)) (2)

+ 27t|F(gf, h§, u®) (x) — F(go, ho, v°) (x) [,

ot1 nous avons utilisé I'inégalité (a + b + ¢)? < 3(a* + b* + ¢?).
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Nous appliquons maintenant les lemmes (2.7.2) et (2.7.3) pour obtenir

AP < 6@ T | Y 15— gl + 15— g0+ Y 1K —ha 4 B —hol2|  3.1.8)
neZ\{0} neZ\{0}

+ ety [yl T L @) = BE)EP +RE)E - o))
X nez\{0

2x—2L

< By(e) T

2 (L —2
(g = &I + 11 = nI2) +3KELy()F [ y(e) T uf (2) — v° ()| Ptz

X

-2
Multiplions par 7y (€) T les deux cotés et en utilisant I'inégalité de Gronwall, nous obtenons

2
1 FIAWE <3 () +ade [Cae F AP

puis 'application de I'inégalité de Gronwall donne
—2x = 2 € 2 2
1@ P IAP <3 (55 ) epErbLL- ),

par conséquent, nous obtenons

€ 2L(L —x
4 (3,) =05 ) < VB (5 ) exp (mKFL(Z—L)> 1@k,

R

(3.1.9)

Ensuite, nous estimons \%(x) |. D'apres (2.3:12), 2:4:2), (2:4:3), (2:4-4) et (2.7.18), nous avons
Vn € Z\ {0}

sinh?®) ((L — x)V/in)

un(x) = cosh?® ((L - x)\/E) @ — N Iy (3.1.10)
L sinh?®) ((z — x)V/in)
- / T Fo(u)(2)dz
4 %(1 _ RY(L,n)) [e\/m—x) (gn _ %) - xL M%Fn(u)(z)dz]

sinh?(¢) ((L - x)ﬁ)

= cosh?®) ((L - x)ﬂ) Sn —
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La combinaison de (3.1.6) et (3.1.10) donne

sinh”€) ((z — x)V/in
05 (1) — () = () — [ STV

' Jin (Fu(v°)(z) — Fa(u)(2))dz, Vn € Z\ {0},

(3.1.11)

ou

0 I 0 /
Pu(x) = 1(12'Y<€)(L,rz) - 1)e_m {e " (x) — emu”—(,x) , VnezZ\{0}.
? \/E (3.1.12)

Le terme A, peut étre estimé comme suit :

B = 2n ¥ [of(x) — un(x)2+ 27| F(go, o, o) — F(go, o, )

neZ\{0}
< Ji(x) + La(x), (3.1.13)
ou
~ 1 —|2 - — 1,/ (x) 2
Ji(x) =4m ) —(R7(€)(L,n)—1)e*‘/@ {e mxun(x)—em”—.] , (3.1.14)
neZ\{0} \/E
_ L Ginh?(€) ((» — - 2
]2(X) — 4 Z / sinh ((Z x)\/ﬁ) (Fn(ve)(z) —Fn(u)(z))dz
nezZ\{0} |7* Vin
+ 27|F(go, ho, v¢) — F(go, ho, u)|?. (3.1.15)

En utilisant nous avons

Ji(x) < any(e)ix< Y e\/mL|un(x)|2+ y e\/z_nLu;a(x)z)

nez\{0} nez\{0} 1|

IN

2x 2 2
207(€)E [Nl o cp02my + 110 cpom)
< 2my(e) T T2 (3.1.16)

Il résulte de (2.7.17) que

B(x) < KL - 0)v()F [ 7(e)F (e, ) — ulz, ) e 3.1.17
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En utilisant (3.1.16) et (3.1.17) dans (3.1.13) on obtient

— x X L —2z | ——
Ao (x) 2 < 2m0y(e)E T2 + 2K2 Ly (e) T / 1(e) T | Ay (2) Pdz. (3.1.18)
X

-2
En multipliant par y(¢€) T les deux cotés et en utilisant I'inégalité de Gronwall on obtient

=

[05(x, ) — u(x, )| < V2rTiexp (K%L(L - x)) y(e)t. (3.1.19)
En combinant (3.1.5), (3.1.9) et (3.1.19), on en déduit que
3KZL(L—x) N
[ (x, ) = u(x, )| < [,\Y/ije T 4 x/27rZ1e“<%L<L"‘>] 1(e)t, (3.1.20)

ce qui complete la preuve de la partie (a) du théoréme (2.6.1).
ePreuve de la partie (b)
Cette partie sera prouvée de la méme maniere que la partie(a). Réécrivons (3.1.12)

comme suit

. . 1 /
Pu(x) = =(R")(L,n) — 1)71_76_‘/ﬁ {nremun(x) —n'e ”’xu”—@ , >0,

n

N =

I'utilisation de (2.6.6) donne

%(Rv@(L,n) —1)| |n| e Vi) < %]\7[(6,1’)7(6){, n € Z\ {0} (3.1.21)

Comme dans (3.1.16), on obtient

X

~ ! 2
Li(x) < 2nM2(e,r)yv(@T [ T |nfeV2ilu,(x)P+ Y |n|2re\/_2|n\L|un(x)|
ez {0} nez\ {0} ||

IN

2 2x 2 2
22 (e, 1) () F (1 gt 02y + 14330 LG 02 |

< 27M2(e,r)y(e) T T2, (3.1.22)

En combinant (3.1.17) et (3.1.22) on obtient

=2x | =2z

~ L
7€) | An(x) 2 < M2(e,r)T3 + 2K2L / v(e) T Ay (x) Pdz.
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En appliquant I'inégalité de Gronwall, on en déduit que
[05(x, ) — u(x, )| < V27tM(e,r) I, exp (K%L(L - x)) y(e)t. (3.1.23)

En combinant 3.1.5), (3.1.9) et (3.1.23), on en déduit que

3KZL(L—x) -
1€ (x,-) —u(x, )| < @e = +x/27TM(€,r)Zze]K%L(Lx)] y(e)I,  (3.1.24)

=

v(€)

ce qui acheve la preuve de la partie (b) du théoreme (2.6.1).

3.2 Preuve du théoreme (2.7.1)

La preuve du théoreme (2.7.1) est composée de deux étapes.

3.2.1 Etape 1 (existence et unicité)

Lexistence et 'unicité dela solution U¢ € C([0, L]; L?(0,27)).Pourtoutw € C([0, L]; L?(0,27))
on définit

- inh7(©) ((L — - ,
G(x, tw(xt) = Y cosh?(®) ((L - x)ﬂ) e — sinh ((L X)Vin) he | et
nez\{oy | Vin

F,(U¢)(z)dz

B L sinh"€)((z — x)V/in)
A / Vin

X . -
+ / P (x,z,n)F, (L) (z)dz} et + F(g§, 1§, w) (x). (3.2.1)
0
La preuve de cette étape est non triviale et elle est différente de la preuve de I’étape 1 du
théoreme (2.6.1). Il faut prouver que G est une application de contraction en utilisant une

nouvelle norme.

Définissons la norme suivante sur C([0, L]; L?(0,27)) :

Ifli= sup {v(@) Elf(x I}, vfeC(oLi?02m). B2

0<x<L

1l est facile de montrer que ||.||; est une norme sur C([0, L]; L?(0,27)). Nous prétendons
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que pour chaque wy, w, € C([0,L]; L?(0,27)), nous avons
16 (w1) = G(wa) |1 < KeLjwr —wa 1. (3.2.3)

D’abord, de(2.7.17) nous avons

LsinhV(e)((z—x)\/E) F,(w1)(z) — Fy(wy)(z dz2
%%m/ T (B (2) — Fa(w2) (2))
+[F (g5, 1, w1 ) (x) — F(g§, g, wa) (x)]?
< KL~ 0Py fwr —wal}, x€[0,L] (3.2.4)

Deuxiemement, en utilisant (2.7.10), comme dans la preuve du lemme (2.7.3), nous avons

2
/m (%,2,1) (Fa(w1) (2) — Fu(w2) (2))dz
neZ\{O}
< x’y(e)2Lx /x T Y |Fa(w1)(2z) — Fa(w2)(2) [Pdz
nez
1 n (L =2z 2
<EWM)A7UWW(%M@NW
1 2x
< EleK%’y(e) L ||y — ws|3. (3.2.5)

1
Puis, pour 0 < x < L, en utilisant I'inégalité (a; + a3)* < (14 &)a? + (1 + E) a3, pour

tout nombre réel a1, a,, & > 0 avec (2.2.3), nous concluons que

1G5, w1(x, ) = G(x, - wa(x, )P < (€) TKE(L + &)y — wa}

2x 1
+ 7(e)t IK% (1 + E) (L— x)Zle — w7_||%

.. - X .
En choisissant & = on obtient

2x |, =

1€ TNG(x, - wi(x, ) = G(x, - wa(x, )P < KiL?[|wy — wa|7, Vx € [0,L]. (3.26)
d’'un c6té en posant, x = L dans (3.2.5), nous obtenons

1(€) 2NG(L, - wi(L, ) = G(L, - wa(L,)|* < KEL?[|wor — wo |, 3.2.7)
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et remplacons x = 0 dans (3.2.4), nous avons
160, w1(0,)) = G (0, wa(0,)|* < KEL*[|wy — walF, (3.28)
en combinant (3.2.6)-(3.2.8), on obtient
'y(e)_%HgN(x, Swi(x, ) — gN(x, S wo(x,))|| < KeL||lwy — wsl|1,Vx € [0,L], (3.2.9)

ce qui conduit a (3.2.3). Puisque KL < 1 cela signifie que G est une contraction. Il s'ensuit
que I'équation G(w) = w a une solution unique w € C([0, L]; L*>(0,27)) et cela compléte

la preuve de I’étape 1.

3.2.2 Etape 2(Estimation d’erreur)

Estimation d’erreur ||U° — u||; dans la norme 3:2.2).
ePreuve de la partie (a)

Considérons la fonction

Wi(x,t) =q(e) L Y [US(x) — un(x)]e™. (3.2.10)
nez
Trouvons une borne supérieure pour || W||; = sup ||[W(x,)||. La norme existe car les
x€[0,L]

deux fonctions U€ et u appartiennent a C([0, L]; L?(0,27)). Nous observons d’abord que

YA YA —Z = e 1€ 7€ il
IW(x, )P =27 Y [Walx)* +2my(e) T [F(g5, b5, US) (x) — F(go, ho, u) (x)[*.
neZ\{0}
(3.2.11)

Posons x = 0 dans la relation (2.7.18) on obtient

u/

- \/EZ
)it (g D) - [[E SR nez\ (o),

ce qui implique que

u, (0) —

_ x ,Vin(z—L) h L ,Vin(z—L)
—+/inL 0) — u%(O)) + e - EF dz = S L e F, d
I (y(0) =2 ) 4 [P Rz = g [ R
nez\{|o}, (3.2.12)
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De (2.4.4), 3.1.10) et (3.2.12), on déduit que
inh?©€) ((L — ;
up(x) = cosh?® ((L - x)\/ﬁ) 0 — sinh (E/L_ X)Vin) hy,
in
L sinh"€)((z — x)V/in)
- / v Fa (1) (2)dz
1 — - (0 x pVin(z—L)
inh?© ((L — '
= cosh?® ((L - x)ﬂ) 90— sinh (E/L_ x)in) h,
in
L sinh?€)((L — x)v/in)
- / N Fo (1) (2)dz

_ % (1 _R'y(e)(L,n)> o Vinx (un(o) B ufq(.O)) B /Oxﬁ(

Vin
D’apres (2.7.1), 3.2.10) et (3.2.13), on a

Walx) = ’r(e)’%[b_lﬁ(X)—un(x)]

= 7(e) L |@u(x) +cosh) ((z —x)Vin) (g5 — gu) -

¢) (x/ z, n)Pn (u) (Z)dZ (3.2.13)

sinh?(©) ((L - x)m> (HE — hy)

i Vin
| inh7€) ((z — x)V/in
= <Fn<u€><z>—Fn<u><z>)dz]
— q(e)7L _ /O ' P (x, 2, 1) (F,(U)(z) —Fn(u)(z))dz}, (3.2.14)
D (x) = % (Rﬂe)(L,n) - 1) ¢~ Vinx <un(0) - ”é(i_?l)) n € Z\ {0},
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alors

W) = (&) FUS(x) - a ()]
< ) E[1@u(x)] + [eosh™) ((z—x)Vin) | Ig5 — su

sinh ((L _ x)ﬁ) W —h
+ \/E | n-_ n|
inh"®) ((z — x)V/in
+ /xL sinh” (\(/E )\/_) |(PH(U€)(z) o Pn(u)(Z))dZ|

P (x,z,1n)(E,(U¢)(z) — Ep(u))(z)dz

X
/
O

D’aprés le lemme (2.7.2), on obtient

} ,n € Z\{0}.3.2.15)

W) < 5 [lua(0)] + [, (O] +v(e) " (15 — gul + [, — hal]
L

+ [ y(e) TIE(U)(z) — Fa(u)(2)|dz, neZ\{0}. (3.2.16)

O\NIH

De I'inégalité

1

1
(a1 4ay+a3)> <2(14+=)a2+2(14+= ) a5+ (1+a)a3, (3.2.17)
& it

et pour tout nombre réel aj, (j =1,2,3) etd > Oetgrace al'inégalité de Holder, on en déduit

que

2§ P < L e (1 1) P+ 0] 8219

neZ\{0} neZ\{0}
1
wfo (1 3) 210072 (Igh gl I~ l?)]

L 2z
b p L [T FIRwE R0

neZ\{0}
En utilisant a nouveau (3.2.17) dans (2.7.16), et 'inégalité de Holder on obtient

2 =~ =~ 1 _
2reye) ¥ |Figh, U o) — Fist ) (O < a1 1) 7(6) 2 (I = ol + 4§ — o219

2+ L [ oo EIR(UE) - Folw) (=) Pz
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Nous pouvons maintenant combiner les résultats de (2.2.1), (2.6.1), (3.2.10), (3.2.11), (3.2.18)
et (3.2.19), pour obtenir

e < 4 (14 1) (C5) 4 (14 1) @ + w001 @220

L
n (1+&)11<§L/0 (2, -)|2dz

1 € ? 1 2 ~ 2712140112
< — —_— —_ .

Cette derniere inégalité est vraie pour tout x € [0, L] et le membre de droite de (3:2:20) est

indépendant de x donc, on obtient
A2 1 -2.2 I\ A2 T 2110112
IWIE <4 (142 ) v(e) 26+ (1+ = ) T+ (1+ HKELZ W,
Alors,

(1 —(1+ a)n@ﬁ) W2 < 4 (1 + %) y(e) 22+ (1 + %) 2 = (1 + %) (I§ + 4’)/(6)_262>

1
Puisque & € <O, K22 1> il s’ensuit que la parentheése de gauche est positive. Ceci
F

implique que

(1 + %) (22 + 4y (e)%€?)

7€) ) — I < W < 2

Ainsi (2.7.4) tient.
ePreuve de la partie(b)

D’abord, nous réécrivons ®,, comme

D, (x) = % (R“Y(e)(L,n) - 1) nreVinx (nrun(O) - nf”\/"/(i%)> . nez\{o},

En utilisant (3.1.21), comme dans (3.2.16), on obtient
(Wa(x)| < SM(e,r)[n]" [Jun(0)] + [u}, (0)]] +7(e) " [Ig5 — &nl + 1§ — ha]

L’Y(e)*%\Fn(Ue)(Z) — Fu(u)(2)ldz,  ncZ\{0}.

N[ =

+

S~
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En utilisant I'inégalité(3.2.17), comme dans (3.2.18), on obtient

20 WP < F (o (1) W8 [ OF + Inf 1 0]

neZ\{0} neZ\{0}

) -8”(“%)7(63)_2(Igi—gn|2+|h;—hn|2>}

nez\{0}

+ Y |2n(1+a) L/ E,(U€)(2) — F, (u)(z)|2dz].

nEZ\{O}

Enfin, comme dans (3.2.19), on obtient
. 1\ ~
WP < 2 (1 2 ) 88Ger) [0, Bz + 1500, ) om)

1\ [ e\ PSS S
+ 4 (1+E> (W) +(1+0€)]K1:L/0 HW(Z,)H dZ
1 € 2 __
< 21+ = )MzerIZ 4(1+j> (—> + (1 +&)KAL2 | W)
( (e7) 1) (5i) +a+oKRw;
on obtient

1 2 .
IW|? < 27 <1+ )Mz(e r)12+4(1+ >(%€)> + (1 + &) KZL2||W)2.

Enfin, on obtient

) , o 2m (1 + %) M?(e, )T +4 <1 + %) v(€) €2
“T||U°¢ L) — L < ||W <
3&) U, ) — ) P < IR < Cen

Par conséquent, I'inégalité est vérifiée. Ceci conclut la preuve du théoreme (2.7.1).
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Conclusion et perspectives

Dans cet mémoire on a étudié un probleme mal-posé gouverné par une équation de la
Conduction Thermique inverse semi-linéaire. on a montré que le probleme est mal-posé au
sens d’hadamard, puis on a proposé deux méthodes de regularisation, La premiere basee
sur un choix approprié d'une fonction filtre et la méthode consiste a éliminer les hautes
fréquences en utilisant une technique de troncature spectrale.

Comme perspectives
—i— Etude numérique des deux méthodes de régularisation
—ii— FEtude comparative théorique entre, les deux méthodes

—iii— proposition d'une Méthode hybride qui combine deux méthodes de régularisa-

tion afin d’amélioer I'emplification d’erreur.

U. Guelma Département de Mathématiques S. Lamouri
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