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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons à l’étude des systèmes linéaires à coefficients

périodiques de la forme :

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn.

où

A(t + T) = A(t).

Nous définissons quelques concepts initiaux liés aux systèmes différentiels à coefficients

périodiques qui nous montrent l’existence de solutions périodiques grâce à deux théories

importantes, et nous permettent de convertir ces systèmes différentiels périodiques en

systèmes différentiels constants grâce à une transformation spécifique.

Mots-clés : Les systèmes linéaires à coefficients périodiques, les multiplicateurs caractéris-

tiques, les solutions périodiques, les exposants caractéristiques.
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Abstract

In this work, we are interested in studying the differential equation with periodic coeffi-

cients of the form :

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn.

where

A(t + T) = A(t).

We will define some initial concepts related to differential systems with periodic coeffi-

cients, which show us the existence of periodic solutions thanks to two important theories,

Which allow us to convert these periodic systems into fixed systems thanks to a simple

transformation.

Keywords : Linear systems with periodic coefficients, characteristic multipliers, periodic

solutions, characteristic exponents.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



 ملخص

الدورية في هذه المذكرة نهتم بدراسة المعادلات التفاضلية ذات المعاملات  

 من الشكل:

x ` = A(t)x, x 2 Rn. 

: حيث    

A(t + T)= A(t). 

سوف نحدد بعض المفاهيم الأولية المتعلقة بالأنظمة التفاضلية ذات 

المعاملات الدورية التي تبين لنا وجود حلول دورية بفضل نظريتين 

و تسمح لنا بتحويل هذه الجمل التفاضلية الدورية إلى جمل  مهمتين 

.تفاضلية ثابتة بفضل تحويل معين  

  :الكلمات المفتاحية 

حلول  ,المميزةالمضاعفات   ,الأنظمة الخطية ذات المعاملات الدورية

    .المميزة الأسس ,دورية
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Introduction
La théorie des systèmesdynamiquesdésigne couramment la branchedesmathématiques

qui s’efforce d’étudier les propriétés d’un système dynamique.

Cette recherche active se développe à la frontière de la topologie, de l’analyse, de la géométrie,

de la théorie de la mesure et des probabilités. Pour plus de détails, voir [1], [6]

Les équations différentielles sont apparues à la fin du 17-ième siècle avec l’invention du

calcul différentiel par newton et leibnitz.

L’importance des équations différentielles réside dans l’interprétation des phénomènes

scientifiques physiques et chimiques. La raison en est que nous pouvons écrire des équations

avec de nombreuses variables en fonction de dérivées telles que la vitesse et l’emplacement

de différents corps.

la théorie de floquet est l’étude des systèmes différentiels ordinaires sous la forme :

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn.

où

A(t + T) = A(t).

Le théorème démontré par Gaston Floquet prouve : si A(t) est une matrice périodique

de période minimale T et X(t) le système fondamentale de solution associé à l’équation

ẋ = A(t)x permet de transformer un système différentiel à coefficients périodiques à un

système différentiel à coefficients constants par une simple transformation.

La théorie de floquet [2] est très importante dans l’étude des systèmes différentiels pério-

diques grâce à la notion desmultiplicateurs caractéristiques et les exposants caractéristiques

elle permet de montrer l’existence d’une solution périodique pour une certaine valeur du

multiplicateur.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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On a besoin de connaître toutes les solutions pour trouver la transformation qui réduit le

système périodique à un système à coefficients constants.

Dans ce mémoire nous nous intéressons à l’étude des systèmes linéaires à coefficients

périodiques de la forme :

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn.

où

A(t + T) = A(t).

Nous définissons quelques concepts initiaux liés aux systèmes différentiels à coefficients

périodiques qui nous montrent l’existence de solutions périodiques grâce à deux théories

importantes, et nous permettent de convertir ces systèmes différentiels périodiques en sys-

tèmes différentiels constants grâce à une transformation spécifique.

Ce mémoire contient 5 chapitres :

• Le premier chapitre : Il se compose d’un ensemble de concepts de base importants

pour comprendre ce sujet.

• Le deuxième chapitre : Étudie les systèmes différentiels linéaires non autonomes.

• Le troisième chapitre : Étudie les systèmes différentiels linéaires autonomes et illustre la

méthode de résolution.

• Le quatrième chapitre : Est consacré à l’étude des systèmes différentiels à coefficients

périodiques, nous introduisons le théorèmedeFloquet et celui deLyapunov, nousdéfinissons

la notion de multiplicateur et nous présentons sa relation avec l’existence des solutions

périodiques.

• Le dernier chapitre : Illustre quelques exemples concernant le calcul des multiplicateurs

de Floquet.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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1
Notions préliminaires et généralités

1.1 Systèmes différentiels

Définition

Un système d’équations différentielles ordinaire :

Fk(t, y1, y′1, ..., y(k1)
1 , y2, y′2, ..., y(k2)

2 , ..., yn, y′n, ..., y(kn)
n ) = 0 (1.1.1)

résolupar rapport auxdérivées d’ordre le plus élevé y(K1), y(K2),..., y(Kn) , s’appelle système

canonique, il s’écrit sous la forme :



y(k1)
1 = f1(t, y1, y′1, ..., y(k1−1)

1 , y2, y′2, ..., y(k2−1)
2 , ..., yn, ..., y(kn−1)

n )

y(k2)
2 = f2(t, y1, y′1, ..., y(k1−1)

1 , y2, y′2, ..., y(k2−1)
2 , ..., yn, ..., y(kn−1)

n )

.

.

.

y(kn)
n = fn(t, y1, y′1, ..., y(k1−1)

1 , y2, y′2, ..., y(k2−1)
2 , ..., yn, ..., y(kn−1)

n )

(1.1.2)

On appelle ordre du système (1.1.2) le nombre P = k1 + k2 + ... + kn.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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Exemple

Ramenons à la forme canonique le système d’équations : y2y′1 − ln(y′′1 − y1) = 0, ...(a)

ey′2 − y1 − y2 = 0.............(b)

En effet :

de (a) : y′′1 = y1 + ey2y′1 ,

de (b) : y′2 = ln(y1 + y2).

Donc le système canonique est :  y′′1 = y1 + ey2y′1 ,

y′2 = ln(y1 + y2).

Ce système est d’ordre 3 : P = K1 + K2 = 2 + 1 = 3.

Définition

Un système d’équations différentielles du 1er ordre :

dyk
dt

= fk(t, y1, y2, ..., yn), t ∈ R, k = 1, n (1.1.3)

où t la variable indépendante et y1, y2, ..., yn sont des fonctions inconnues de t s’appelle

système normale. L’ordre du système (1.1.3) est n.

Remarques

1) On dit que deux systèmes sont équivalents s’ils possèdent les mêmes solutions.

2) Tout systèmecanonique (1.1.2) peut se ramener au systèmenormale (1.1.3) (équivalent)

et l’ordre de ces deux systèmes sera le même.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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Exemple

Ecrire sous la forme normale le système différentiel suivant : x′′ + 2y = 0,

ty′ − x = 0.

En effet, ce système est équivalent à : x′′ = −2y,

y′ =
x
t

.

L’ordre de ce système est : 2 + 1 = 3.

D’autre part, posons :


y1 = x,

y2 = x′,

y3 = y.

On obtient le système normale équivalent qui est :
y′1 = y2,

y′2 = −2y3,

y′3 =
y1

t
.

Ce système est aussi d’ordre 3.

Remarque

Toute équation différentielle et tout système canonique peut se transformer à la forme

normale.

Définition

Le système

ẋ = f (t, x)

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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où

ẋ =
dx
dt

est dit non autonome lorsque la variable indépendante t apparait explicitement dans

l’expression de f , dans le cas contraire il est dit autonome.

1.1.1 Théorème (Existence)

Soit U un ouvert de R×Rn . Si f : U → Rn une fonction continue alors pour tout

(t0, x0) ∈ U, le problème  ẋ = f (t, x),

x(t0) = x0,
(1.1.4)

admet au moins une solution.

Définition

Soient U un ouvert de R×Rn et f = f (t, x) : U → Rn.

f est localement lipschitzienne en x, si pour tout fermé et borné (compact) K dans U, il

existe une constante L > 0 telle que

‖ f (t, x1)− f (t, x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖

pour tout (t, x1) et (t, x2) dans K.

1.1.2 Théorème (Unicité) [5]

Soit U un ouvert de R×Rn, f = f (t, x) :U → Rn est continue et localement lipschit-

zienne en x, alors pour tout (t0, x0) ∈ U , le problème (1.1.4) admet une solution unique.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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Systèmes différentiels linéaires non autonomes

Définition

Un système différentiel non autonome est dit linéaire s’il est de la forme :

ẋ = A(t)x + B(t) (2.0.1)

telle que A(t) : Rn −→ Rn est une matrice carrée d’ordre n et t ∈ R.

• Si B(t) 6= 0, le système (1.2.1) est dit linéaire non autonome non homogène.

• Si B(t) = 0, le système (1.2.1) est dit linéaire non autonome homogène.

2.1 Théorème (Existence et unicité de la solution)

Considérons le problème de Cauchy ẋ = A(t)x + B(t), ..........(P)

x(t0) = x0.

où A(t) et B(t) sont continues sur un intervalle I de R. Alors pour tout t0 ∈ I et x0 ∈ R,

le problème (P) admet une unique solution x(t) dans I.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



2.2 Notion dematrice fondamentale 8

2.2 Notion dematrice fondamentale

Définition

Si φ(t) est une matrice carrée ayant pour tout t ∈ I un déterminant non nulle et si φ(t)

est solution de ẋ = A(t)x (ie φ̇(t) = A(t)φ(t)), alors φ(t) est appeléematrice fondamentale

du système ẋ = A(t)x.

Exemple

Soit le système :

ẋ =

 0 1
−2
t2

2
t

 x, t ∈ R∗

Vérifions que :

φ(t) =

 t2 t

2t 1


est bien une matrice fondamentale pour ce système.

En effet :

On a : φ̇(t) =

 2t 1

2 0

, d’autre part

A(t)φ(t) =

 0 1
−2
t2

2
t

 t2 t

2t 1

 =

 2t 1

2 0

 ,

d’où

φ̇(t) = A(t)φ(t).

De plus

det(φ(t)) = −t2 6= 0, ∀t ∈ R∗

Donc φ(t) est une matrice fondamentale pour le système précédent.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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Définition

Considérons une matrice fondamentale de ẋ = A(t)x :

φ(t) = [φ1(t), φ2(t), ..., φn(t)], alors

w(t) = det(φ(t)) = det[φ1(t), φ2(t), ..., φn(t)]

est appelé le wronskien de la matrice fondamentale φ(t). Le wronskien satisfait une

simple équation différentielle d’ordre 1.

2.3 Théorème de Liouville

Considérons le système :

ẋ = A(t)x

où A(t) : Rn −→ Rn est unematrice carrée d’ordre n et soit φ(t) unematrice fondamentale

de ce système, alors :

w(t) = det(φ(t))

satisfait l’équation différentielle :

ẇ = (trace(A(t)))w(t).......(∗).

Par conséquent :

w(t) = det(φ(t)) = e
∫

trace(A(t)dt).

Preuve [4]

L’équation (∗) est équivalente à :

dw(t)
dt

1
w(t)

= trace(A(t)) =⇒
∫ dw(t)

w(t)
=
∫

traceA(t)dt

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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=⇒ ln(w(t)) =
∫

traceA(t)dt

=⇒ w(t) = exp(
∫

traceA(t)dt) = det(φ(t)).

D’où le résultat.

Remarque

On voit qu’on peut toujours calculer le déterminant de la matrice fondamentale même

lorsque la matrice fondamentale n’est pas connue.

2.4 Méthode de résolution

a) Solution générale du système linéaire homogène

Théorème [4]

Soit φ(t) une matrice fondamentale du système linéaire homogène

ẋ = A(t)x (2.4.1)

La solution générale de (1.2.2) est x(t) = φ(t)C où C est un vecteur constant. Si on

considère de plus la condition initiale x(t0) = x0. L’unique solution de (1.2.2) vérifiant

x(t0) = x0 est :

x(t) = φ(t)φ−1(t0)x0.

b) Solution générale du système linéaire non homogène

Considérons le système

ẋ = A(t)x + B(t) (2.4.2)

avec A(t) et B(t) sont continues sur I de R , la solution générale de(1.2.3) est donnée

par :

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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x(t) = φ(t)C + φ(t)
∫ t

t0

φ−1(s)B(s)ds,

où φ(t) est une matrice fondamentale du système homogène associé :

ẋ = A(t)x

et C un vecteur constant.

Si on considère de plus la condition initiale x(t0) = x0, l’unique solution de (1.2.3) sera :

x(t) = φ(t)φ−1(t0)x0 + φ(t)
∫ t

t0

φ−1(s)B(s)ds.

Preuve

La solution générale du système (1.2.3) est :

x(t) = xGH(t) + xp(t),

où xGH(t) = φ(t)C est la solution générale du système homogène associé :

ẋ = A(t)x,

et xp(t) est la solution particulière du système

ẋ = A(t)x + B(t),

qu’on trouve par variation de la constante.

Substituons xp(t) = φ(t)C(t) dans (1.2.3), on obtient :

φ̇(t)C(t) + φ(t)Ċ(t) = A(t)xp(t) + B(t)

= A(t)φ(t)C(t) + B(t)

⇒ φ̇(t)C(t) + φ(t)Ċ(t) = A(t)φ(t)C(t) + B(t)

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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⇒ φ̇(t)C(t) + φ(t)Ċ(t) = φ̇(t)C(t) + B(t)

⇒ C(t) =
∫ t

t0

φ−1(s)B(s)ds

⇒ xp(t) = φ(t)
∫ t

t0

φ−1(s)B(s)ds.

Donc :

x(t) = φ(t)C + φ(t)
∫ t

t0

φ−1(s)B(s)ds, C = vect constant.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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Systèmes différentiels linéaires autonomes

Définition

On appelle système différentiel linéaire autonome le système

ẋ = Ax + B (3.0.1)

telle que A : Rn ←→ Rn est une matrice constante et B un vecteur constant.

• Si B 6= 0, le système (1.3.1) est dit linéaire autonome non homogène.

• Si B = 0, le système (1.3.1) est dit linéaire autonome homogène.

Définition

On appelle exponentielle de la matrice A(n× n), la série ∑
n≥0

An

n!
et on note eA ou exp A.

• Soit le système

ẋ = Ax, A ∈ Mn(R). (3.0.2)

φ(t) = eAt est une matrice fondamentale de (1.3.2) vérifiant φ(0) = I.

On a eAt = ∑
≥0

Antn

n!
. Cherchons les solutions de (1.3.2) sous la forme

x = eλtw, (3.0.3)

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



3.1 Méthode de résolution 14

où w est un vecteur non nul.

En substituant (1.3.3) dans (1.3.2), on trouve :

λeλtw = Aeλtw =⇒ eλt(A− λI)w = 0

=⇒ λ est une valeur propre de A.

Théorème [4]

Le système (1.3.2) admet une solution (non identiquement nulle) x = eλtw si et seule-

ment si λ est une valeur propre de A et w le vecteur propre correspondant.

3.1 Méthode de résolution

a) Résolution d’un système différentiel linéaire autonome homogène :

Soit le système

ẋ = Ax, A ∈ Mn(R).

• 1er cas : Les valeurs propres de A sont réelles et distinctes.

Théorème [4]

Soitλ1, λ2, ...., λn les valeurs propres de A réelles et distinctes etw1, w2, ..., wn les vecteurs

propres correspondants, alors une matrice fondamentale est donnée par :

φ(t) = [eλ1tw1, ....., eλntwn],

et la solution générale de (1.3.2) est :

x(t) = φ(t)C

où C est un vecteur constant.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi
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Si on rajoute la condition initiale x(t0) = x0, alors l’unique solution du problème sera :

x(t) = φ(t)φ(t0)
−1x0.

Exemple

Résolvons le système :

ẋ(t) =

 1 1

2 0

 x(t),

où

x(t) =

 x1(t)

x2(t)

 .

En effet :

Les valeurs propres de la matrice A sont : λ1 = −1, λ2 = 2 (réelles distinctes).

Les vecteurs propres correspondant sont respectivement : w1 =

 −1
2
1

 ,

w2 =

 1

1

 .

D’où :

φ(t) = eAt =

 −1
2

e−t e2t

e−t e2t

 =

 −e−t 0

e−t et

 .

Donc la solution générale de système est :

x(t) =

 −e−t e2t

2e−t e2t

 c1

c2

 ,

où

 c1

c2

 = vecteur constant.

• 2-ième Cas : Les valeurs propres de A sont réelles multiples.

Soit λ une valeur propre de A demultiplicité K ≤ n, alors pour chaque K = 1; n, chaque

solution non nulle w de (A− λI)kw = 0 s’appelle vecteur propre généralisé de A.
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Théorème [4]

Soit A unematrice réelle d’ordre n qui possède des valeurs propres réelles λ1, λ2, ....λn

répétées selon leurs multiplicités, alors il existe une base de vecteurs propres généralisés

(w1, w2, ..., wn) et une matrice inversible P = [w1, w2, ..., wn] telle que A = S + N où

P−1SP =



λ1 0

.

.

.

0 λn


et N = A− S est une matrice nilpotente d’ordre K ≤ n (avec S et N commutative :

SN =NS).

Corollaire

Sous les hypothèses du théorème ci-dessus, le problème : ẋ = Ax(t),

x(0) = x0,

possède une solution de la forme :

x(t) = P



eλ1t 0

.

.

.

0 eλnt


P−1[I + Nt + ... +

NK−1

(k− 1)!
tk−1]x0.

Exemple

Considérons le système :  ẋ(t) = Ax(t),

x(0) = x0,
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avec A =

 3 1

−1 1

 .

On a :

les valeurs propres de A sont : λ = 2(double).

Les vecteurs propres de A sont respectivement : w1 =

 1

−1

 ,

w2 =

 1

0


Donc : P =

 1 1

−1 0

 .

On a :P−1 =
1

det(P)
(comP)t =

 0 −1

1 1

 .

Maintenant de :

P−1SP =

 2 0

0 2

 =⇒ S = P

 2 0

0 2

 P−1

S =

 2 0

0 2



on obtient : N = A− S =

 3 1

−1 1

−
 2 0

0 2

 .

Alors N =

 1 1

−1 −1


La solution du problème est alors :

x(t) = P

 e2t 0

0 e2t

 P−1[I + Nt + 0 + ... + 0]x0

,où x0 =

 x01

x02

 = vecteur constant.

• 3-ième cas : Les valeurs propres de A sont complexes distinctes.
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Théorème [4]

Si la matrice A(2n × 2n) possède 2n valeurs propres complexes distinctes λj = aj +

ibj, λj = aj − ibj, j = 1; n dont les vecteurs propres correspondants wj = uj + ivj, wj =

uj − ivj alors u1v1, u2v2, ..., unvn est une base de R2n ; la matrice P = [v1u1, v2u2, ..., vnun]

est inversible et vérifie :

P−1AP = diag

 aj −bj

bj aj

 , j = 1; n.

Cette matrice diagonale est une matrice réelle avec des blocs 2× 2 le long de la matrice

diagonale.

Remarque

Notons que si à la place de la matrice P , nous utilisons la matrice inversible Q =

[u1v1, u2v2, ..., unvn] alors Q vérifie :

Q−1AQ = diag

 aj bj

−bj aj

 , j = 1; n.

Corollaire

Sous les hypothèses du théorème ci dessus, la solution du problème : ẋ(t) = Ax(t),

x(0) = x0,

est donnée par :

x(t) = Pdiag

 eajt

 cos(bjt) − sin(bjt)

sin(bjt) cos(bjt)

  P−1x0.

Exemple

Soit le système :

ẋ(t) =

 1 −1

1 1

 x(t).
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Les valeurs propres de la matrice A sont : λ1 = 1 + i, λ1 = 1− i.

Les vecteurs propres de A sont respectivement :

wλ1 =

 1

0

+ i

 0

1


Donc P =

 0 1

1 0

 .

d’où la solution générale de ce système est :

x(t) = P

 et

 cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

  P−1C

=

 et cos t et sin t

−et sin t et cos t

 c1

c2

 ,

Sachant que : P−1 =

 0 1

1 0

 .

• 4-ième Cas : Les valeurs propres de A sont complexes multiples.

Théorème [4]

Soit A une matrice réelle (2n× 2n) avec des valeurs propres complexes multiples λj =

aj + ibj et λj = aj − ibj, j = 1; n.

Il existe une base de vecteur propre généralisé : wj = uj + ivj et wj = uj − ivj, j = 1; n

de R2n : [u1v1, u2v2, ..., unvn]. Pour une telle base, la matrice P = [v1u1, v2u2, ..., vnun] est

inversible et vérifie : A = S + N,

P−1AP = diag

 aj −bj

bj aj

 et N est nilpotente d’ordre K ≤ 2n.
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Corollaire

Sous les hyphotèses du théorème précédent, la solution du problème x(t) = Ax(t),

x(0) = x0,
, est donnée par :

x(t) = Pdiag

 eajt

 cos(bjt) − sin(bjt)

sin(bjt) cos(bjt)

  P−1[I + Nt + ...
Nk−1

(K− 1)!
tk−1]x0.

• 5-ième Cas : Les valeurs propres de A sont réelles et complexes distinctes.

Théorème [4]

Si A admet de valeurs propres réelles distinctes λj dont les vecteurs propres vj, j = 1; k

et elle possède aussi des valeurs propres complexes distinctes λj = aj + ibj et λj = aj − ibj

dont les vecteurs propres associés sont wj = uj + ivj et wj = uj − ivj, alors :

P = [v1, v2, ...vk, v1u1, vnun]

et

P−1AP =



λ1 0

.

.

.

λ2

βk+1

.

.

.

0 βn



où le bloc : β j =

 aj −bj

bj aj

 et j = k + 1; n.

Alors la solution générale du système est donnée par :
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x(t) = PMP−1C,

où C est un vecteur constant

avec :

M =



eλ1t 0

.

eλkt

.

eak+1t

 cos(bk+1t) − sin(bk+1t)

sin(bk+1t) cos(bk+1t)


0 eant

 cos(bnt) − sin(bnt)

sin(bnt) cos(bnt)





.
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4
Théorie de Floquet

La forme générale des systèmes linéaires à coefficients périodiques qu’on va étudier dans

ce chapitre est la suivante :

dx
dt

= A(t)x,

où

A(t + T) = A(t),

c’est à dire que A(t) est une matrice carrée, tous ses éléments sont périodiques.

Remarque

les systèmes de type (2.0.1) peuvent avoir des solutions non périodiques. Montrons ceci

à travers cet exemple.

Exemple

Considérons le système :

dx
dt

= (1 + cos(t))x, x ∈ R, t ∈ R

où

A(t) = 1 + cos(t).
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On a :

A(t + T) = A(t + 2π) = 1 + cos(t + 2π) = 1 + cos(t) = A(t),

donc A(t) est périodique de période T = 2π.

D’autre part :

ẋ = (1 + cos t)x ⇒ dx
dt

= (1 + cos(t))x ⇒ dx
x

= (1 + cos(t))dt

⇒ ln(x) = t + sin(t) + C ⇒ x(t) = Cet+sin(t), C = constante.

Remarquons que :

x(t + 2π) = Cet+2π+sin(t+2π) = Cet+2π+sin(t) = Cet+sin(t)e2π = x(t)e2π,

d’où x(t + 2π) 6= x(t).

Ce qui signifie que x(t) n’est pas une solution périodique.

Théorème

Soit φ(t) unematrice fondamentale de (2.0.1), alors φ(t + T) l’est aussi, et il existe une

matrice constante C inversible telle que :

φ(t + T) = φ(t)C

Preuve

Soit φ(t) = (φ1, ..., φn) une matrice fondamentale de (2.0.1) où φ(i), i = 1, ..., n sont n

vecteurs solutions linéairement indépendants.

On a :

φ(t)
dt

= A(t)φ(t),
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et
φ(t + T)

dt
= A(t + T)φ(t + T) = A(t)φ(t + T).

⇒ φ(t + T) est aussi une matrice fondamentale (2.0.1).

D’autre part, on sait qu’on peut écrire :

φ(1)(t + T) = C11φ(1)(t) + ... + Cn1φ(n)(t)

.

.

.

φ(n)(t + T) = C1nφ(1)(t) + ... + Cnnφ(n)(t)

d’où

φ(t + T) = (φ(1)(t + T), ..., φ(n)(t + T)) = (φ(1)(t), ..., φ(n)(t))



C11 . . . C1n

. .

. .

. .

Cn1 . . . Cnn



⇒ φ(t + T) = φ(t)C. (4.0.1)

D’où

C = φ−1(t)φ(t + T).

Pour t = 0, on obtient :

C = φ−1(0)φ(T).

Si on supposequeφ(t) est telle queφ(0) = I et on note :φ(t) = φ(t, 0), on aura :φ−1(0) = I

et

C = φ(T) = φ(T, 0) (4.0.2)

par suite (2.0.2) devient :

φ(t + T, 0) = φ(t, 0)φ(T, 0) (4.0.3)
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La matrice inversible C définie par (2.0.3) s’appelle matrice principale ou matrice de

monodromie du système (2.0.1).

Définition

Les valeurs propres de la matrice de monodromie C définie par (2.0.3) sont appelées les

multiplicateurs caractéristiques du système (2.0.1).

Proposition [2]

Les multiplicateurs caractéristiques ne dépendent pas du choix de la matrice fondamen-

tale mais dépendent du système (2.0.1).

Preuve

Étant φ(t) une matrice fondamentale, Soit φ̃(t) une autre matrice fondamentale⇒ ∃
une matrice C̃ :

φ̃(t + T) = φ̃(t)C̃.

D’autre part, il existe une matrice constante inversible B telle que :

φ̃(t) = φ(t)B

d’où

φ̃(t + T) = φ(t)BC̃

et

φ̃(t + T) = φ(t + T)B⇒ φ̃(t + T) = φ(t)CB

⇒ BC̃ = CB

⇒ C̃ = B−1CB

⇒ C̃ est semblable à C (donc ils ont les mêmes valeurs propres). Donc C̃ et C ont les

mêmes multiplicateurs caractéristiques.
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D’où le spectre de toutes ces matrices de monodromies correspondant à des matrice fonda-

mentales différentes est invariant.

Exemple

Soit le système linéaire périodique : ẋ1

ẋ2

 =

 1 1

0 h(t)

 x1

x2


Où h(t) =

(cos t + sin t)
(2 + sin t− cos t)

.

Déterminons les multiplicateurs caractéristiques pour ce système.

En effet :

Ce système est équivalent à :  ẋ1 = x1 + x2

ẋ2 = h(t)x2

Remarquons que A(t) est bien périodique de période 2π.

De la deuxième équation :

dx2(t)
dt

= h(t)x2 ⇒
dx2(t)

x2
= h(t)dt

⇒ ln |x2(t)| =
∫

h(t)dt

⇒ ln |x2(t)| = ln(2 + sin t− cos t) + c

⇒ x2(t) = (2 + sin t− cos t)ec
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⇒ x2(t) = b(2 + sin t− cos t)

,Où b = ec est une constante.

On remplace x2(t) par sa valeur dans la 1er équation : ẋ1 − x1 = x2, dont la solution

générale est : x1 = xGH + xp.

• calcul de la solution homogène xGH de l’équation ẋ1 − x1 = 0

ẋ1 − x1 = 0⇒ dx1

dt
= x1

⇒ dx1

x1
= dt

⇒
∫ dx1

x
=
∫

dt

⇒ ln|x1| = t + c

⇒ xGH = cet, c = constante.

• calcul de la solution particulière xp par variation de constante :

On pose : xp = c(t)et dans l’équation ẋ1 − x1 = x2 on trouve :

xp(t) = −b(2 + sin t),
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d’où la solution générale du système est :

x1 = cet − b(2 + sin t), c = cte

Par conséquent :  x1(t)

x2(t)

 =

 cet − b(2 + sin t)

b(2 + sin t− cos t)

 . (4.0.4)

Cherchons une matrice fondamentale φ(t) : posons dans(2.0.5) :

c = 0, b = 1⇒

 x1(t)

x2(t)

 =

 −2− sin t

2 + sin t− cos t

, 1er vecteur solution.

Maintenant on considère :

c = 1, b = 0⇒

 x1(t)

x2(t)

 =

 et

0

, 2-ième vecteur solution.

Alors la matrice φ(t) = (φ(1)(t), φ(2)(t))

=

 −2− sin t et

2 + sin t− cos t 0


est bien une matrice fondamentale.

D’aprés la définition la matrice de monodromie, C est définie par :

C = φ−1(0)φ(2π)⇒ C =

 1 0

0 e2π

 .

Les valeurs propres de C vérifient :

det(C− Iλ) = 0⇔

∣∣∣∣∣∣ 1− λ 0

0 e2π − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0
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⇔ (1− λ)(e2π − λ) = 0.

Donc les multiplicateurs caractéristiques sont :

⇔ λ = 1 ou λ = e2π.

Remarque

Puisque la matrice C est inversible elle n’admet pas zéro comme valeur propre.

Théorème

Si λ unmultiplicateur caractéristique de (2.0.1), alors il existe une solution non triviale

ϕ(t) de (2.0.1) telle que :

ϕ(t + T) = λϕ(t)

pour tout t.

Inversement

Si pour une solution non triviale ϕ de (2.0.1) on a :

ϕ(T) = λϕ(0),

alors λ est un multiplicateur caractéristique, et de plus ϕ(0) est le vecteur propre corres-

pondant.
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Preuve

Soit λ unmultiplicateur caractéristique et S 6= 0 le vecteur propre correspondant.

Considérons la solution ϕ(t) de (2.0.1) qui prend la valeur S pour t = 0 : ϕ(0) = S.

On a :

ϕ(t) = φ(t, 0)S

et

ϕ(t + T) = φ(t + T, 0)S

= φ(t, 0)CS

= φ(t, 0)λS

= λφ(t, 0)

= λϕ(t)

d’où le résultat.

Inversement

Supposons qu’on a : ϕ(T) = λϕ(0) pour une solution non triviale ϕ(t).

Comme :

ϕ(T) = φ(T, 0)ϕ(0)

ceci signifie que :

φ(T, 0)ϕ(0) = λϕ(0),

c’est à dire :

Cϕ(0) = λϕ(0)

⇒ (C− λI)ϕ(0) = 0
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⇒ det(C− λI) = 0

⇒ λ est un multiplicateur caractéristique et ϕ(0) est bien le vecteur propre correspondant.

Ce qui achève la démonstration.

Corollaire

Le système (2.0.1) possède une solution T − priodique (resp . 2T Périodique) si et

seulement si le nombre 1 (resp . (−1)) est un multiplicateur caractéristique.

Preuve

Si 1 est un multiplicateur caractéristique⇒ ∃V 6= 0 telle que : CV = V, c’est à dire

φ(T, 0)V = V.

Soit la solution ϕ(t) telle que ϕ(0) = V

on a :

ϕ(t) = φ(t)V

⇒ ϕ(t + T) = φ(t)CV

= φ(t)V

= ϕ(t)

donc ϕ(t) est T-périodique.
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Demême :

Si (−1) est un multiplicateur caractéristique on a :

∃V 6= 0 telle que : CV = −V ⇒ φ(T, 0)V = −V.

Soit la solution ϕ(t) telle que ϕ(0) = V,

on a :

ϕ(t) = φ(t)V

d’où :

ϕ(t + 2T) = ϕ(t + T + T) = φ(t + T)CV

= −φ(t + T)V

= −φ(t)CV

= −φ(t)(−V)

= φ(t)V

= ϕ(t).

⇒ ϕ(t) est 2T-périodique.

Réciproquement :

Si ϕ1(t) est une solution T-périodique non nulle, alors :

ϕ1(t + T) = ϕ1(t)

d’où

ϕ1(T) = ϕ1(0)
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ceci implique

Cϕ1(0) = ϕ1(0)

donc 1 est un multiplicateur caractéristique car ϕ1(0) 6= 0.

Demême :

Si ϕ2(t) est une solution 2T-périodique non nulle,

on a

ϕ2(2T) = C2ϕ2(0) = ϕ2(0)

avec ϕ2(0) 6= 0

⇒ (C2 − I)ϕ2(0) = 0

⇒ 1 est une valeur propre de C2, (ϕ2(0) 6= 0)

⇒ (C2ϕ2(0) = (C + I)(C− I)ϕ2(0) = 0, (ϕ2(0) 6= 0)

⇒ det(C + I)det(C− I) = 0

Si (−1) n’est pas unmultiplicateur caractéristique alors :

det(C + I) 6= 0

d’où

det(C− I) = 0

⇒ 1 est un multiplicateur caractristique c′est dire

Cϕ2(0) = ϕ2(0)

donc ϕ2(t) est T-périodique, ce qui contredit le fait que ϕ2(t) est 2T-périodique (2T est le
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période minimale), on conclut que det(C − I) 6= 0 ce qui implique que det(C + I) = 0,

⇒ (−1) est un multiplicateur caractéristique.

Corollaire

Si le système (2.0.1) possède k solutions linéairement indépendantes T-périodique (resp

. 2T-périodique), alors la multiplicité du multiplicateur caractéristique 1(resp.(−1)) est au

moins égale à k dans le polynôme caractéristique de la matrice de monodromie.

Exemple

Soit le système :  ẋ1 = − sin(2t)x1 + (cos(2t)− 1)x2

ẋ2 = (cos(2t)− 1)x1 + sin(2t)x2

2π-périodique.

une matrice fondamentale est définie par :

φ(t) =

 et(cos(t)− sin(t)) e−t(cos(t) + sin(t))

et(cos(t) + sin(t)) e−t(− cos(t) + sin(t))



Trouvons la matrice de monodromie et les multiplicateurs caractéristiques.

En effet :

on a : φ(0) =

 1 1

1 −1

 ,

d’où : φ−1(0) =
1

det(φ(0))
[comφ(0)]t =

1
−2

 −1 −1

−1 1

t

=
1
2

 1 1

1 −1

 .

φ(2π) =

 1 1

1 −1

 .

Donc la matrice de monodromie est :

C = φ−1(0)φ(2π) =

 1/2 1/2

1/2 −1/2

 1 1

1 −1

 =

 1 0

0 1

 .

Les valeurs propres de C sont : λ1 = λ2 = 1 qui représentent les multiplicateurs ca-
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ractéristiques. De ce résultat et d’aprés le corollaire précédent, on obtient deux solutions

périodiques pour ce système.

4.1 Théorème de Floquet

Théorème (Floquet 1883 [2])

La matrice fondamentale φ(t, 0) du système (2.0.1) peut s’écrire sous la forme :

φ(t, 0) = P(t)eBt

où P est une matrice T-périodique :

P(t + T) = P(t) et P(0) = I

et B est une matrice constante.

Preuve

Soit B une matrice qui satisfait :

eBt = C = φ(T, 0).

On peut écrire :

φ(t, 0) = φ(t, 0)e−BteBt.

Soit

P(t) = φ(t, 0)e−Bt,
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on a :

P(t + T) = φ(t + T, 0)e−B(t+T)

= φ(t, 0)φ(T, 0)e−BteBT

= φ(t, 0)eBTe−Bte−BT

= φ(t, 0)e−Bt

= P(t).

D’où le résultat.

Définition

Les valeurs propres de la matrice B définie par :

eBt = C = φ(T, 0),

sont appelées les exposants caractéristiques du système

ẋ = A(t)x, A(t + T) = A(t).

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



4.1 Théorème de Floquet 37

Il est clair que :

(µ est un exposant caractéristique)⇐⇒ (λ = eµT est un multiplicateur).

Notons que les exposants caractéristiques ne sont pas uniques. C’est à dire : Si uj est un

exposant caractéristique alors uj + i
2πk

T
avec k ∈N l’est aussi.

Remarque

A chaque exposant caractéristique µ , il lui correspond une solution ϕ(t) du système

(2.0.1) de la forme :

ϕ(t) = exp(µt)P(t),

où P(t + T) = P(t).

En effet : Soit S le vecteur propre associé à µ : BS = µS est soit la solution ϕ(t) telle que :

ϕ(0) = S ; on a

ϕ(t) = P(t)eBtS

= P(t)eµtS

= eµtP(t)S

eµtP(t)

où P(t + T) = P(t).

Exemple

Revenons à l’exemple, où on a calculé les multiplicateurs du système considéré et on a

trouvé :

λ1 = 1, λ2 = e2π.

Dans ce cas les exposants caractéristiques correspondants sont :
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µ1 = 0, µ2 = 1.

4.2 Théorème de Lyapunov

Théorème (Lyapunov 1892 [3],[7])

Si A(t) est réelle, alors il existe une matrice T-périodique P qui satisfait : P(0) = I telle

que la transformation

x = P(t)z

transforme le système

ẋ = A(t)x

en un système linéaire homogène à coefficients constants.

Preuve

Posons :

P(t) = φ(t, 0)e−Bt, (φ̇ = Aφ).

Substituons x = P(t)z dans ẋ = A(t)x on trouve :

Ṗz + Pż = APz⇒ ż = P−1[AP− Ṗ]z

où

P−1[AP− Ṗ] = eBtφ−1[Aφe−Bt − φ̇e−Bt + φBe−Bt]
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= eBtφ−1φBe−Bt

= B,

d’où on a :

ż = Bz

avec B donnée par :

eBT = C = φ(T, 0).

Nous avons défini les exposants caractéristiques du système (2.0.1) :

ẋ = A(t)x,

comme les valeurs propres de la matrice B du système :

ż = Bz.

Si nous considérons ce système comme un système périodique de période T, alors sa

matrice de monodromie est eBT. Donc le système :

ż = Bz

considéré comme un système à coefficients périodiques a les mêmes multiplicateurs carac-
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téristiques que le système (2.0.1) :

ẋ = A(t)x,

ceci est un cas particulier d’une propriété générale qui est la suivante :

Sinous transformons le système (2.0.1) enunautre systèmeparune transformation

périodique, alors les multiplicateurs de ce nouveau système seront les mêmes que ce

du système (2.0.1).

Proposition

Soit S(t) une matrice périodique, S(t + T) = S(t) telle que S−1(t) existe, alors : S−1(t)

est aussi périodique.

Preuve

Supposons que :

S−1(t + T) = S−1(t)

multiplions par S(t + T), on obtient :

S(t + T)S−1(t + T) = S(t + T)S−1(t)⇐⇒ I = S(t + T)S−1(t)

⇐⇒ S(t)S−1(t) = I

d’où : S−1(t) est périodique.

Théorème

Soit S(t), t ∈ R+ une matrice T-périodique. La transformation

x = S(t)z
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transforme le système ẋ = A(t)x..........................(∗)
où

A(t + T) = A(t)

en un système linéaire homogène à coefficients périodiques dont les multiplicateurs carac-

téristiques coïncident avec ceux du système (∗).

Preuve

Mettons x = S(t)z dans (∗), on obtient :

Ṡ(t)z + S(t)ż = A(t)S(t)z

z(t) satisfait donc le système :

ż = S−1(t)[A(t)S(t)− Ṡ(t)]︸ ︷︷ ︸ z.........................(∗∗)

cette matrice est continue et T-périodique.

Soit φ(t, 0) la matrice fondamentale de (∗) telle que φ(0, 0) = I, alors :

ψ(t) = S−1(t)φ(t, 0)

est aussi une matrice fondamentale de (∗∗). Les multiplicateurs caractéristiques de (∗∗)
sont les valeurs propres de : ψ−1(0)ψ(T)mais :

ψ−1(0)ψ(T) = φ−1(0, 0)S(0)S−1(T)φ(T, 0)

= IS(0)S−1(0)C

= IC

= C.
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Applications

5.1 Exemple 1

Cherchons les multiplicateurs charactéristiques pour le système suivant :

y′ =

 1 +
cos(t)

2 + sin(t)
0

1 −1

 y.

En premier, on résout ce système. Soit l’équation différentielle d’ordre un :

y′1 =

(
1 +

cos(t)
2 + sin(t)

)
y1

Sa solution générale est :

y1 = c1(t)et(2 + sin(t))

Posons maintenant y1(t) dans l’équation différentielle :

y′2 = y1 − y2

Après résolution, on trouve :

y2 = c1(t)et
(

1 +
2 sin(t)− cos(t)

5

)
+ c2(t)e−t
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d’où

y(t) =

 et(2 + sin(t))

et
(

1 +
2 sin(t)− cos(t)

5

)  .

et

z(t) =

 0

e−t


Il s’ensuit qu’une matrice fondamentale est :

φ(t) =

 et(2 + sin(t)) 0

et
(

1 +
2 sin(t)− cos(t)

5

)
e−t

 .

Ainsi

C = φ−1(0)φ(2π) =

 1
2

0

−1
2
(

4
5
) 1


 2e2π 0

(
4
5
)e2π e−2π

 =

 e2π 0

0 e−2π


Les multiplicateurs charactéristiques sont : µ1 = e2π et µ2 = e−2π.

5.2 Exemple 2

On peut vérifier que :

y(t) =

 et(2 + sin(t))

et
(

1 +
2 sin(t)− cos(t)

5

) 
est une solution pour le système :

y′(t) =

 1 +
cos(t)

2 + sin(t)
0

1 −1

 y. (5.2.1)

Remarquons que :
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y(t + 2π) =

 et+2π(2 + sin(t))

et+2π

(
1 +

2 sin(t)− cos(t)
5

)  = e2πy(t).

d’où e2π est un multiplicateur charactéristique.

5.3 Exemple 3

Soit le système :  x′1 =

(
1 +

cos(t)
2 + sin(t)

)
x1

x′2 = x1 − x2

(5.3.1)

On peut facilement résoudre ce système, on trouve :
x1 = c1et(2 + sin(t))

x2 = c1et
(

2 +
1
2

sin(t)− 1
2

cos(t)
)
+ c2e−t (5.3.2)

On peut l’écrire comme suit :

x(t) = c1et

 2 + sin(t)

2 +
1
2

sin(t)− 1
2

cos(t)

+ c2e−t

 0

1

 . (5.3.3)

Une matrice fondamentale est donnée par :

φ(t) =

 et(2 + sin(t)) 0

et(2 +
1
2

sin(t)− 1
2

cos(t)) e−t

 (5.3.4)

d’où :

C = φ−1(0)φ(2π) =

 2 0
3
2

1

−1  2e2π 0
3
2

e2π e−2π


=

1
2

 1 0

−3
2

2

 2e2π 0
3
2

e2π e−2π

 =

 e2π 0

0 e−2π


donc e2π, e−2π sont deux multiplicateurs charactéristiques.
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Conclusion
Dans ce mémoire, nous avons étudié les systèmes différentiels ordinaires périodiques,

connu sous le nom de la théorie de Floquet qui est consacrée à l’étude des systèmes diffé-

rentiels à coefficients périodiques, d’autre part, la notion dumultiplicateur caractéristique

permet de montrer l’existence de solutions périodiques pour une certaine valeur du multi-

plicateur.

D’aprés cette étude, nous remarquons que :

1) L’ensemble des multiplicateurs caractéristiques est un ensemble invariant d’un système

linéaire homogène à coefficients périodiques dans le sens que cet ensemble est invariant

par une transformation périodique.

2) Les propriétés de cet ensemble détermine le comportement des solutions et l’existence

d’une solution périodique.

3) Pour déterminer les multiplicateurs caractéristiques, on a besoin d’une matrice fonda-

mentale, c’est à dire on a besoin de connaitre toutes les solutions, ceci qui n’est pas facile.

D’autre part, la théorie de Lyapunov permet de transformer un systèmes différentiels

à coefficients périodiques à un systèmes différentiels à coefficients constants, mais pour

trouver la transformation qui réduit le système à coefficients périodiques, ce n’est pas facile

non plus, cependant on peut appliquer une méthode qui donne des approximations des

multiplicateurs caractéristiques.
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