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نْسَانَ مِنْ علَقٍَ * اقْرَأْ وَرَبُّكَ الْْكَْرَمُ * الَّذِي عَلَّمَ بِ الْقلَمَِ *   باِسْمِ رَبِِّكَ الَّذِي خَلقََ * خَلقََ الِْْ
﴿اقْرَأْ

نْسَانَ مَا لمَْ يعَْلمَ*﴾.  عَلَّمَ الِْْ

 ]سورةالعلق5-1[

حِيمِ  حْمَنِ الره ِ الره  بسِْمِ اللَّه

.﴾  ۚ ۚ   وََاََللَّّ بمَِا تعَْمَلوُنَ خَبيِر    ﴿يرَْفعَ اَللَّّ الَّذِينَ آمَنوُا مِنْكُمْ وَالََّذِينَ أوُتوُا الْعِلمْ درََجَات 

 ]سورة المجادلة 11[
ُ عَليَهِْ وَسَلهمَ  ِ صَلهى اللَّه  قال رَسُولُ اللَّه

ُ بهِِ طَرِيقاً مِنْ طُرُقِ الْجَنَّةِ، وإنَّ الْمَلائكَِةَ لتَضََعُ   »مَنْ سَلكََ طَرِيقاً يطَْلبُُ فيِهِ عِلْمًا، سَلكََ اَللَّّ
أجَْنحَِتهََا رِضًا لِطَالِبِ الْعِلْمِ، وَإنَِّ الْعاَلِمَ ليسَْتغَْفِرُ لهَُ مَنْ فيِ السَّمَاوَاتِ، وَمَنْ فيِ الْرَْضِ، 
وَالْ حِيتاَنُ فيِ جَوفِ الْمَاءِ، وَإنَِّ فضَْلَ الْعاَلِمِ عَلىَ الْعاَبدِِ، كَفضَْلِ الْقمََرِ ليَلْةََ الْبدَْرِ عَلىَ سَائِرِ 

ثُ وا الْعِلْمَ،  ثوُا دِيناَرًا وَلا دِرْهَمًا، وَ رَّ الْكَوَاكِبِ، وَإنَِّ الْعلُمََاءَ وَرَثةَُ الْنَْبيِاَءِ، وَإنَِّ الْنَْبيِاَءَ لمَْ يوَُرِِّ

 فمََنْ أخََذهَُ أخََذَ بحَِظٍِّ وَافرٍِ «.
ً  مُتقبََّلًا . اللَّهمَّ   إنِّيِ أسألَكَُ عِلمًا نافعاً، وقلباً خاشعاً، ورزقاً مباركًا، وعملاً زاكيا

 ربنا إفتح لنا أبواب رحمتك، وسهل لنا ما رزقتنا. 

 اللهمِّ كما أنعمتَ فزَِدْ وكما زدتِّ فبَارك وكما باركتَ فتَممِّ وكما أتمتت فثبت. 

حِيمِ  حْمَنِ الره ِ الره  بسِْمِ اللَّه

ِ زِدْنيِ عِلْمًا﴾.   ﴿وَقلُْ رَبِّ

 ]سورة طه114[
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  صملخ
 

من المعادلات التفاضلية  ة الحلول الدورية المعزولة لثلاثة أقسامنهتم بدراس

نقوم بتحويل مسألة البحث  ،ستعمال نظرية المتوسط من الدرجة الأولىاالعادية. ب

عن الحلول الدورية المعزولة لجملة معادلات تفاضلية إلى مسألة البحث عن 

  الجذور غير المنحلة لجملة معادلات جبرية غير خطية.

:القسم الأول من الشكل  

),,,()4( xxxxFxxqx      

 هي دالة غير خطية.  Fصغير كفاية و  εهو وسيط حقيقي،  qحيث 

ل:القسم الثاني من الشك  
),,,,()4( xxxxtFpxxqx   

هي دالة غير خطية و  Fصغير كفاية و  εهي وسائط حقيقية،  εو  p, qحيث 

 Tها دورية دور

 الصنف الثالث عبارة عن معادلات تفاضلية ذاتية أي مستقلة من الشكل :
 

),,,()4( xxxxFpxxqx    

  هي دالة غير خطية. Fصغير كفاية و  ε، انحقيقي انوسيط p و  qحيث 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

III 



 

Résumé 
 

Dans ce mémoire, on étudie les cycles limites de trois classes 

d'équations différentielles ordinaires autonomes et autonomes 

non  du quatrième ordre. en utilisant la théorie de 

moyennisation du premier ordre 

La première classe prend la forme 

),,,()4( xxxxFxxqx    

où q et ε sont des paramètres réels, ε est suffisamment petit et 

F est une fonction non linéaire. 

La deuxième classe est sous la forme 

),,,,()4( xxxxtFpxxqx    

où q, p et ε sont des paramètres réels, ε est petit et F est une 

fonction non linéaire. T-périodique en t. 

La troisième classe étudiée est autonome de la forme  

),,,()4( xxxxFpxxqx    

où q, p et ε sont des paramètres réels, ε est petit et F est une 

fonction non linéaire. 
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Abstract 
 

We study the limit cycles of three classes of fourth order of 

autonomous and non autonomous ordinary differential 

equations. using the first order averaging theory 

The first class is of the form 

),,,()4( xxxxFxxqx    

where q and ε are real parameters, ε is small and F is a 

nonlinear function. 

The second class of the form 

),,,,()4( xxxxtFpxxqx    

where q, p and ε are real parameters, ε is small and F is a 

nonlinear function, T-periodic in t. 

The third class is autonomous of the form 

),,,()4( xxxxFpxxqx    

where q, p and ε are real parameters, ε is small and F is a 

nonlinear function. 
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Introduction

Les équations di¤érentielles ordinaires sont apparues au 17eme siècle dans travaux de

Newton et Leibnitz sur le mouvement des corps célestes et d�autres phénomènes physiques.

Au 18eme siècle, Euler à contribué de manière signi�cative au développement de la théorie

des équations di¤érentielles ordinaires.

Le développement des équations di¤érentielles ordinaires se poursuit au 19eme siècle avec

Lagrange, Laplace et Jacobi. Ile ont développé des méthodes pour les résoudre. La

théorie des systèmes dynamiques a commencé à émerger à cette époque, avec les travaux

de Poincaré et Lyapunov.

Aujourd�hui, les équations di¤érentielles ordinaires et les systèmes dynamiques sont des

domaines de recherche actifs en mathématiques. Ils ont des applications dans de nombreux

domaines, tels que la physique, l�ingénierie, la biologie, l�économie et bien d�autres

La théorie qualitative des équations di¤érentielles et des systèmes dynamiques étudie

le comportement des solutions sans nécessairement chercher à les trouver explicitement.

Elle se concentre sur les propriétés qualitatives, tels que les points d�équilibre, stabilité,

l�existence de solutions périodiques et des cycles limites, . . .

La méthode de moyennisation est une technique utilisée pour étudier l�existence les cycles

limites d�une équation di¤érentielle ordinaire.

Dans ce mémoire, on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre pour étudier

l�existence des cycle limites de trois classes d�équations di¤érentielles ordinaires du 4eme

ordre.

L�étude des solutions périodiques des équations di¤érentielles ordinaires du premier, sec-

ond, troisième et quatrième ordre à été considère par plusieurs auteurs, on peut citer :

[[7], [8], [10], [14], [15], [17]]

Notre mémoire comporte trois chapitres :

� Le premier chapitre est un chapitre préliminaire qui contient les contient les

concepts clés de la théorie qualitative des systèmes dynamiques.

� Dans le deuxième chapitre, on introduit la méthode de moyennisation avec ses

di¤érentes formes illustrées par des exemples.



� Le troisième chapitre, est consacré à l�étude des cycles limites de quatrième ordre,

autonomes et non autonomes via la méthode de moyennisation

ii



CHAPITRE

1 Notions Préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques notions générales de la théorie qualitative des

systèmes dynamiques. Premièrement on dé�nit les systèmes dynamiques et les notions de

: �ôt, point d�équilibre, linéarisation, stabilité, nature de points d�équilibre et on passe à

la dé�nition du portrait de phase et cycles limites.

1.1 Système dynamique(�ôt, point d�équilibre et linéari-

sation)

Dé�nition 1.1. Un système dynamique sur Rn est une application U : R+� Rn ! Rn

défnie sur tout R+� Rn, telle que

- U (:; x) : R+ ! Rn est continue.

- U (t; :) : Rn ! Rn est continue.

- U (0; x) = x

- U (t+ s; x) = U (t; U(s; x)) pour t; s 2 R+; x 2 Rn

Exemple 1.1. Soit le systèm di¤érentiel8<: _x = Ax

x(0) = x0

A est une matrice constante, la solution de (1.1) est

x(t) = etAx0

1



1.1. Système dynamique(�ôt, point d�équilibre et linéarisation)

Le système (1.1) engendre un système dynamique, car l�application

U : R+ � Rn ! Rn

dé�nie par

U (t; x) = etAx

véri�e les quatre propriétés précédentes.

Dé�nition 1.2. (�ôt) Soit le système non linéaire

_x = f(x) (1.2)

8 x 2 Rn; f 2 Rn

on appelle �ot du système di¤érentiel (1.2) l�ensemble des applications �t : Rn ! Rn et

dé�nies par

�t (x0) = �t (t; x0)

où �t (t; x0) est la solution telle que �t (0; x0) = x0:

Dé�nition 1.3. (points d�équilibre): on appelle point d�équilibre d�un système di¤érentiel

non linéaire tout point x0 2 Rn telle que f (x0) = 0

Dé�nition 1.4. (linéairisation): on appelle système linéarisé au voisinage du point

critique x0, le systèm

_x = Ax

où A est la matrice jacobienne de f en x0 telle que

A = Df(x0) =

�
df(xi)
dxj

(x0)

�
16i;j6n

Dé�nition 1.5. (Points d�équilibre hyperboliques) Si la jacobieneA = Df(x0) n�a aucune

valeur propre avec une partie réelle nulle, alors le point d�équilibre est dit hyperbolique.

Dé�nition 1.6. (Stabilité) : Soit le système di¤érentiel non autonome et non linéaire

2



1.2. Nature des points d�équilibre

dx

dt
= f (t; x) ; x 2 Rn; t 2 R+: (1.3)

On suppose que f(t; x) satisfait les conditions du théorème d�existence et d�unicité des

solutions. Une solution �(t) du système (1.3) telle que

�(t0) = �0

est dite stable au sens de Lyapunov si : 8 " > 0;9 � > 0 telle que

kx0 � �0k < � ) kx (t)� � (t) k < "; 8 t � t0:

Si en plus : lim kx (t)� � (t) k = 0; alors la solution � (t) est asymptotiquement stable.

1.2 Nature des points d�équilibre

Soit le système di¤érentiel linéaire

_x = Ax

où A est une matrice 2 � 2 , �1; �2 les valeurs propres de A. On distingue les di¤érents

cas selon ces valeurs propres :

(1). Si �1 et �2 sont réelles non nulles et de signes di¤érents, alors le point d�équilibre

x = x0 est un point selle, il est toujours instable (Voir �gure 1.1).

Figure (1:1) : Point selle
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1.2. Nature des points d�équilibre

(2). Si �1 et �2 sont réelles non nulles et de même signe, on a trois cas :

(a) Si �1 < �2 < 0, le point critique x = x0 est un noeud stable.

(b) Si 0 < �1 < �2, le point critique x = x0 est un noeud instable (Voir �gure 1.2)

Figure (1:2:) : Noeud instable

(c) Si �1 = �2 = � le point critique est un noeud propre, il est stable si � < 0, sinon il est

instable

(3). Si �1 et �2 sont des complexes conjuguées, telle que Re (�1;2) 6= 0, le point critique

x = x0 est un foyer, il est asymptotiquement stable si Re (�1;2) < 0 sinon il est instable

(Voir �gure 1.3).

4



1.3. Portrait de phase et cycles limites

Figure (1:3) : Foyer

(4). Si �1 et �2 sont des complexes conjuguées, telle que Re (�1;2) = 0, le point critique

x = x0 est un centre, il est stable mais pas asymptotiquement stable (Voir �gure 1.4)

Figure(1:4) : Centre:

1.3 Portrait de phase et cycles limites

Dé�nition 1.8. Soit le système planaire
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1.3. Portrait de phase et cycles limites

8<: _x = P (x; y)

_y = Q(x; y)
(1.4)

où P et Q sont deux polynômes en x et y. Les solutions (x(t); y(t)) du système (1,3) sont

représentées dans le plan (x; y) par des courbes appelées orbites. Les points d�équilibre de

ce système sont des solutions constantes et la �gure complète des orbites de ce système

ainsi que ces points d�équilibre représentés dans le plan (x; y) s�appelle portrait de phase,

et le plan (x; y) est appelé plan de phase.

Dé�nition 1.9. (Solution périodique) On appelle solution périodique ou cycle toute

trajectoire 	t(x) du système di¤érentiel non linéaire (1.2) telle qu�il existe un nombre

T > 0, vérifant

	(t+ T; x) = 	(t; x) pour T > 0:

Le plus petit réel T > 0 qui vérifIe la formule précédente est appelé période.

Pour un système autonome, a toute solution périodique correspond une orbite fermée

dans l�espace de phase.

Dé�nition 1.10. (Cycle limite) : Un cycle limite est une solution périodique isolée, c�est

à dire qu�on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

Dé�nition 1.11. (Cycle limite hyperbolique): Soit E un ouvert de R2 et f 2 C1(E),

Soit '(t) un cycle limite de période T du système (1.2), alors '(t) est hyperbolique si
TZ
0

rf('(t))dt 6= 0 où rf('(t)) est la divergence de f en '(t)

a) '(t) est stable si

TZ
0

rf('(t))dt < 0

b) '(t) est instable si

TZ
0

rf('(t))dt > 0

6



CHAPITRE

2 Théorie de moyennisation

2.1 Première Méthode de moyennisation du premier

ordre pour les orbites périodiques

On considère le système di¤érentiel à valeur initiale suivant :

_x(t) = "F (t;x(t)) + "2R(t;x(t); "); ;x(0) = X0 (2.1)

Avec x(t) 2 D � Rn, D est un domaine borné et t � 0. On suppose que F et R sont

T-périodiques en t. Le système moyenné associé au système (2.1) est dé�ni par

_y(t) = "f 0(y(t)); y(0) = x0 (2.2)

où

f 0(y) =
1

T

Z T

0

F (s; y)ds: (2.3)

Le théoréme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points singuliers du

système moyennè (2.2) fournissent des solutions périodiques du système (2.1).

Théorème 2.1. Considérons le système (2.1) et supposons que les fonctions vectorielles

F;R;DxF;D
2
xF et DxR sont continues et bornées par une constante M (indépendante de

") dans [0;1[�D avec �"0 < " < "0: De plus, on suppose que F et R sont T-périodiques

en t avec T- indépendante de ":

(a) Si p 2 D est un point singulier du système moyenné (2.2) tel que

det(Dxf
0(p)) 6= 0 (2.4)

7



2.1. Première Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

Alors pour j"j > 0 su¢ samment petit, il existe une solution T-périodique x"(t) du système

(2.1) telle que x"(t)! p quand "! 0:

(b) Si le point singulier y = p du système moyenné (2.2) est hyperbolique alors pour

j"j > 0 su¢ samment petit, la solution périodique correspondante x"(t) du système (2.1)

est unique, hyperbolique et de même type de stabilité que p quand "! 0

Preuve voir [17]

Exemple 2.1. Soit l�équation di¤érentielle

...
x + _x = "F (x; _x; �x)

On pose : _x = y; �x = z; alors l�équation (2.5) peut s�écrire sous la forme :8>>><>>>:
_x = y

_y = z

_z = �y + "F (x; y; z)

Le système (2.6) avec " = 0 admet un seul point critique à l�origine.

La matrice jacobienne admet les valeurs propres i;�i et 0:

Avec le changement linéaire des variables (X; Y; Z)T = C(x; y; z)T avec

C =

0BBB@
0 0 1

0 1 0

�1 0 �1

1CCCA
nous transformons le système di¤érentiel (2.6) en le système di¤érentiel suivant telle que

la partie linéaire du système (2.6) se transforme à sa forme de Jordan réelle.

On obtient alors 8>>><>>>:
_X = �Y + " ~F (X;Y; Z)
_Y = X

_Z = �" ~F (X; Y; Z)

(2.7)

où ~F (X;Y; Z) = F (A;B;C) = F (�X � Z; Y;X)

Maintenant on passe des coordonnées cartésiennes (X; Y; Z) aux coordonnées cylindriques

(r; �; Z) de R3, où X = r cos � et Y = r sin � . Dans ces nouvelles variables, le système

di¤érentiel (2.7) devient
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2.1. Première Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

8>>><>>>:
_r = "G (r; �; Z) cos �

_� = 1� "G(r;�;Z) sin �
r

_Z = �"G (r; �; Z)

(2.8)

où

G (r; �; Z) = ~F (r cos �; r sin �; Z)

En divisant sur _� on obtient8<: dr
d�
= "G (r; �; Z) cos � + o("2);

dZ
d�
= �"G (r; �; Z) + o("2)

avec (r; z) 2 D � R2 et D un sous-ensemble ouvert dans R2:

Notons que le système (2.9) est sous la forme standard du système (2.1). Alors le système

di¤érentiel moyenné de (2.9) est �
dr

d�
;
dZ

d�

�
= "g0 (r; Z) (2.10)

g0 (r; Z) =
1

2�

Z 2�

0

0@ G (r; �; Z) cos �

G (r; �; Z)

1A d� (2.11)

Par le Théorème 2.1 pour tout point singulier p = (r0; Z0) du système (2.10) tel que

det

�
@g0

@ (r; Z)

�
j(r;Z)=p 6= 0 (2.12)

il existe une solution 2�-périodique (r"(�); Z"(�)) du système (2.9) telle que (r"(�); Z"(�))!

p ; alors (2.12) équivaut à

det

�
@ (f1; f2)

@ (r0; Z0)

�
j(r0;Z0) 6= 0 (2.13)

où 8<: f1 =
1
2�

R 2�
0
G (r; �; Z) cos �d�

f2 =
1
2�

R 2�
0
G (r; �; Z) d�

pour F (x; _x; �x) = _x3 � x� 1

alors les fonctions f1 et f2 du thèoreme 2.1 sont données par8<: f1 (r0; z0) =
1
2
r�0

f2 (r0; z0) =
1
2
2z0��2�

�

9



2.2. Deuxième Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

ce système admet la solution suivante.

(r�0; z
�
0) = (0; 1) ;

avec

det

�
@ (f1; f2)

@ (r0; Z0)

�
j(r0;Z0)=

1

2
6= 0

Alors, d�aprés le Théorème 2.1, il existe un cycle limite de l�équation (2.5).

2.2 DeuxièmeMéthode de moyennisation du premier

ordre pour les orbites périodiques

On considère le problème de la bifurcation des solutions T- périodiques d�un système

di¤érentiel de la forme

_x(t) = F0(t;x) + "F (t;x(t)) + "
2F (t;x(t); ") (2.14)

avec " su¢ samment petit.

Les fonctions F0; F1 : R � 
 et F2 : 
 � R � ]�"0; "0[ ! Rn sont des fonctions de classe

C2 T-périodiques en t et 
 est un ouvert de Rn;

Supposons que le systéme non perturbé

_x = F0(t;x) (2.15)

a une sous-variété de dimension k de solutions périodiques.

Soit x(t; z) la solution du système non perturbé (2.15) telle que x(0; z) = z0 La linéarisa-

tion du système (2.15) le long de la solution périodique x(t; z) est écrite comme

_y = DxF0 (x(t; z); t) y (2.16)

Dans la suite on note par Mz(t) la matrice fondamentale du système di¤érentiel linéaire

(2.16) et par � : Rk � Rn�k ! Rk la projection de Rn sur ses k premières coordonnées

10



2.2. Deuxième Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

i.e.� (x1; :::; xn) = (x1; :::; xk)

Théorème 2.2. [8] et [16] Soit V � Rk un ouvert borné, �0 : �V ! Rn�k une fonction

C2: On suppose que

(i) Z =
�
z� = (�; �0 (�)) ; � 2 �V

	
� 
 et que pour chaque z� 2 Z la solution x (t; z�) de

(2.15) est T-périodique.

(ii) Pour chaque z� 2 Z il existe une matrice fondamentale Mz�(t) de (2.16) telle que la

matriceM�1
z� (0)�M�1

z� (T ) contient dans le haut coin droit la matrice nulle de dimensions

k� (n� k) et dans le bas coin droit une matrice �� ((n� k)� (n� k)) avec det�� 6= 0:

On considore la fonction F : �V ! Rk

F(�) = �
�
1

T

Z T

0

M�1
z� (t)F1 (x(t; z); t)

�
dt (2.17)

S�il exite a 2 V telle que F(a) = 0 et de det
�
dF
d�
(a)
�
6= 0; alros il existe une solution

T-périodique ' (t; ") du système (2.14) telle que ' (t; ")! z quand "! 0:

Preuve : Voir [14] et [15]

Corollaire 2.1. On suppose qu�il existe un ensemble ouvert et borné V avec V � 
 telle

que pour chaque z 2 �V , la solution x(t; z) est T�périodique et on considère la fonction

F : �V ! Rn dé�nie par :

F(z) = 1

T

Z T

0

M�1
z� (t; z)F1 (x(t; z); t) dt (2.18)

S�il existe un a 2 V avec F (a) = 0 et det((dF
dz
)(a)) 6= 0, alors il existe une solution

T�périodique ' (t:")! z quand "! 0:

Exemple 2.2. Soit l�équation

...
x � ��x+ _x� �x = "F (x; _x; �x) (2.19)

on pose _x = y; �x = z; alors l�équation (2.19) peut s�écrire sous la forme

8>>><>>>:
_x = y

_y = z

_z = �y + � (x+ z) + "F (x; y; z)

(2.20)
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2.2. Deuxième Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

Le système (2.20) avec " = 0 admet un seul point critique a l�origine.

La matrice jacobienne admet les valeurs propres i;�i et �:

Avec le changement linèaire des variables (X; Y; Z)T = N(x; y; z)T avec

N =

0BBB@
0 �� 1

�� 1 0

�1 0 �1

1CCCA
nous transformons le système di¤érentiel (2.20) en le système di¤érentiel suivant telle que

la partie linéaire du système (2.20) se transforme à sa forme de Jordan réelle.

On obtient alors

8>>><>>>:
_X = �Y + " ~F (X; Y; Z)
_Y = X

_Z = �Z � " ~F (X; Y; Z)

(2.21)

où ~F (X; Y; Z) = F (A;B;C)

et 8>>><>>>:
A = �X+Z+�Y

1+�2

B = Y��(X+Z)
1+�2

C = X+�(Y��Z)
1+�2

Maintenant on passe des coordonnées cartésiennes (X; Y; Z) aux coordonnées cylindriques

(r; �; Z) de R3, où X = r cos � et Y = r sin � . Dans ces nouvelles variables, le système

di¤érentiel (2.21) devient

8>>><>>>:
_r = "G (r; �; Z) cos �

_� = 1� "G(r;�;Z) sin �
r

_Z = �Z � "G (r; �; Z)

(2.22)

où

G (r; �; Z) = ~F (r cos �; r sin �; Z)

En divisant sur _� on obtient

12



2.2. Deuxième Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

8<: dr
d�
= "G (r; �; Z) cos � + o("2);

dZ
d�
= �Z + "�Z sin ��r

r
G (r; �; Z) + o("2)

(2.23)

Le système (2.23) est ècrit sous la forme du système (2.14) , avec

x =

0@ r

Z

1A ; F0 (�; x) =
0@ 0

�Z

1A ; F1 (�; x; ") =

0@ G (r; �; Z) cos �

�Z sin ��r
r

G (r; �; Z)

1A ;
si " = 0 le système non perturbé 8<: dr

d�
= 0

dZ
d�
= �Z

(2.24)

possède les solutions 2��périodiques en � suivantes (r (�) ; Z (�)) = (r0; 0) : 8 r0 > 0

Nous dècrirons les di¤érents éléments qui apparaissent dans l�énoncé du Théorème 2.2

dans le cas particulier du système di¢ rentiel (2.23). Ainsi nous avons que k = 1 et n = 2.

Soit r1 > 0 arbitrairement petit et soit r2 > 0 arbitrairement grand.

Alors V = ]r1; r2[, � = r0 2 V , � : [r1; r2]! R dé�ni comme �(r0) = 0. l�ensemble Z est

Z = fz� = (r0; 0) ; r0 2 [r1; r2]g:

Clairement pour chaque z� 2 Z on peut considérer que la solution x(�) = z� = (r0; 0) est

2��périodique

En calculant la matrice fondamentale Mz�(t) du système di¤érentiel linéaire (2.24) avec

"! 0 associé à la solution 2��périodique z� = (r0; 0) telle que Mz�(0) soit l�identité de

R2, on obtient

M (�) =Mz� (�) =

0@ 1 0

0 e��

1A :
La matrice

M�1 (0)�M�1 (2�) =

0@ 1 0

0 e��

1A :
donc satisfait les hypothèses de l�énoncé (ii) du Théorème 2.2, et nous pouvons donc

appliquer ce théorème au système (2.23). Maintenant � : R2 ! R est � (r; Z) = r: Nous

calculons la fonction (2.17)
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2.2. Deuxième Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

F(r0) =
1

2�

Z 2�

0

F1(A;B;C) cos (�) d�

Pour F (x; _x; �x) = x4 + x3 � _x3 � x2 _x+ x+ 1; la fonction F(r0) est

F(r0) =
r0 (3�r

2
0 � 3r20 � 4� 4�2)
8 + 16�2 + 8�4

La fonction F(r0) possède une racine réelle

r0 =
2

3

p
3
p
(�� 1) (1 + �2)
�� 1

Et on a

dF(r0) =
1

�2 + 1
6= 0

Alors, d�après le théorème 2.2, existe un cycle limite du système (2.23) qui tend vers r0

quand "! 0:
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CHAPITRE

3 Solution périodiques de

trois classes d�équation

di¤érentielles du

quatrième ordre

L�objectif de ce chapitre est d�étudier les solutions périodiques de trois classes d�équation

di¤érentielles du quatrième ordre,la première classe prend la forme:

....
x + q�x� x = "F (x; _x; �x; ...x ) (3.1)

où q et " sont des paramètres réels, " est su¢ samment petite et F est une fonction non

linéaire.

la deuxième classe est sous la forme

....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

où q; p et " sont des paramètres réels, " est petit et F est une fonction non linéaire.T-

périodique en t.

La troisième classe étudiée est autonome de la forme:

....
x + q�x+ px = "F (x; _x; �x;

...
x ) (3.3)
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3.1. Etude de l�équation
....
x + q�x� x = "F (x; _x; �x; ...x )

où q; p et " sont des paramètres réels, " est petit et F est une fonction non linéaire.

3.1 Etude de l�équation
....
x + q�x� x = "F (x; _x; �x; ...x )

Soit l�équation (3.1) on a le théoèrme suivant :

Théorèm 3.1. [7] Pour tout zéro simple positif r�0 de la fonction

F (r0) =
1

2�

Z 2�

0

p
2 sin �q

q +
p
q2 + 4

F (A;B;C;D)d� (3.4)

où

A = �
qp

q2+4�qp
2(q2+4)

r0 cos �

B = � r0 sin �p
q2+4

C = �
q
q+
p
q2+4

2
p
2(q2+4)

r0 cos �

D =

p
q2+4+q

2
p
q2+4

r0 sin �

l�équation di¤érentielle (3.1) admet une solution périodique x(t; ") tendant vers la solution

périodique

x(t; ") = �
p
2r�0

2
p
(q2 + 4)

qp
q2 + 4 + q

cos

0@sq +pq2 + 4
2

t

1A

de
....
x + q�x� x = 0 quand "! 0:

Preuve du Théorème 3.1.

En introduisant les variables (x; y; z; v) = (x; _x; �x;
...
x ) nous écrivons l�équation di¤érentielle

(3.1) du quatrième ordre comme un système di¤érentiel de premier ordre dé�ni dans un

sous-ensemble ouvert 
 de R4. On a donc le système di¤érentiel

8>>>>>><>>>>>>:

_x = y

_y = z

_z = v

_v = x� qz + "F (x; y; z; v)

(3.5)
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3.1. Etude de l�équation
....
x + q�x� x = "F (x; _x; �x; ...x )

Les valeurs propres du système non perturbé sont �
q

q+
p
q2+4

2
i; �

q
�q+
p
q2+4

2
écrivons

le système (3.5) de manière que la partie linéaire à l�origine sera sous la forme normale

réelle de Jordan.

En faisant le changement de variable (X; Y; Z; V )T = B(x; y; z; v)T ) (x; y; z; v)T =

B�1(X; Y; Z; V )T telle que B est la matrice de changement de variables, avec la forme

normale réelle de Jordan est

J =

0BBBBBBB@

0 �
q

q+
p
q2+4

2
0 0q

q+
p
q2+4

2
0 0 0

0 0

q
�q+
p
q2+4

2
0

0 0 0 �
q

�q+
p
q2+4

2

1CCCCCCCA
On a

A = B�1JB ) BA� JB = 0

on trouve donc

B =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

qp
q2+4�q
2

0 �
qp

q2+4+q

2
0

0
q�
p
q2+4

2
0 1

qp
q2+4+q

2

p
q2+4+q

2

qp
q2+4�q
2

1

�
qp

q2+4+q

2

p
q2+4+q

2
�
qp

q2+4�q
2

1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
d�où 0BBBBBBBBB@

X

Y

Z

V

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBB@

qp
q2+4�q
2

0 �
qp

q2+4+q

2
0

0
q�
p
q2+4

2
0 1qp

q2+4+q

2

p
q2+4+q

2

qp
q2+4�q
2

1

�
qp

q2+4+q

2

p
q2+4+q

2
�
qp

q2+4�q
2

1

1CCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

x

y

z

v

1CCCCCCCCCA
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3.1. Etude de l�équation
....
x + q�x� x = "F (x; _x; �x; ...x )

Le nouveau systême est :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

_X = �
q

q+
p
q2+4

2
Y

_Y =

q
q+
p
q2+4

2
X + "G (X; Y; Z; V )

_Z =

qp
q2+4�q
2

Z + "G (X; Y; Z; V )

_V = �
qp

q2+4�q
2

V + "G (X;Y; Z; V )

(3.6)

où G(X; Y; Z; V ) = F (A;B;C;D) avec

A = � 1

2
p
2(q2+4)

�
(V � Z)

q
q +

p
q2 + 4 + 2X

qp
q2 + 4� q

�
B = 1

2
p
q2+4

(V � 2Y + Z)

C = � 1

2
p
2(q2+4)

�
X
q
q +

p
q2 + 4 + (V � Z)

qp
q2 + 4� q

�
D = 1

4
p
q2+4

�
(V + 2Y + Z)

p
q2 + 4� q (V � 2Y + Z)

�
Remarquons que la partie linéaire du système di¤érentiel (3.6) à l�origine est dans sa

forme normale réelle de Jordan.

Passons maintenant des variables cartésiennes (X; Y; Z; V ) aux cylindriques (r; �; Z; V ) de

R4, où X = r cos � et Y = r sin � . Dans ces nouvelles variables, le système di¤érentiel

(3.7) peut s�écrire sous la forme:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_r = " sin �H (r; �; Z; V )

_� =

q
q+
p
q2+4

2
+ " cos �

r
H (r; �; Z; V )

_Z =

qp
q2+4�q
2

Z + "H (r; �; Z; V )

_V = �
qp

q2+4�q
2

V + "H (r; �; Z; V )

(3.7)

où H(r; �; Z; V ) = F (a; b; c; d) avec

a = � 1

2
p
2(q2+4)

�
(V � Z)

q
q +

p
q2 + 4 +

qp
q2 + 4� q2r cos �

�
b = 1

2
p
q2+4

(V + Z � 2r sin �)

c = � 1

2
p
2(q2+4)

�q
q +

p
q2 + 4r cos � + (V � Z)

qp
q2 + 4� q

�
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3.1. Etude de l�équation
....
x + q�x� x = "F (x; _x; �x; ...x )

d = 1

4
p
q2+4

�
(V + Z + 2r sin �)

p
q2 + 4� q (V + Z � 2r sin �)

�
Maintenant, nous changeons la variable indépendante de t à �; le système di¤érentiel (3.7)

devient8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dr
d�
= "
q

2

q+
p
q2+4

sin �H (r; �; Z; V ) +O ("2)

dZ
d�
=

rp
q2+4�q

q+
p
q2+4

Z + "

p
2

��
q+
p
q2+4

�
r�
qp

q2+4�q
q
q+
p
q2+4Z cos �

�
�
q+
p
q2+4

� 3
2 r

H (r; �; Z; V ) +O ("2)

dV
d�
= �

rp
q2+4�q

q+
p
q2+4

V + "

p
2

��
q+
p
q2+4

�
r+

qp
q2+4�q

q
q+
p
q2+4V cos �

�
�
q+
p
q2+4

� 3
2 r

H (r; �; Z; V ) +O ("2)

(3.8)

Dans la suite, on va appliquer le théorème (2.1) au système di¤érentiel (3.8). Notons que

le système (3.8) peut être écrit comme le système (2.14) en prenant

x =

0BBB@
r

Z

V

1CCCA ; t = � F0 (�;x) =

0BBBBB@
0rp
q2+4�q

q+
p
q2+4

Z

�
rp

q2+4�q
q+
p
q2+4

V

1CCCCCA
et

F1 (t;x) =

0BBBBBBBB@

q
q+
p
q2+4

2
sin �H

p
2

��
q+
p
q2+4

�
r�
qp

q2+4�q
q
q+
p
q2+4Z cos �

�
�
q+
p
q2+4

� 3
2 r

H

p
2

��
q+
p
q2+4

�
r+

qp
q2+4�q

q
q+
p
q2+4V cos �

�
�
q+
p
q2+4

� 3
2 r

H

1CCCCCCCCA

Nous étudierons les solutions périodiques du système non perturbé (3.8) avec " = 0. il est

clair que ces solutions périodiques sont (r(�); Z(�); V (�)) = (r0; 0; 0) pour tout r0 > 0.

Bien sûr toutes ces solutions périodiques dans les coordonnées (r; Z; V ) ont une période

2� en la variable � .

Nous allons décrire les di¤érents éléments qui apparaissent dans l�énoncé du théorème

(2.1) dans le cas particulier du système di¤érentiel (3.8), ainsi nous avons que k = 1 et
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3.1. Etude de l�équation
....
x + q�x� x = "F (x; _x; �x; ...x )

n = 3. Soit r1 > 0 arbitrairement petit et soit r2 > 0 arbitrairement grand. ensuite,

nous prenons le sous-ensemble borné ouvert V de R comme V = ]r1; r2[, � = r0 et

� : [r1; r2]! R2 dé�ni comme �(r0) = (0; 0). l�ensemble Z est

Z = fz� = (r0; 0; 0) ; r0 2 [r1; r2]g

Clairement pour chaque z� 2 Z on peut considérer que la solution x(t) = z� = (r0; 0; 0)

est 2��périodique

En calculant la matrice fondamentale Mz�(�) du système di¤érentiel linéaire (3.8) avec

" ! 0 associé à la solution 2��périodique z� = (r0; 0; 0) telle que Mz�(0) soit l�identité

de R3, on obtient

Mz� (�) =

0BBBB@
1 0 0

0 e

rp
q2+4�q

q+
p
q2+4

�
0

0 0 e
�
rp

q2+4�q
q+
p
q2+4

�

1CCCCA
On a donc

M�1 (0)�M�1 (2�) =

0BBBB@
0 0 0

0 1� e
rp

q2+4�q
q+
p
q2+4

2�
0

0 0 1� e
�
rp

q2+4�q
q+
p
q2+4

2�

1CCCCA
qui satisfait les hypothèses de l�énoncé (ii) du théorème (2.1), que nous pouvons donc

l�appliquer au système (3.8).

Or � : R3 ! R est �(r; Z; V ) = r. On calcule la fonction

F (r0) = F (�) = �
�
1

T

Z T

0

M�1
z� (t)F1 (t;x (t; z�)) dt

�
=

1

2�

Z 2�

0

p
2 sin �q

q +
p
q2 + 4

F(A;B;C;D)d�

où les expressions de A;B;C et D sont celles données dans l�énoncé du Théorème 3.1.

Alors, par le Théorème 2.1 on a que pour tout zéro simple r�0 2 [r1; r2] de la fonction

F(r0) on a une solution périodique (r; Z; V )(�; ") du système (3.8) telle que

(r; Z; V )(�; ")! (r0; 0; 0) quand "! 0
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3.1. Etude de l�équation
....
x + q�x� x = "F (x; _x; �x; ...x )

posons " = 0 dans le système (3.7) on obtient : _� =
q

q+
p
q2+4

2
) � =

q
q+
p
q2+4

2
t

On a donc une solution périodique (r; �; Z; V )(t; ") du système (3.7) telle que

(r; �; Z; V )(t; ")!

0@r�0;
s
q +

p
q2 + 4

2
t; 0; 0

1A quand "! 0

Par conséquent on obtient une solution périodique (X; Y; Z; V )(t; ") du système (3.7) telle

que

(X; Y; Z; V )(t; ")!

0@r�0 cos
s
q +

p
q2 + 4

2
t; r�0 sin

s
q +

p
q2 + 4

2
t; 0; 0

1A : quand "! 0

De plus,comme:

x = � 1

2
p
2 (q2 + 4)

�
(V � Z)

q
q +

p
q2 + 4 + 2X

qp
q2 + 4� q

�
On a une solution périodique (x; y; z; v)(t; ") du système (3.5) telle que :

x(t; ")! �
p
2r�0p

(q2 + 4)
qp

q2 + 4 + q
cos

 p
q2 + 4 + q

2
t

!
quand " ! 0. Bien sûr, il est facile de véri�er que l�expression précédente fournit une

solution périodique de l�équation di¤érentielle
....
x + q�x� x = 0. D�où le théorème 3.1 est

prouvé.

Corollaire 3.1. On pose F (x; _x; �x;
...
x ) =

...
x � (...x )3 ; pour q = 2; alors l�équation di¤éren-

tielle (3:1) a une solution périodique tendant vers la solution

x(t; ") = � 1
60

�
2�

p
2
�p

15 cos

�qp
2 + 1t

�
de
....
x + 2�x� x = 0 quand "! 0

Preuve du Corollaire 3.1. l�équation (3.1) devient

....
x + 2�x� x = ...x � (...x )3

alors la fonction F(r0) de l�énoncé du théorème 3.1 est

F(r0) = �
1

128

r0
�
�32� 32

p
2 + 21r20 + 15r

2
0

p
2
�p

2
p
2 + 2
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

La fonction F(r0) possede une racine rèelle

r0 =
4

3

p
3
�
2�

p
2
�

On a aussi

dF(r0) = �
1

4

q
2
p
2 + 2 6= 0

Alors d�apprès le théorème 3.1 l�équation
....
x +2�x� x = ...x � (...x )3 possède un cycle limite

x"(t)

3.2 Etude de l�équation
....
x + q�x + px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

Soit l�équation (3.2), on a le théorèrme suivant

Théorème 3.2. [10] Supposons que p < 0 dans l�équation di¤érentielle (3.2). Soint

F1(X0; Y0) =
�

2�

Z 2�
�

0

cos(�t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt;

F2(X0; Y0) = � �
2�

Z 2�
�

0

sin(�t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

avec � =
q

q+
p
q2+4

2
; � =

q
�q+
p
q2+4

2
; (où de manière équivalente p = ��2�2 < 0;

q = �2 � �2) avec respectivement, � et �, des nombres positifs, et

A(t) =
(X0 cos(�t)� Y0 sin (�t))

�
�
�2 + �2

�
B(t) =

(Y0 cos(�t) +X0 sin (�t))

�2 + �2

C(t) = �� (X0 cos(�t)� Y0 sin (�t))
�2 + �2

D(t) =
�2 (Y0 cos(�t) +X0 sin (�t))

�2 + �2

Si la fonction F est 2�
�
périodique par rapport à la variable t, alors pour tout (X�

0 ; Y
�
0 )

solution du système
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

Fk(X0; Y0) = 0; k = 1; 2:

satisfaisant

det

 
@ (F1;F2)
@ (X0; Y0)

����
(X0;Y0)�(X�

0 ;Y
�
0 )

!
6= 0 (3.10)

l�équation di¤érentielle (3.2) admet une solution périodique x (t; ") j tendant vers la solu-

tion x (t) donnée par (X0 cos(�t)�Y0 sin(�t))
�(�2+�2)

de
....
x + q�x+ px = 0 quand "! 0.

Notons que cette solution est périodique de période 2�
�
.

Preuve du Théorème 3.2.

En introduisant les variables (x; y; z; v) = (x; _x; �x;
...
x ) nous écrivons l�équation di¤érentielle

(3.1) du quatrième ordre comme un système di¤érentiel de premier ordre dé�ni dans un

sous-ensemble ouvert 
 de R4. On a donc le système di¤érentiel8>>>>>><>>>>>>:

_x = y

_y = z

_z = v

_v = �px� qz + "F (t; x; y; z; v)

(3.11)

Les valeurs propres du systême non perturbé sont � = �
q

q+
p
q2�4p
2

; � = �
q

�q+
p
q2�4p
2

;

ècrivons le système (3.11) de manière que la partie linéaire à l�origine sera sous la forme

normale réelle de Jordan.

En faisant le changement de variabls (X; Y; Z; V )T = B(x; y; z; v)T ) (x; y; z; v)T =

B�1(X; Y; Z; V )T telle que B est la matrice de changement de variables, avec la forme

normale réelle de Jordan est

J =

0BBBBBB@
0 �� 0 0

� 0 0 0

0 0 � 0

0 0 0 ��

1CCCCCCA
On a

A = B�1JB ) BA� JB = 0
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

on trouve donc

B =

0BBBBBB@
� p
�

0 �� 0

0 �2 0 1

� p
�
��2 � 1

p
�

��2 �� 1

1CCCCCCA
d�où 0BBBBBBBBB@

X

Y

Z

V

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBB@
� p
�

0 �� 0

0 �2 0 1

� p
�
��2 � 1

p
�

��2 �� 1

1CCCCCCA

0BBBBBBBBB@

x

y

z

v

1CCCCCCCCCA
le nouveau système est 8>>>>>><>>>>>>:

_X = ��Y
_Y = �X + "F (t; A;B;C;D)

_Z = �Z + "F (t; A;B;C;D)

_V = ��V + "F (t; A;B;C;D)

où

A = � 1

��

1

2�2 + 2�2
(V �� 2X� � Z�)

B =
1

2�2 + 2�2
(2Y � Z � V )

C =
1

2�2 + 2�2
((Z � V ) � � 2X�)

D =
1

2�2 + 2�2
�
(Z + V ) �2 + 2Y �2

�
Remarquons que la partie linéaire du système di¤érentiel (3.12) à l�origine est dans sa

forme normale réelle de Jordan.

Dans la suite, on va appliquer le théorème 2.1 au système di¤érentiel (3.12). Notons que

le système (3.12) peut être écrit comme le système (2.14) en prenant
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

x =

0BBBBBB@
X

Y

Z

V

1CCCCCCA ; t = t; F0 (t;x) =

0BBBBBB@
��Y

�X

�Z

��V

1CCCCCCA
et

F1 (t;x) =

0BBBBBB@
0

F (t; A;B;C;D)

F (t; A;B;C;D)

F (t; A;B;C;D)

1CCCCCCA
Nous étudierons les solutions périodiques du système (2.15) dans notre cas, c�est-à-dire

les solutions périodiques du système (3.12) avec " = 0. Ces solutions périodiques sontion

0BBBBBB@
X(t)

Y (t)

Z(t)

V (t)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
X0 cos(�t)� Y0 sin (�t)

Y0 cos(�t) +X0 sin (�t)

0

0

1CCCCCCA
La matrice fondamentale du système (3.12) avec " = 0 asocié à cette solution périodique

est

M(t) =Mz(t) =

0BBBBBB@
cos(�t) � sin (�t) 0 0

sin (�t) cos(�t) 0 0

0 0 exp(�t) 0

0 0 0 exp(��t)

1CCCCCCA
La matrice inverse de M(t) est

M�1(t) =

0BBBBBB@
cos(�t) sin (�t) 0 0

� sin (�t) cos(�t) 0 0

0 0 exp(��t) 0

0 0 0 exp(�t)

1CCCCCCA
qui véri�e
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

M(0)�M�1(2�
�
) =

0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1� exp(�� 2�
�
) 0

0 0 0 1� exp(� 2�
�
)

1CCCCCCA
Par conséquent toutes les hypothèses du théorème 2.2 sont satisfaites. Il faut donc étudier

les zéros du système F(z) = 0 de deux équations à deux inconnues. Plus précisément,

nous avons

F(z) = (F1(X0; Y0);F2(X0; Y0)) où

F1(X0; Y0) =
�

2�

Z 2�
�

0

cos(�t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

F2(X0; Y0) = � �
2�

Z 2�
�

0

sin(�t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

avec A(t); B(t); C(t) et D(t) comme dans l�énoncé du théorème 3.2.

Les zéros (X�
0 ; Y

�
0 ) du système

0@ F1(X0; Y0)

F2(X0; Y0)

1A =

0@ 0

0

1A (3.13)

par rapport aux variables X0 et Y0 fournissent des orbites périodiques du système (3.12)

avece " 6= 0 su¢ samment petit si elles sont simples, c�est-à-dire si

det

 
@ (F1;F2)
@ (X0; Y0)

����
(X0;Y0)=(X�

0 ;Y
�
0 )

!
6= 0 (3.14)

En remontant par le changement de variabls, pour tout zéro simple (X�
0 ; Y

�
0 ) du système

(3.13), on obtient une solution 2�
�
�périodique de l�équation di¤érentielle (3.2) pour " 6= 0

su¢ samment petit tendant vers la solution

x(t) =
(X0 cos(�t)� Y0 sin (�t))

�
�
�2 + �2

�
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

de
....
x + q�x + px = 0 quand " ! 0. Notons que cette solution est périodique de période

2�
�
.Ceci complète la preuve du théorème 3.2

Corollaire 3.2. Si F (t; x; _x; �x;
...
x ) = cos(t) � _x + _xx; alors l�équation di¤érentielle (3.2)

avec p = �1 et q = 0 à une solution périodique x1(t; ") tendant vers la solution périodique

x1(t) donnée par

x1(t) = 2 sin (t)

de
....
x + x = 0 quand "! 0

Preuve du Corollaire 3.2. Nous avons l�équation

....
x + x = cos(t)� _x+ _xx (3.15)

On obtient � = � = 1. Les fonctions F1 et F2 du théorème 3.2 sont

F1 (X0; Y0) = �1
4
Y0 +

1

2

F2 (X0; Y0) = �1
4
X0

Le système F1 = F2 = 0 a la solution réelle (X�
0 ; Y

�
0 ) = (0; 2) ; qui véri�e

det

 
@ (F1;F2)
@ (X0; Y0)

����
(X0;Y0)=(0;2)

!
= � 1

16
6= 0

D�après le théorème 3.2 l�équation (3.15) admet la solution périodique de l�énoncé du

corollaire.

Théorème 3.3. Supposons que p > 0; q > 0 et q2 � 4p > 0 dans l�équation di¤érentielle

(3.2). Dé�nissons les fonction

F1 (X0; Y0; Z0; V0) =
1
2k�

R 2k�
0

cos(m
n
t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

F2 (X0; Y0; Z0; V0) = � 1
2k�

R 2k�
0

sin(m
n
t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

F3 (X0; Y0; Z0; V0) =
1
2k�

R 2k�
0

cos( r
s
t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

F4 (X0; Y0; Z0; V0) = � 1
2k�

R 2k�
0

sin( r
s
t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

avec
q

q+
p
q2�4p
2

= m
n
;

q
q�
p
q2�4p
2

= r
s
; (ou de manière équivalente p = m2r2

n2s2
; q = m2

n2
+ r2

s2
)

avec m;n; r et s sont des entiers positifs, k = ppmc(n; s):

A(t) = K
�
r
s

�
X0 cos(

m
n
t)� Y0 sin

�
m
n
t
��
� m

n

�
Z0 cos(

r
s
t)� V0 sin

�
r
s
t
���

B(t) = L
�
Z0 cos(

r
s
t) + V0 sin

�
r
s
t
�
� Y0 cos(mn t)�X0 sin

�
m
n
t
��

C(t) = L
�
r
s

�
Z0 cos(

r
s
t)� V0 sin

�
r
s
t
��
� m

n

�
X0 cos(

m
n
t)� Y0 sin

�
m
n
t
���

D(t) = L
h
m2

n2

�
Y0 cos(

m
n
t) +X0 sin

�
m
n
t
��
� r2

s2

�
Z0 cos(

r
s
t) + V0 sin

�
r
s
t
��i

où K = n3s3

mr(m2s2�n2r2) ; et L =
n2s2

m2s2�n2r2 :

Si la fonction F est 2�k-périodique par rapport à la variable t, alors pour toute solution

(X�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0 ; V

�
0 ) du système

Fl (X0; Y0; Z0; V0) = 0; l = 1; ::::; 4;

où

det

 
@ (F1;F2;F3;F4)
@ (X0; Y0; Z0; V0)

����
(X0;Y0;Z0;V0)=(X�

0 ;Y
�
0 ;Z

�
0 ;V

�
0 )

!
6= 0

l�équation di¤érentielle (3.2) admet une solution périodique x(t; ") tendant vers la solution

x0(t) donnée par

K
hr
s

�
X�
0 cos(

m

n
t)� Y �0 sin

�m
n
t
��
� m
n

�
Z�0 cos(

r

s
t)� V �0 sin

�r
s
t
��i

de
....
x + q�x + px = 0 quand " ! 0. Notons que cette solution est périodique de période

2�k.

Preuve du Théorème 3.3.

Comme dans la preuve du théorème 3.2, l�équation di¤érentielle (3.2) peut être écrite

comme le système di¤érentiel (3.11). Le système non perturbé a un point singulier unique,

l�origine. Puisque p > 0 et q2�4p > 0 l�origine a deux paires de valeurs propres imaginaires

�
q

q+
p
q2�4p
2

i = �m
n
i; �

q
q�
p
q2�4p
2

i = � r
s
i

Nous écrirons le système (3.11) de telle sorte que la partie linéaire à l�origine soit sous

sa forme normale de Jordan réelle. En faisant le changement de variables (x; y; z; v) !

(X; Y; Z; V ) donné par

28



3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

0BBBBBB@
X

Y

Z

V

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
�pn
m

0 �m
n
0

0 r2

s2
0 1

�ps
r

0 � r
s
0

0 m2

n2
0 1

1CCCCCCA

0BBBBBB@
x

y

z

v

1CCCCCCA
Le système di¤érentiel (3.11) devient8>>>>>><>>>>>>:

_X = �m
n
Y

_Y = m
n
X + "F (t; A;B;C;D)

_Z = � r
s
V

_V = r
s
Z + "F (t; A;B;C;D)

(3.16)

avec
a = n3s3

mr(m2s2�n2r2)
�
X r
s
� Zm

n

�
b = n2s2

m2s2�n2r2 (V � Y )

c = n2s2

m2s2�n2r2
�
Z r
s
�Xm

n

�
d = s2n2

m2s2�n2r2

�
Y m2

n2
� V r2

s2

�
Remarquons que la partie linéaire du système di¤érentiel (3.16) à l�origine est dans sa

forme normale réelle de Jordan.

Dans la suite, on va appliquer le Corollaire 2.1 au système di¤érentiel (3.16). Notons que

le système (3.16) peut être écrit comme le système (2.14) en prenant

x =

0BBBBBB@
X

Y

Z

V

1CCCCCCA ; t = t; F0 (t;x) =

0BBBBBB@
�m
n
Y

m
n
X

� r
s
V

r
s
Z

1CCCCCCA
et

F1 (t;x) =

0BBBBBB@
0

F (t; A;B;C;D)

0

F (t; A;B;C;D)

1CCCCCCA
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

Nous étudierons les solutions périodiques du système (2.15) dans notre cas, c�est-à-dire

les solutions périodiques du système (3.16) avec " = 0. Ces solutions périodiques sont0BBBBBB@
X(t)

Y (t)

Z(t)

V (t)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
X0 cos(

m
n
t)� Y0 sin

�
m
n
t
�

Y0 cos(
m
n
t) +X0 sin

�
m
n
t
�

Z0 cos(
r
s
t)� V0 sin

�
r
s
t
�

Z0 cos(
r
s
t) + V0 sin

�
r
s
t
�

1CCCCCCA
Cet ensemble d�orbites périodiques a la dimension quatre, toutes ayant la même péri-

ode 2�k, où k est dé�ni dans l�énoncé du Théorème 3.3. Pour rechercher les solutions

périodiques de notre équation.(3.2) il faut calculer les zéros z =(X0; Y0; Z0; V0) du sys-

tème F(z) = 0, où F(z) est donné par (2.18)La matrice fondamentale M(t) du système

di¤érentiel (3.16) avec " = 0 le long de toute solution périodique est

M(t) =Mz(t) =

0BBBBBB@
cos(m

n
t) � sin

�
m
n
t
�

0 0

sin
�
m
n
t
�

cos(m
n
t) 0 0

0 0 cos( r
s
t) � sin

�
r
s
t
�

0 0 sin
�
r
s
t
�

cos( r
s
t)

1CCCCCCA
En calculant maintenant la fonction F(z) donnée dans (2.18), nous trouvons que le sys-

tème F(z) = 0 peut s�écrire comme

0BBBBBB@
F1 (X0; Y0; Z0; V0)

F2 (X0; Y0; Z0; V0)

F3 (X0; Y0; Z0; V0)

F4 (X0; Y0; Z0; V0)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
0

0

0

0

1CCCCCCA (3.17)

où
F1 (X0; Y0; Z0; V0) =

1
2k�

R 2k�
0

cos(m
n
t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

F2 (X0; Y0; Z0; V0) = � 1
2k�

R 2k�
0

sin(m
n
t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

F3 (X0; Y0; Z0; V0) =
1
2k�

R 2k�
0

cos( r
s
t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) dt

F4 (X0; Y0; Z0; V0) = � 1
2k�

R 2k�
0

sin( r
s
t)F (t; A(t); B(t); C(t); D(t)) d

avec A(t); B(t); C(t) et D(t) comme dans l�énoncé du théorème 3.3.
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3.2. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (t; x; _x; �x;

...
x )

Les zéros (X�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0 ; V

�
0 ) du système (3.14) par rapport aux variables X0; Y0; Z0 et V0

fournissent des orbites périodiques du système (3.16) avec " 6= 0 su¢ samment petit s�ils

sont simples, c�est-à-dire si

det

 
@ (F1;F2;F3;F4)
@ (X0; Y0; Z0; V0)

����
(X0;Y0;Z0;V0)�(X�

0 ;Y
�
0 ;Z

�
0 ;V

�
0 )

!
6= 0 (3.18)

En remontant par le changement de variables, pour tout zéro simple (X�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0 ; V

�
0 ) du

système (3.14), on obtient une solution 2�k périodique x(t) de l�équation di¤érentielle

(3.2) pour " 6= 0 su¢ samment petit telle que x(t) tend vers la solution périodique

K
hr
s

�
X�
0 cos(

m

n
t)� Y �0 sin

�m
n
t
��
� m
n

�
Z�0 cos(

r

s
t)� V �0 sin

�r
s
t
��i

de
....
x + q�x+ px = 0 quand "! 0, où K est dé�ni dans l�énoncé du théorème 3.3. Notons

que cette solution est périodique de période 2�k. Ceci achève la preuve du théorème 3.3.

Corollaire 3.3. Si F (t; x; _x; �x;
...
x ) = (1� x2) sin(t) + z; alors l�équation di¤érentielle

(3.2) avec p = 1
36
et q = 13

36
a trois solutions périodiques x1(t; "), tendant vers la solution

périodique

x1(t) = �2
9
sin
1

3
t� 2

9

p
3 cos

1

3
t

x2(t) =
2

9
sin
1

3
t

x3(t) = �2
9
sin
1

3
t+

2

9

p
3 cos

1

3
t

de
....
x + 13

36
�x+ 1

36
x = 0 quand "! 0:

Preuve du Corollaire 3.3. Nous avons l�équation
....
x + 13

36
�x+ 1

36
x = (1� x2) sin(t) + �x

qui correspond au cas p = 1
36
et q = 13

36
et F (t; x; _x; �x;

...
x ) = (1� x2) sin(t) + z: Nous

obtenons m = 1; n = 2; r = 1; s = 3. les fonctions Fl = Fl (X0; Y0; Z0; V0) pour

l = 1; 2 ; 3 ; 4 du théorème 3.3 sont
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3.3. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (x; _x; �x;

...
x )

F1 = �9
5
X0

F2 = �9
5
Y0

F3 =
1

15
Z0

�
18 +

8748

5
V0

�
F4 =

1

15

�
18V0 �

4374

5
V 20 +

4374

5
Z20

�
Le système F1 = F2 = F3 = F4 = 0 a les trois solutions (X�

0 ; Y
�
0 ; Z

�
0 ; V

�
0 ) donnés par�

0; 0; 5
486

p
3;� 5

486

�
;
�
0; 0; 0; 5

243

�
;
�
0; 0;� 5

486

p
3;� 5

486

�
:

Comme le jacobien

det

 
@ (F1;F2;F3;F4)
@ (X0; Y0; Z0; V0)

����
(X0;Y0;Z0;V0)�(X�

0 ;Y
�
0 ;Z

�
0 ;V

�
0 )

!
pour ces trois solutions (X�

0 ; Y
�
0 ; Z

�
0 ; V

�
0 ) est �8748

625
; on obtient respectivement par le

théorème 3.3 les trois solutions données dans l�énoncé du corollaire.

3.3 Etude de l�équation
....
x + q�x + px = "F (x; _x; �x;

...
x )

Soit l�équation (3.3) on a le théoèrme suivant :

Théorème 3.4. Pour tout zéro simple positif r�0 de la fonction

F (r0) =
1

2�

Z 2�

0

p
2 sin �q

q +
p
q2 � 4p

F (A;B;C;D)d�

où

A =

q
�q+
p
q2�4pp

2p(4p�q2)
r0 cos �

B = � 1p
q2�4p

r0 sin �

C = � q+
p
q2�4pp

2(q2�4p)
r0 cos �

D =
q+
p
q2�4p

2
p
q2�4p

r0 sin �

l�équation di¤érentielle (3.3) admet une solution périodique x(t; ") tendant vers la solution

périodique
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3.3. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (x; _x; �x;

...
x )

x(t) =

p
2r�0p

(q2 � 4p)
q
q +

p
q2 � 4p

cos

0@sq +pq2 � 4p
2

t

1A

de
....
x + q�x� px = 0 quand "! 0:

Preuve du Théorème 3.4.

En introduisant les variables (x; y; z; v) = (x; _x; �x;
...
x ) nous écrivons l�équation di¤érentielle

(3.3) du quatrième ordre comme un système di¤érentiel de premier ordre dé�ni dans un

sous-ensemble ouvert 
 de R4. On a donc le système di¤érentiel

8>>>>>><>>>>>>:

_x = y

_y = z

_z = v

_v = �px� qz + "F (x; y; z; v)

(3.19)

Les valeurs propres du système non perturbé sont �
q

q+
p
q2�4p
2

i; �
q

�q+
p
q2�4p
2

; Ecrivons

le système (3.19) de manière que la partie linéaire à l�origine sera sous la forme normale

réelle de Jordan.

En faisant le changement de variable (X; Y; Z; V )T = B(x; y; z; v)T ) (x; y; z; v)T =

B�1(X; Y; Z; V )T telle que B est la matrice de changement de variables, avec la forme

normale réelle de Jordan est

J =

0BBBBBBB@

0 �
q

q+
p
q2�4p
2

0 0q
q+
p
q2�4p
2

0 0 0

0 0

q
�q+
p
q2�4p
2

0

0 0 0 �
q

�q+
p
q2�4p
2

1CCCCCCCA
:

On a

A = B�1JB ) BA� JB = 0

on trouve donc
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3.3. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (x; _x; �x;

...
x )

B =

0BBBBBBBBBB@

�
p
2 pq

q+
p
q2�4p

0 �
q

q+
p
q2�4p
2

0

0
�q+
p
q2�4p
2

0 1

�
p
2 pqp

q2�4p�q
� q+

p
q2�4p
2

q
�q+
p
q2�4p
2

1

p
2 pqp

q2�4p�q
� q+

p
q2�4p
2

�
q

�q+
p
q2�4p
2

1

1CCCCCCCCCCA
d�où 0BBBBBBBBB@

X

Y

Z

V

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBB@

�
p
2 pq

q+
p
q2�4p

0 �
q

q+
p
q2�4p
2

0

0
�q+
p
q2�4p
2

0 1

�
p
2 pqp

q2�4p�q
� q+

p
q2�4p
2

q
�q+
p
q2�4p
2

1

p
2 pqp

q2�4p�q
� q+

p
q2�4p
2

�
q

�q+
p
q2�4p
2

1

1CCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

x

y

z

v

1CCCCCCCCCA

Le nouveau système est8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

_X = �
q

q+
p
q2�4p
2

Y

_Y =

q
q+
p
q2�4p
2

X + "G (X; Y; Z; V )

_Z =

q
�q+
p
q2�4p
2

Z + "G (X; Y; Z; V )

_V = �
q

�q+
p
q2�4p
2

V + "G (X; Y; Z; V )

(3.20)

où G(X; Y; Z; V ) = F (A;B;C;D) avec

A = � 1

2
p
2p(4p�q2)

�
(V � Z)

q
q +

p
q2 � 4p� 2X

q
�q +

p
q2 � 4p

�
B = � 1

2
p
q2�4p

(2Y � Z � V )

C = 1

2
p
2(q2�4p)

�
(Z � V )

q
�q +

p
q2 � 4p� 2X

�
q +

p
q2 � 4p

��
D = 1

4
p
q2�4p

�
(Z + V )

�
�q +

p
q2 � 4p

�
+ 2Y

�
q +

p
q2 � 4p

��
Remarquons que la partie linéaire du système di¤érentiel (3.20) à l�origine est dans sa

forme normale réelle de Jordan.
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3.3. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (x; _x; �x;

...
x )

Passons maintenant des variables cartésiennes (X; Y; Z; V ) aux cylindriques (r; �; Z; V ) de

R4, où X = r cos � et Y = r sin � . Dans ces nouvelles variables, le système di¤érentiel

(3.20) peut s�écrire sous la forme:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_r = " sin �H (r; �; Z; V )

_� =

q
q+
p
q2�4p
2

+ " cos �
r
H (r; �; Z; V )

_Z =

qp
q2�4p�q
2

Z + "H (r; �; Z; V )

_V = �
qp

q2�4p�q
2

V + "H (r; �; Z; V )

(3.21)

où H(r; �; Z; V ) = F (a; b; c; d) avec

a = � 1

2
p
2p(4p�q2)

�
(V � Z)

q
q +

p
q2 � 4p� 2

q
�q +

p
q2 � 4pr cos �

�
b = � 1

2
p
q2�4p

(2 sin � � Z � V )

c = 1

2
p
2(q2�4p)

�
(Z � V )

q
�q +

p
q2 � 4p� 2r cos �

�
q +

p
q2 � 4p

��
d = 1

4
p
q2�4p

�
(Z + V )

�
�q +

p
q2 � 4p

�
+ 2 sin �

�
q +

p
q2 � 4p

��
Maintenant, nous changeons la variable indépendante de t à �; le système di¤érentiel

(3.21) devient8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dr
d�
= "
q

2

q+
p
q2�4p

sin �H (r; �; Z; V ) +O ("2)

dz
d�
=

rp
q2�4p�q

q+
p
q2�4p

Z + "

p
2

��
q+
p
q2�4p

�
r�
qp

q2�4p�q
q
q+
p
q2�4pZ cos �

�
�
q+
p
q2�4p

� 3
2 r

H (r; �; Z; V ) +O ("2)

dv
d�
= �

rp
q2�4p�q

q+
p
q2�4p

V + "

p
2

��
q+
p
q2�4p

�
r+

qp
q2�4p�q

q
q+
p
q2�4pV cos �

�
�
q+
p
q2�4p

� 3
2 r

H (r; �; Z; V ) +O ("2)

(3.22)

Dans la suite, on va appliquer le théorème 2.1 au système di¤érentiel (3.22). Notons que

le système (3.22) peut être écrit comme le système (2.14) en prenant

x =

0BBB@
r

Z

V

1CCCA ; t = � F0 (t;x) =

0BBBBB@
0rp

q2�4p�q
q+
p
q2�4p

Z

�
rp

q2�4p�q
q+
p
q2�4p

V

1CCCCCA
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3.3. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (x; _x; �x;

...
x )

et

F1 (�;x) =

0BBBBBBBB@

q
2

q+
p
q2�4p

sin �H

p
2

��
q+
p
q2�4p

�
r�
qp

q2�4p�q
q
q+
p
q2�4pZ cos �

�
�
q+
p
q2�4p

� 3
2 r

H

p
2

��
q+
p
q2�4p

�
r+

qp
q2�4p�q

q
q+
p
q2�4pV cos �

�
�
q+
p
q2�4p

� 3
2 r

H

1CCCCCCCCA
Nous étudierons les solutions périodiques du système non perturbé (3.22) avec " = 0.

Il est clair que ces solutions périodiques sont (r(�); Z(�); V (�)) = (r0; 0; 0) ; pour tout

r0 > 0 . Bien sûr toutes ces solutions périodiques dans les coordonnées (r; Z; V ) ont une

période 2� en la variable � .

Nous allons décrire les di¤érents éléments qui apparaissent dans l�énoncé du théorème 2.2

dans le cas particulier du système di¤érentiel (3.22), ainsi nous avons que k = 1 et n = 3.

Soit r1 > 0 arbitrairement petit et soit r2 > 0 arbitrairement grand. Ensuite, nous prenons

le sous-ensemble borné ouvert V de R comme V = ]r1; r2[, � = r0 et � : [r1; r2] ! R2

dé�ni comme �(r0) = (0; 0). l�ensemble Z est

Z = fz� = (r0; 0; 0) ; r0 2 [r1; r2]g

Clairement pour chaque z� 2 Z on peut considérer que la solution x(t) = z� = (r0; 0; 0)

est 2��périodique.

En calculant la matrice fondamentale Mz�(t) du système di¤érentiel linéaire (3.20) avec

" ! 0 associé à la solution 2��périodique z� = (r0; 0; 0) telle que Mz�(0) soit l�identité

de R3, on obtient

M (t) =Mz� (t) =

0BBBB@
1 0 0

0 e

rp
q2�4p�q

q+
p
q2�4p

�
0

0 0 e
�
rp

q2�4p�q
q+
p
q2�4p

�

1CCCCA :
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3.3. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (x; _x; �x;

...
x )

On a donc

M�1 (0)�M�1 (2�) =

0BBBB@
0 0 0

0 1� e
�
rp

q2�4p�q
q+
p
q2�4p

2�
0

0 0 1� e
rp

q2�4p�q
q+
p
q2�4p

2�

1CCCCA
qui satisfait les hypothèses de l�énoncé (ii) du théorème (2.2), que nous pouvons donc

l�appliquer au système (3.22).

Or � : R3 ! R est �(r; Z; V ) = r. On calcule la fonction

F (r0) = F (�) = �
�
1

T

Z T

0

M�1
z� (t)F1 (t;X (t; z�)) dt

�
=

1

2�

Z 2�

0

p
2 sin �q

q +
p
q2 � 4p

F(A;B;C;D)

où les expressions de A;B;C et D sont celles données dans l�énoncé du Théorème 3.4.

Alors, par le Théorème (2.1) on a que pour tout zéro simple r�0 2 [r1; r2] de la fonction

F(r0) on a une solution périodique (r; Z; V )(�; ") du système (3.22) telle que

(r; Z; V )(�; ")! (r0; 0; 0) quand "! 0

posons " = 0 dans le système (3.21) on obtient _� =
q

q+
p
q2�4p
2

) � =

q
q+
p
q2�4p
2

t

Alors, on a une solution périodique (r; �; Z; V )(t; ") du système (2.21) telle que

(r; �; Z; V )(t; ")!

0@r�0;
s
q +

p
q2 � 4p
2

t; 0; 0

1A quand "! 0

Par conséquent on obtient une solution périodique (X; Y; Z; V )(t; ") du système (3.20)

telle que

(X; Y; Z; V )(t; ")!

0@r�0 cos
s
q +

p
q2 � 4p
2

t; r�0 sin

s
q +

p
q2 � 4p
2

t; 0; 0

1A
De plus, comme

x = � 1

2
p
2p (4p� q2)

�
(V � Z)

q
q +

p
q2 � 4p� 2X

q
�q +

p
q2 � 4p

�
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3.3. Etude de l�équation
....
x + q�x+ px = "F (x; _x; �x;

...
x )

on a une solution périodique (x; y; z; v)(t; ") du système (3.18) telle que

x(t; ")!
p
2r�0p

(q2 � 4p)
q
q +

p
q2 � 4p

cos

0@sq +pq2 � 4p
2

t

1A :
Corollaire 3.4. On pose F (x; _x; �x;

...
x ) = (

...
x )4 + ( _x)3 � (�x)2 � x _x+ ...x � 1; pour q = 2 et

p = �1
2
alors l�équation di¢ rentielle (3.3) admet une solution périodique x(t; ")

x(t) =
1

6

p
2

q
3
p
2 + 2

p
3 cos

�
1

2

�
2 +

p
6
�
t

�
de
....
x + 2�x� 1

2
x = 0 quand "! 0

Preuve du Corollaire 3.4. L�équation (3.3) prnd la forme

....
x + 2�x� 1

2
x = (

...
x )4 + ( _x)3 � (�x)2 � x _x+ ...x � 1;

alors la fonction F(r0) de l�énoncé du théorème 3.4 est

F(r0) =
1

48

r0
�
8
p
3 + 12

p
2� r20

p
3
�p

2 +
p
6

La fonction F(r0) possède une racine réelle

r0 =
2

3

rp
3
�
3
p
2 + 2

p
3
�

On a aussi

df(r0) =
1

6

3
p
2 + 2

p
3p

2 +
p
6
6= 0

Alors d�apprès le théorème 3.4 l�équation
....
x +2�x� 1

2
x = (

...
x )4+( _x)3� (�x)2� x _x+ ...x � 1

possède un cycle limite x"(t) qui tend vers la solution x(t) de l�énoncé du corollaire.
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Concluion

Dans ce mémoire, on a appliqué la méthode de moyennisation du premier ordre à la

recherche des cycles limites de trois classes d�équations di¤érentielles ordinaires du qua-

trième ordre.

La méthode de les moyennisation nous a permis d�obtenir des conditions su¢ santes de

l�existence des cycles limites en transformant le problème de la recherche des cycles limites

d�un système di¤érentiel en un problème algébrique de

la recherche des racines non dégénérées d�un système non linéaire, et donne une condition

su¢ sante pour l�existence des cycles limites.

Cette méthode donne de bons résultats pour certaines classes d�équations di¤érentielles

ordinaires, mais elle ne donne pas toute les solutions périodiques de l�EDO.
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