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Abstract

In this memory, we will focus on the study of inequality of the
Hermite-Hadamard for standard difference of convexity.

In the first chapter, we recall some definitions of classical
convexity, as well as some classes of functions.

In the second chapter, we discuss some classical Hermite-
Hadamard types of inequalities.

While the last chapter will be entierly devoted some
fractional Hermite-Hadamard inequalities.

Keywords : Hermite-Hadamard inequality, Holder inequality,
convex and s-convex functions, Riemann-Liouville integral.



Résumé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur I'étude des
inégalités d’'Hermite-Hadamard pour différents types de
convexité.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques
définitions de la convexité classique ainsi que quelques
identités intégrales que nous utiliserons ci-dessous.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons certains résultats déja
connus dans la littérature.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré aux
inégalités intégrales fractionnaires de type Hermite-
Hadamard pour différents types de convexité.

Mots clés : inégalité d’Hermite-Hadamard, inégalités de
Holder, fonctions convexes et s-convexes, intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville.
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Introduction

La théorie des inégalités a émergé comme un domaine intéressant a explorer ces der-
niéres années, celle-ci constitue également un important sujet de recherche ou plusieurs
situations mathématiques font appels a ces inégalités. En revanche les inégalités inté-
grales ont connues un grand développement et de nouvelles techniques voire de nouvelles
méthodes sont apparues, ce qui a contribué a la résolution de nombreux problémes impor-
tants en théorie de I'approximation et en analyse numérique ot ’estimation des erreurs
est exigée. Par ailleurs 'importance de ces inégalités intégrales intervient en grande partie
dans la théorie de probabilité, 'analyse réelle, ’analyse complexe, ’analyse numérique,
etc...

Une inégalité tres intéressante qui est largement étudiée dans la littérature est due
a Hermite et Hadamard qui 'ont découverte indépendamment (découverte par Charles
Hermite en 1883 et prouvée par Jaques Hadamard en 1893). Maintenant elle est connue
comme l'inégalité d’Hermite-Hadamard, on peut dire qu’elle est le premier résultat fon-
damental pour les fonctions convexes avec une interprétation géométrique naturelle et
de nombreuses applications. Elle nous génére une estimation de la valeur moyenne de la

fonction convexe sur un intervalle borné. Ce célébre résultat est défini comme suit :
+b 1 b f(a)+f(b)
F(5°) < 5 f(@)de < B3R

Ces derniéres années, de nombreux chercheurs ont accordé beaucoup d’attention a la
théorie de la convexité en raison de sa grande utilité dans divers domaines des sciences
pures et appliquées. La théorie des fonctions convexes et les inégalités sont étroitement
liées. Le concept des fonctions convexes & effectivement trouvé une place importante dans
une abondante littérature a été développée sur ce sujet et pour d’amples détails on peut
consulter Mitrionovi¢, Pecari¢ et Fink [14].

Beaucoup de mathématiciens ont consacré leurs efforts a généraliser et raffiner cette
inégalité et ’étendre & différentes classes de fonctions : fonction convexe, fonction s-

convexes, fonction p-convexes, etc...et 'appliquer a des moyens spéciaux.
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En guise d’introuduction, nous allons discuter un autre concept sur le calcul fraction-
naire, ce dernier n’est qu'une généralisation du calcul differentiel d’ordre entiér o d’une
fonction f (z) par rapport a la variable x & des valeurs non entiér de «.

L’objectif de ce mémoire est de traiter d’une part les inégalités d’Hermite-Hadamard
pour différents types de fonctions dont les dérivées premieéres jouissent d’un certain type
de convexité, d’autre part en va essayer de voir des généralisations de ce type d’inégalité
en utilisant I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

Dans ce mémoire, nous allons proposer une introduction et trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques notions préliminaires concernant
certains types de convexité classique, une esquisse concernant le calcule fractionnaire
ainsi que quelques identités intégrales et inégalités utiles pour notre étude.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les notions de bases des inégalités inté-
grales de type Hermite-Hadamard dont les fonctions sont convexes et s-convexe, suivi de
quelques applications & des valeurs moyennes.

Enfin, notre dernier chapitre est consacré aux inégalités intégrales de type Hermite
-Hadamard pour l'intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville pour certain type de
convexiteé.

On termine ce mémoire par une petite bibliographie.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre se compose de deux parties :

Dans la premiére partie nous rappelons quelques types de convexité classique, cer-
taines classes de fonctions et quelques inégalités célébres.

Dans la deuxiéme partie, en terminant ce chapitre nous allons aborder I'intégration
fractionnaire, en présentent quelques notions préliminaires qui seront par la suite utilisées
dans les démonstrations.

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

1.1 Convexité classique

Définition 1.1 ([2]) Un ensemble I est dit conveze, si pour tout x,y € I et pour tout \
€ 0,1 on a :
A+ (1—=MNy el

Définition 1.2 ([14]) Une fonction f: I C R — R est dite convexe si :

[z + (1 =Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y) (1.1)

pour tout x,y € I et tout \ € [0, 1].



Définition 1.3 ([9]) Une fonction positive f : I C [0,00] — R est dite s-convexe au

second sens si pour tout x,y € [0,00[ on a :
fOz+ (1= Ny) <Nf()+(1-AN)f(y) (1.2)

ot s € (0,1] avec A € [0,1].

1.2 Quelques classes de fonctions

Définition 1.4 ([7]) Soit f : I — R une fonction continue, f est dite bornée sur [a, b

s’il existe —oo < m < M < 400 telle que pour tout x € [a,b] on a :
m < f(x) < M.

Définition 1.5 Soient 2 = (a,b) un intervalle de R. f:Q — R et 1 < p < +oo.

— Pour 1 < p < oo l'espace LP () est l’espace des fonction f telle que f est mesurable

et
/ I ()| da < +o0.
9]

— Pour f € L? () est l’espace LP (2) muni de la norme || .||, on note :

1= ([ 1 d:v);’

est un espace de Banach.

1.3 Inégalité de type Hermite-Hadamard

Nous rappelons la célébre inégalité dite d’Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes

puis nous exposerons une généralisation qui concerne les fonctions s-convexes.



Théoréme 1.1 ([8]) Soit [ : [a,b] — R, une fonction conveze, alors l'inégalité d’Hermite-

Hadamard est définie comme suit :

b
£ < i [ flapdo < 1000, (13)

Théoréme 1.2 ([4]) Supposons que f : [0,00[ — [0,00[ est une fonction s-convexe au

second sens, ot s € (0,1] et a,b € [0,00] tel que a < b. Si f € L*([a,b]) on a

b
2 (43) < o [ Sla)dn < L2 (1.9

1.4 Inégalité de Holder et sa variante

Théoréme 1.3 ([10]) Soient f et g sont deux fonctions réelles définies sur |a,b] ou
a < b, telle que |f| Pet |g| ¢ sont des fonctions intégrable sur [a,b] respectivement ot

p,q > 1 tel que%—i—%:l, alors

/a | f@g()lde < ( / b |f(x)|Pda:>; ( / ” yg,(x)\qu); | (15)

Théoréme 1.4 ([6]) Soient |f|P et |g|?deux fonctions intégrables sur |a,b], ot a < b et

qg>1, alors on a :

/ab |f(2)g(x)|dz < (/b |f<x)\d:c)1; </b |f(x)\|g(:c)]qu>; . (1.6)

1.5 Les Moyens spéciaux

Définition 1.6 ([2]) Nous considérons les moyennes des nombres réelles arbitraires o, 3, o

[ suivants :



— La moyenne arithmétique

— La moyenne géométrique

— La moyenne logarithmique

I

(avﬁ) = hﬂ/@ﬁ:—ilm 04,6 S R\{O}
— La moyenne identique

— La moyenne logarithmique généralisée

1
Bn+1_an+1

Lo(a, B) = [m]n,neN,nzl, a,8€R a < 8.

— La moyenne harmonique

H(a, ) = a, € R\{0}.

1 1
a3

1.6 Généralités sur la théorie fractionnaire
Dans cette section nous rappelons deux fonctions spéciales dites aussi fonctions d’Eu-
ler. Nous donnons ici les définitions des fonctions Gamma et Béta. Ces fonctions jouent

un role important dans 'intégration d’ordre arbitraire.

Nous présentons aussi 'approche de I'intégration fractionnaire de Riemann-Liouville.



1.6.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma (ou intégrale d’Euler) est une fonction spéciale de base dans le

calcul fractionnaire, elle généralise la fonction factorielle n!.

Définition 1.7 ([3]) La fonction Gamma est définie par lintégrale suivante :
:a— / t*te~tdt (1.7)
0

tel que a > 0.

Remarque 1.1 En intégrant par partie, on peut voir que
[(a+1) =al(«a),Re(a) > 0.

En particulier Yn € N
I'(n+1)=nl

T(1)=1etT(}) = V7

[ (n+ §) = 22@xexel

1.6.2 Fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire on trouve la fonction Béta. Cette
fonction joue un role trés important, spécialement dans certaines combinaisons avec la

fonction Gamma.

Définition 1.8 ([11]) La fonction Béta est définie par :
1
B(p,q) = / P11 — )1 Lt (1.8)
0

tels que Re(p) > 0, Re(q) > 0.



Remarque 1.2 La fonction Béta posséde l'identité suivante :

B(p,q) = B(q,p), Bp,1) = .

et

1
Blp+1,q+1) :/ (1 — 1)1dt.
0

Remarque 1.3 La relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta est la suivante :

B(p,q) = % ot Re(p) > 0 et Re(q) > 0. (1.9)

1.6.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.9 ([12]) Soit f € L'([a,b]), pour tout t € [a,b], on définit intégrale frac-
tionnaire de Riemann-Liouville & droite (resp. & gauche ) d’ordre a > 0 notées I, f

( resp. Ig"_) est définie par :

(Lo f)(z) = ﬁ/x(x—t)alf(t)dt,a: > a, (1.10)

I D) = b [ (=0 0o <,

ou I'(«r) désigne la fonction Gamma.

Cas particulier

L f (@) =L [ (z) = [ (2),

i.e - 1D, est Uopérateur identité.

10



1.6.4 Les propriétés de l’intégrale fractionnaire de Riemann -

Liouville

Proposition 1.1 Pour f € L'([a,b]) et o, 3 € R, l'intégrale fractionnaire de Riemann

-Liouville posséde la propriété suivante :

I3 (L (@) = LI f) (@) = 17 f(a), (1.11)
L (Iy f)(x) = LG f)(@) = L7 f ().

Dans le cas ou o = 1, lintégrale fractionnaire sera réduite a l’intégrale classique

() = ﬁ/x(a:—t)llf(t)dt _ /mf(t)dt. (1.12)

11



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type
Hermite-Hadamard pour différents

type de convexité

Dans ce chapitre nous allons citer quelque résultat [4,12] avec prouves concernant

cette inégalité d’Hermite-Hadamard pour la classe des fonctions convexes.

2.1 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les
fonctions convexes

Les premiers résultats de cette section s’appuient sur 'identité donnée par le lemme

suivant :

Lemme 2.1 ([13]) Soit f : I C R — R, une application différentiable sur I°, a,b € I,

12



avec a < b. Si [ € L[a,b], alors l'identité suivante a lieu

b
. / f(a)de — f (22

0

— (b—a) [/2tf’(ta+(1—t)b)dt+[1(t—1)f’(ta+(1—t)b)dt .

Preuve. Posons

1

J = /2 tf'(ta+ (1 —t)b)dt + /11 (t—1) f'(ta + (1 — t)b)dt.

L’intégration par parties de la premiére intégrale donne

fun

/th’(taJr (1= 6)b)dt

De la deuxiéme intégrale, on obtient

f (t=1) f/(ta + (1 — 6)b)dt

2

. 1
fltat(-t) [ _ /2
a—b 0 0

fat(-00) (; _ p) !

2

a—b
b
ﬁ / f(x)dx

En remplagant (2.3) et (2.4) dans (2.2), alors

b
J:ﬁ/a Fla)de — L f (252

f(ta+(1—t)b)
o dt

(2.1)

(2.2)

(2.3)

ol nous avons utilisé le changement de la variable x = ¢ + (1 — t)b, t € [0, 1], puis nous

avons multiplié le résultat obtenu par (b — a). La preuve est ainsi achevée.

Théoréme 2.1 ([13]) Soit f : I C R — R, une application différentiable sur I° telle

que f" € L([a,b]), ow a,b € I avec a < b. Si |f'| est convexe sur [a,b], alors l'inégalité

13



suivante a lieu

< (b—a)(\f'(g)|+\f’(b)\)_ (2.5)

b
e [ s = £ (52)] <

Preuve. D’aprés le lemme 2.1, la convexité de |f’|, on obtient

it [ e g (22)

< |(b—a) [ tf'(ta+ ( 1—t)b)dt+[(t—1)f’(ta+(1—t)b)dt]
< (b-a) [/0 |t||f(ta+(1—t)b)|dt+/;|t—1 ||f’(ta+(1—t)b)|dt]
< (b-a) [/j(t? | Fla) |+ =)t ] £(8) Dat
" / (-0t ] fa) |+ 7] £ |>dt]
< -0 (5 17@ | +5170)1)at
< (b—a)(lf’(g)lﬂf’(b)\).

ou on a utilisé

-
[y

2
/0t2dt: [ (1—t)dt = &,
2
1 1
/0 (1—t)tdt:[ (1—¢)tdt = 15

2

et

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.2 ([13]) Soit f : I C R — R, une application différentiable sur I° telle
que " € L([a,b]), ot a,b€ I avec a <b, et soit p> 1. Si |f’|ﬁconve:ce sur [a,b], alors

[inégalité survante a lieuw

b
s [ fayds - 102350

< e (54) [1F@IF 37N + Gl @I + 76 ).

14
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Preuve. D’apres le lemme 2.1 et des propriétés de la valeur absolue et I'inégalité de

/ f +f fla)+f(b)

< (b—a) /t|f(ta+(1—t) ]dt+/ ]t—le(taJr(l—t))\dt]

0

Holder, on a

(2.7)

< (b—a) (/jtf’dt)p </02|f’(ta+(1—t)b) |th>q

+ ([;t—u%)p (ﬁyf'(twu—t)b) \th>q

ol ]lj + % = 1. D’apreés la convexité de |f’|9, on a

/0 Ifta+ (1 — DBt < / " @)1 + (1 — )£/ (b)[dt (2.8)

Lf"(a)|7+3] " (b)|?
8

)

ol nous avons utilisé

=

1
2
/Otdtzget[(l—t)dtzg,

2

aussl on a
1 1
[ Fltat (- D) dt < / S (@) + (1 - 0)]f (5)]7)de (2.9)
2 2
31 @) 9 b)]
- .
on a utilisé
1
/tpdt /\t—1|pdt /(1—t)pdt (H)ﬁ (2.10)
2

15



Une combinaison de (2.7)-(2.10), donne

/ f(2)do — L@
1
< a1y <(|f()q+3|f(b)|q) + (Uerror ))
T pryp
1
q

_ b <L>’1’ <(|f’<a>q+3f'<b)|q>5 N <3|f( Q)1+ (b)) ) )
z \pt1 1 :

La preuve est terminée. m

Théoréme 2.3 ([13]) Soit f : I C R — R, une application différentiable sur I° telle
que " € L([a,b]), ot a,b €I avec a < b et soit p > 1. Si |f’|ﬁ est convexe sur [a,bl,

alors on a :

ot [ e g (o) o1t
e (ﬁ)l {(\f/(a)lpfl n 3|f/(b)|pf1)p;1 n (3|f'(a)|% n yf'(b)|pfl>p;1}
() ()" 17 @I+ 1F o).

IN

IN

Preuve. D’apres I'équation 2.6 on a :

/f Jdo — f (4£2)

() (%)’ [<\f< )0 + 3/ (5)]) 7

(2.12)

IN

4 G@) T+ 1 0)[) .

et ¢ = 5. Soit a1 = [f'(a)|?;b1 = 3|f'(b)|%az = 3|f'(a)|% b2 = |f(b)]9. 0 < ’%1 <1,

pour p > 1 En utilisant I'inégalité algébrique suivante :

Z (ar, + by.)* <Zak+2bs.

k=1

16



Pour 0 < s <1,a1,a,...., an > 0, b1 by b, > 0, on obtient

--------

AN
~~
o
u>||
Q
N—
N
e}
T e
-
N———
S
f—
%
—
)
SN—
+
%
—~
S
S~—
=

La preuve est terminée. [

Théoréme 2.4 ([13]) Soit f : I C R — R, une fonction différentiable sur I° telle que

f € L([a,b]), ova,bel aveca <betq>1.Si|f|? est convere sur |a,b], alors

’ fte)+10) / fo

Preuve. Supposons que

1

b-a [f @+l ®))1] @
e

(4) % [ 10t =% [ s, 2.1

ou

17



En appliquant la valeur absolue a I'identité de 'égalité (2.13) et I'inégalité de moyenne

d’ordre ¢, puis en utilisant la convexité |f’|?, on obtient :

b
‘f (%3°) — 5 | f(@)de
2 b
= ﬁ/ (z —a) f'(x)dx + 3= s (b—2x) f'(x)dx
o -
< & [T ol [ 0-alrwle

VAN
T|~
IS
~

VAN
o
I|v—\
Q
VS
D=
—~
o
w|\
Q
SN—
[
N2
—_
7N
=
=
S
T2
|+
=
=
=
m\»
J
—~
&
|
IS
N—r
QU
)
~_—
|

Q=

b
+<f (@l"41f (W/ (b—@d;;;)
a+b

2

(% (i2) )(\f @7 O )
( MOIESAC )

Q“Q‘
»Jk [\

La preuve est terminée. m

18



2.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les
fonctions s-convexes au second sens

Lemme 2.2 ([1]) Soit f : I C R — R, une application différentiable sur 1°. Si f' €

L([a,b]) owa <b eI tels que a < b, alors l'identité suivante est satisfaite

b

.. / f(z)dz (2.14)

— b /tf’(t%u<1—t>a>dt+/<1—t>f’(tb+<1—t>“7“’>dt

0

Preuve. On noter que

1 1
J = /tf’(t“T“’+(1—t)a)dt+/(1—t)f’(tb—l—(l—t)“T*b)dt
0 0
= L+

En intégrant par parties J;, on obtient

1

J = /tf’(taT“)+(1—t)a)dt (2.15)
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En adoptant le changement de variable z = t%2 + (1 — t)a, (2.15) donne

a+b
2

B= ) - 5 [ f@e (2.16)

(=
()

D’une maniére analogue, on obtient

Jy =

o
| )

[ — / (2.17)

+b

En additionnant les équations (2.16) et (2.17), puis en multipliant le résultat obtenu par

(b—a)?

7] , la preuve est terminée. m

Théoréme 2.5 ([1]) Soit f : I C [0,+00) — R, une application différentiable a I°, telle
que " € L([a,b]), ot a,b € aveca <b. Si|f'| est s-convexe sur [a,b], pour un certain

nombre fizé s € (0,1], alors on a

fe) - 35 [ 1) (2.18)

< e (F @ +2(s + 1) [F/(5H] + £ ()])

< EA 17 (a) + £/ 0] (2.19)
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Preuve. D’aprés le Lemme 2.2, est la s-convexité de |f'| on a

— bL/f (2.20)

1

et dt]

IA
o~
-1
O\
~
&h
H~
9
+
S
—~
—_
|
H~
E
~
+
T~
|
=
=
i~
S
+
—
|
H~

0

1—1)*|f(a)[]dt

VAN
o
u>||
S
—
~
»
~
2
—~
|@
[\V)
o
SN—
+
—~

+bT/<1—t>[t8|f<>|+ 015t

+% <m|f s+2‘f azb ‘)

= ey (F@l+20s + 1) |72 + 1/ G)) -

ol on a utilisé

1 1
s _ s _ 1
/O(I—t)t dt_/o (1—8)*dt = rpiarays

1 1
s+1 s+1
/t+dt:/<1_)+dt s+2)
0 0

Ainsi, nous avons prouvé 'inégalité (2.18). Concernant I'inégalité (2.19), il suffit d’appli-

et

quer la s-convexité de |f’| sur [a, b] & 'inégalité (2.20), c’est-a-dire.

| f(eth)] < 2ot eSO (2.21)
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D’oti, on obtient

b
- o
m(!f( a)l +2(s+ 1) | f/(<)| + 1 (b))

it (17/(@)] + 2(s + )21 L0l ) )

— SR 1S @+ 17O

IN

La preuve est ainsi terminée. m

Théoréme 2.6 ([1]) Soit f : I C [0,+00) — R, une application différentiable sur I°,
telle que f' € L([a,b]), owa,b e I aveca <b. Si|f'|? est s-convexe au second sens sur

la, b], pour un certain nombre fizé s € (0,1] et ¢ > 1, alors l'inégalité suivante a lieu
i
2

. / (2.22)

< 2 (mmdeg) (@ + DI @+ 2 7 )
(@ DI O 27 1 @) ]
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Preuve. D’aprés le Lemme 2.2, et la propriété de la valeur absolue puis 'inégalité

des moyennes d’ordre ¢, on obtient

b
F5) ~ it [ sy 22
1 ' L
< b /t\f’(t“T*bﬂL(l—t)a)‘dt"‘/ (L=t [f @+ (1 -1 }dt)
0 0
1 -3 /1 g
< b (/tdt) (/tf’(t“T“’+(1—t th)
0 0
1 =5 /1 ‘
+| [ —tat (L=t [+ 1 —t)5H)[ at
[re) A

1
q

’J;|

1-1 1
— H(%) ' ( t\f (te + (1 —t)a) th)
(/1t}f (th+ (1 —t)eft }th)

0

On a utilisé

]tdt = ](1 —t)dt = =

0

Comme |f'|? est s-convexe, on a

1

/t |f(tF2 + (1= t)a)|" dt (2.24)

< /t5+1]f( 7t (1 0)° | ()" dt

0
= oo I S|+ e [F @I,
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et

1

/1—t ) |F/(tb+ (1 —t)=)|" at (2.25)

< [a-neirersa-o e
0

1 a+b\ |4
e I B+ 2y |7

Y

En substituant (2.24) et (2.25) dans (2.23), on obtient

Flesey - L / f()dz (2.26)

< 22 (i) { (GO D +17 (@)
f +(s+ 1) £ (22)]%) %}’

Puisque | f’|? est s-convexe sur [a,b], on a

’f/ (aTer)‘q < 9l=slf (a)lzi\lf()\ ’ (2.27)

En combinant (2.26) et (2.27), on trouve

%——/f

< 2 () {(@ DI @21 )
F () (B) T+ 2| (a)\q)é} .

S

Qui est le résultat souhaité. m

Un autre type d’inégalité d’Hermite-Hadamard pour les fonctions s-convexes au se-

cond sens
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Lemme 2.3 ([8]) Soit f : I C R — R, une fonction différentiable sur I°, ou a,b € I

avec a < b. Si f' € Lla,bl], alors l'identité suivante & lieu

o)/ (0)+a—0)f(a / fu (2.28)

(2—a)?

= = /O(t Df'(te+ (1 —t)a)dt

— 1(1 —t)f'(tz + (1 — t)b)dt.

0

Preuve. On note que

1 1
J = =t /0 (t—1)f'(tx + (1 — t)a)dt + &= /0 (1—t)f'(tx + (1 — t)b)dt
- Jl + JQ.
En intégrant par partie .J; avec le changement de variable = tx + (1 — t)a, on trouve

(z—a)?

I = ﬁ/l(t—l)f’(tx—i—(l—t)a)dt (2.29)

_/ f(ta+(1—t)a )dt}
(Ib_—(ZL)2 |::c_(3 (z—a) / f du:| )

D’une maniére analogue, on obtient

_ oy [(t ) 0=t |!

b—a r—a

1

Jo = %/ (1—¢t)f'(tx + (1 —t)b)dt (2.30)
0

_ (bz:z)2 [(1—75) (t:c+(1 —t)b ‘ +/ f(t:v—;(_lb—t)b)dt:|

_ (o [_M N }
b—a r—a ’
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En additionnant les équations (2.29) et (2.30), donc

J = (1;,__(;) |:],;(_a(z_(x_1a)2 f(u)du:|

b2 | sy 1 [°
+ {—m —wor | f (“)du}

= CeafOreaf@) _ 1 [ ().

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.7 ([8]) Soit f: 1 C [0,00) — R, une fonction différentiable sur I° tel que
f' € Lla,b], ot a,b € I avec a < b < oo. Si |f'| est s-conveze sur [a,b] pour s € (0.1],

alors

(2.31)

b
b—z)f(b)+(z—a)f(a
b))+ a=a)fla) _ ﬁ/ F(u)du

z—a)2+(b—x)? T—a ?
< el @) [ s [ )]+ S )]

Preuve. D’aprés le lemme 2.2, la propriété de la valeur absolue et la s-convexité de

|f'], on a

b=/ 0)+a—0)f(a / F(u)du

%/l(t—l)f’(txqt(l—t) )t + &=z /l(l—t)f’(t:t—I—(l—t)b)dt

0

IN

% /l(t — 1) |f'(tz 4+ (1 — t)a)| dt + % /1(1 — )| f(tz + (1 — t)b)|dt
a2 / (L= 1/ @)] + (1 - £|f (o)t

IN

1
N / (L= )] ()] + (1 — £ f/ (b))t
— el @) | L TG )] 4 G2 )]
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ou on a utilisé
1
s _ 1
/O (1= )dt = iy

et

La preuve est terminée. m

Théoréme 2.8 ([8]) Soit f: 1 C [0.00) — R, une fonction différentiable sur I° tel que
€ la,b], ot a,b €I aveca <b < oco. Si|f'|9 est s-convexe sur |a,b] pour un nombre

€ (0.1] fixé, ¢ > 1 avec %D + % =1, alors l"inégalité suivante a lieu

(2.52)

b—a

1
(z—a)? L @) |24 (a)|* ; (b z)? |f" (@) |7+ f7 ()| | @
< S (ﬁ) [ s+1 ] + 5. <p+l> [ s+1 } :

(b—2)f(0)+(z—a)f(a) _ / f(u)du

Preuve. D’aprés le lemme 2.2 et la propriété de la valeur absolue et 1'inégalité de

Holder, on a

(2.33)

b)) Ha=a)f ) _ / Fu

1

IN

(1= B f (tz + (1 — t)a)|dt + &= /1(1 — )| (tx + (1 — t)b)|dt

(/ 1—tpdt>;</1|f’(tx+(1—t)a)|th);
(/Oll—tpdt> (/ | (tx+ (1 — )b )|th)1

IN

On a utilisé
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Comme |f’|? est s-convexe

1
/ | (t + (1 — tya)|7de < L@ @1 (2.34)
0
et
1
/ |f/(tz + (1 — t)b)|2dt < LELHIOF (2.35)
0

En combinant (2.33) - (2.35), on trouve

(b=2)f (D) +(z-a)f (@) / F(u)du

b—a

1
(z—a)? L7 @) 24| (a)|* i (b z)? |f" (@) |7+ £ ()| | @
< (ﬁ) [ s+1 ] + 9 <p+1> [ s+1 } :

La preuve est terminée. m

2.3 Applications 4 des moyens spéciaux

Proposition 2.1 ([5]) Soit a,b € R, a < b etn € N, n > 2. Alors l'inégalité suivante &
lieu

|Li(a,b) = A™(a,b)| < "EFLA(jal" !, o). (2.36)

4

Preuve. La preuve est immédiate & partir du théoréme 2.1 pour f(x) = 2", v € R.

Proposition 2.2 ([5]) Soit a,b € R, a < b et n € N, n > 2. Alors pour tout p > 1,

I’inégalité suivante a lieu

| Ly (a,b) — A™(a, b)) (2.37)

< o) ()7 (o) G 4 3o B 5 4 (3laf B a5

Preuve. La preuve est immédiate & partir du théoréme 2.2 pour f(z) = 2", z € R.
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Proposition 2.3 ([5]) Soit a,b € R, a < b et n € N, n > 2. Alors pour tout p > 1,
I'inégalité suivante o lieu
Li(a,b) = A"(a,b)] < m (%52) (57)" A (Jal "D, bl D). (2.38)

p+1

Preuve. La preuve est immeédiate & partir du théoréme 2.3 pour f(z) = 2", z € R.

Proposition 2.4 ([5]) Soit a,b € R, a < b et 0 ¢ [a,b]. Alors l'inégalité suivante a lieu

—1 -~ —a -~ _
L7 (a,b) — A (a,b)| < G2 A(|al %, [b] ). (2.39)

1

Preuve. La preuve est immédiate & partir du théoréme 2.1 pour f(z) = +, z € [a, b].

Proposition 2.5 ([5]) Soit a,b € R, a < b et 0 ¢ [a,b]. Alors pour p > 1 l'inégalité

suivante a lieu

1T (a,b) — A (a, )| (2.40)

1 (p—1) (=2p) (p—1)

P (=2p) (=2p) (—2p)
< (ﬁ)p {(Wﬁ +31b))TD) 5 + (3Ja|TD + [b|TD) T

Preuve. La preuve est immédiate a partir du théoréme 2.2 pour f(z) = %, x € |a,b)].

Proposition 2.6 ([5]) Soit a,b € R, a < b et 0 ¢ [a,b]. Alors pour p > 1 l'inégalité
suivante a lieu
-1

(a,0) = A7 a,)| < (552) (555)7 A (lal ™2, Jbl72). (2.41)

p+1

L

Preuve. La preuve est immédiate a partir du théoréme 2.3 pour f(z) = %, x € |a,b)].



Chapitre 3

Inégalités de type
Hermite-Hadamard pour les

intégrales fractionnaires

Dans ce chapitre, on va rappeler certaines inégalités d’Hermite-Hadamard pour I'in-

tégrale fractionnaire.

3.1 Inégalités d’Hermite-Hadamard pour les intégrales
fractionnaires

Les inégalités d’Hermite-Hadamard peuvent étre représentées sous les formes inté-

grales fractionnaires comme suit :

Théoréme 3.1 Soit [ : [a,b] — R, une fonction positive avec 0 < a < b et f € L' [a,b).
Si f une fonction convexe sur |a,b]. Alors on a les inégalités suivantes pour les intégrales

fractionnaires sont vérifiée :

f(eg) < 2t [Ig; oy £ O+ Iussy f (a)] < {@HG) (3.1)



ot T'(a) = [t exp(—t)dt et oo > 0.

Preuve. Comme f est une fonction convexe sur [a,b], on a pour x,y € |[a,b] avec

A=
f (zTer> < f(w);rf(y)' (3.2)
On posant
r=za+ %b,
et
Yy = %a + %b,
on obtient
27 (%57) < f (Ga+570) + f (35fa+ 3h). (3:3)

En multipliant les deux cotés de (3.3) par ¢!, puis en intégrant I'inégalité résultante

par rapport a t sur [0, 1]. Alors

1 1 1
2/ f(e)etdt < /ta‘lf ($a+ %%) dt+/ 7 f (La + 25tb) dt
0 0 0

21 (%Y

VAN
c\
=
~
Q
L
~
—
B[+
IS
+
o
m|\
o~
S
N—"
QL
y
+
N
>
~
Q
L
s
—~
N+
s
+
o
oL
S
N—
QL
~

c’est-a-dire

F() < BRIy, TO) 4 Tamy f(a)].

2

D’ou la premiére inégalité de (3.1) est démontrée. Pour la preuve de la deuxiéme inégalité

dans (3.2) on note d’abord que si f est une fonction convexe, alors pour a t € [0, 1], on
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F(ba+ 51) < 5 (a) + 5 (), (3.4)

et
f(Gla+50) < BHf(a) +4F (0). (3:5)

En additionnant (3.4) et (3.5), on obtient :

(3.6)

Puis en multipliant les deux cotés de (3.6) par t*~1, puis en intégrant I'inégalité résultante

par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient :

/1ta—1f(§a+%b) dt+/ 7 (Bta+ L) dt
0 0
< U@+ o) [ ea

0

c’est-a-dire

50 [y, 100+ Ty, T10] 2 250

2

La preuve est terminée. ]
Remarque 3.1 Si on écrit l'inégalité du théoréme 1.1 avec o = 1, on obtient le résultat

désirée.

3.2 Inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard
fractionnaires pour les fonctions convexes

Nous avons besoin du lemme suivant. En utilisant ce dernier, nous donnons quelques

inégalités intégrales liées au coté gauche des inégalités de type Hermite-Hadamard pour
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les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville.

Lemme 3.1 Soit la fonction f : [a,b] — R, une application différentiable sur (a,b) pour

a<b. Sif € Lla,b], alors on a lidentité suivante pour les intégrales fractionnaires

20~ 10 (a41) a _ atb
e epye SO Ty S @] =1 (5 (37
1 1
bT{/o (s zn)a [ o f'(%wgb)dt},
avec o > 0 et I' la fonction Gamma d’Euler.
Preuve. 1l suffit de noter que

I = /Ot“f’(5a+7b)dt—/ t*f (3ta + Lb) dt (3.8)

= Il + [2.
En intégrant par parties /7, on obtient

1
L = /to‘f’(éajt%b)dt
0

En adoptant le changement de variable = = %a + %b, (3.8), donne

ho= =& e -5 0 (He-o) T H i@ 69

_ 2 f (aT.;.b) + 20F17 (a4-1) ]aa b)_ f(b)

(b—a)2t! atd
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De méme en intégrant I, par intégration par parties et par le changement y = %a + %b,
on obtient
1
L = / tf (3ta+ Lb) dt (3.10)
0

a+b 29710 (a+1) ra
(%) - W[<a b+ f(a).

En utilisant (3.9) et (3.10), on obtient

a a+11—\ a o
S S () BT ()
2 a+b 20+ (a41) 7o
- <m F(57) = Tt Lapy, f (60)

= it F () + T Ly )+ Iy f ()]

2

Ainsi, en multipliant le résultat par bfT“, on aboutit & l'identité désirée. |

Corollaire 3.1 Si dans le lemme 3.1, pour o = 1, alors ’égalité (3.8) devient [’égalité

suivante

o [ S (s (3.11)

En utilisant le lemme 3.1, nous pouvons obtenir l'inégalité intégrale fractionnaire sui-

vante :
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Théoréme 3.2 Soit f : [a,b] — R, une application différentiable sur (a,b) avec a < b.
Si |f'|* est convexe sur [a,b] pour ¢ > 1, Alors on a l’égalité suivante pour les intégrales

fractionnaires

) [Ty, 0+ Iy £(@)] = £ (232)] (5.12)

< a5t (se ) {(@+ DI @I+ (@ +3) 11/ G)))
+ (a+3) (I (@) + (a+1)[f(b }

avec a > 0 et I' la fonction Gamma d’Euler.

S
Q= N

o
Q|-

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de 'identité du lemme

3.1, on trouve

2 ret) [J@m TORS A (@) -/ (“T”)’ (3.13)
_/ta{}f L)+ | f (et §0)|} dt.

Si ¢ = 1, puisque |f’| est convexe, on a

E fapy SO+ Iy T @] =1 (43)

< =] f(a)] + |f’(b)|)/O et
= s (L @l+ o).

La preuve pour le cas ¢ = 1 est compléte.

Lorsque ¢ > 1, I'inégalité de moyenne d’ordre ¢, (3.13), on a




En utilisant la convexité de |f’|?, de (3.14) on a :

(b—a)

T gy SO+ Ty

IN
7
S

1 :
([ R @r s sRiror) @)
ey (el @1 + s | @) )

( T | (a >|q+mv'(b)|th)q

1

IA

_l_

f@)] -7 (4]

et (/01 S @I + 22 )] dt)q

Puis en multipliant le résultat obtenu par (a + 1), qui est le résultat souhaité. m

Théoréme 3.3 Soit | :

[a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec a < b.

Si |f'|* est convexe sur [a,b] pour ¢ > 1. Alors on a l’égalité suivante pour les intégrales

fractionnaires

2017 41) [IO‘

o [Lwssy (B + L) fmﬂ—

(b—a) ( ) )i {(If’(a)+3f’(b)>q n <3|f
4 ap+1 4

= 050 () 17 @I+ 17O

=

IN

1,1
avec = + = = 1.
p+q

i
2
b>| }

‘ (3.15)

Preuve. En appliquant la valeur absolue a l'identité de lemme 3.1 et I'inégalité de

Holder, on obtient

o [Ty SO+ Ty @] - £(32)]

< o (o)

2

S
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En utilisant la convexité de |f’|?, on obtient

2a 1F a+1 1%, ) +I€a+b) f(a)} - (aTb)’

1 ( ’
7a (%ﬂﬂ)p <

f
fJ L5 @) dr)
+(f0[“f @+ 51 £ O] dt)*
~ (o { Lot /1) (oL f’(@)ﬂ_

Soit a1 = |f'(a)|? by = 3[f'(b)|% a2 = 3| f'(a)|% by = | f'(b)|%,0 < ; < 1, pour ¢ > 1. En

IA

Q= p—

utilisant 'inégalité algébrique suivante :

3
3
3

..................

2Tt []aa oy £ O) Ty f(a)] -/ (“T“’)\

BLF @+ £ O+ (@ +3] f B))*]

[\
T
g
VRS
Q
Sle
N

IN
o>
>—A|| =
IS)
/N
Q
S le
—
N—— N N~
= =
=~ /N M
w
Q|
_|_
[—Y
N———
s
—~
S~—
_|_
~
—~
S~—

I
o
I
2
/
S

La preuve est compléte. m
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3.3 Inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard
fractionnaires pour les fonctions s-convexes

Lemme 3.2 ([12]) Soit f : I C R — R, une fonction différentiable sur I°, o a,b € I

avec a < b. Si f' € Lla,bl, alors pour tout x € [a,b] et a >0 on a

(z—a)*f(a)+(b—z)*f(b) F(a+1) (I f(a) + I% f(D)] (3.16)

b—a

a+1 1
_ %/0 (1% — 1)tz + (1 — t)a)dt

1
+<b;”>:“/ (1 —t)f'(tz + (1 — t)b)dt,
0

ot (o) = [;7 e " u'du.

Preuve. Une intégration par partie, on trouve
1
/ (= D)tz + (1 — Da)dt (3.17)
0

1 1

_ / et Lt =ta) gy
0 0
— f _ L/w (u)o‘*l 1@ g,

— i(T“; — —(xo‘l;()(zlllo‘ f(a).

- (ta . 1) flz+(1—t)a

r—a

et

1
/ (1— ) 'tz + (1 — £)b)dt (3.18)
0
1
= (1 go)ftzronn / ate 1 {at=0n) 4
0

b
b o u—b\a— u
= —m/ (e=p)ot L) gy

— O T ).

—T

~
=

o
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(avfa)[""'1 (b—z)t1
b—a et b—a

Multiplions les deux cotés de (3.17) et (3.18) par respectivement, puis

par addition, on obtient (3.16). La preuve est terminée. m

Théoréme 3.4 (12) Soit f: I C [0,00) — R, une fonction différentiable sur I° tel que
'€ Lla,b], ov a,b € I avec a < b. Si |f'| est s-convexe sur [a,b] pour s € (0,1] et

x € |a,b] alors linégalité suivante pour l'intégrales fractionnaire avec o > 0 a liew

()" @+ /) _ ekl ja f(q) 4 o, f(b)]‘ (3.19)

b—a b—a
oz+1+ b— 1‘ a+1

a (z—a)
< e | SR I @)

1 [L _ r(a+1)r(s+1)] [(x—a)aﬂ\f (@)|+ b—m)a+1|f’(b)|}
s+1 I'(a+s+2) b—a )

ou I est la fonction Gamma d’Fuler.
Preuve. D’aprés le lemme 3.2, la propriété de la valeur absolue et en utilisant la

s-convexité de | f’|, on a

(t=a)?f@+0=2)?J®) _ Dt fa f(q) 4 9 f(p)]

IN

= >/ 12— 1|tz + (1 — t)a)dt
O e 1
) [1f(@)] + (1 — 1)°) /()] dt

IN
=
@1'
L&
el
+
—
N
_
—~
[u—
|

2 [a— e 1@+ 0o
= %{/ﬁ (1—ta)t3]f’(9:)|dt+/0 (1—t°‘)(1—t)5]f’(a)|dt}
AR i {/0 (1—t°‘)ts|f’(x)|dt—|—/0 (1—t°‘)(1—t)s|f’(b)|dt}

. @ (x a)a+1+ b— :C oc+1
T (s+1)(ats+1) |: b—a ] |f( )|
+ [L _ F(a+1)r(5+1)] [(w—a)‘”llf (a)|+(b—$)°‘“\f’(b)|]
s+1 I'(a+s+2) b—a '
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On a utilisé
1
/0 (1 —t)tdt = ey
et

1
o s | 1 T(a+1)I(s+1)
== ey = [ - Mg

La preuve est terminée. m
Théoréme 3.5 ([12])Soit f: 1 C [0,00) — R, une fonction différentiable sur I° tel que

f' € Lla,b], ova,b € I aveca < b. Si |f'|7 est s-convexe sur |a,b] pour s € (0.1], p,q > 1,

x € |a,b], alors linégalité suivante pour les intégrales fractionnaires a lieu

(z=a)*f(a)+(b=z)*f(b) _ I a+1 [Ia f(a) + I;ﬂf(b)]‘ (5.20)

b—a
< (fpraty) v [ emaett (@l @l 5+(b—w>a+1 P @I B 3
— F(l—&—p—l—é) b—a s+1 b—a s+1 )

ot % + % =1, a>1 et estla fonction Gamma d’Euler.

Preuve. D’apres le lemme 3.2, propriété de la valeur absolue et en utilisant I'inégalité

de Holder, on a

(=) f(@+b-2)2fO) _ Llatl) 7o ¢(q) 4 1%, f(b)]

IN

b—
““/ 1 — 1|/t + (1 — D)a)|dt
TR Jhas / 11— 2| f (tz + (1 — t)b)|dt

%{(/gl( pdt) (/ 1f'(tz + (1 —t)a )\th)l}
+%{(/ﬂl<1—twdt) (/ b+ (L= )b )|th>1}.

Puisque |f'|? est s-convexe sur [a, b], on trouve

IN
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L @)+ £ (a)|?
/ |f'(tz + (1 —t)a )|th<s+—1,

et
1
Lf! ()| 24| £ (b)|?
/0 it + (1 - tp)|idt < L@ o

On a utilisé
1
_ pa\p o I‘(1+p)F(1+é)
/0 (1 —t*)Pdt = D

Finalement on trouve

z—a)®f(a)+(b—x)* f(b «a «a o
e O IO L (12 f(a) + 124 S ()]

< (@t (r<1+p>r(1+;>>i (f’(x>q+|f'<a)q)3
= b—a T(1+p+1) s+1

| (oot (F(1+p>r<1+;>>§ (|f’(a:>q+|f'<b>|q>3
b—a r(1+p+21) s+1 '

La preuve est terminée. m

Corollaire 3.2 Dans le Théoréme précédent, si on choisie x = #, on obtient l"inégalité
suivante
a— a b « a
(6 @ O e 1 p(0) 12 } | (3.21
< I(14+p(1+1) 7 (b—a)® I (%52) |9+ f" (a)|? + 1 (S52) 9417 (b) |4
— T(1+p+1) 20+1 s+1 T s :
Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’'une part, d’étudier certaines inégalités de
type Hermite-Hadamard et de se familiariser avec certains outils nécessaires et utiles
dans les démonstrations de ce genre de probléeme, et d’autre part d’essayer d’y voir
des généralisations de ce type d’inégalité par les opérateurs intégraux fractionnaires de

Riemann-Liouville.
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Dans une premiére partie, nous avons rappelé certains types de convexité classique
ainsi que certaines classes de fonctions.

Dans la seconde partie nous avons étudié les inégalités intégrales de type Hermite-
Hadamard et jouissant d’un certain type de convexité.

Et dans la troisiéme partie, nous avons discuté de nouvelles inégalités fractionnaires

d’Hermite-Hadamard pour différents types de convexité.
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