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ABSTRACT

The fixed point theory is a highly useful tool that is applied to almost all
branches of mathematical analysis. by applying the other existing theories
there are many problems that cannot be solved but can be easily resolved
by using this theory.

In this work, we explore several fixed-point theorems, for various appli-
cations, defined on complete metric spaces with special conditions, such as
the Banach theorem, Kannan theorem, Chatterjea theorem, Suzuki theo-
rem, theorem of Berinde, and others.

Throughout this study, we detailed some proofs and give several examples

for some of these theorems.
Finally, we apply some of these theorems to study the existence pro-
blem of solutions for systems of linear equations and ordinary differential

equations.

Keywords :
Complete metric spaces, fixed point theorem, contractions, application a-

admissible, system of linear equations, ordinary differential equations.
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RESUME

La théorie du point fixe est un outil tres utile qui s’applique dans presque
toutes les branches de ’analyse mathématique. Il existe de nombreux pro-
blemes qui ne peuvent pas étre résolus en utilisant les autres théoremes
existantes, mais qui peuvent étre résolus facilement en utilisant cette théo-
rie.

Dans ce mémoire, nous étudions plusieurs théoremes du point fixe, pour
diverses applications, définis sur des espaces métriques avec des conditions
spéciales, tels que le théoreme de Banach, le théoreme de Kannan, le théo-
reme de Chatterjea, le théoreme de Suzuki, le théoréme de Berinde, ect.

Au cours de cette étude, nous avons détaillé certaines preuves et donnons

des plusieurs exemples pour quelques ces théoremes.
Enfin, nous appliquons certains de ces théoremes pour étudier le pro-
bleme d’existence de la solution d'un systeme d’équations linéaires et le

probleme des équations différentielles ordinaires.

Mots clés :
Espaces métriques complets, théoreme du point fixe, contractions, appli-
cation a-admissible, systeme d’équations linéaires, équations différentielles

ordinaires.
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NOTATIONS

Les notations, symboles et abréviations les plus fréquemment utilisés

sont répertoriés ci-dessous.

N L’ensemble des entiers naturels.

Q L’ensemble des nombres rationnels.

R L’ensemble des nombres réels.

R, L’ensemble des nombres réels positifs.

(X, d) L’espace métrique muni de la distance d.

C(I) L’espace des fonctions continues sur l'intervalle 1.
C([a,b],R) L’espace des fonctions continues sur [a, b] a valeurs réelles.
B(X,R) L’ensemble des fonctions bornées de X dans R.
i(A) le diameétre de I’ensemble A.

B(a,r) boule ouverte de centre a et de rayon r.

B(a,r) La boule fermée de centre a et de rayon r.

s(a,r) Le sphére de centre a et de rayon r.

0 L’ensemble vide.

Ty — La suite {z,} converge vers /.

sup(A) la borne supérieure de I'ensemble A.

inf(A) la borne inférieure de I'ensemble A.

A L’adhérence d’une partie A

T: X =Y T est une application univoque de X dans Y.
f(A) L’image directe par f de ’ensemble A.

1A L’image réciproque par f de ’ensemble A.
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Fix(T) : L’ensemble des points fixes de T.
i.e., . Clest a dire.

|z ]|, : La norme euclidienne sur R".
(£ - =sup{la(t)], t € I =[0,1]},
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INTRODUCTION

a théorie du point fixe, I'un des domaines les plus dynamiques, a fasciné de

. nombreux chercheurs depuis 1922 avec le célébre principe de contraction de Ba-

3}

nach. C’est la branche émergente la plus rapide des mathématiques ayant de nombreuses

applications dans les problemes du monde réel. Il existe une vaste littérature sur la théo-
rie du point fixe et c’est un domaine de recherche tres actif a ’heure actuelle. Diverses
conclusions relatives aux points fixes, points fixes communs, points de coincidence, points
fixes stricts communs, cercles fixes, disques fixes, ellipse fixe, etc. Pour les application
univoque et multivoques ont été explorés avec des conditions contractantes distinctives
dans de nombreux contextes et cette tradition se poursuit toujours. Les théoréemes du
point fixe sont des outils trés importants pour prouver 'existence et 'unicité des solu-
tions a divers problemes mathématiques et ils jouent un role important dans plusieurs
domaines théoriques et appliqués des mathématiques, tels que les équations intégrales, les
équations aux dérivées partielles, les inégalités variationnelles, I’analyse non linéaire sys-
temes dynamiques, fractales, économie, théorie des jeux, problemes d’équilibre, problemes
d’optimisation et modélisation mathématique. En fait, ’existence d’une solution a tout
probleme du monde réel est comparable a 'existence d’un point fixe d’'une application
appropriée.

Les questions naturelles et fondamentales de la théorie du point fixe peuvent étre

résumées comme suit :

(Q1) Pour une auto-application 7" sur un ensemble non vide X, quelles conditions sont
nécessaires et suffisantes vérifiées pour que I'application T posseéde un point fixe

dans cette structure ?

Université 8 Mai 1945 - Guelma 1
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(Q2) Quelles sont les propriétés nécessaires et suffisantes qui vérifiée par une application

T pour garantir que 1’équation a point fixe T'(x) = = a une solution ?
La théorie du point fixe est divisé en trois branches de recherche principales :
1. Théorie du point fixe métrique,
2. Théorie du point fixe topologique,
3. Théorie du point fixe discret.

rievement, ce champ de recherche consiste a élire les conditions nécessaires ou

suffisantes pour qu’une application 7' d’'un ensemble a lui-méme ait un point

fixe. Autrement dit, il cherche a examiner et a définir des contraintes sur I’ensemble X et
une application 7': X — X telle qu’il existe un point z € X, ou T'(z) = x.

Les racines du théoreme du point fixe remontent au moins aussi loin que 1817 lorsque
le théoreme des valeurs intermédiaires de Bolzano est apparu. En 1883, Poincaré généralisé
ce résultat dans ce que I'on appelle le théoreme de Bolzano-Poincaré-Miranda. Il est arrivé
au premier résultat sur le point fixe en utilisant une application continue.

Brouwer (1881-1966) a prouvé le théoreme utile suivant en 1912. Les théorémes du
point fixe de Browder sont fondamentaux dans la théorie du point fixe et ses applications.

Le théoreme du point fixe de Brouwer énoncé

“ Toute application continue 7' d’une boule fermée B de R" en elle méme

posséde au moins un point fixe”
En d’autres termes,
Si T: B — B est continue, il existe au moins un = € B tel que T'(z) = x.

Le cas particulier de ce théoreme sur la droite réelle peut étre énoncé de la maniere

suivante.
Si T: [0,1] — [0, 1] une application continue. Alors il a un point fixe.
Schauder (1899-1943) a prouvé le théoréme suivant pour les applications compactes.

“ Toute application continue 7': C' — C' d’un compact convexe C' d’un espace

7

de Banach posséde au moins un point fixe "

Université 8 Mai 1945 - Guelma 2



TABLE DES MATIERES 3

Ce théoreme est important dans le traitement numérique des équations en analyse.
Banach (1892-1945) [3] a étudié le concept de contraction dans un espace métrique
en 1922 dans le cadre de discussion de sa theése de doctorat. En utilisant la condition de

contraction, il a établi une conclusion intéressante dans ’espace métrique.

“ Chaque application contractante d’un espace métrique complet en lui-méme

7

a un point fixe unique

Le principe de contraction de Banach est important pour l’analyse non linéaire comme
I'optimisation, les inéquations variationnelles, les équations différentielles et la théorie du
controle. Apres cela, Ce principe a été généralisé et étendu dans plusieurs directions.

En 1973, Geraghty [10] a généralisé le principe de contraction de Banach en rempla-
cant la constante de contraction par une fonction ayant certaines propriétés spécifiées et
qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1.

Wardowski [24] a généralisé le principe de contraction de Banach d’une maniere
différente d’autres résultats bien connus. Ce résultat de Wardowski a été étendu dans de
plusieurs directions pour les applications univoques et multivoques.

En 2008, Suzuki a introduit un nouveau type d’applications et a présenté une généra-
lisation du principe de contraction de Banach. Toutes ces généralisations ne s’appliquent
qu’aux auto-applications.

En 2012, Samet et al. [21] ont introduit une nouvelle notion appelée a-admissibilité,
ils ont obtenu des résultats pour les applications a — i)-contractantes. Plus tard, plusieurs

auteurs ont étudié de tels concepts pour établir des résultats,

%Kl

=, e mémoire est composé d’une introduction et de trois chapitres.

j Chapitre I : Le premier contient des rappels et des notions de base qui seront
utileé a notre travail. Plus particulierement, nous présentons dans ce chapitre :
— Quelques définitions sur les espaces métriques, complets, compactes et les espaces
de Banach,
— Quelques définitions sur les applications contractantes,
— Les applications a-admissibles.
Chapitre II : Dans le deuxieme chapitre, nous présentons dans des espaces mé-

triques, quelques théoremes du point fixe pour différentes classes d’applications,

et nous donnons des preuves pour certaines de ces théories.

Université 8 Mai 1945 - Guelma 3
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Chapitre IIT : Dans le dernier chapitre nous appliquons les deux théoremes ([2.2)) et
(2.17) pour affirmer I'existence de solution pour un systeme d’équations linéaires , et des

problemes d’existence de solution d’une équation différentielle ordinaires.

Université 8 Mai 1945 - Guelma 4



CHAPITRE

PRELIMINAIRES SUR LES ESPACES

METRIQUES

Le concept d’espaces métriques a été introduit par le mathématicien francais Maurice
Fréchet (1878-1973) en 1906 dans son these de doctorat en généralisant 1'idée d’espaces
euclidiens. Ce concept est une abstraction de la distance dans ’espace euclidien né des
propriétés bien connues de la distance euclidienne dans un cadre abstrait, et il fournit une
riche offre de fonctions continues.

La structure particuliere d'un espace métrique induit une topologie comportant de nom-
breux applications de la topologie dans 1’analyse moderne.

Le terme topologie a été inventé par J.B. Listing (1808-1882) en 1847, mais Felix Haus-
dorff (1868-1942) a popularisé le terme topologie en 1914 et a développé ce sujet dans son
livre “Fondamentaux de la théorie des ensembles”, qui découlait de ’analyse. Ses travaux
marquants retracent le parcours systématique de la topologie générale.

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques concepts et définitions que nous utilise-

rons dans les chapitres suivantes

1.1 Espaces métriques

1.1.1 Distances

On commence par définir la notion de distance.

Définition 1.1. Une distance (ou métrique) sur un ensemble non vide X est une

application :

Université 8 Mai 1945 - Guelma 5



1.1 Espaces métriques 6

d: XxX — R,
(z,y) +— d(z,y).

vérifiant pour tous z,y, z dans X, les propriétés suivantes :

L. d(z,y) =0 <= z=y (réflexivité)
2. d(z,y) =d(y,x) (symétrie)
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire).

L’ensemble X muni de la distance d est appelé espace métrique, on note un tel espace
(X, d).

Le nombre réel positif d(x,y) est appelé la distance entre = et y dans X.

Exemple 1.1. Un ezemple fondamental d’espace métrique est l’ensemble R muni de la
distance usuelle ; pour tous x,y € R, on a d(z,y) = |x — y|, la valeur absolue du nombre
réel x — .

Le couple (X,d) est appelé espace métrique usuel sur R.

Exemple 1.2. Soit X un ensemble quelconque. Pour tous x,y € X, on pose :

0 si =y

1 si x#y

d(z,y) =

Alors d est une distance sur X, appelée distance triviale ou distance discreéte.

Exemple 1.3. Soit X = C([0,1],R) l’ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R.

Pour tous f,g € X , on pose

1
A(f.9) = [ 1f(@) — g(a)ldz.
Alors d est une distance sur EX.

Exemple 1.4. Pour tous x = (x1, -+ ,x,),y = (Y1, ,Yn) € R", on pose :

n

da(,y) = (Zm - y>) y

i=1

Alors dy est une distance appelée la distance euclidienne sur R™.

Proposition 1.1. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Pour tous x,y,z € X, on a

|d(l’,Z> - d(Z,y)| < d([E,y)

Université 8 Mai 1945 - Guelma 6



1.1 Espaces métriques

2. Pour tous 1,22, -+ ,Tpn,Tps1 € X, 0N @

n

d(x1, Tpy1) < Z d(xi, Tig1)-

i=1
Définition 1.2. Soient (X, d) un espace métrique et A C X, (A # @) et soit z € X.

On appelle distance de = a A, le réel défini par
d(x, A) = ;relg{d(x,a)}.
Proposition 1.2. Nous avons
d(z,A) =0z € A

Définition 1.3. Soit A une parties non vides d'un espace métrique (X, d).

Le diamétre de A est défini par

6(A) = sup {d(z,y)}.

z,yeA

La distance d est dite bornée si 6(X) < +o0.

1.1.2 Boules ouvertes, boules fermées et Spheres

Définition 1.4. Soient (X, d) un espace métrique, a € X et r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r I'ensemble :
B(a,r)={x € X | d(z,a) <r}.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r I’ensemble :
Bla,r)={z e X | d(z,a) <r}.

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r l’ensemble :
S(a,r)={r e X | d(z,a) =r}.

Remarque 1.1.
1. Par définition, B(a,0) = 0 et B(a,0) = a.
2. 1l est clair que B(a,r) C B(a,r).

3. Notons que 'on a B(a,r) = B(a,r) U S(a,r).

Université 8 Mai 1945 - Guelma



1.1 Espaces métriques 8

Définition 1.5. Un sous-ensemble M d’un espace métrique (X, d) est appelé
1. Ouvert si, et seulement si pour tout x € M il existe r > 0 tel que B(z,r) C M
ou
B(z,r) ={a € X : d(z,a) <r}
2. Borné si, et seulement si le diametre de M est borné, c’est a dire §(M) < +oo ,
ol
0(M) = sup{d(z,y)/x,y € M}
3. Fermé si, et seulement si pour toute suite {x,} dans M telle que x,, — = € X ,
alors x € M

4. Compact si, et seulement si toute suite dans M admet une sous-suite convergente

dans M.

1.1.3 Suites dans un espace métrique

Définition 1.6 (Suite convergente). Soit (X, d) un espace métrique.

Une suite {z,} dans (X, d) converge vers un élément = de X si, et seulement si
Ve>0,IN eN, Vn > N: d(z,,z) <e.
Autrement dit, la suite {x,} converge vers x dans X si, et seulement si

lim d(z,,z)=0.

n—-4o00

Dans ce cas, on dit que x est la limite de {x,}. On note

lim xz, = z.
n——+0oo

Proposition 1.3. Toute suite convergente est bornée.

Proposition 1.4. Soit (X, d) un espace métrique. Soient {x,} et {y,} deux suites conver-

gentes dans (X, d) respectivement vers x et y. Alors on a

lim d(x,,y,) = d(z,y).

n—-+oo

Définition 1.7 (Suite de Cauchy). Soient (X, d) un espace métrique et {z, } une suite

dans X. La suite {x,} est de Cauchy si, et seulement si

(Ve > 0), (3N € N), (Vn,m > N = d(x,, ) <€)

Université 8 Mai 1945 - Guelma 8



1.1 Espaces métriques 9

C’est a dire

ml%ri}oo d(zy, Tm) = 0.

1
Exemple 1.5. La suite {z, }nen+ telle que x, = — est de Cauchy dans R.
n

En effet, étant donné € > 0, par la propriété d’Archiméde, il existe ng € N tel que ng > 2.

Donc

1 1

m,n>ny = |ty — Tyl = —‘

m n
ikdm

<|—=|+|=

m n

11

m o on

. 1 1 1 1
Mais pour m > nyg on a — < — et pour n > ng on a — < —. Alors,
m No L) n

1 1 2
m,n>ny = |ty — T, < —+ — = —.
No Ty o

d’ot
m,n>nyg = |Tm — Tn| < E.

Par conséquent, {x,} est de Cauchy.

Exemple 1.6. Soit X = C|0, 1] un espace métrique avec la métrique do, de définie par

dso(f, 9) ZtSI[épl]lf(t)—g(t)l pour tous f,g € X.
€|0,

La suite {f,} en X donnée par

fult) = nTit pour tout t € [0, 1],
est une suite de Cauchy dans X .
En effet, pour m > n, la fonction
mt nt (m — n)t?

t—

m+t n+t (m+t(n+t)

continue sur [0, 1], prend son mazimum & un moment donné a ty € [0, 1]. Donc

oo (frms ) = Sup [ fm(t) = fu(t)]

te[0,1]
_ (m—n)f}
(m +to)(n + o)
t2 1

< ——— < — =0 pour tous n,m.
(n+ty) ~n

Université 8 Mai 1945 - Guelma 9



1.1 Espaces métriques 10

De plus, la suite {f,} converge vers une certaine limite. En effet, soit f(t) =t. Alors

t2 1
]_‘ ‘ g——>0 st n — +00.
n+t n—+t

| fu(2)

Par conséquent, {f,} converge vers la limite f, ot f(t) =t pour tout t € [0, 1].

Proposition 1.5. Dans un espace métrique on a
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est borné.

Démenstration.

1. Soit {z,} une suite convergeant vers ¢ € R. Soit € > 0, alors il existe N € N tel
que pour tout k > N,

|z, — (] <

DO ™

En utilisant I'inégalité triangulaire on obtient pour tous p > N et ¢ > N

|xp _$q| = |($p_£) - (Iq _£)|
< |xp_€‘+‘xq_€‘
19 19

< 4=
_2+2 €

Ceci prouve que la suite {z, } est de Cauchy. Par contre, il y a des suites de Cauchy

qui ne convergent pas.

2. Soit {x,} une suite de Cauchy. D’apres la définition, prenons € = 1, on trouve qu'il

existe un entier N tel que, pour tous p,q > N, on ait
|up —ug| <1
Fixons ¢ = N on trouve que, pour tout p > N,
[up| = lun + (up —un)| < lun|+1
On en déduit que, pour tout n € N,
] < maxc(fu| + 1, o], [ur], - , [un-a):

Ainsi la suite {z,} est bornée. |
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1.1 Espaces métriques 11

Proposition 1.6. Soit {z,} une suite de Cauchy. Supposons que {z,} admette une suite
extraite convergente, de limite x. Alors la suite {x,} est elle-méme converge vers la méme

limite.

Démenstration.

Soient ¢: N — N une application strictement croissante et {x,(,)} une sous-suite de
{z,} convergeant vers x. On montre que {z,} tend vers z quand n tend vers +oo. Soit

€ > 0. Par hypothese, il existe Ny € N tel que
n > Ny implique ‘xw(n) — x‘ <
D’autre part, il existe N; € N tel que
p> Nyet¢>N; impliquent |u, —uy| <

Choisissons un n > Ny tel que £(n) > Nj. Alors, pour tout p > N; on a par I'inégalité
triangulaire :

lzp — x| < ’%(n) — :1:" + ’xp — %(n)’ <

Cela prouve que {z,} tend vers z quand n tend vers +o0. [ |

1.1.4 Applications Continues

Soient (X, d) et (Y, d') deux espaces métriques et soit f: X — Y une application.

Définition 1.8. On dit que f est continue en xg € X si
Ve >0,30 >0, d(zg,z)<d = d(f(x0),[f(x)) <e.
On dit que f est continue sur X si f est continue en tout point de X.

Proposition 1.7. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue en un point x € X.

2. Pour toute suite {z, }nen de X converge vers x, la suite {f(x,)}nen converge vers

f(z).

Définition 1.9. Une application f est dite uniformément continue sur X si

Ve >0,30 >0,Ve,2' € X, d(z,2") <0 = d'(f(z), f(2))) <e.

Université 8 Mai 1945 - Guelma 11



1.2 Espace métrique complet 12

Proposition 1.8. Une application f est continue au point x si, et seulement si pour toute

suite {x,} qui converge vers x dans X, on a

lim f(z,) = f(z).

n—-+o0o

Définition 1.10. Soient X, Y deux espaces métriques et f : X — Y une fonction conti-

nue. Alors :
1. Pour tout ouvert U de Y , f~'(U) est un ouvert de X.
2. Pour tout fermé F de Y , f~'(F) est un fermé de X.

3. Pour tout compact K de X, f(K) est un compact de Y.

1.2 Espace métrique complet

Définition 1.11 (Espace métrique). Un espace métrique (X,d) est complet si, et

seulement si toute suite de Cauchy de X est convergente dans X.
Exemple 1.7. (R,|.|) et (R",dy) sont complets.

Exemple 1.8. (Q,| . |) n'est pas complet, car il existe dans Q une suite {x, tnen définit

par
_EBW2-1)
I

Tn

est de Cauchy, mais ne converge pas.
1
En effet , on a 2—3—n<xn§\/§d’0dfnn—>\/§dansR.
Donc {x,}nen est une suite de Cauchy. Par ailleurs, V2 ¢ Q. Lunicité de la limite

implique que {,}nen ne converge pas dans Q.

Remarque 1.2. L’intérét des espaces complet est de pouvoir y représenter ses éléments
n
comme limites d’une suite de Cauchy. Par exemple, dans R: e = lim <1 + ) ce qui
n

n—-+o0o

définit parfaitement le nombre e.

Exemple 1.9. R" muni d’une norme quelconque (elles sont toutes équivalentes) est un

espace complet.

Exemple 1.10. (C([0,1],R), ||.||.,) est un espace complet.
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1.3 Espaces métriques compacts 13

Exemple 1.11. L’espace (C([0,1],R), |.||;) n'est pas complet. En effet, la suite de fonc-

tions continues.

2t)", st t€[0,1/n
£ = (2t) €| /]7
1, si tel/n,1]

est de Cauchy pour la norme ||.||,. Puisque

1

1 1 1
/0 |fn<t)_fm(t)|dt_2‘(x+l) S r4m

‘ — 0 quand n, m — oo

mais si f, convergeant, sa limite f devrait étre nulle dans [0,1/2], égal a 1 dans [1/2,1],

c’est a dire f ¢ C([0,1],R).

Exemple 1.12. L’espace (| — 1,1[,| . |) n’est pas complet. En effet, la suite de Cauchy

1
(1 - ) converge dans R vers 1 mais 1 ¢] —1,1].
N/ neN

Définition 1.12. Un sous-ensemble M d’un espace métrique (X, d) est complet si pour

toute suite de Cauchy {z,} dans M il existe x € M tel que lim d(x,,x) = 0.

Théoréme 1.13. Soit X un ensemble. Alors l’espace B(X,RP) des fonctions bornées de

X dans R? muni de la norme

[/l = sup [[f(2)lge,
reX
est complet, ot ||.||g, est 'une des normes équivalentes sur RP.

Proposition 1.9. Soit (X, d) un espace métrique et soit M un sous-ensemble de X.
1. Si M est complet alors M est fermé.

2. St X est complet donc M est fermé si,et seulement si , M est complet.

1.3 Espaces métriques compacts

Définition 1.13 (Propriété de Borel-Lebesgue). Un espace métrique (X, d) est dit
espace métrique compact si de tout recouvrement de X par une famille d’ouverts
{Ui}ier , i€,

XcUu,

iel
on peut extraire un sous recouvrement fini : il existe i1, ..., 4, € I tels que
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Exemple 1.14. L’ensemble R des nombres réels n’est pas compact.
En effet. Considérons le recouvrement de R par la famille d’ouverts | — n,n[ pour n € N.

Supposons qu’il existe ny,--- ,n,, tels que
m
i=1
Posons N = max{ny, - ,ny}t. On a donc R C] — N, N|, ce qui est absurde.

Définition 1.14 (Propriété de Bolzano-Weierstrass). Un espace métrique (X, d)
est dit séquentiellement compact si de toute suite {x, },eny d’éléments de X, on peut

extraire une sous-suite convergente. (ou bien toute suite d’éléments de X admet une valeur

d’adhérence dans X).

Théoréme 1.15. Soit (X, d) un espace métrique. Alors X est compact si, et seulement

s’il est séquentiellement compact.

Proposition 1.10. Soit (X,d) un espace métrique. Une partie A de X est dit compacte
si, et seulement si de tout recouvrement de A par une famille d’ouverts {U;}ier de X,

on peut extraire un sous recouvrement fini. En d’autres termes, si {U;};er est une famille

d’ouverts de X telle que A C U Ui, alors il existe J C I fini tel que A C U U;.
i€l ieJ

Lemme 1.16. Tout intervalle fermé [a,b] est compact dans (R,] - |).

Théoréme 1.17. Soit (X,d) un espace métrique et A € X
1. 81 X est compact et si A est une partie fermée alors A est compacte.

2. Si A est une partie compacte alors A fermé et bornée.
Théoreme 1.18. Un espace compact est complet.
Corollaire 1.19. Les parties compactes d’un espace métrique sont fermées et bornées.
Proposition 1.11. Tout espace métrique compact (X, d) est complet.

Proposition 1.12. L’image d’un compact par une application continue est un compact.

1.4 Espaces de Banach

1.4.1 Définitions

Les espaces vectoriels considérés sont des K-espaces vectoriels avec K =R ou K = C.
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1.4 Espaces de Banach 15

Définition 1.15. Soit X un K-espace vectoriel. Une application || - ||: X — R, est dite

une norme si, et seulement si, pour tous x,y € X et a € K, on ait

L ||z =0 <= =0, (séparation)
2. ||azx|| = |||z, (homogénéité)
3. Mz +yll < =)l + [yl (inégalité triangulaire)
Dans ce cas, si pour z et y dans X, on pose d(z,y) = ||z — y||, alors (E,d) est un

espace métrique. On dit que d est la distance associé a la norme || - ||.
Définition 1.16. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Corollaire 1.20. Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est lui-méme

un espace de Banach pour la norme induite.
On rappelle le résultat suivant :

Théoréme 1.21. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les mormes sont

équivalentes.
Corollaire 1.22. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

Démenstration.

Soit donc X un espace vectoriel normé de dimension finie et {ey,...,e,} base de X.
Notons, pour tout € E, (z1,...,x,) les coordonnées de x dans cette base sont
(21, 2n)[loo = sup |2 .
1<j<n
La norme x — ||(21, ..., Zn)|| étant équivalente a la norme de X, on obtient un isomor-
phisme bi-continu X 3 z — (21,...,2,) € K", comme K" muni de la norme ||| est

complet, X est complet. [ |

1.4.2 Exemples d’espaces de Banach

Voici quelques exemples d’espaces de Banach, qui sont des espaces de fonctions, im-
portants en Analyse.
Soit F' un espace de Banach, dont on note | . |r la norme (par exemple, F' est un espace

vectoriel normale de dimension finie, K¥ ou méme K).
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1.5 Applications contractantes 16

1. L’espace B(A, F') des applications bornées de A dans F' ou A est un ensemble,

muni de la norme du sup :
1fll5 =sup| f(z) |5
z€A
2. L’espace Cy(X, F') des applications continues bornées de (X, d), espace métrique a

valeurs dans F', muni de la norme sup||.||s.

3. C(K, F), I'espace des applications continues de (K, d), espace métrique compact a
valeurs dans F', muni de la norme du sup ||.|| 5.
La norme du sup||.||p définit sur chacun de ces espaces la topologie de la conver-

gence uniforme des applications a valeurs dans F'.

1.5 Applications contractantes

Tout d’abord, on va donner quelques définitions concernant les applications contrac-

tantes.

Définition 1.17. Soit (X,d) un espace métrique. L’application 7" : X — X est dite

Lipschitzienne s’il existe un nombre réel £ > 0 tel que pour tous z,y € X on a
d(Tw, Ty) < kd(x,y) (L.1)

e Si k=1, T est appelée non expansive.

e Si k<1, T est dite contraction ou application contractante.

e Sid(T(x),T(y)) < d(z,y) pour tout x # y, T est dite contractive.
Le nombre k est appelé constante de Lipschitz.

On remarque qu’'une application contractante peut admettre au plus un point fixe.

Nous remarquons aussi que
Contraction = Contractive = Non expansive =- Lipschitzienne

Mais les implications inverses ne sont pas vraies en général. De plus, toutes ces applications

sont continues.

Université 8 Mai 1945 - Guelma 16



1.5 Applications contractantes

Exemple 1.23. Soit lapplication T [1,+o0[— [1, 400 définit par
1 1
T() =~ (¢4~
(@) =5 (a+-)

f est une contraction (k = 5) parce que pour tous x,y de [1,4+00|

1 1 1
T(x) - T == (2 —y+-— -
@) -7 = |3 (o -+ 1 -]
1 1
= |2 (x — 1— —
‘2<x y)( wy)’
L
2xy
Ty
< 29
S yl
-
= |z —yl.
B Yy
Exemple 1.24. Soit T: R — R telle que
1
T(x)=-x+2.
3
Pour tous z,y de R, (x #y) on a
1 1
T(x)—TW)|=|z2+2—-y—2
3 3
-
— Zlp—
3 Y
<ty
7$_
3 Yy

Donc f est une application contractante .

Exemple 1.25. On définit lapplication T: RT — RT par :

x
T(x) —
@) =77
Pour tous x,y dans R™ on a
L )
T(x)—T = -
T@) - T) = | 5 -

(C’est-a-dire f est non expansive.
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1.6 Applications a-admissible 18

Proposition 1.13. Soit T une contraction. Alors T",(T" =T oT o---0oT,n fois) est
ausst une contraction.

De plus, si k est la constante de T, k" est la constante de T™.

1.6 Applications a-admissible

En 2012, Samet et al. [21] ont introduit le concept d’une application a-admissible
et ont établi des divers théoreémes de point fixe pour de telles applications définies sur des

espaces métriques complets.

Définition 1.18 ([21]). Soient 7': X — X une application et a.: X x X — R une fonction.

Alors T est dit a-admissible si
alz,y) > 1 = ao(Tz,Ty) > 1 (1.2)

Exemple 1.26. Soit X =]0,+00[. On définit T: X — X eta: X x X — R, par Tz =2

et

2 six >y
alz,y) =
0 siz<y

Alors, T est a-admissible.
Exemple 1.27. Soit X = [0,400[. On définit T: X — X et a: X x X — [0, +o00[ par
Tx = +\/x pour tout x € X et

eV six >y

a(z,y) =

0 st <y
Alors, T est a-admissible.
Exemple 1.28. Soit X = [0,1]. On définit T: X — X et a: X x X — [0, +00] respecti-

vement comme suit :

Y

ool

sin® Y. 50> >1,0>y>

Tex =——, pourxz € X et afz,y) =

16 0, SINOmn.

Donc T' est a-admissible.
Définition 1.19 ([15]). Une application a-admissible T" est dite triangulaire a-admissible
sl

alz,z) > 1 et alz,y) > 1 = alz,y) > 1. (1.3)
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Exemple 1.29. Soit X = R , Ta = /z et a(z,y) = ¢ alors T est une application
triangulaire a-admissible. En effet, si a(z,y) = €Y > 1 alors x > y ce qui implique

Tz > Ty. Autrement dit, o(Tx, Ty) = "1 > 1. Aussi, si

alors
rz—22>0

z—y >0

Autrement dit, x —y > 0 et donc a(z,y) = 7Y > 1

Lemme 1.30 ([15]). Soit T: X — X une application triangulaire c-admissible. Suppo-
sons qu’il existe x1 € X tel que a(xy, Tx1) > 1. On définit une suite {x,} par x, .1 = Tx,.

Alors on a a(xy,, ) > 1 pour tous m,n € N avec n < m.

Démenstration.

Puisqu’il existe 2y € X tel que a(xg, Txg) > 1 alors de (1.2)), on déduit que a(xy, z2) =
a(Txg, T?xo) > 1 . De méme maniere, on obtient a(z,, z,41) > 1 pour tout n € N
Supposons que m < n. Puisque
a(l‘maxm—i-l) Z 1
Oé(xm+1axm+2) 2 1

alors de (1.3)) on a a(zy,, i) > 1. Encore une fois, puisque
(T, Tiy2) = 1
(Tt2, Timis) 2> 1

alors on en déduit a(x,,, Tymi3) > 1.

De méme fagon, on obtient a(z,, x,) > 1. [
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CHAPITRE

QUELQUES THEOREMES DU POINT FIXE

DANS DES ESPACES METRIQUES

Dans ce chapitre, nous présentons dans des espaces métriques, quelques théoremes du
point fixe pour différentes classes d’applications contractantes, et nous avons donné des

preuves et des exemples pour certaines de ces théories.

2.1 Principe de contractions de Banach

Le principe de contraction de Banach, également connu sous le nom de principe de
Banach, est un outil important dans la théorie des espaces métriques. Il garantit I'existence
et I'unicité des points fixes de certaines auto-applications d’espaces métriques et fournit
une méthode constructive pour trouver ces points fixes. Le principe est apparu pour la
premiére fois sous une forme explicite dans la these de doctorat de Banach [3], ou il a été

utilisé pour établir I'existence d'une solution a une équation intégrale.

Définition 2.1. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que 7" admet un point fixe x
s'il existe x € X tel que

Tex =x
L’ensemble de tous les points fixes de 1" est noté Fiz(T).
Exemple 2.1.

1. Une translation du plan n’a pas de points fizes.

2. Une rotation du plan a un seul point fize qui est son centre.
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2.1 Principe de contractions de Banach 21

3. Soit X =R et considérons Uapplication T telle que Tz = .
T admet 1 et 0 comme points fizes. Cependant, T n’a pas de points fizes dans
X =]0,1/2][.

4. Soit X = C|0,1] l’ensemble des fonctions continues sur lintervalle fermé [0, 1].

Soit T défini sur X par

T(f)= 10+ [ fw)ay.

Toute fonction f(x) = Ae® pour tout x € [0, 1], o X est une constante réelle, est

un point fize de T'.
5. La projection m, : (x,y,2) — x définit de R® dans Uaze (xx') a une infinité de
points fixes, tous situés sur cet aze.

Le principe de contraction de Banach peut étre énoncé comme suit.

Théoréme 2.2 (Principe de contraction de Banach). [3] Soient (X,d) un espace

métriqgue complet et T : X — X une contraction. Alors
(1) T admet un point fize unique z* € X,
(i1) Pour tout x € X, la suite de Picard {T"x} converge vers z*,

(7ii) On a Uestimation suivante : Pour tout x € X,

En
11—k

d(z,Tx), n € N.

Démenstration.

Soit zg € X un point quelconque. On définit la suite {x, },en comme suite
z, =T (x,—1) pour tout n > 1.

La suite {x,} est une suite bien définie d’éléments de X.

Par hypothese, on a pour tout n € N

d(‘rn—O—l? xn) S kd(l‘n, xn—l)

S k2d($n717 Q?n,2>

< k"d(xq, x0)
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2.1 Principe de contractions de Banach 22

Si p et p sont des entiers tels que n > p > 0 I'inégalité triangulaire donne :

d(l’n, xp) S d(znv xnfl) + d(xnfla xan) + e+ d(xp+17 mp)
S (KN ET A 4 BP)d (0, 20)

kP
1—k

IN

d(1, o). (2.1)

Comme k €]0, 1], k¥ — 0 quand p — 400, donc la suite {x,} est de Cauchy dans X qui

est complet. Elle y converge donc vers un élément v € X.

Nous avons
d(xpi1, Tu) = d(Tx,, Tu) < kd(z,,u),
et comme
d(xp,u) — 0 lorsque n — +00,
on trouve
Tu= nl_lgloo Tpi1 = U.

Donc u est un point fixe de T'.
Pour 'unicité de u. Supposons que v € X est un autre point fixe de T" tel que v # u. On

aura alors d(u,v) > 0 et

d(u,v) = d(T'(u),T(v))
< kd(u,v)

< d(u,v).

C’est une contradiction. Donc d(u,v) = 0, c’est-a-dire u = v.
L’unicité de v montre donc aussi qu’il est indépendant du choix du point z.

Par 'inégalité triangulaire et I'inéquation ([2.1)) , on trouve pour tout n < p

d(n, u) < d(zn, xp) + d(zp, u)
En
<
11—k

d(zy,x0) + d(zp, u)

On passe a la limite p — +o0, on obtient

kn
1—k

d(xp,u) < d(xq,x0),

qui fournit une approximation du taux de convergence de {z,} vers le point fixe u. 1
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2.2 Théoréme du point fixe de Kannan 23

2
Exemple 2.3. Soit T : R — R une application définie par Tx = gx + 1,2z € R. alors T

est une contraction et x* = 3 est le point fize unique de T'.

En 1962, Edelstein a prouvé une autre version du principe de contraction de Banach

dans un espace métrique compact.

Théoréme 2.4. [8] Soient (X,d) un espace métrique compact et T: X — X une appli-

cation contractive, c¢’est a dire pour tous x,y € X avec x # y on ait
d(Tz,Ty) < d(z,y).

Alors, T a un point fize unique dans X.

2.2 Théoréme du point fixe de Kannan

Dans le théoreme de Banach nous utilisons la continuité de I'application 7" pour prou-
ver l'existence du point fixe. Ainsi, il est naturel de se poser la question suivante : existe-t-il
des conditions de contraction qui n’obligent pas I’application 7" d’étre continue ?

En 1968, Kannan a répondu a cette question par I'affirmative et a prouvé un théoreme
de point fixe pour la condition de contraction suivante, qui est appelée contraction de

Kannan.

Théoréme 2.5 (Kannan 1968). [14] Soient (X, d) un espace métrique complet et f: X —
X wune application de Kannan, c’est a dire qu’il existe 0 < k < ; tel que pour tous
x,y € X, on ait

d(T(x),T(y)) < kld(x, T(x)) + d(y, T(y))] - (2.2)

Alors T admet un point fize unique dans E.

Démenstration.

L’existence : Soit xy € F, on définit la suite {z,}n,en+ par
Ty =T(xy_1), n=1,2,---n
en utilisant la condition ([2.2)), on obtient

d(zp, Tpi1) = d(T(xp-1), T (xy))

< kld(zp_1,2n) + d(2n, Tri1)],
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2.2 Théoréme du point fixe de Kannan 24

ce qui implique

d(mn) xn+1) S 7d(xn717 xn)
1—k
Par récurrence sur n, on a
k n
d(Tp, Tn1) < || d(zo,x1).
1—-k
On pose r = ——. Si n, p sont deux entiers naturels, alors

1—-k%
d($n7 ajn-ﬁ—p) S d(.ﬁEn, xn—i—l) + d(xn-&-l? $n+2) + .t d(xn-i-p—la xn-i—p)

< (" "t P (g, 1)

,',,’I'L

1—r

IN

d(Io, .%'1).

1
Comme «a € [0, 5[ onar € [0,1] et donc d(z,, Tytp) — 0 lorsque n — +o0. la suite
{Zn}nen est alors de Cauchy. Comme X est complet, il existe u € X tel que 1_131 Ty = U.

Ainsi u est un point fixe de X car

d(u, T(u)) < d(u,x,) + d(z,, T'(u))

< d(u,z,) + ald(xn, xpn_1) + d(x,, T(u))],

et donc

1 a
d(u, T'(u)) < md(% Tn) + ajd(%, Tn-1)-

Soit € > 0 un réel arbitraire, comme {x,},>o converge vers u, il existe un entier naturel

N = N(e) tel que

]__
VYn>N>1=d(u,xz,) <e a’
1+a
et
l1—a
d n—1» n S .
(1, 7a) 81+a
Il en résulte que
€ ca
d(u,T < — e,

Comme ¢ est arbitraire, on déduit que T'(u) = u.

L’unicité : Soit v est un autre point fixe de f, alors

d(v,u) < ald(u, T(u)) + d(v, T(v))]

:07

et donc u = v, ce qui acheve la preuve. [ |
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Exemple 2.6. Soit X =R et T: X — X une application définie par :

0 six <2

— x> 2

5 St T
Alors

1. T n’est pas continue,

1
2. T satisfait la condition (2.2]) avec k = = et par conséquent, d’aprées le théoréeme de

Kannan, T admet un point fize unique u =0 dans X.

2.3 Théoréme du point fixe de Chatterjea

En 1971 Chatterjea a obtenu la variante du théoréme de point fixe de Kannan.

Théoréme 2.7 (Chatterjea). [5] Soit (X,d) un espace métrique complet et T: X — X
1
une application de Chatterjea, ¢’est a dire qu’il eziste a € |0, 5[ tel que pour tous x,y € X

on ait

d(T(x), T(y)) < ald(z,T(y)) + d(y, T(x))] - (2.3)

Alors, T admet un point fixe unique dans X.

Démenstration.

L’existance : Soit 27 € X un arbitraire, on définit la suite {z, },en par
z, =T (xy_1) = fulzo),n=1,2,...,n
En utilisant la condition ([2.3)), on obtient

d(p, Tny1) = d(T(20-1), T(x0))
< ald(xp—1,T(x,)) + d(xn, T(xn-1))]
= ald(p—1, Tp41) + d(Tn, Tn)]

S a[d(ﬁn—la zn) + d(xn7 $n+1)]~

Ce qui implique
a

d(xp, Tpi1) < ( )nd(ajo,xl).

l1—a
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a , .
On pose r = T—a Si n, p sont deux entiers naturels, alors
—a

d(mm $n+p) S d(.ﬁlﬁn, xn—i—l) + d(xn-&-l? $n+2) + .t d('rn-i-p—la xn-i—p)

< ("t PN d (20, 1)

,r.n

1—r

IN

d(l’o, .%'1).

1
Comme A € [0, 5[, onar € [0,1] et donc d(xy,,xntp) — 0 lorsque n — oo. La suite
{Zn}nen est alors de Cauchy. Comme X est complet, il existe u € X. u est un point fixe

de T car :

d(u, T(u)) < d(u,x,) + d(z,, T(u))

< d(u,z,) + ald(zn_1,2,) + d(u, T(u))],

donc

1 a
d(u, T(u)) < md(uy xn) + md(l‘n—la xn)

Soit € > 0 un réel arbitraire, comme {z, },en converge vers u, il existe un entier naturel

N = N(e) tel que

1 —
Yn>N2>1=duzx,) <c a7
1+4+a
et
1—a
d(p-1,u) < -
(v 1u>_€1—i—a
Il en résultat que
€ £a
d(u, T < )
(u WD_1+G+1+G

Comme ¢ est arbitraire, on déduit que T'(u) = u.
L’unicité : Supposons que v est un autre point fixe de f. En suite, nous avons T'(v) = v

et

d(u,v) = d(T(u),T(v))

< Ad(u, T(v)) + d(v, T'(u))].

On obtient donc
d(u,v) < 2X\d(u,v).

Donc u = v, d’ou I'unicité. [ |
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2.4 Théoréme du point fixe de Suzuki

En 2008, Suzuki a publié son célebre article [22] dans lequel il a présenté une condition
nécessaire et suffisante dans un espace métrique complet en utilisant une généralisation

attrayante du principe de contraction de Banach.

Théoréme 2.8 (Générelisation de Suzuki [22]). Soient (X,d) un espace métrique

1
complet et T: X — X. On définit une fonction décroissante 0 : |0, 1[—)]5, 1] vérifiant :

5—1
1 siogrg\/_Q
5—1 2
0(r) = (1—7r)r2 si\/_ §7’§£-
2 2
2
(147" si£§r<1

2

Supposons qu’il existe r € [0,1] , tel que
0(r)d(z, Tx) < d(z,y) = d(Tz,Ty) < rd(z,y)
pour tous x,y € X. Alors, T admet un point fixe unique x* dans X. De plus on a

lim T"z = z*.
n—oo

En 2009, Suzuki a prouvé des versions généralisées des résultats de Banach et Edelstein

dans un espace métrique compact comme suit

Théoréme 2.9. [23] Soient (X, d) un espace métrique compact et T: X — X une appli-

cation. Supposons que pour tous x,y € X avec x # y, on a
1
gdla, Tz) <d(z,y) = d(Tw,Ty) < d(z,y).

Alors, T a un point fize unique dans X.

2.5 Théoréeme du point fixe de Hardy et Rogers

En 1973, Hardy et Rogers ont présenté un théoreme de point fixe en utilisant une

expression contractive plus large.

Théoréme 2.10. [I1] Soient (X, d) un espace métrique complet et T: X — X une appli-

cation telle qu’ils existent des nombres positifs a1, as, as, ayq, a5 € [0, 1] vérifiant a; + as +
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as+as+as <1 et
d(Tz,Ty) < ard(z, Tx) + axd(y, Ty) + asd(z, Ty) + asd(y, Tx) + asd(x, y)

pour tous x,y € X. Alors, T a un point fize unique dans X.

2.6 Théoréme du point fixe de Berinde

En 2004, Berinde a introduit le concept de contraction faible ou quasi-contraction et
a donné quelques théoremes du point fixe a ce type de contractions dans des espaces

métriques complets.

Théoréme 2.11. [4] Soient (X, d) un espace métrique complet et T: X — X une contrac-

tion faible c’est a dire qu’ils existent r € [0, 1] et L < 0 tels que, pour tous x,y € X,
d(Tz,Ty) < rd(z,y) + Ld(y, T'z).

Alors, T a un point fize unique dans X.

2.7 Théoréeme du point fixe de Geraghty

En 1973, Geraghty [10] a introduit une classe de fonctions pour généraliser le principe
de la contraction de Banach.

Soit F l'ensemble de toutes les fonctions §: Ry — [0, 1] satisfaisant

Lim B(t,) =1 implique dim £, =0

Exemple 2.12.

1. Un exemple de fonction dans F peut étre donné par
B(t)=e?  pourt >0

B(t) €[0,1] poutt=0 |

2. La fonction : [0, +oo[— [0, 1] défini par 5(t) = est dans F.

1+1¢2
Définition 2.2. Soit (X,d) un espace métrique. L’application T: X — X est dite

contraction de Geraghty si, et seulement s’il existe une fonction 3 € F et pour tous

x,y € X on ait :
d(T'z,Ty) < B(d(z,y))d(z,y). (2.4)
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En utilisant de telles applications, Geraghty a observé le résultat intéressant suivant.

Théoréme 2.13 (Geraghty [10]). Toute contraction de Geraghty d’un espace métrique

complet dans lui méme admet un point fixe unique.

Démenstration.

Supposons que T possede deux points fixes u et v avec u # v. D’apres (2.4), on a
d(u,v) = d(Tu, Tv) < B(d(u,v))d(u,v) < d(u,v).

Ce qui est une contradiction.

Donc le point fixe de T s’il existe il est unique.

Soit xy € X un élément arbitraire quelconque. On définit une suite {z,} dans X telle que
x, =Tx, 1 =T"xq, pour tout n > [. Si x; = x;,1 pour un entier positif [, alors z; est un
point fixe de T'. On suppose donc que x,, = x,11, pour tout n > 0.

Montrons d’abord nl_l)r_{loo d(xn, Tpe1) = 0. En appliquant et en utilisant la propriété

de 3, on a pour tout n > 0.

d(Tpy1, Tnyo) = d(Tx, Ty )

< Bd(wn, Tny1))d(Tn, Tnia) (2:5)

< d(Xy, Tpg).

Donc {d(zp, zn41)} est une suite décroissante de nombres réels non négatifs. Nous obte-
nons un 0 > 0 tel que ngrfoo d(xp, Tpy1) = 0.

Supposons que ¢ > 0. Depuis ([2.5]), nous avons

d n 9 n
ATnr1, Tnta) < p(d(zn, zns1)) <1, pour tout n > 0.

d(xp, Tpgt)
Alors
1< nl_iglooﬁ(d(xm%nﬂ)) <1,
ce qui implique que
i A, a0) = 1 2.6

On résulte de la propriété de S que 1_131 d(xp, xne1) = 0, ce qui contredit avec notre
hypothese. Donc § = 0, soit
lim d(x,,2n41) = 0. (2.7)

n—4+oo
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On montre ensuite que {x,} est une suite de Cauchy. Si {z,} n’est pas une suite de

Cauchy. nous obtenons un £ > 0 pour lequel on peut trouver deux suites d’entiers positifs

{m(k)} et {n(k)} telles que
n(k) >m(k) >k, d(@m@), Tor) =€ et d(Tm@), Tnr)-1) < €.
Maintenant,

€ < d(Zmk)s Tnk)) < ATy Tnk)—1) + A o) —15 Tn(k))

<€+ d(azn(k),l, xn(k)).
En utilisant (2.7)), on obtient

kll}r_{l d(.Tm(k) :L‘n(k)) = E&. (2.8)

Maintenant,

ATy +1> Tnk)+1) < ATm)+15 Tmr)) + ATy Tak)) + A Tngr)s Tk +1),
et
A(Zmk)> Tnk)) < ATy Tmk)+1) + A Tm@)+15 Try+1) + A Tn)+1, T,

donc

A(Tm(k)s Te)) — A Tmk) Tmk)+1) — A Tn)+15 Trk)) < A(Tm)+15 Tnk)+1)-

Des inégalités ci-dessus, nous avons

ATk, Tnk)) — ATy Tm)+1) = ATn@)+15 Tnk)y) < ATm)+15 Tnr)+1)

S d(xm(k)—i-la xm(k ) + d<mm xn(k ) + d(xn xn(k)—&—l)

En passant a la limite comme k£ — +o00 dans I'inégalité ci-dessus et en utilisant ln}rl d(xp, Tpy1) =
n—-—+0oo

0 et kkr&o d(Tm(k), Tn@k)) = €, on obtient

Jm d(@my 1 Tag+1) = € (2.9)

En appliquant (2.4)), on trouve
A(Tmky+1, Tukyr1)) = ATy, Tnr))

< B(A( Ty Trr)) )ALy Tncr))

< ATy Tn(r))
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donc
d(xm(k)+17 xn(k)Jrl))
AT (k) Tn(r))

< B(d(@ k), Tngry)) < 1.
Alors
1< lim B(d(Tmk), Tnr)) < 1,

T k—+oo
ce qui implique que

m  B(d(Zmw), Tw)) =1 (2.10)

k—+o0
On résulte de la propriété de 5 que kligl d(Zm(k), Tngry) = 0, c’est-a-dire € = 0, qui est une
—+00
contradiction. Donc {z,} est une suite de Cauchy. Comme (X, d) est complet, il existe un

u € X tel que x, — u lorsque n — +o0o. En appliquant (2.4)), on obtient
d(xpi1, Tu) = d(Tx,, Tu) < B(d(x,, w))d(z,, u) < d(x,,u).

En passant a la limite si n — +oo dans l'inégalité ci-dessus, on trouve d(u,Tu) = 0,
c’est-a-dire u = T'u, donc u est un point fixe de T'. D’apres ce que nous avons déja prouvé,

u est le unique point fixe de T [ |

Exemple 2.14. Soit l’espace métrique X = [0,+oo[ muni de la métrique usuelle. On

1
prend B(t) = To¢ pour tout t > 0. Alors € F.

Définissons T: X — X par

st 0<r<1
Tx =

st x>1

Wl w8\

Le théoréme (2.13) s’applique ici et uw = 0 est l'unique point fize de T

2.8 Théoréeme du point fixe de Meir-Keeler

En 1969, Meir et Keeler a prouvé le théoreme du point fixe treés intéressant suivant,

qui est une généralisation du principe de contraction de Banach.

Théoréme 2.15 (Meir and Keeler [17] ). Soit (X,d) un espace métrique complet, et
T: X — X wune application satisfaisant pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tous
r,ye X :

e<d(xz,y) < = d(Tx,Ty) < e.

Alors, T' a un point fixe unique x* dans X . De plus, pour tout v € X on a li_)m Ty = z*.
n (o]
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2.9 Théoréme du point fixe de Matkowski

En 1975. L’idée de contraction de Boyd-Wong a été modifiée par Matkowski ou il a
imposé différents conditions a une fonction ¢. De plus, cette idée a été généralisée et

modifiée dans de nombreux manuscrits.

Définition 2.3. Une fonction ¢: R, — R, est appelée une fonction de comparaison s’il

est strictement croissante et

lim ¢"(t) =0, pour tout ¢t € R,.

n—oo

Définition 2.4. Une application T: X — X d’un espace métrique (X, d) est dite contrac-
tion de Matkowski (ou g-contraction) si, et seulement s’il existe une fonction de

comparaison ¢ telle que pour tous z,y € X
d(Tx, Ty) < p(d(z,y)).

Théoréme 2.16 (Matkowski [I8]). Toute p-contraction d’un espace métrique complet

(X, d) dans lui méme admet un point five unique x*. De plus, pour tout x € X

lim Tz = z*
n—oo

2.10 Théoreme du point fixe de type Geraghty

In 2013 Cho et al ont introduit une notion de contraction généralisée de type a-
Geraghty dans un espace métrique. Ils ont établi également une théoreme du point fixe

pour ces applications.

Définition 2.5. [6] Soit (X, d) un espace métrique et soit a: X x X — R une fonction.
Une application 7': X — X appelée contraction généralisée de type a-Geraghty

s’il existe 5 € F tel que pour tous z,y € X.

oz, y)d(Tz, Ty) < B(M(z,y))M(z,y),

ou

M(z,y) = max{d(z,y),d(x, Ty),d(y, Ty)}.
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Théoréme 2.17. [6] Soient (X,d) un espace métrique complet, a: X x X — R une
fonction et T: X — X wune application. Supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées :

1. T wune contraction généralisée de type a-Geraghty ;

2. T est triangulaire c-admissible ;

3. 1l existe v1 € X tel que a(xy,Txy) <1;

4. T est continue.

Alors T a un point fize x, € X et T est un application de Picard, c’est-a-dire que {T"x1}

CONVETGE VETS Ty .

Démenstration.

Soit x; € X tel que a(xy,Tz) > 1. On définit la suite {z,} C X par z,.; = Tz,
pour n € N. Si x,,, = x,,4+1 pour un certain ny € N, alors z,, est un point fixe de T, et
donc la preuve est terminée. Ainsi, dans toute la preuve on suppose que x, # T, 1 pour

tout n € N. D’apres le lemme ((1.30)), on a pour tout n € N
Ty, Tpy1) > 1 (2.11)
Ensuite nous avons pour tout n € N

d($n+17 xn—l—Z) = d(Txna T'rn—i—l)
< a(zp, Tpi1)d(Tx,, Trpy) (2.12)

< BM (T, Tny1)) M (T, Ty ),
avec
M (2, Tpy1) = max{d(x,, Tpi1), d(xn, T2y, d(@pi1, TTri1)}
= maX{d($n7 xn—&—l); d(xna xn—i—l)a d(xn+1> -Tn+2)}-

Selon la définition de 3, le cas M(zp, xp11) = d(Tpy1, Tnie) est impossible.

En effet

d(xn+1, $n+2) < 5(M($nv anrl))M(xm xn+1>
S /B(d(xn—l—la l’n+2)), d(xn+17 xn—&—Z)

< d(Tpg1, Tng2),
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ce qu’est une contradiction.

Ainsi, nous concluons que d(Z,41, Tpio) < d(zp,,11) pour tout n € N. Ainsi, la suite
{d(xp,x,11)} est positive et non croissante.

Dong, il existe r > 0 tel que 11113010 d(xy, Tpe1) = r. On affirme que r = 0.

Supposons au contraire que r > 0. Alors, grace a (2.12)), on a

d(xn—i-la xn-i-?)

d('rn,xn-&-l) = B(d(l’n’q;n+1>> < 17

ce qui donne que li_>m B(d(xy, xny1)) = 0. Puisque § € F, on en déduit que
n o

lim d(x,, zp1) =0. (2.13)

n—0o0

Nous montrerons que {x,} est une suite de Cauchy. Supposons, au contraire, que {x,}
n’est pas un suite de Cauchy. Ainsi, il existe € > 0 tel que, pour tout £ > 0, il existe

m(k) > n(k) > k avec (le plus petit nombre satisfaisant la condition ci-dessous)
d<xm(k)7$n(k)> >c et d(l’m(k)_l, l’n(k)) < e. (2.14)
Alors, nous avons

€ < d(Tp(kys Tn(k))
< ATy, Trm(e)—1) + A(Tmk)—1, Tn(k))

< d(Tm(k), Tmk)—1) + €.
Lorsque k — oo dans l'inégalité ci-dessus, on trouve

im  d(Zpky, Tngr)) = €. (2.15)

k—00

En utilisant (2.13]) et (2.15), on obtient

Jim - d(@m ey 1, Tnry1) = €

D’apres le lemme (1.30), a(Znk)—1, Tmk)-1) = 1.

Ainsi, nous avons

A(Tmikys Tuky) = ATy 1 Trny—1)
T

Tm(k)—1 )

< ad(Tn(k)—1, Tok)—1)d(T

Tn(k)—17

< BM(2p)—15 Tm(r)—1) ) M (Tr(k) =15 Tmr)—1)-
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ou

M (Zn(k)-1, Tm(k)—1) = Max {d(l‘n(k)—h Trnk)-1) A Tn)y—1, Ty 1), A Tpe)-1, Txm(k)—l)}
= max {d(xn(k)fla Tr(k)—1) A Tr()y—1, Tnk)) > ATy -1, $m(k-))} -
Par conséquent

A(Tm(k)s Tn(k))
M (Zn (k)1 Tr(k)—1)

< 5(M(:L’n(1€)_1, l’m(k)—l))-

En utilisant (2.13)) et en passant a la limite si n — oo dans 'inégalité ci-dessus, on en
déduit que

lim B(d(znk)-1, Tm@)-1)) = 1

k—o00

et donc

Jim - d(z k)1, Tmry-1) = 0.

Ainsi, ¢ = 0, qui est une contradiction. Donc, nous concluons que {z,} est une suite de
Cauchy.

On découle de la complétude de X qu’il existe z, tel que

T, = lim =z, € X.
n—oo

Puisque T est continue, on obtient ILm x, = Tx,, et donc z, = Tx,, ce qui acheéve la
n—oo

preuve. [

Pour 1"unicité d’un point fixe d'une contraction a-Geraghty généralisée, nous considé-

rons ’hypothése suivante.

(H) Pour tous x,y € Fiz(T), il existe z € X tel que a(x,2) > 1 et a(y, z) > 1.

Théoréme 2.18. En ajoutant la condition (H) aux hypothéses du Théoréme (2.17)), on

obtient que x* est l'unique point fize de T
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CHAPITRE

APPLICATIONS

Dans ce chapitre nous appliquons le théoréme ([2.2)) pour affirmer lexistence et 1'unicité
de solutions d'un systéme d’équations linéaires, puis nous appliquons le théoreme ([2.17))

pour étudier le probléeme aux limites d’une équation différentielle du second ordre.
3.1 Application au systéme d’équations linéaires

Dans cette section, nous appliquons le théoréme de contraction de Banach pour trouver

la solution du systéme suivant d’équations linéaires a n inconnues :

a11r1 + 129 + -+ ATy = bl

A21T1 + Q22X + + ++ + ATy = b2

(3.1)
Ap1T1 + Ap2To + - - + Ty = bn
Le systéme d’équations linéaires (3.1)) peut étre reformulé comme suit
1= (1 —an)r — apprs — - — @y, + by
Ty = —an 21 + (1 — axn)rs — T3 — -+ — ATy + by
T3 = —az1T1 — 3%y + (1 — azs)xs — - -+ — aznTyn + b3 (3.2)
Ty = —Qp1T1 — Apa®2 — An3T3 — = + (1 = Qpp) Ty + by
On suppose que «;; = —a;; + 6;; , ol
1 sii=j
5ij =
0 sii#j.
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Alors, le systeme (3.2]) est équivalent au systéme suivant :

n
€ :Z&i]’x’j—Fbi, 1= 1,2,3,"' , n. (33)
j=1
Si X' = (21,79, -+ ,2,) € R™, b (by,ba, -+ ,b,) € R" et A = (a;)nxn une matrice, c’est
a dire.
ann a2 -0 Qin
Ag1 QG2 -+ Q2p

) X = (1'1,272,"' axn)Ta b= (blab2>"' abn)Ta

Ap1 Qp2 " Qpp

alors le systeme (3.3) est équivalent a
r=x—Ax+0. (3.4)

Ainsi, on voit que la recherche d’une solution du probléme (3.4) équivaut a la recherche

d’un point fixe de la transformation 7: R" — R" défini par
T(x)=xz— Ax +b.

Si T est une contraction, alors nous pouvons utiliser le théoreme de contraction de Banach
(2.2) et obtenir la solution unique de T'(z) = z par la méthode des approximations
successives.

Remarquons que, pour tous z,y € R",

Te—Ty=(x—-Azr+b) —(y—Ty+b)=(r—y) — (Az — Ay)

=(r—y)—Alz —y) = (I = Az —y).

Théoréme 3.1. Soit X = R" un espace métrique de métrique doo(x,y) =

Si

1§?§>§1 |z; — i

n
> eyl < a <1 pourtous i =1,2,--- ,n.
=1

Alors le systéme d’équations linéaires (3.1)) admet une unique solution.

Démenstration.

Puisque X = R" est complet par rapport a la métrique d, il suffit de montrer que

I’application 7" est une contraction.
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Nous avons

doo(Tz, Ty) = max

1<i<n

Z ij (T — yj;)

< 1H<123‘<XZ‘051]|‘$J j|

n
< max |z; — yj| (gag;jz |aij|)
n
= doo (7, y) fgagiljzz |cvij
< adyo(z,Y).
Ainsi, T est un contraction. Donc, d’apres le théoréme de contraction de Banach (2.2)), le

systéme linéaire (3.1)) a une solution unique. [

3.2 Application aux équations différentielles ordinaires

Nous considérons le probleme aux limites suivant d’une équation différentielle du se-

cond ordre :
d2
——5 = [(t2(1), te0,1], (3.5)
z(0) = z(1) =0,

ou f:[0,1] x R — R est une fonction continue.
La fonction de Green associée & (3.5)) est donnée par

t(l—s), 0<t<s<l1,
G(t,s) =

s(1—1t), 0<t<s<l,
Soit C'(I) 'espace de toutes les fonctions continues définies sur I = [0, 1].
On considére que d(z,y) = || — y||oo = sup | z(t) — y(t) | pour tous x,y € C(I). Alors
tel
(C(I),d) est un espace métrique complet.

Soit ¢: [0,00) — [0, 00) une fonction vérifiant les conditions suivantes :
1. ¢ est croissante;
2. Pour tout t > 0,¢(t) <t

3. gt = 2

e F.
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Comme exemples de telles fonctions, nous pouvons énumérer les suivantes

B(t) = = et 6(t) =In(1+1).

On considere les conditions suivantes :

(a) Tl existe une fonction ¢: R* — R telle que pour tout ¢ € I, pour tous a,b € R avec
£(a,b) > 0, on a
| f(ta) = f(t=b) [<o(la—0]);

(b) Tl existe z; € C(I) tel que pour tout t € I,
1
§<$1(t),/0 G(t, s)f(s,ml(s))ds> < 0;

(¢) Pour tout ¢ € I et pour tous z,y € C(I),

1

£l u0) <0 smptique & ([ Gl (5.0 ds, [ Gl ) . p(5))ds 2 0)

(d) Pour tout point d’accumulation z d’une suite {x,} de points dans C(I) avec

§(Tn, Tny1) >0, on a Ji_)rgoinfg(xn,x) > 0.

Théoréme 3.2. Supposons que les conditions de (a) au (d) soient satisfaites. Alors (3.5)

admet au moins une solution x* € C*(I).

Démenstration.

On sait que 2 € C*(I) est une solution de (3.5) si, et seulement si z € C(I) est solution

de I'équation intégrale
1
x(t) = / G(t,s)f(s,z(s))ds pour tout t € I.
0
On définit T': C(I) — C(I) par

Tx(t) = /01 G(t,s)f(s,z(s))ds pour tout t € I.
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Alors le probleme ({3.5)) revient a trouver z* € C'(I) qui est un point fixe de 7.

Soient x,y € C(I) tels que &(x(t),y(t)) > 0 pour tout ¢ € I. De (a) on a

| Talt) = Tyl | =| [ G(t.9)1f(s,2(5)) = Fls.ul)lds
< [ Glt.s) | s.05)) — Fs.9()) | ds
< [ Glt.9)0 2(5) — (s) s

<sup [ G(t,s)dso([|z = ylloo)

_ 1¢(d(z,y))
T8y Y

< B(d(z,y))d(x,y).

On a donc d(Tz, Ty) < p(d(x,y))d(z,y) pour tous z,y € C(I) tel que &(x(t),y(t)) > 0
pour tout t € I.
On définit a: C(I) x C(I) — [0, 00) par

a(r,y) =
0, sinon .

Alors, pour tous z,y € C(I), on a

oz, y)d(Tz, Ty) < B(d(z,y))d(z,y).

Evidemment, a(z,y) = 1 et a(y, z) = 1 implique a(z, z) = 1 pour tous z,y, z € C(I).

Si a(z,y) = 1 pour tous z,y € C(I), alors &(x(t),y(t)) < 0. De (¢) on a §(Tx(t), Ty(t)) >
0, et donc a(Tx, Ty) = 1. Ainsi, T est triangulaire a-admissible.

D’apres (b) il existe o € C(I) tel que a(xy, Txy) = 1.

De (d), on a pour tout point d’accumulation x d'une suite {x,} C C(I) nous avons
Ty, Tpi1) =1, lim inf a(z,,z) = 1.

En appliquant le théoréme , T admet un point fixe dans C([I), c’est-a-dire qu’il
existe * € C(I) tel que Tz* = z*, et 2* est une solution de (3.5). |
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application
a-admissible,
continue, [T7]
contraction, [16]
contractive, [I0]
Lipschitzienne, [I6]
non expansive, [I6]

uniformément continue,

boule fermée, [7]

boule ouverte, [7]

diametre, [9]
distance,

distance euclidienne, [6]

espace
de Banach,
métrique, [0]

espace métrique

compact, [I3]
complet,

métrique,
norme, [I5]

point fixe, [20]
principe de contraction de Banach,

sphere, [7]
suite
convergente,

de Cauchy, [9)
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