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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions la controlabilité d’un systeme dynamique linéaire intégro-différentiel
fractionnaire ou en utilisant la dérivée fractionnaire de Caputo. Dans le processus de preuve, on
établit 'obtention de la solution intégrale en employant la fonction Mittag-Leffler et la transfor-
mation de Laplace puis, nous allons étudier la controlabilité faible de notre systeme en utilisant la
matrice Grammienne . Finalement, nous fournissons un exemple illustrant les résultats obtenus.
Mots clés : Controlabilité, fonction Mittag-Leffler, matrice de Gramien, dérivée fractionnaire de

Caputo.



Abstract

In this work, we investigate the controllability of integro-differential linear fractional dynamical
system by using fractional Caputo derivatives. In the process of proof, we mainly use Mittag-Leffler
function to obtain the integral solution. then, we study the weak controllability of our system by
using the Gramian matrix. At last, we give an example to illustrate our main result.
kGYWOI‘dS + Controllability, Mittag-Leffler function, Gramian matrix, fractional derivative of
Caputo.



Table des matieres

Notations et Abréviations 1
Introduction générale 2
1 Préliminaires 3
1.1 Fonctions spéciales . . . . . . . . 3
1.1.1  Fonction Gamma . . . . . . . . . ... 3

1.1.2  Fonction Mittag-Leffler . . . . . . . ... ... ... ... 4

1.2 Calcul Fractionnaire . . . . . . . . . . .. )
1.2.1 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville . . . . . . . .. ... ... ... )

1.2.2  Dérivée fractionnaire de Caputo . . . . . . . . . . . ... ... 6

1.3 Transformation de Laplace . . . . . . . . . . . .. ... .. 7
1.4 Opérateur linéaire . . . . . . . . . . . L 9
1.4.1  Adjoint d'un opérateur . . . . . . ... 9

1.4.2  Résolvante d’un opérateur . . . . . . . . . . ... 10

2 Controlabilité 11
2.1 Systeme controlé . . . . ... 11
2.2 Controlabilité . . . . . ... 12
2.2.1 Critere de Controlabilité de Kalman . . . . . . . ... ... ... ... .. 13

2.2.2  Caractérisation de la Controlabilité . . . . . ... ... .. ... ... ... 14

2.2.3 Grammienne de controlabilité . . . .. .. ..o 16

2.3 Controle Optimal . . . . . . . .. . 16

3 Controlabilité d’un systéeme intégro-différentiel fractionnaire linéaire 18
3.1 Position du probleme . . . . . ... 18
3.2 Solution intégrale . . . . . . . . 19



Table des matieres 3

3.3 Controlabilité d'un systeme fractionnaire . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 20
3.4 Controle Optimal . . . . . . . . . . . 23
3.5 Condition derang . . . . . . . . ..o 25
Conclusion générale 30
Bibliographie 31

Mémoire de Master Université de Guelma 3 Ferdjallah Razika



Notations et Abréviations

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres entiers.

Ensemble des nombres complexes.

Domaine de 'opérateur A.

Image de l'opérateur A.

Adjoint de 'opérateur A.

Noyau de 'opérateur A.

Partie réelle d’'un nombre complexe z.

Spectre de 'opérateur A.

Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a d’une fonction f.
Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a d’une fonction f.

Dérivée fractionnaire de Rimann-Liouville d’ordre a d’une fonction f.
Transformée de Laplace.

Transformée de Laplace inverse.

Fonction Gamma.

Fonction de Mittag-Leffler a deux parametres.

Fonction de Mittag-Leffler a un seul parametre.



Introduction générale

A controlabilité s’intéresse au comportement de systemes dynamiques en fonction de leurs
parametres. Elle peut étre vue comme une stratégie permettant de sélectionner la bonne
entrée d’un systeme pour que la sortie soit celle désirée. Donc, le but est d’amener le systeme d’un
état initial donnée a un certain état final, en respectant éventuellement certains criteres.
On rencontre dans la pratique de trés nombreux problemes de controle, dans toutes les disciplines :
par exemple garer la voiture, piloter un avion ou un satellite vers une orbite, optimiser les flux
d’information dans un réseau, controler une épidémie, réaliser une opération chirurgicale au laser,...
Depuis plusieurs décennies de nombreux travaux ont été menés sur les problemes de controla-
bilité des équations fractionnaires [9], [3], [8], [7].
Nous nous sommes intéressés dans ce travail essentiellement a I’étude de controlabilité d'un sys-

teme intégro-différentiel fractionnaire linéaire ou les dérivées sont prises au sens de Caputo.

Ce travail est organisé comme suit :
Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions préliminaires concernant le calcul frac-
tionnaire, la transformée de Laplace et les opérateurs linéaires, qui seront bénéfique pour les
chapitres qui vont suivre.
Le deuxieme chapitre, est basé sur I’étude de la théorie de controle d'un probleme distribué, ot on
a présenté les notions de base de cette théorie : controlabilité (exacte, faible et nulle) des systémes
distribués linéaires, condition de Kalman, controle optimal,...
Le dernier chapitre est dédié aux résultats d’existence des solutions d’un systeme intégro-différentiel
fractionnaire linéaire au sens de Caputo ou on a utilisé la fonction de Mittag-Lefler et la transfor-
mation de Laplace pour obtenir la solution intégrale, puis on a présenté les conditions nécessaires

pour assurer la controlabilité de notre probleme.
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Préliminaires

Ce chapitre est introductif dans lequel on rappelle des notions et des résultats fondamentaux
de la théorie de calcul fractionnaire et qui représentent des outils indispensables dans la suite de

notre travail.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Une des fonctions de base pour le calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge la

fonction factorielle a I’ensemble des nombres complexes.
Définition 1.1. /8] La fonction Gamma T'(z) est définie par lintégrale suivante :
+00
I'(z) = J. t*"le7'dt, Re(z)>0, (1.1)
0

de plus on a

[(z+1)=2z[(2).
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1.1.2 Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler ( notée E,p qui tient son nom du mathématicien suédois Gosta
Mittag-Leffler (1903)) est une fonction spéciale, c¢’est-a-dire qui ne peut étre calculée a partir
d’équations rationnelles, qui s’applique dans le plan complexe et dépend de deux parametres.
Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle, et elle joue un role

majeur dans le calcul fractionnaire.

Définition 1.2. /6] Soit z € C tel que Re(z) > 0, on définit la fonction de Mittag-Leffler comme suit

0o k
z
Z) = kEZO m, a>0. (12)

En particulier, si a =1 nous trouvons la fonction exponentielle E{(z) = e*.

Plus généralement, la fonction de Mz’ttag-LeﬁCler a deux parameétres est définie par

,p>0. 1.3
Zor kavp) ©F (1.3)
Si A est une matrice (n.n), on obtient
o Akka
(At%) 1.4
Fapl Zor(ka +B) (1.4)

Remarque 1.1.

1) Pour B =1, on trouve la relation (1.2) car

oo k
z ' y4
Ea,l(z) = r(ka + 1) = Ea(z)-

k=0
2) Sta=p=1, il est clair que

8

Ei(z) =

=) &-
k=0

3) La fonction E, pg(—=At?) est une fonction positive, décroissante. Elle vérifie les formules sui-

k=0

vantes :

(%) E,(Az") = AE, (Az"),

d\" 4 e
(E) (2P 1En,/5(/\z”)]:zﬁ " 1En,ﬁ_n(/\z”).

Lemme 1.1. Soit p,p € R tel que B* < p <min(m, amw). Alors, il existe une constant C dépend de
a,p ety tel que

C
E < —)
| a,/B(Z) |— 1+|Z|

avec p <|arg(z)|< .

Mémoire de Master Université de Guelma 4 Ferdjallah Razika
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1.2 Calcul Fractionnaire

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires sur les intégrales et les dérivées frac-

tionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo.

1.2.1 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3. /6] Soit Q) = [a,b) un intervalle de R et f est une fonction continue sur Q. L’in-

tégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a >0 de la fonction f est définie par :

t
I;‘f(t):%a)f (t—s)""f(s)ds, t>a, (1.5)

quand [’intégrale existe.

Définition 1.4. [6] La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par RLD) d’ordre a > 0

d’une fonction f € C*"(Q) est définie par :

“pgin = (5) s (16)
1 d” ' n—a—
_ r<n—a)dtnL(t_s) Lf(s)ds, (1.7)

avec n—1<a<n, nelN*, quand l'intégrale existe.

Remarque 1.2. :
1) L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est une simple généralisation de la formule de

Cauchy suivante :

() = Idtl Cdty. Jnlf(tn)dtn
t
= (n_ll)!L(t—s)”_lf(s)ds, neN*

Exemple 1.1. :

1) On considére la fonction f définie par

f()=(t-a)f, PpeR
On a

IEf(1) = If(t-a)f
IS T PRV PR
= F(a)_L(t s)* (s—a)fds

I(p+1) a+B
F(a+ﬁ+1(t_a) '

Mémoire de Master Université de Guelma 5 Ferdjallah Razika
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De plus, on a

“ _ T(p+1) —a
RLDa (t—a)ﬂ—m(t—a)ﬁ .

2) Pour a,f >0, on a
1E|(t-af B, p(A(t - 0)"] = (2= @) P E, g0l Az - a)),

et
RLpg [(t=a)f By (At —0)"|(2) = (2= @) "' E, p_a (Mz—a)")).

1.2.2 Dérivée fractionnaire de Caputo

L’approche de Riemann-Liouville a des conditions initiales contenant les valeurs limites des
dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville en la borne inférieure.
Malgré le fait que des problemes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales peuvent
étre résolus mathématiquement, leurs solutions sont pratiquement inutiles, car il n’y a aucune
interprétation physique pour de telle type de conditions initiales. Une certaine solution pour ce

probleme a été proposée par M. Caputo.

Définition 1.5. [6] Soit f une fonction de classe C"*([a,b]). La dérivée de Caputo d’ordre a >0 de
la fonction f est définie par lintermédiaire de la dérive fractionnaire de Riemann-Liouville c’est

a dire :

‘DY (1) =" D

n=l (b
f-y L k,(“)u—a)"], (18)
k=0 )

avec n—1<a<n, nelN*, quand l'intégral existe.

Définition 1.6. /6] La dérivée fractionnaire de caputo d’ordre a d’une fonction f une fonction de

classe C"([a,b]) définie par :

chafpy - L S AC)
D f(t) = T(n—a)_L (t—s)““—”ds’ t>a,

avec n—1<a<n, nelN".

Remarque 1.3. Une différence entre la définition de Riemann-Liouville et la définition de Caputo
est que la dérivée de Caputo d’une constante est nulle, par contre, la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’une constante C est :

cre

RLa

DiC=—"" 2o
T Ti-a)

Mémoire de Master Université de Guelma 6 Ferdjallah Razika
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Lemme 1.2. /6] Soit f € C"([a,b]), nous avons les propriétés suivantes :

1.3 Transformation de Laplace

Comme dans le cas entier, la transformée de Laplace est utilisée pour la résolution des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaires. C’est un outil qui permet de convertir une équation

différentielle en une équation linéaire ou disparaissent les formes dérivées.

Définition 1.7. [2] La transformée de Laplace d’une fonction f(t) d’un variable réel positif

t € (0,+00) est la fonction F(s) définie par :

F(s) = (Lf)(s) = LIF (D)) :jo Cetf(ndt, seC (1.10)

La transformée de Laplace de la fonction f existe si l'intégrale (1.10) converge.

Propriétés de la transformation de Laplace

1. La transformation de Laplace est une application linéaire donc pour tous réels o, p et pour

toutes fonctions f,g admettant des transformées de Laplace, on a
Liof +pg}=oL{f}+pLig}

2. Soient F(s) et G(s) les transformées de Laplace de f(t) et g(t) respectivement alors le

produit de convolution (f *g) est donné par :
(L(f *g)(t))(s) = F(s).G(s) = K{J; f(t= V)g(f)dr}- (1.11)

3. La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n d’une fonction f est

n—1

(LFB)s) = LFE)B) =) sFF ().

k=0

Définition 1.8. [// L’inverse de la transformation de Laplace de la fonction G(s) est donnée par

la formule :
1

(0= N0 = 5 [ et (112)

Mémoire de Master Université de Guelma 7 Ferdjallah Razika
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Définition 1.9. [}/ La formule de transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire et la dérivée
au sens de Caputo sont données par :

LD (1) = AF() = Lisg fP0)A T, (n-1<a<n), (1.13)

{3 f ()} (1) = A*71F (M),
De plus, st
ReA > |Allx,

la transformée de Laplace inverse de 'opérateur résolvant en termes de fonction de Mittag-Leffler
est donnée par :

r-1 {/\0‘—1(/\“1 —A)_l}(t) = Eq(At9), (1.14)

L7HAT = A7 (1) = 197 Eq o (A1),

Mémoire de Master Université de Guelma 8 Ferdjallah Razika
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1.4 Opérateur linéaire

Définition 1.10. /6] Soit X un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire est une application linéaire

A:D(A)Cc X — X ou D(A) est appelé le domaine de A. On dit que l'opérateur A est a domaine

dense si D(A) =X .
Définition 1.11. [6] L opérateur A est dit borné si
AM > 0,Yx € D(A),||Ax|lx < M||x||x.

On note par L(X) l'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans X muni de la

topologie de la convergence uniforme :

[[All = sup[|Ax]|. (1.15)
=1

Définition 1.12. /3] Soit A : D(A) — X un opérateur linéaire défini sur le domaine D(A) C X.
L’opérateur A est dit fermé si et seulement si son domaine D(A) est un espace complet par rapport

a la norme :

llxllpa) = lIxllx + | Ax]lx.
Remarque 1.4. La densité du domaine est nécessaire et suffisante pour [’existence de l’adjoint.

Définition 1.13. Pour un opérateur linéaire A : D(A) C X — X nous noterons par
ImA ={Ax:xe€ D(A)},

I'tTmage de A, et par
kerA ={xe D(A): Ax =0},

le noyau de A.

Remarque 1.5. :
1) Lopérateur A: D(A) C X — ImA est surjectif.
2) Si kerA ={0}, alors A est injectif.

8) Pour un opérateur bijectif A, on peut définir l'opérateur inverse A~ : D(A™1) c X — X.

1.4.1 Adjoint d’un opérateur

Définition 1.14. L’adjoint d’un opérateur (A,D(A)) a domaine dense est l'unique opérateur A*

ayant pour domaine

D(A*)={xe X,y e D(A) — (x,Ay) est continue},

Mémoire de Master Université de Guelma 9 Ferdjallah Razika
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est vérifiant

Vx e D(A"),Yy € D(A), (A*x,y) = (x,Ay).

Remarque 1.6. :
1) L’opérateur adjoint des opérateurs non bornés peut étre défini comme un opérateur borné.

2) Soit A: D(A)C X — X. A est dit auto adjoint, si D(A) = D(A*) et A= A",

Proposition 1.1. (Propriétés d’orthogonalité) Soit A € R™", on a
1) Le noyau de A* est ’orthogonal de l'image de A :

ker(A*) = [ImA]*,
En effet,
VxeX, xe KerA"eoVyeX (A'xy)=0oVY¥yeX (xAy)=0o xe(ImA)*.
2) L’orthogonal du noyau de A* est l'adhérence de l'image de A :
(KerA®)* = ImA.
3) De plus, on a

Im(A*) = [kerA]* .

1.4.2 Résolvante d’un opérateur

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Banach. Pour tout nombre complexe A tel

que (AI —A)~! existe et est continu, on définit la résolvante de A par :
Ry=(AM-A)"L

L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles la résolvante existe est appelé ’ensemble résolvant,

noté p(A). Le spectre o(A) est le complémentaire de 1’ensemble résolvant :

o(A) = T/p(A).

Mémoire de Master Université de Guelma 10 Ferdjallah Razika



Controlabilité

La théorie du controle (ou commande) analyse les propriétés des systemes commandés, c¢’est-a-
dire des systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou controle).
Le but est d’amener le systeme d'un état initial donné a un certain état final, en respectant

éventuellement certains criteres.

2.1 Systeme controlé

Un systeme du controle est un systeme dynamique dépendant d'un parametre appelé le controle,
habituellement soumis a des contraintes. Un systeme controlé est un systeme différentiel de la
forme :

(2.1)

x(0) = xo,
ou x(t) est le vecteur des états, xy est la condition initiale, u est le controle appartiennent a un
ensemble de controles admissibles U, et f est suffisamment régulier, de sorte que pour toute x
et tout controle u € U,y le systeme (2.1) admet une unique solution x(t). On notera cette solution

par x(t,xq, u(.)).

11
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Ce systeme est représenté comme suit
u(input) — x’ = f(x,u) - x(output)

Parmi les objectifs principaux de la théorie du controle qui seront abordés dans ce travail est la

notion de la controlabilité.

2.2 Controlabilité

Soit T > 0, considérons un systeme différentiel linéaire défini sur [0, T]

x'(t) = Ax(t) + Bu(t), 22)

x(0) = xo,
ou A est une matrice carré (n.n) appelée matrice d’état et B une matrice (n.m) appelée matrice
de commande ou du controle, x(t) est I’état du systeme et x( la condition initiale. La solution de

(2.2) est donnée par :
t

x(t, xg, u(t)) = exo + f e Bu(s)ds. (2.3)
0

La controlabilité est la notion de base dans I’analyse des systemes dynamiques. Il s’agit d’imposer
a un systeme un comportement souhaité, c’est a dire d’amener, en temps fini, un systeme d’un
état initial arbitraire a un état désiré au moyen d’un controle.

Plus précisément, on peut définir plusieurs notions de controlabilité. Les plus importantes sont la

controlabilité exacte, la controlabilité approchée et la controlabilité a zéro

Définition 2.1. /5] On dit que le systéeme (2.1) (resp .2.2) est exactement controlable en temps T

st pour tous les états xg,x; dans l’espace d’état, il existe un controle admissible u tel que :

x1 = x(T, xq, u). (2.4)

Figurel : Controlabilité exacte

Remarque 2.1. [l existe des cas ou l’état désiré peut étre approché mais non exactement atteint,

c’est le cas de la controlabilité faible.

Mémoire de Master Université de Guelma 12 Ferdjallah Razika



Chapitre 2 : Controlabilité des systemes distribués 13

Définition 2.2. [5] Soit T > 0. Le systeme de controle (2.2) est approximativement (faiblement)
controlable en temps T si pour tout xg,x; dans [’espace d’état, et Ve > 0, il existe un controle u

tel que la solution du systeme vérifie :

”x(Tle:u)_xlll <e. (25)

Figure2 : Controlabilité approchée

)

Définition 2.3. /5] Le systéme (2.2) est dite ” nulle-contrélable” ou on a une “contrélabilité a zéro’
St X1 = 0.
Remarque 2.2. :

1. La controlabilité faible ou approchée est plus simple a vérifier dans les applications.

2. La controlabilité exacte est la plus forte des trois notions.

Exemple 2.1. Le fait de tourner le volant ou non d’une automobile ne va pas affecter la vitesse
(la vitesse n’est pas contrélable par le volant), alors que le fait d’accélérer ne va pas influencer la

direction de la voiture.

2.2.1 Critere de Controlabilité de Kalman

Kalman a présenté une condition nécessaire et suffisante de controlabilité pour un systeme

linéaire de dimension finie.

Définition 2.4. Matrice de Controlabilité :
La matrice

W = (B,AB,--, A" 'B), (2.6)

dite matrice de controlabilité de Kalman.

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de controlabilité dans le

cas oul A et B ne dépendent pas de t et pas de contrainte sur le controle.

Mémoire de Master Université de Guelma 13 Ferdjallah Razika
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Théoréme 2.1. [10] Le systeme linéaire (2.2) est controlable si et seulement si :
rangW = n. (2.7)
On dit aussi que la paire (A, B) est controlable.

Remarque 2.3. :

1) La matrice W est appelée : Matrice de Kalman et la condition est appelée ” Condition de
Kalman”. Cette condition ne dépend ni de temps ni de la donnée initiale. Autrement dit, si un
systeme linéaire autonome est controlable en temps T depuis xg, alors il est controlable en tout
temps depuis tout point.

2) Si la matrice A définissant le systéme (2.2) est diagonale a éléments distincts deur d deux,

alors le systeme est controlable ssi la matrice B n’a aucune colonne nulle.
Exemple 2.2. On considére un systeme dynamique décrit par :

x'(t) = Ax(t) + Bu(t),

x(0) = xq

Sl

Ce systeme est controlable car la Matrice de controlabilité W est de rang maximale. En effet,

1 01
=>W=
0 10

tel que les matrices A et B sont donnée :

A=

AB =

detW = -1 = rangW = 2.

On donne ci-apres un résultat permettant de donner une caractérisation de la controlabilité.

2.2.2 Caractérisation de la Controlabilité
Pour tout t € [0, T], on peut écrire la solution (2.3) du systéme (2.2) sous la forme :
x(t,x9,u) = Xo + Lsu, (2.8)
ou L;u est 'opérateur linéaire borné défini par :

L,(0,T,U) — R"
L;: t (2.9)
u— fo el Buy(s)ds,
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et

X, = ey,

Pour simplifier les calculs, prenons X, = 0.
On considere son 'adjoint Ly donné par :
. R" — L?(0,T,U)
t :
z— Li(z) = B*eN (Tl
tel que
(Li(z),u) = (z,Lyu),Yu € L>(0,T,U), VzeR" (2.10)

Proposition 2.1. [10] Le systéme (2.2) est exzactement contrélable au temps T >0 si et seulement

st l'opérateur Lt est surjectif i.e
V¥xo,x1 € R", Ju € Uy, x(xo, u)(T) = x;.
Démonstration. Soit xg,x; € R" deux états quelconques. L’équation en u :
x(T,xg, 1) = x1,

a une solution dans L?(0, T, U) si et seulement si 1’équation

Lru=x1 - eTAxO,

a une solution dans L?(0, T, U). L’équivalence des deux équations entraine la proposition. O]

Remarque 2.4. :
1) D’aprés la proposition précédente, on peut dire que le systéme (2.2) est controlable si et seule-
ment si ImLt = R".

2) La matrice W est de rang mazximal si et seulement si l’application linéaire L; est surjective.

Proposition 2.2. [1/ Il y a équivalence entre
e Le systéme (2.2) est faiblement contrélable,
e ImLy =R",

e T(I7 L) = R",

e Ker(L7) = {0}.
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2.2.3 Grammienne de controlabilité

On introduit la matrice de controlabilité dit "Grammienne de controlabilité ” par
T *
W, =L,L; = J eABB e ds, (2.11)
0
tel que A* et B* désignent les matrices transposées des matrices A et B.
Corollaire 2.1. [5] Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. La paire (A, B) est controlable au temps T > 0.
2. L’opérateur L; est surjectif.
3. L’opérateur L} est injectif.

4. La matrice W; est inversible.

Remarque 2.5. La matrice de controlabilité W est toujours positive car

T
(W,x, x) = J Be™ x|2ds = ||L:x]||? > . (2.12)
0

2.3 Controle Optimal

Dans le cas ou le systeme est controlable, il existe une infinité de controles. Il est intéressant
de construire un qui “consomme le moins d’énergie”.

La fonctionnelle d’énergie que 1’on choisit ici est

T
1<u>:J lu(s)|Pds.
0
On notera
Uaa(xo,x1) = {u € U, x(T, xp, u) = x1}.

Donc, on cherche la solution du probleme d’optimisation avec contrainte suivant :
(P) {min J(u), ue Uy} (2.13)

Deux questions se posent alors :
— Trouver l'existence d’un controle optimal.
— Trouver un moyen de le calculer c’est a dire décrire une méthode pour calculer le controle,

en fonction des divers parametres du probleme.

Théoréme 2.2. [10] Le probléme (P) admet une solution unique si :
e | est continue, coercive, et strictement conveze.

e U,; est convexe, fermé, et non vide.
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Le théoreme suivant définit I'unique controle u qui minimise la fonctionnelle J sur I’ensemble

Ugaa(xo,x1).

Théoréme 2.3. [10]

Le controle u qui transfére xy en x; = x(T,xg,u) est donné par :
u(s) = BrelT94 Wl (x, —eT4x). (2.14)

Pour la preuve, en utilisant la formule (2.3).
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Controlabilité d'un systeme intégro-différentiel

fractionnaire linéaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la controlabilité approchée d’un probleme frac-

tionnaire ( au sens de Caputo) linéaire.

3.1 Position du probléeme

On considere le systeme intégro-différentiel fractionnaire non linéaire suivant :

‘D x(t) = Ax(t) +Ié_“Bu(t) + f(t,x(t),u(t)), te]=(0,T] (3.1)

x(0) = xo,
ou :
e ‘D est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre « tel que 0 <a <1.
e x(t) € R" est le vecteur d’état.
e u(t) € R™ est le controle.
e Ae M(n,n), Be M(n,m)
e f:]J.R".IR" — R" est une fonction donnée.

e x(0) est la condition initiale.

18
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3.2 Solution intégrale

Dans cette section, on démontre un résultat d’équivalence entre 1’équation différentielle de

notre probleme et I’'équation intégrale en utilisant la transformation de Laplace.

Lemme 3.1. Soit le systeme linéaire suivant

‘Dix(t) = Ax(t)+ 1, *Bu(t)+ f(t), te] 5.2

x(0) = xo.

Alors, x est la solution du probleme (3.2) si et seulement si x est une solution de l’équation
intégrale suivante :

t t

E,(A(t—s)%)Bu(s)ds + J (t—35)* T E, o (A(t —5)%)f(s)ds. (3.3)
0

x(t) = E,(At%)xg + f

0

Démonstration. En appliquant la transformation de Laplace (1.13) sur (3.2), on obtient
LIEDGx(£)}(A) = LIAX()}(A) + LI Bu(t)}(A) + LIf(D)(A),

on arrive a

AYX(A) =A% 1x(0) = AX () + A IBU(A) + F(A),

ce qui implique

(AT —A)X () = A% 1x(0) + A" LBU(A) + F(A).

Nous trouvons
X(A) = A% Ix(0)(AT = AL+ AL BUA) (AT = A) L+ F(A) (AT - A)7L
Appliquons la transformation de Laplace inverse (1.14), on trouve
L7YUXA)) = £7HAIx(0)( AT = A + 7Y AL BUW) (AT = A) Y + £7HF(A)(A%T - A)7LY,

utilisant la transformation de Laplace du produit de convolution de deux fonctions (1.11), on

obtient

t t

E, (A(t—s)%)Bu(s)ds + J (t—5)" " Eqq(A(t —5)%)f (s)ds.
0

x(t) = E,(At*)x(0) +J
0
D’ou

t t

E, (A(t—s)%)Bu(s)ds + J (t—35)*TE, o (A(t —5)%)f (s)ds. (3.4)
0

x(t) = Eo(At%)xg + J

0

La preuve est complete. O
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3.3 Controlabilité d’un systéeme fractionnaire

Définition 3.1 (Controlabilité exacte). :
Le systéme (3.2) est dit exactement (ou complétement) contrélable sur ] si pour tout état final

désiré x; € R", il existe un controle u € R™ telle que x vérifie
x(T,u)=xy.

Définition 3.2 (Controlabilité a zéro). :
Le systéme (3.2) est dit contrélable a zéro ( ou nul contrélable) sur J s’il existe un contréle u € R™
telle que x vérifie

x(T,u)=0.

c’est a dire, si chaque état non nul xo peut étre dirigé vers 'état nul x; =0 a l'aide d’un controle

u, alors le systeme est dit étre controlable nullement.

Définition 3.3 (Controlabilité faible). :
Le systeme (3.2) est dit faiblement contrélable sur ] si pour tout état final désiré x; € R" et € >0,

il existe une commande (contrile) u € R™ telle que x vérifie
(T, u) —x; | < e.
Remarque 3.1. Le systeme (3.2) est dit faiblement contrélable sur J si [’ensemble
H={x(T,u) e R": u eR"},
dense dans R".

Définition 3.4. Soit la matrice de Mittag-Leffler E, € M(n,n).
1) On définit Uopérateur de contrélabilité par

¢;: R" - R"
, (3.5)
RTE Jo E,((t—s)*A)Bu(s)ds, te],
c’est un opérateur linéaire borné défini sur R™.
2) L’opérateur adjoint de @t est donné par
7 R" —» R™
¥r (3.6)

@7 = B Eq((T =) AY),

ou A*,B* sont les transpositions de A et B respectivement.
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3) Le Grammienne de contrélabilité est défini par

Wr:R" > R"
. (3.7)
Wr = @7 ¢F = || Ea(A(T —1)*)BB*Eq(A*(T - t)%)dt,

Le résultat suivant sera établi en posant I'existence de la fonction inverse de E;! [7]. On peut

supposer que zéro n’est pas une valeur propre de la matrice E,(AT?).

Théoréme 3.1. Si E;' existe alors, le systéme linéaire (3.2) est complétement contrélable si et

seulement s’il est nulle controlable.

Démonstration. :

1 ) Montrons que la contrélabilité compléte implique la contrélabilité nulle

Supposons que le systéme (3.2) est complétement controlable, donc
Vx; € R", Ju e R", telleque: x(T,u)=xq,

Utilisant la formule (3.3), on trouve

T T

E,(A(T —5)%)Bu(s)ds + J (T - s)"‘_lEa,a(A(T —s)M)f(s)ds = xq,
0

EL(AT%)x, +J

0

il suffit de prendre : x; =0, on arrive a

JueR", tq:x(T,u)=0,
donc le systéme (3.2) est nulle controlable.

2 ) Nous montrons maintenant que la contrélabilité nulle implique la contrdlabilité compléte :

Supposons que le systeme (3.2) est nul controlable, donc
Vx, e R", Ju e R"tq: x(T,u) =0,

¢’est-a-dire que

T T

E (AT%)x, + J E (A(T —s)%)Bu(s)ds + J (T —5)* ' Ey o (A(T —5)%)f(s)ds = 0.
0 0
Soient xg,x; € R", Ju € R™, tq:
T T
x(T,u) = E,(AT)xo + I E (A(T —5)%)Bu(s)ds + J- (T - s)“‘lEa,a(A(T =5)*)f(s)ds = xq,
0 0
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ce qui implique

T T

E,(A(T —5)%)Bu(s)ds + f (T =) Eq o (A(T —5)%)f(s)ds = 0.

Ea<AT“><xo—E;1<AT°*>x1>+f
0

0

Comme le systeme est nulle controlable, on pose

Xy =Xg— E;l (ATQ)Xl € IR”,

on obtient
T T
O:Ea(AT“)x2+J Ea(A(T—s)“)Bu(s)d5+J (T —35)* " Eq o(A(T —35))f (s)ds
0 0
T T
:Ea(AT“)(xO—Egl(AT“)x1)+J Ea(A(T—s)“)Bu(s)ds+f (T —35)* " Ey o (A(T —5)%)f (s)ds.
0 0
D’ou
T T
xlea(AT“)xo+J Ea(A(T—s)”‘)Bu(s)ds+J (T —5)* " Ego(A(T —5)%)f (5)ds
0 0

Par conséquent, la controlabilité complete du systeme (3.2) est satisfaite.

Ceci termine la preuve. O

Proposition 3.1. Soit 6 >0, avec
T
(Wz,2) = |lp7all® = J IB*Eq(A*(T = t)%)zl*dt > 0]|zl1> >0, z#0, (3.8)
0
alors le systeme est controlable si et seulement si toutes les valeurs propres de W sont positives.

Démonstration. :

La condition (3.8) implique que W est coercive c-a-d :
360> 0tq: (Wz,z)> 0||z]|> = W est positif.
On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve
Ollzll*> < (Wz,z) < [|[W2lllz]l
d’out
Ollzl < ||Wzl| = kerW = {0},

donc W est un opérateur linéaire, injectif non singulier sur R”. Soit W~! I'inverse de I'opérateur
W, alors il est borné sur ImW qui est un sous espace de R".

Donc, l'ensemble ImW est équivalent au domaine de W™ qui est IR", ce qui implique que

Imep 2 ImW =TR".
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En utilisant & nouveau (3.8), nous déduisons les mémes propriétés pour I'opérateur ¢7., on conclut
que le systeme (3.2) est controlable.
=) Supposons que le systéme fractionnaire (3.2) est controlable sur J, et que W n’est pas définie

positive. Il existe une fonction vectorielle non nulle z € IR” telle que

T
ZWz = J Z'E,(A(T — t)*)BB*E ,(A*(T — t)%)zdt
0
=0.

En déduit que
Z'E,(A(T —s)*)B=0.

La controlabilité du systeme (3.2) implique qu'il existe un contrdle non nul u tel que

T
0=z+ E,(A(T —s)%)Bu(s)ds,
JO
ce qui implique que
T
0=z"z+ Z'E,(A(T —s)*)Bu(s)ds.
JO

Alors

Z'z2=0=>2z=0.

Ceci contredit '’hypothese z = 0. Ainsi W est défini positive ce qui implique que toutes les valeurs
propres sont positifs sauf la valeur propre nulle.

Alors (3.8) est valable pour tout 6 > 0. O

3.4 Controle Optimal

Il peut arriver que de nombreux controles transfert le systeme de ’état initial a 1’état final
a l'instant T, mais que I'un d’entre eux soit plus efficace que les autres. Ce controle minimise la

fonctionnelle d’énergie

T
lull? :j lu(s)|2ds.
0

La formule explicite du controle optimal est donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit W non singulier, alors le controle i € R™ défini par

ii(t) :B*Ea(A*(T—t)“)W‘l(xl—Ea(AT“)xO—J-T(T—s)“‘lEa,a(A(T—s)“)f(s)ds), Vite], (3.9)
0

est optimal et fait passer le systéme (3.2) de U'état initial xo a U'état final x; au temps T.
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Démonstration. :

Premiére étape : Montrons que ||i]| < ||u||, YueR™.
Soit u € R un controle quelconque qui dirige le systeme de ’état initial x, a I’état final x; au
temps T. Alors,

lal? = 11> + lle ~ all? + 2R(a, u ~ i),

avec
T
(fu—1a) = GI(t), u(t)—a(t))dt
JO
~T
= (B Eq(A*(T =))W (x1 = Eo(AT®)xq
JO
T
- (T =5)"" Eq,a(A(T = 5)*)f (s)ds), u(t) - i(t))dt
JO
T
- <W‘1(x1—Ea(AT“)xO—J (T = 1)* ™ Eq o (A(T = )7)f (t)dt),
0

T
| Batacr =om sttt
T

- <w—1(x1—Ea<AT“>xo—j (T = )" Eq o (A(T = ))f(1)dt), pr[u(t) - a(1)]).

0

Puisque u et @ dirigent I'état x vers x; au temps T, alors

@r(u(t)—1i(t)) =0.
Ainsi
llul|> = lit]|* = |lu —4||* >0,

ce qui montre que

lall <llull,  YueR™
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Deuxieme étape : Montrons que # oriente 1’état xq vers x; a 'instant T.
On remplace la formule (3.9) dans l'expression de la solution (3.3), on arrive a :

~T T

x(T) = E (AT%)xg+ Ea(A(T—t)“)Bu(s)ds+j (T —t)* ' E, o (A(T - t)%)f(s)ds
JO 0
rT T
= E (AT%)xo+ | EL(A(T = 1)%)Bit(s)ds + f (T = 1) Eg o (A(T - ))f (s)ds
JO 0
T
= EJ(AT%)xo+ | Eo(A(T —1))BB Eo(A(T ~ ))W ™} (x; — Eo(AT%)xq
T 70 T
- e EaaAT 9 f s [ (T Bl AT -5 (5
0 0
T
=  E (AT%)xo+ WW‘l(xl —E (AT %)xo - J (T —35)* " Eq o(A(T - s)“)f(s)ds)
. 0
o [T AT -9 p s
0
= X1.
Ceci termine la preuve. O

Les arguments ci-dessus peuvent étre utilisés pour prouver la controlabilité complete et ap-

proximative du systeme (3.2). Nous mentionnons le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Le systeme (3.2) est controlable si et seulement si W satisfait l'une des conditions

suivantes :
1. W est coercive,
2. W est défini positif,
3. W est non singulier,

4. ImW =1R", et kerW ={0}.

3.5 Condition de rang

La condition de rang est un outil efficace pour déterminer si le systeme est contrélable ou non

(dans le cas ot A et B ne dépendent pas de t et pas de contrainte sur le controle).
Définition 3.5. La condition de rang est donnée par :
rang|B,AB,...,A" 'B] =n, (3.10)

ou A" =0.
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Théoréme 3.3. Le systeme linéaire (3.2) est contrélable si et seulement si la condition de rang

(3.10) est vérifice.

Démonstration. Utilisant la solution du systéme (3.2)
T

x(T,u) = E(AT%)xo + oru + J- (T —5)* " E, o (A(T —5)%)f(s)ds € R",
0
alors .
prin=X(T, 1)~ Eo(AT 50 [ (T =3 Eqa A(T -9 (515 (3.11)
0
avec

T
Qru = j E (A(T —5)%)Bu(s)ds.
0
On a A" =0, alors la fonction Mittag-Leffler est donnée par

T (T —s)k2 Ak

—_ o e} _—
Eo(A(T - 5)%) That1) (3.12)
k=0
donc
T n—-1 k
_ (T —s)"" &
pr L Tka+1) s Buls)ds
n—1 1 T
= ZAkB(mJ (T—s)aku(s)ds) (313)
k=0 0
n-1
=) AfByg
k=0
ou :
1 T ¢
a __ [
Vi “Tlka+ 1)J; (T —5)"u(s)ds
=I5y (T) e R™.
En utilisant (3.13), on obtient
Vo'
Vi
@ru =[B AB...A"'B] . (3.14)
Vi1

Par conséquent, I'équation (3.11) a une solution unique V" si et seulement si la condition (3.10)
est vérifiée.
Donc, il est toujours possible de trouver au moins une fonction u € R pour garantir 1’existence

des vecteurs Vk“. O
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Exemple 3.1. Considérons le systeme fractionnaire linéaire suivant :

‘D§-2x(t) = Ax(t) + I, %Bu(t) + f(t), t€[0,0.2],

1 (3.15)
x(0) = ,
1
PR URT L _[a0] f(t)_o
o ool T |1 ROl el

En utilisant (3.12), nous obtenons la matrice de Mittag-Leffler suivante :

1 02k
Eoa(A(t =)’ Z 02k+1

_L 0 1( )0.2
I o of T(12)

2
r (t—S)O‘Z
_ 10 + 0 T
0o 1] o o0
[ (t—5)0'2
_ 1 r(1.2)}'

0 1

Et en utilisant (1.4), on arrive a

n-1 r k0.2
Ep2,02(A(t=5)"?) = m
k=0
I 0 1 (t_5)0.2
TT0.2) g ol T(0.4)
B (t—s)02
£(0.2) T(0.4) |
v
1
02y Y (A (=)0
Eo(A™(t=5) )—; [(0.2k+1)
L [0 0f(t=5)° 3.16
I‘(l) 1 0 1“(1.2) ( )
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De plus, on calcul la controlabilité Grammienne

0.2
W= J E2(A(0.2-5)"2)BB*E 5(A*(0.2 — 5)%2)ds
0

j 21 S |[o [1 0] oo |d
= : 0.2 S
0 1 1 (0'2(1_52) 1

[0.552 0.332}

0.332 1
qui a un inverse

1
w! com' (W)

~ det(W)
B 1 1 -0.332
0.4417761-0.332 0.552

2.261 —0.7498
—0.7498 1.2486 |

Comme WL existe alors le systéme linéaire (3.15) est contrélable, de plus, la fonction du contréle
uy(t
wle) = I i >]’
uy(f)

1
uy(t) = (1.511 +2.463(0.2 — t)*?) (xl ~1.789-0.451 f (0.2 - s)‘“sds).
0

est définie par :
tel que :

1

uy(t) = (0.4988 — 0.8166(0.2 — 1)%-2) (x2 -1- J (0.2 — s)_o'ssds).
0

Exemple 3.2. Considérons le systeme fractionnaire linéaire suivant :

‘D§3x(t) = Ax(t) + I, %3Bu(t) + f(t), t€[0,0.3],
1
x(0) =1},

(3.17)

0 0 1 0 t
avec A=|-2 =3 0|, B=|2]|, f(t)=]0],
0 2 -3 0 0
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Par des calculs numériques, on trouve

o o 1][o] [o
AB=|-2 -3 21=1-6].
0o 2 -3]|o]
o o 1o o 1] [o 2 =3

A*=|-2 -3 0||-2 -3 of=|l6 9 -2
0o 2 -3J{o 2 -3] [-4 -12 9

o 2 -3|lo 4
A’B=|6 9 -2[|2|=]18
4 -12 9 |lo| |-24

Alors
0 O 4
rang[B,AB,AzB] =rang|2 -6 18 |=3.
0 4 -24

Alors par le théoreme (3.3) le systéme est contrdlable.
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Conclusion générale

ANS ce travail, une méthode analytique a été proposée pour étudier la controlabilité d’un
systeme linéaire intégro-différentiel d’ordre fractionnaire. Pour démontrer la controlabilité
nous avons construit la matrice Grammienne en utilisant la fonction Mittag-Leffler. De plus, des

exemples sont inclus pour vérifier 'efficacité des résultats.
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