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Abstract

The objective of this work is to establish the uniqueness and positivity of the solution
of a fractional boundary value problem, using the Banach contraction principle and the
Guo-Krasnosel’skii theorem in a cone, the results obtained are illustrated by examples.

We close this work by a bibliography.

Key words : Guo-Krasnosel’skii theorem, Banach contraction principle, Boundary

value problems, Uniqueness of solution, Positivity of solution.



Résumé

L’objectif de ce travail est d’établir 'unicité et la positivité de la solution d’un pro-
bléme aux limites fractionnaire, en utilisant le principe de contraction de Banach et le
théoréme de Guo-Krasnosel’skii dans un cone. Les résultats obtenus sont illustrés par des

exemples. Nous cloturons ce travail par une bibliographie.

Mots clés : Théoréme de Guo-Krasnosel’skii, Le principe de contraction de Banach,

Problémes aux limites, Unicité de la solution, Positivité de la solution.



introduction

Dans ce travail, nous s’intéressons a ’étude de 'unicité et la positivité de la solution
d’un probléme aux limites fractionnaire, en utilisant quelques théorémes de point fixe
tels que, le principe de contraction de Banach et le théoréme de Guo-Krasnosel’skii dans
un cone. L’étude de ces problémes est d’actualité et plusieurs travaux et ouvrages sont
consacrés a ce sujet.

Les équations différentielles fractionnaires constituent un domaine de recherche d’ac-
tualité. En effet, de nombreux articles sont apparus traitant les questions d’existence,
d’unicité ainsi que la multiplicité des solutions positives de ce type d’équations.

La dérivation non entiére consiste & généraliser la notion de la dérivée & des ordres non
entiers de dérivation (réels ou complexes ). Différentes définitions de la dérivation non
entieére ont été établies, ces dernieres ne menent pas toujours a des résultats identiques
mais sont équivalentes pour plusieurs fonction.

Beaucoup de contributions ont montré I'importance des systémes d’ordre fractionnaire
et leur intérét dans différentes disciplines tels que : électricité, la chimie, la biologie,
I’économie,...et dans différentes applications, la modélisation, I'identification, la robotique
et le traitement d’images...

Certains problémes en physique moderne et en technologie sont généralement décrits
par des problémes aux limites engendrés par des équations différentielles linéaires ou non
linéaires. Quand ces équations satisfont des conditions aux limites en plus d’une valeur, le
probléme résultant est un probléme aux limites & plusieurs points, comme la terminologie
I'indique, il s’agit des cas ot les conditions aux limites sont imposées en deux, trois ou
en m points du domaine. Le cas le plus compliqué est quand ces conditions sont vérifiées
aux extrémités et a 'intérieur du domaine.

[’étude des probléemes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont appli-
quées pour la résolution de ces problemes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe
du point fixe jouent un grand role.

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui affirme qu’une fonction
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f posséde au moins un point fixe, avec quelques conditions sur f. Un point fixe d'une
fonction f qui est définie dans un espace métrique X vers lui méme, est un élément z € X
qui vérifie f(x) = x. Ces théorémes présentent un outil trés utile en mathématiques,
principalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Durant ces derniéres années, les théorémes du point fixe sont regardés comme de tres
puissants et importants outils dans I’étude des phénomeénes non linéaires. Le plus simple
théoréme de point fixe connu est le théoréme de Banach qui est appelé aussi théoréme
de contraction : "toute contraction d’un espace métrique complet vers lui méme admet
un unique point fixe."

En 1912, Brouwer a trouvé une généralisation du théoréme de Banach, il affirme que :
"une fonction continue de la boule unité fermée dans un espace euclidien de dimension n
vers elle méme doit avoir un point fixe". Ce résultat a été généralisé par plusieurs mathé-
maticiens, la plus importante généralisation est obtenue par le mathématicien polonais
Juliusz Schauder en 1930 : "toute application continue et compacte d’un sous ensemble
fermé, borné et convexe d’un espace de Banach vers lui méme admet un point fixe". Ce
puissant théoréme de point fixe intervient surtout dans la démonstration de I'existence
de solutions d’une équation différentielle.

Tout au long de ces derniéres années, plusieurs auteurs se sont concentrés sur la
recherche des conditions qui garantissent I'existence de solutions positives des problémes
aux limites. Le théoréme de Guo-Krasnosel’skii du point fixe a été utilisé comme un outil
afin d’établir de telles conditions.

Pour plus de résultat sur 'existence des solutions des problémes aux limites non
linéaires, voir, [1, 3, 4, 8,9, ...].

Nous passons maintenant a la description du plan de ce mémoire.

Le premier chapitre est consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire et un
rappel de quelques concepts préliminaires seront introduits comme la fonction Gamma et
la fonction Béta qui jouent un réle important dans la théorie des équations différentielles

fractionnaires. Deux approches (Riemann-Liouville et Caputo) généralisant les notions



de dérivation sont ensuite considérées.

Le deuxiéme chapitre se compose notamment des rappels de quelques résultats
théoriques, de quelques théorémes importants sur la théorie du point fixe et des notions
de base de 'analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans la suite de ce travail.

Ces éléments d’analyse on été pris de quelques livres et articles choisis.

Dans le dernier chapitre, nous s’intéressons a I’étude de 'unicité et la positivité

de la solution du probléme aux limites fractionnaire suivant :

Dg.u(t)+ f(t,bu(t) =0, 0< t <1, (3.1)
u(0) =u' (0)=u"(0) =...=u™2(0)=0, u(l)=pu(y),
ou :
(i) feC([0,]] xR,R), 8>0,0<n<1.
(ii) D, est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Riemann-Liouville de l'ordre
n—1l<a<n,n>3.
En utilisant le principe de contraction de Banach et le théoréme de Guo-Krasnosel’skii

dans un cone. Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples.

Enfin, nous cloturons ce travail par une bibliographie.



Chapitre 1

Calcul fractionnaire

Résumé

Ce chapitre est une introduction aux éléments de base de la dérivation non entiére.
Nous avons repertorié quelques notions de cet outil mathématique, deux approches des
dérivées fractionnaires sont introduites a savoir, ’approche de Riemann-Liouville et celle

de Caputo ainsi que leurs propriétés et quelques exemples de calcul.



1.1 Quelques fonctions importantes dans le calcul
fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Béta, ces fonctions jouent

un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une

fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle & I’ensemble des nombres complexes.

Définition 1.1 Pour o € C tel que Re(a) > 0, on définit la fonction suivante :

I(a) = /0 " ey, (1.1)

Exemple 1.1
1.
“+oo
') = / e tdt =1
0
2.
1 oo ;
I'=) = —e 'dt,
D=/ 7
posons que :
t= u2,
donc,
dt = 2udu,
alors,
1 oo > oo e
') = / —e " 2udu = 2/ e " du,
2 0 u 0



[intégrale de Gauss est donnée par :

D’o1,

Proposition 1.1

1. une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence sui-

vante :

I'a+1) =al(a), Re(a)>0. (1.2)

(Qu’on peut démontre par une intégration par parties.)

2. la fonction Gamma généralise la fonction factorielle est :

I'n+1)=n!, ¥neN. (1.3)

;):M, Vn € N.

I
(n + 4np)

Exemple 1.2 Nous voyons que :

F(%) =7 et I'(a+1)=al(a),

1.1.2 La fonction Béta

La fonction Béta est aussi définie par une intégrale impropre.

Définition 1.2 La fonction Béta est une fonction définie par :
1
B(p,q) = / 711 - 7)7'dr, Re(p) >0, Re(q) > 0. (1.4)
0
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Proposition 1.2 Le changement de variable uw = 1—71 permet de montrer que la fonction
Béta est symétrique.
(C’est-d-dire :

B(p,q) = B(q,p).

1.1.3 Liens entre la fonction Gamma et la fonction Béta

Remarque 1.1 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma comme suit :

['(p)L'(q)

PP =T 1 g

, Re(p) >0, Re(q) > 0. (1.5)

Preuve. Nous avons évidement :

tra) = ([ eran [ e )

+o0 +o0
= / / e VP~ ly = dady.
0 0

On pose,
y=p—z
Pour,
0<x <y,
on a,
d
&y _
dp
et
dxdy = dxd,

11



nous obtenons,

+o00 o
o = [ [ e ey e,
+o0 ©
e_l/«

-

pour évaluer 'intégrale relative a dx, nous effectuons le changement de variable x = tpu,

([ o =y da)a

nous obtenons :
i 1
/ o’ MNp— ) lde = / (t)P~ (= tp) " dt,
0 0
+oo
Mp+q_1/ N1 — 1)t = Pt B(p, q),
0

par suite :

L(p)l'(q) = B(p,q) / +w€‘“up+q‘1du,

= B(p,q)T'(p+q).

Ce qui donne le résultat désiré. m

Exemple 1.3 Nous calculons B(3, 1) :

1.1.4 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. On considére 'intégrale :

IWf(z) = / f(t)dt, (1.6)

15w = [Car [ s
12



195() = [ 2= S0t (1.7)

plus généralement le n“™¢ itéré de I'opérateur I peut s’écrire :

I™f(z) = /;dxl/ dxg.../

— (n_ll)!/ (z — )"V f(t)dt.

1

f(xy)dx,, (1.8)

Pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel
par la fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n), Riemann rendu compte que le second membre
de (1.8) pourrait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non entiére, il était

naturel de définir I'intégration fractionnaire comme suit :

Définition 1.3 Si f € Cla,b], a € R, lintégrale :

190w = 5 [ =00 (19)
telle que :
a € |—o0, 00|,

est appelée intégrale fractionnaire (& gauche) de Riemann-Liouville d’ordre «, et l'inté-

grale :

@y L[ e
105w) = g [ =0 (110

telle que : b € |—o00 , + 00| est appelée intégrale fractionnaire (G droite) de Riemann-

Liouville d’ordre «.
Remarque 1.2 Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’intégrale (a gauche).

Proposition 1.3 Pour f € Cla,b], l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pos-

13



séde la propriété suivante :

1 []ﬁ)f(m)] = Iéf‘fﬁ)f(x) pour Re(a) > 0 et Re(B) > 0.

Exemple 1.4 Considérons la fonction :
F(t) = (t - a)™.
A laide de changement de variable :
T=a+z(t —a),

nous trouvons,

ot — o)™ = ﬁ / (t = )91 (r — a)"dr.

= /0 (t—a)* (1 —2)* 2™t — o)™ du,

et d’aprés (1.4) et la relation (1.5), nous trouvons :

= L (t—a)*™B(m+1,0),

I(c)

— F(m + 1)F(Oé> (t . a/)oc—‘rm
F(o)l(a+m+1) ’
~ I'(m+1) _ gatm
_Fm+m+n“ )

14
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Nous voyons bien que c’est une généralisation du cas o = 1, nous avons :

I'(m+1) (t— a)ym — (t — a)m“‘

1 m_ (m+1) mal
La(t—a)” = (=) = S DT £ 1) mt 1

(m+ 2)

|

1.2 Diverses approches de la dérivée fractionnaire

Différentes approches on été utilisées pour la dérivation fractionnaire, nous allons
présenter les approches qui sont fréquemment utilisé dans les applications : I’approche

de Griinwald-Letnikov, I'approche de Riemann-Liouville et de Caputo.

1.2.1 Approche de Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation
entiére d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraires.

La dérivée d’ordre 1 d’'une fonction f au point x est définie par :

1 T f(x) — f(x —h)
D" f(x) = lim . :

h—0
Le calcul des dérivées de la fonction f donne la généralisation de cette formule & ’ordre

p, ou p est une nombre entier positif ou nul,

DW f(t) =t S (=) | 7| £t — k),
k

h—0

avec,

) = p(p — 1)}33 —k+ 1)‘ (1.13)

La généralisation de cette formule pour p un entier négatif :

(_1>k(£) _ _p<_p + 1)'}{'!(_17 +k— 1), (1'14)

15



en utilisant la fonction Gamma telle que :

['(n+1) =nl(n),

et,
I'(n+1)=nl,
on aura,
o~ P(k—p)
G
DPf(t) = lim h™? t — kh
et,

G —>p p

si f est de classe C", alors en utilisant I'intégration par parties, on obtient :

n—1 —a k+p t
Dt Z‘f M oy [ -

Fk+p+1) I'(n+p

aussi,

D f t_a)kp 1 ! n—p—1 p(n
“Drf(t) Z Fk: Y +F(n—p)/a(t_T) f™(r)dr

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov n’est

pas nulle ni constante.

Si f(t) = c¢ et p non entier positif, nous avons :

f®#)=0 pour k=1,2,...,n

16



D) = F o U -t 1)
1 t — )P () dr
—i—F(n_p)/a(t ) U (r)dr, (1.19)
:m(t—a)*p.

2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Griinwald-Letnikov

Soit p non entier et 0 < n —1<p <n avec o >n — 1, alors nous avons :

f®(a) =0 pour k=0,1,...,n—1, (1.20)
et,
£ (r) = F(z(fj;i)l) (r — a)>", (1.21)
d’ou,
I'a+1)

SDPf(t) =

T(n—p)T(a—n+1) / (=7 T —a)™

nous faisons le changement de variable :
T=a+s(t—a),

nous trouvons,

I'(a+1)
I'(n—pTla—n+

D (1) = 5 [ =i =,

B I'a+1)
- T(n—pl(a—n+1

(-0 [y s

d’apres (1.4), (1.5) et la proposition 1.2, nous obtenons :

17



_T(a+1)B(n—p,a—n+1)
 Tn—-plla—n+1)

(t—a)™?,

MNa+1)I'(n—pI'(a—n+1)
Fn—pl'(a—n+1I'(a—p+1)

(t - a)a—p7

['a+1)
I'a—p+1)

A titre d’exemple,

épi— L2 Vit = Vi . (1.22)

1.2.2 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.4 Soit f une fonction intégrable sur [a,t], alors la dérivée fractionnaire

d’ordre p (avecn —1 < p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

RDP F(t) — ﬁ% / (t— 7)1 f(r)dr, (1.23)

d" P
= (I F ().

Remarque 1.3 Si f est de classe C", alors en faisant des intégrations par parties et des

dérivations répétées, on obtient :

P — f® a)(t —a)kr 1 t np1 ¢(n B .
D Z I( k: p+1) +r(n_p)/a<t—7) FW(r)dr =¢ DPf(t). (1.24)

=0

Dans ce cas l'approche de Griinwald-Letnikov et ’approche de Riemann-Liouville sont

équivalentes.

18



1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville

Comme premier exemple de dérivée non entier d’'une fonction constante f(t) = ¢ au

sens de Riemann-Liouville, nous avons :
=—(t—a)™". (1.25)

2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Riemann-Liouville

Comme deuxiéme exemple de dérivée d’une fonction f(t) = (¢t — a)* au sens de
Riemann-Liouville, nous avons :

soit p non entier et 0 <n —1 < p <n et a > —1, alors nous avons :

Rpr(t —a)* = —F(nl— o) % /a (t — )" P (1 — a)™dr, (1.26)

nous faisons le changement de variable 7 = a + s(t — a), nous aurons :

1 '
RDp t—a)® = — (t — n+ap/ 1— n—p—1 aq
(1= = g gt = [ (=i,

d’apres (1.4), (1.5) et la proposition 1.2, nous obtenons :

Mtompt UBIZpatl) e
T(a—p+ )I(n—p) ’

F'n+a—p+1Il'(n—plla+1)

= t—q)¥P
FNa—p+1DI'(n—p)’'(n+a—p+ 1)( o,
_ Tla+1) op
“Tla—prpnt 9"
A titre d’exemple,
T'(1.5)
R10.5,05 _ _
DSOS = s = T(15). (1.27)
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Proposition 1.4 (Composition avec l’intégrale fractionnaire).
L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire :

TDP(IP (1) = f(1), (1.28)

en général on a,

RDr(1f () =" DPUf(t), (1.29)

et st,

p—q<0, "DPTIf(t) =I7Pf(t).

En général la dérivation et l'intégration fractionnaire ne commutent pas :

RD D) = D)~ YD WY
k=1

al“(p—k:—i—l)'

Avec, m — 1 < g <m.

1.2.3 Approche de Caputo

La définition de la dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un role
important dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires
a cause de leurs applications dans les mathématiques pures (solutions des équations
différentielles d’ordre entier, définition de nouvelles classes de fonction, sommation des
séries, ...).

Dans ’approche de Caputo, celui-ci a introduit une autre formulation de la dérivée
d’ordre fractionnaire.

(on introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de Riemann-

Liouville).

20



Définition 1.5 Soit p > 0 avecn — 1 < p <n, (n € N*) et f une fonction telle que :

d" 1
d?f €L [a,b].

La dérwée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

“D (1) = oy [ (=,
= T ()

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

Cprc = 0.

2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Caputo

Soit p un entier et 0 <n —1 < p <n avec a > n — 1, alors nous avons :

n [ +1) an
PO = g
d’ou,
I'(a+1)

CDpf(t) - IF'n—pT(a—n+1) /a (t— T)n_p_l(T —a)* "dr,

nous effectuons le changement de variable 7 = a + s(t — a), nous obtenons :

INa+1)

D) = T(n—plla—n+1

)(t - a)“"’/ol(l — )" s,

d’aprés (1.4), (1.5) et la proposition 1.2, nous trouvons :

_TletDBn—pa=-ntl), .,
F'n—pl'(a—n+1) ’
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(1.32)

(1.33)

(1.34)



FNa+1DHI'(n—pTl'(a—n+1)

T Tn—pl(a—n+ ) (a—p+1) (t=a)™",
_ T(a+1) _ g)a-r
“Tla—prpnt 9"

1.3 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo et celle de Riemann-Liouville

e [’avantage principal de I'approche de Caputo est que les conditions initiales des
équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme
comme pour les équations différentielles d’ordre entier, c¢’est-a-dire, contient les valeurs
limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

e Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo (1.32) par contre par Riemann-Liouville elle

est :

Ti—a) (x—a)™™.
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Chapitre 2

Etude de quelques théorémes du

point fixe et applications

Résumé

Le but de ce chapitre est 1’étude de quelques théorémes du point fixe tels que le
théoréeme de Banach, de Brouwer-Schauder et de Guo-Krasnosel’skii dans un cone, ces

théorémes sont utilisés pour prouver I'unicité, I’existance et la positivité de la solution.
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2.1 Rappel

Théoréme 2.1 (Théoréme de point fixe).
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b].
Si f(I) C I (I stable par f), alors f admet (au moins) un point fire sur I.

C’est-a-dire : il existe (au moins) un réel x de I tel que : f (z) = x.

Théoréme 2.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires).
f une application continue sur 'intervalle I et soient a et b deux réels de I.
Avec a < b, pour tout réel A compris entre f (a) et f (b).
Alors, il existe (au moins) un réel ¢ dans |a,b] tel que : f (c) = .

(Autrement dit : I’équation f (x) = X admet au moins une solution dans [a,b]).

Théoréme 2.3 (Théoréme des accroisements finis).
Si f est une fonction f : [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|, alors

il existe ¢ de |a,b| tel que :

Preuve du théoréme 2.1

Preuve. Considérons la fonction g définie sur I = [a, b] par :

gla)=fla)—acg(l), (2.1)

g(b)=f)-beg(l), (2.2)

ou, comme f(I) C I, nous avons f (a) > a et f(b) < b, cest -a-dire g(a) > 0 et
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g (b) < 0. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x € I tel que :

g9(z) =0, (2.3)

c’est-a-dire :

Nous allons rappeler le théoréme d’Arzéla-Ascoli qui concerne les compacts et qui

constitue un outil fondamental de ’analyse fonctionnelle.

Définition 2.1 (uniformément borné).
Une suite {f,}nen des fonctions continues sur un intervalle I = [a,b] est uniformé-

ment bornée s’il existe un nombre M tel que :
[fu(@)| < M, Yz €1, Yn €N, (2.4)

Définition 2.2 (Equicontinuité).
La suite { f,}nen est équicontinue sur [a,b], si pour tout & > 0, il existe un 6 > 0, tel
que :

Va,y € [a,b], |x—y| <0, alors |f,(z)— fu(y)| <e, Vn €N, (2.5)

Théoréme 2.4 [2] (Théoréme d’Arzéla-Ascoli).

Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et supposons que X compact. Alors,
une partie F incluse dans C (X,Y) est relativement compacte (i.e, d’adhérence compact)
pour la topologie de la convergence uniforme, si et seulement si ona les deux conditions
suivantes :

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- La famulle F est unifomément bornée sur X.
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2.2 Théorémes du point fixe

Les théorémes de point fixe sont les outils mathématique de base qui aident a établir
lexistence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste
a transformer un probléme donné en un probléme de point fixe.

Etant donné un ensemble E et une application f : E — E.

Définition 2.3 (Application contractante).
Soit A une application de E dans E. On dit que A est contractante s’il existe un réel

a strictement inférieur o 1 (o < 1) tel que :
Vu,w € B, [[A(w) — Aw)l, < o flu—ull. 2.6)

Définition 2.4 (Application lipschitzienne ).
Soit E un espace vectoriel normé et f une application de E dans E. On dit que f est

lipschitzienne sur E s’il existe une constante L > 0 telle que :

Vur,ug € E, || f(u1) = fu2)llp < Lllur — uaf - (2.7)

2.2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoréeme (connu aussi le théoréme de application contractante) assure I’existence
et 'unicité d’'un point fixe pour toute application contractante sur un espace métrique

complet.

Théoréme 2.5 Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application
contractante, i.e; Lipschitzienne de rapport k < 1. Alors, f admet un unique point fixe
a€ b

De plus, pour tout point initial xo € E, la suite itérée (z,),en, avec xyg € E quelconque

et 11 := f(x,) converge vers a.

Preuve.
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1. Existence :

Soit x¢ un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée. Nous avons :

d(p, Tp1) = d (f(zp-1), f(2p)), P >1, (2.8)

puisque, f est une contraction, nous avons :

< kd (21, 7p)

< kPd (zg,x7) .

Nous allons prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E. pour p < ¢, nous

utilisons l'inégalité triangulaire :

d(xp, g) < d(@p, Tps1) + d(Tps1, Tpr2) + - + d(Tg-1, 7)),

nous répétons cette inégalité, nous obtenons :

d(zp, 1) < (KP+ K+ L+ k1) d(zo, 21),
< K (Q4k4 4k d(xo, 11),
<

kP (ﬁ) d(z0, 7).

Nous déduisons que () est une suite de Cauchy. Comme (E, d) est complet, la suite
(x,) converge vers un point limite a € E.

Par ailleurs, puisque f est continue.

a=limz, = lim f(x, 1) = f (pli_)rgoxpl) = f(a). (2.9)

p—0o0 p—00

Donc, a est un point fixe de f, (i.e, f(a)=a).
2. Unicité :
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Supposons qu'il existe a,b € E, a # b, tels que f(a) = a et f(b) =b.

f est k — lipschitzienne, alors nous pouvons écrire :

d(a,b) = d(f(a), £(b)) < kd(a,b), (2.10)
ce qui implique que, 4@, §O)
b2 ey

Alors, k> 1.
Contradition avec I'hypothése (k < 1). m
Nous allons montrer que les hypothéses du théoréeme de point fixe de Banach sont

essentielles.

Exemple 2.1 Les exemples suivantes montrent que chacune des hypothéses du théoréme
est réellement nécessaire, si nous négligeons seulement une, alors le point fize n’existe
pas.

(1) X nest pas stable par f :

fx)=va2+1 sur X =10,1].

X est fermé dans R est complet, car R est complet.

De plus,
x
(1) = —m <1,
f@ 2?2 +1
sup |[f' ()] < 1= [ est contractante.

rzeX

Mazis, f n’a pas de point fize car :
f(0.1) = [1.v2],

i.e; X n’est pas stable par f.

(2) f nest pas contractante :
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flx)=v22+1 sur X =10,4o00].

f:X — X et X est un fermé de R, R est complet donc X est complet.
Mais,

sup ‘f’ (x)’ = 1.

zeX

= f n’est pas contractante.

2.2.2 Théoréme du Point Fixe de Brouwer

Ce théoréme est un résultat de topologie algébrique, il fait partie de la grande famille
des théorémes du point fixe, qui donne ’existence d’un point fixe (mais pas nécessairement
'unicité) pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de dimension

finie.

Théoréme 2.6 Soit K une partie non vide, compacte et convere de R" et f : K — K

une fonction continue. Il existe x € K tel que : f(z) = .
Le théoréme de Brouwer prend donc dans le cas n = 1 la forme particuliére suivante :

Théoréme 2.7 Si f : [a,b] — [a,b] est continue, alors il existe x € [a,b] tel que :

f(z) ==z.

Preuve. Si f est continue de [a,b] dans lui-méme ([a,b]), la fonction g : =
f (x)—x > 0 est continue, prend en a la valeur f (a)—a > 0 et en b la valeur f (b)—b < 0.
Alors, par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction g s’annule en un point

Zo, qui est un point fixe de f. m

Remarque 2.1 1. Les parties convezes et compactes de R sont les segments.
2. L’hypothese " I fermé " n’est la que pour assurer que xo € I. St nous sait déja, par
ailleurs que xo € I (en pratique, nous avons parfois déja calculé ¢ en résolvant l’équation

f (x0) = x0), cette hypothése devient inutile.
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3. Le théoréme du point fixe ne s’applique pas si nous remplacons U’hypothése "f
contractante sur I " par Uhypothése "f 1-lipschitzienne sur 1",

Voici un contre-exemple :

Soit f:1—1etl=1[1,+o0]

telle que :

1

Sotent x ety dans I, avec x < y,

comme la fonction [ est croissante sur [1,+0o[, nous avons :

1fy) = f @) < fly)—f(2),

donc,

alors,

fy)—f@)| <y—z<|y—azl.

Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur I.

Cependant f n’a pas de point fixe sur I. (L’équation f (x) = x n'a pas de solution).

2.2.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoreme est plus topologique, il prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour
montrer I'existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact

dans un espace de Banach.

Théoréme 2.8 [9]Soit K un sous ensemble non vide, conveze et complet dans un espace

de Banach E. Alors toute application continue f : K — K posséde un point fixe.
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Exemple 2.2 Ftude de la convergence de la suite définie par :

up € [—1, 400,

Up+1 = V 1+un7

nous utilisons les théorémes suivantes :

Théoréme 2.9 [6] Soit g une fonction continue définie sur un intervalle I. On suppose

de plus que l'intervalle I est stable par g.

Théoréme 2.10 Si la suite récurrente (u,) converge, c’est nécessairement vers un point

fixe de g.

Exemple 2.3 Nous pouvons introduire l’application f définie sur [—1,+oo| par :
Ve eR, f(z)=V1+ux.

Point fixe de f :

fl@)=veVitr=xs2>0,

et,

S

1+

P —r—1=0cr=\= 5

nous montrons facilement que f est dérivable sur |—1,+oo[ et croissante sur [—1,+o0[,

puis que :
f([—1,400]) = [0, +00[C [—1, +o0.
Donc, Uintervalle I = [—1,+00[ est stable et la suite (u,) est bien définie.
De plus,
vz e Ry, |f (2) = — o <
o Co/Tta 2

d’aprés, l'inégalité des accroissements finis :

V(a,b) €R, xRy, |f ()~ f(@)| < 5 lb—al.
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Done, f est %-lipschitzienne sur I, donc contractante sur I.
En outre :

f(RL) = [1,+o0[C R

donc, R est stable par f.

D’aprés le théoréme du point fize, la suite (u,,)définie par :

Ug € [—1, —|'OO[,

Un+1 = V 1+ Unp,.

converge donc vers \.
Enfin, siug € [—1,+00[ alors u; € Ry et d’aprés ce qui précéde (uy,)converge encore

vers .

2.2.4 Théoréme de point fixe dans un céne

Dans l'ouvrage [4], D. Guo, V. Lakshmikantham a démontré le théoréme de Guo-
Krasnosel’skii qui est un des plus important outils concentrés sur la recherche des condi-
tions qui garentissent 1’existence de solutions positives des problémes aux limites, il a
été 'objet de plusieurs articles de recherche et possede des trés nombreuses applications

intéressantes en analyse non linéaire.

Théoréme 2.11 (Guo-Krasnosel’skii).

E un espace de Banach et K C E un cone. Supposons que §21, s deux sous ensembles

ouverts de E avec 0 € 1, Q1 C Qo et soit
A KN (0\Q) — K,

un opérateur complétement continu telles que :
(1) | Au|| < |lu|l, vwe KN et |Aul| > ||u||, ue K NoiQ; ou
(i) | Aul| > ||ul], ve KNoQ et || Aul|| < ||ull, uwe KN oQ,.
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Alors, A admet un point fize dans K N (Q_Q\Ql) .
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Chapitre 3

Etude de ’unicité et la positivité de
la solution d’un probléme aux

limites fractionnaire

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions 'unicité et la positivité de la solution d’'un probléme
aux limites fractionnaire, en utilisant le principe de contraction de Banach et le théoréme

de Guo-Krasnosel’skii dans un cone. Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples.
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3.1 Présentation du probléme

Dans ce chapitre, nous allons étudier le probléme aux limites fractionnaire suivant :

Dg.u(t)+ f(t,u(t)) =0, 0<t<1, (3.1)
u(0) =u (0)=u"(0)=..=u2(0)=0, u(l)=_pu()),

ou :

(i) feC([0,]] xR,R), 8>0,0<n<1.

(i) D, est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Riemann-Liouville d’ordre n—1 <
a<n,n>3.

Dans la deuxiéme section, nous allons donner quelques documents préliminaires, nous
allons présenter et démontrer la forme de la solution du probléme. Dans la troisiéme
section, nous donnons quelques propriétés de la fonction de Green associée, I'opérateur
intégral et quelques définitions de base dont nous avons besoin. Dans la quatrieme section,
en utilisant le principe de contraction de Banach, nous présentons et nous prouvons
les résultats d’unicité. Dans la cinquiéme section, sous certaines conditions sur la non-
linéarité f et en utilisant le théoréme de Guo-Krasnosel’skii du point fixe nous étudions
I’existence d’au moins une solution positive du probléme, nous allons démontrer aussi
que l'opérateur intégral associée est completement continu par utilisation du théoreme
d’Arzéla-Ascoli, la fonction de Green associée pour le probléme est également utilisée.

Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples.

3.2 Préliminaires

Nous allons donner quelques préliminaires que nous allons utiliser par la suite.
Soit E Iespace de Banach des fonctions continues C [0, 1], muni de la norme ||u|/, =

)]
mmax Ju ()
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Lemme 3.1 [5] Soit o, 8 >0, f € L*[0,1], alors :
Dg I, f(t) = [(1),

Ig I, S (1) = I F (D).

Lemme 3.2 [5] Pour a > 0 et w € C'[0,1] N L'[0,1], I"équation différentielle fraction-
naire :

D8+U(t) == 0,

admet la solution

u(t) = cit® 4 ept® 4 et
ou, ; ER,i=1,2,....,netn=[a]+1.

Lemme 3.3 [6] Supposons que u € C'[0,1] N L' [0,1] telle que :
la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 appartient a C'[0,1] N LY [0,1]. Alors,

I§ DS u(t) = ult) + e t® ' + et 2 4 4t

pour, ¢; € R, i=1,2,...,n; n=[a] + 1.

Lemme 3.4 Soit f € C[0,1] et a« > > 0. Alors,

Dg. / (=) () = s

Preuve. D’apres, le lemme 3.1.
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Nous avons :

Df, [[=9r s = Dy [ (=9 s

= Dy, L(a)I§ f(b),

= T(a)Dg, 15 f(t),

DY IS I8P (1),
I

a “ﬁ()

I
!

)
.
~ T(0)
Q — $)* P f(s)ds
O 5)/()@ )51 f(s)d

D’ou, le résultat. m

Commencons d’abord par la résolution du probléme auxiliaire :

Lemme 3.5 [7] Soit fn* ' #£1 ety € L*[0,1], alors le probléeme :

Dgu(t)+y(t)=0, 0<t<]l,

(3.2)

w(0) =u' (0) =u"(0) = ... =u2(0)=0, u(l)=pu(n),

a une solution unique
u(t):/Olg(t,s)y(s)ds+%/Olg(n’s)y(s)ds, (3.3)
ou :

1 | eta—s Tt — -9, 0<s<t<l,
G(t,s) = 3.4
() Cla) | ¢ a—s), 0<t<s<l 34

U (t) = —I§“+y (t) + Clta_l + Cgta_2 + ...+ Cnta_n,
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de u (0) = 0, nous obtenons C,, = 0. Alors :

u(t) = =18y (1) + Crt* t + Cot* 2 4 ... + Oyt (3.5)
nous avons,
I a—1 ! a—2 a—2 a—n
W(t)=——— [ (t—5)""y(s)ds+Ci(a— 1t "+ ...+ Cr1(a—n+1)t*",
I'(a) Jo
et de ' (0) = 0, nous obtenons C,,_; = 0. De méme pour u” (0) = ... = v (0) = 0,
nous trouvons Cy = ... = C,,_o = 0. Donc :

w(t) = —ﬁ/o (t— 5)* Ly (s)ds + Cyt™ ™,

de u (1) = Bu(n) , nous déduisons que :

1
C) = = [Lovy (1) — BIgry ()],

par conséquent,

a—1

u(t) = m/o [— (t—s)* 4t (1 — s)afl] y(s)ds+ m/t (1—35)"""y(s)ds

s T a1 o 0 () ds
o =8 MR AR VIS

ta_lﬁ ! a—1 _Safl s)ds
ErNiEr =y RO

Donc,
ﬁta_l

1
W/o G (n,s)y(s)ds.

u(t) :/0 G(t,s)y(s)ds+

Ceci achéve la démonstration. =
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3.3 Propriétés de la fonction de Green
Nous avons besoin de quelques propriétés de la fonction G(t, s).

Lemme 3.6 La fonction G (t,s) défini par (3.4) satisfait les propriétés suivantes :
(1) G(t,s) >0 et G(t,s) € C(]0,1] x [0,1] ,R;).

(i7) Sit,s € [r,1], 7 > 0, puis
a—1 1
TG (s) <G (t,s) < =Gy (s),
T

ou :

G (s) = F(la)s (1—s)"".

Preuve. (i) La continuité de G est facilement vérifié.

Pour 0 <t < s <1, il est évident que :
(1—s)" ¢t

G(t,s) = T (o) >

Pour 0 < s <t <1, nous avons :

(i)

Si0<t<s <1, nous trouvons :

G(t,s) = L (1—5)""t* 1 <Gy (s).

G(ts) = = [(1—s)* 1t = (t—5)*"],
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puis,

1
G (t,s) < gGl (s), Vs, te€]|0,1].

Alors,
G(t,s) < 1Gl(s), Vs € [r,1], te]0,1].
T

Maintenant, Si 0 <t < s <1,

Gt s) = ﬁw—l (1—s)1 > ﬁw—ls (1—s)00,

puis,

G (t,s) >t 'Gy(s), Vs, te0,1].

Sio<s<t<l,

G@ﬁ):féﬁ[ﬂ—sﬁ1ﬂkL—@—SW1}>0
et,
(L=s)" "t (L —s) = (t=9)"" 20
G (t,s) >t*'Gy(s), Vs, te0,1].
Donc,

G (t,s) > 7 Gy (s) pourt,se[r,1].

La preuve est complete. m

Lemme 3.7 La fonction G (t,s) défini par (3.4) est strictement croissante par rapport
la premiére variable.

Preuve. Dans le cast < s :
Gi(t,s) = L [t (1 —s)*7].
’ I'(a)
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Dans le cas s < t:

Gy(t,s) = ﬁ M1 =) = (t—s)"
Il est facile de vérifier que G1(t,s) est strictement croissante sur [0,s] et Ga(t,s) est
strictement croissante sur [s,1].

Pour ty,ty < s et t; <ty nous avons Gi(t1,s) < Gi(tz, s).

Pour s < ty,ty et t; < tg, nous avons Gy(ty, s) < Ga(ta, s).

Alors, nous obtenons G(t1,s) < G(ta,s).

Dans le cas t1 < s <ty et t1 < ty, nous avons :
Gl(tl,S) < Gl(S,S) = GQ(S,S) < GZ(tQ,S),

nous déduisons que

Gl(tl, S) < Gg(tg, S).

Si Gi(t1,s) < Ga(ta, s), alors :
G1<t17 3) = G1<87$) = GZ(Sa 8) = G2<t27 8)7

et d’aprés la monotoné de G1 et g, nous avons t; = s = ty, ce qui contradiction avec
t1 < ta, ce itmplique que :

G(t1,s) < G(ta,s).
La preuve est compléte. m

Définition 3.1 Définissons l'opérateur integral T : E — E par :
1
Tu (t) :/ G (t,s) f(s,u(s))ds
0

ﬂta_l 1
+W/o G(n,s) f(s,u(s))ds, tel0,1]. (3.6)
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D’apreés le lemme 3.5, la fonction u(t) € E est une solution du probléme (3.1) si et

seulement si, Uopérateur T a un point fixe dans E ( Tu (t) = u(t)).
Maintenant nous donnons quelques définitions de base.

Définition 3.2 Soit K un ensemble qui appartient a [’espace vectoriel réel ou compleze.
L’ensemble K est convexe, si pour tout x et y dans K et pour tout t dans ['intervalle
10,1], le point (1 —t)x + ty est dans K. En d’autre terme, chaque point sur le segment

de la droite joignant x et y est dans K.

Définition 3.3 Soit E un espace de Banach. Un sous ensemble convexe, fermé et non
vide K C E est un come s’il vérifie les deux conditions suivantes :
(i) zeK eteA>0= Ire K.

(i1) e K et —x € K = x=0.

Définition 3.4 Soient E un espace de Banach et () une partie de E. On dit que l’opéra-
teur T : Q0 — E est complétement continu s’il est continu et si pour toute partie bornée

B de Q, T(B) est relativement compact dans E.

3.4 Reésultats d’unicité

Cette section est consacré a I’étude de 'unicité de la solution du probléme aux limites
fractionnaire (3.1), sous certaines propriétés de la fonction de Green associée.
Nous présentons et nous prouvons nos résultats d’unicité, en utilisant le principe de

contraction de Banach.

Théoréme 3.1 Supposons qu’il existe une fonction positive k € L' ([0,1],R,) telle que :

|f (tu) = (o) <K () |Ju— o], (3.7)

Vu,v € R, t€[0,1].
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Et,

1
O:%(l+$w)/o Gy () k(s)ds < 1, 70,

Alors, le probléme auz limites (3.1) a une solution unique dans E.

Preuve. Nous allons prouver que 7' est une contraction.

Soit u,v € R, alors :

[T (t) =T (1) < /0 G (t,8)[f (s,u(s)) = f(s,0(s))]ds

6 1
iy | GO s (o) - £ (s, s s
Tu(t) — To (1)) <
: (1 " %ﬁal) /0 Gr () () [u (5) — v (s)] ds,
alors,

|Tu (t) —Tv(t)] < % (1—1—#) Hu—vHE/O G1(s) k (s) ds.

Passant a la norme, nous avons :
|7~ ol < Cllu ol

Alors, T est une contraction.

Donc, il admet un point fixe unique qui est la solution unique du probléme aux limites

(3.1). m

3.5 Exemple

Dans cette section, nous allons illustrer les résultats d’unicité obtenus par cet exemple.
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Exemple 3.1 Considérons le probléme auz limites fractionnaire suivant :

P
{U(O):u'(O):O:...:u(”—2)(O), u (1) = Pu(n). (P)
Soit,
1 1
6 - 5777 - 17
et,
t3
() = o),
choisissant,
t3
k<t) = Za te [071]7
k € L'([0,1],R,) une fonction positive, et
t3
’f(t,lb) —f(t,?))| < Z‘U_Ma
< k(t) |’LL - U| )

VuveR, tel0,1].

Et,

1
Cz%(l+#>/g G1(s)k(s)ds < 1.

Ainsi, d’aprés le théoréme 3.1, le probléme aux limites (P) admet une unique solution

dans E.

3.6 Reésultats de positivité

Dans cette section, en utilisant le théoréme de Guo-Krasnosel’skii, nous démontrons
que le probléme aux limites (3.1) a au moins une solution positive.

Supposons que :

44



(L) : f(t,u) = a(t)fi(u) od a € C([0,1] ,Ry) et f1 € C(RL,R,).
(L) : fol Gy (s) a(s)ds > 0.

Définition 3.5 La fonction u (t) est appelée solution positive pour le probléme auz li-

mites fractionnaire (3.1) si u (t) >0, Vt € [0,1].

Lemme 3.8 Supposons que Bn®~' # 1, (1) et (I3) sont vérifiées et si u est une solution

du probléme auz limites (3.1) alors, u est positive et vérifie :

i (t) > 7 |[ul| ;-
i (t) 2 7 Jull

Preuve. Supposons que u est une solution du probléme (3.1), alors pour tout ¢ €
[0,1], d’apres les hypotheses (I;) — (I2) et de la positivité de G, la fonction u est positive.

Et d’apres le lemme 3.5 et 3.6, nous avons :

w1 < (140 [ naes

1—pBn*=t) Jo
alors, X
1
lolle <2 (14 =5 ) [ e htutoas
ainsi,

(1 ) s [ Goat o) ds

D’autre part, pour tout ¢ € [7,1], nous obtenons :

B

a—1

> /01 Gy (s)a(s) fi(u(s))ds.

Par conséquent,

minwu (t) > 7% |ul| - .
i (1) > 7 ul,

Ceci achéve la démonstration. =
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Définition 3.6 Nous définissons le cone K par :

K = {u €E, u(t)>0, II{liIl}u(t) > 7 ||u||E}
te|r,1

K est un sous ensemble convexe fermé et non vide de E.
Lemme 3.9 L’opérateur défini dans (3.6) est complément continu et satisfait T (K) C K.

Preuve. T est complétement continu.

1. T est continu.

D’apres, la continuité de f et GG, nous concluons que 7' est un opérateur continu.

2. Soit B, = {u € E, ||u||z < r} un sous ensemble borné dans F, nous allons prouver
que : T'(B,) est relativement compact.

(1) T(B,) est uniformément borné.

Pour tout v € B,, comme f; et a sont continues alors, il existe une constante L telle

que :

L= .
max a(s) fi(u)
lullg<r

Et d’aprés la définition 3.1 et les hypotheses (I1) — (I3) et de la positivité de G. Et

d’apres le lemme 3.5 et 3.6, nous trouvons :

Tuo) < | G i ue)ds + 15 [Gi(9hals)iu(s)ds|
1 3 /
< 20+ ) [ Gl Aluo)ds

L p
< (14—
— 7-< +1_6no¢—1

) [ Gi(s)ds.

o o
\H

Alors, T'(B,) est uniformément borné.

(73) T(B,) est équicontinu.
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Soit u € B,, t1,ts € [0,1], t; < ta , nous avons :

Tu(ts) — Tu(t)| < h/chm,> Gt )| f(s,u(s))ds
Blig — 1Y)
I

1

/GOL@MQf@ﬂK$M&

1

/kxmsﬁw@fxuw»ds

0

Blts™ — 177"
1= ppet

< [16(t25) = Giltr.s) als)f uls))ds +

alors,

Tu(ts) — Tu(ty), gLUOl|G(t2, $) = Glth, )|ds+/2|G(t2, $) — Gltr, s)] ds+

t1

e
/ |G(ta,s) — G(t1,s)|ds + 1= Gt i G(n,s)ds|,

donc,

(Tu(ty) — Tu(ty)] < L(ts~ =191 {ﬁ(/{) 1 (1= )" — 1| ds + / 2 (1= )" — 1] ds+

t1

1}(1_5)a1‘d5)+% 1G(7],8)d8.
/tz 1—p5n /0 ]

Et,

L = max a(s)fi(u).
s€[0,1]
lullp<r

Alors, |Tu(ts) — Tu(ty)| f— 0.
1—12
Donc, T'(B,) est équicontinu.

D’apres, le théoréeme d’Arzéla Ascoli, nous déduisons que 71" est un opérateur complé-

47



tement continu.
Maintenant, nous montrons que 7'(k) C k.
Nous appliquons le lemme 3.5 et 3.6 et les hypothéses (I1) — (I5) et de la positivité

de G. Et d’apreés la définition 3.1, nous trouvons :

Tu(t) < 21+ 15 7) [ Guls)alo) fululs)ds,

alors,
| 3 /
|Tu(t)]| < ;(1 + W)O/Gl(s)a(s)fl(u(s))d&
B 1
T(1+ W) [Tu(t)]| < D/Gl(s)a(s)fl(u(s))ds,

D’autre part, pour tout ¢ € [7,1], nous obtenons :

Tu(t) 2 7 (14 1) [ Guls)al) Au(s)ds.
Alors,
i Tu(t) 2 7 [ Tu(®)llp
Donc,
wek=T(k)Ck
|

Pour établir 'existence d’au moins une solution positive du probleme aux limites
(3.1), nous emploierons le théoréme 2.11 de Guo—Krasnosel’skii.

Le résultat principal de cette section est le suivant :
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Théoréme 3.2 Supposons que (I1) et (I3) sont vérifiées, Bn®~' # 1, et supposons que :

fo = lim 2100
|u|—0 |U|
foo = lim S ()

ful—oo |u|
Alors, le probléme (3.1) a au moins une solution positive dans le cas :
(i) fo =10 et foo = 00 (super-linéaire) , ou

(i7) fo =00 et foo =0 (sous-linéaire).

Preuve. Nous allons prouver que le probléme (3.1) a au moins une solution positive
dans les deux cas super-linéaire et sous-linéaire. Pour cela nous utilisons le théoréme 2.11.

(1) Le cas super-linéaire : nous supposons que fo =0, fo = 00.

D’aprés le lemme 3.5, u est une solution du probléeme (3.1), si et seulement si u est
un point fixe de l'opérateur 7', ou T" est défini par (3.6).

Comme fy = 0 alors,
Ve >0, 30; >0 telle que : f; (u) <elul, pour [|u <d;.
Soit 21 un ouvert de E défini par :
O ={ueE/||ul| <d}.

Alors, pour tout v € K N 0€);, nous avons :

T

ru <3 (14 =5 ) [ Gi)als) hwlsas

donc,

1 1
Il <=2l (14— ) [ Giatas
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—1
choisissons ¢ = [% (1 + %) fol G1 (s)al(s) ds] , hous obtenons :

|Tullz < ||ullg, Yue K NoQ.
Maintenant & partir de f,, = oo.
VM >0, 3H > 0, telle que : f; (u) > M |u|, pour |u| > H.

Soit,
1
H; = max {251, —H} .
T

Notons par €2, ’ensemble ouvert,
Qo ={ueE/||u|| < H}.
Soit u € K N 0S)y, alors :

o
minu(®) > 7 |ull.

:TQHIZH.

Alors, Q; c Q.
Soit u € K N 0S),, alors :

Tu(t) > o1 (1 + %ﬂ“‘l) /01 Gi(s)a(s) f1(u(s))ds,

1
Tu(t) > 7971 <1 + Ll) M ||u||E/ G1(s)a(s)ds,
1 — pne 0
-1
choisissons, M = [To‘_l (1 + 1_;%) fol G (s)a(s) ds] , hous obtenons :

|Tull 5 > ||ullz, Vu € K N OQ,.
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D’apres, la premiére partie du théoréeme 2.11, nous déduisons que 7' admet au
moins un point fixe en K N (9_2\91) , tel que : H < ||u|]| < H;.
Ceci compléete le cas super-linéaire du théoréme 3.2.
Maintenant, nous supposons que fy = 0o et f, = 0. En procédant comme ci-dessus
et par la deuxiéme partie du théoréme 2.11, nous prouvons le cas sous-linéaire.
(17) Le cas sous-linéaire : nous supposons que fy = 00 et fy, = 0.

Comme fy = 0o, nous avons :
VM' >0, 3§; > 0, telle que : f; (u) > M’ |u|, pour |u| < 4.

Soit,
Q) ={ue B/|lul| <d}.

Pour tout v € K N 9}, nous avons :

Tu(t) > o1 (1 + %ﬁa_l) /01 Gy (s)a(s) f1(u(s))ds,

donc,

1
Tu(t) > 7 (1 " ﬁ) W [ G sats s

-1

nous choisissons, M’ = [7-“—1 (1 + %) fol G1(s)a(s) ds] . nous obtenons :
1Tl > Julls, Y € K 0102

Puisque fo, = 0, alors

Ve' >0, 3H' >0 telle que : f1 (u) <& |ul, pour |u| > H'

1
Hy = max {2(5'1, —H’} :
To

o1



Et,
Q) ={ueE/|u| < H}.

Alors, u € K N OS2, implique que :

() > g0
tlg[gg]U()_T l[ullg

:TaHQ ZHI

Alors, Q' ¢ Q.
Soit u € K N 0, alors

B

1
Tu(t)< =1+ —"—v
u()_7(+1—677a1

) /01 G1(s)a(s) fi(u(s))ds,

ainsi,

1 1
rully <2l (14— ) [ Gi9a)as

-1
nous choisissons, ¢ = [% (1 + #) fol G1(s)a(s) ds] ., nous obtenons :

ITully < llully. Vue Ko,

Nous utilisons la deuxiéme partie du théoréme 2.11, T" a un point fixe dans KN <§/2\Q’1> )
Ceci acheve le cas sous-linéaire du théoréme 3.2, alors le probléme aux limites (3.1)
admet au moins une solution positive.

La démonstration du théoréme 3.2 est terminé. m

3.7 Exemple

Afin d’illustrer le résultat de positivité, nous étudions I'’exemple suivant :
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Exemple 3.2 Considérons le probléeme auz limites suivant :

7

Sou(t) + e =0, 0<t <1
u(0) = (0) =" (0) =0, u(l)=Pu(n).

Posons,

7
677&71%17 n:47 06257

et
f(t,u) =1t (u2e(1+“(t))) =al(t) fi(u),

a(t)=1€C([0,1],Ry), fi (u) = u?et+®) € C (R}, Ry). Alors :

fo = lim fi(u) =0, foo= lim fi ()

D’apres, la premiére partie (i) de théoréme 3.2, le probléme aux limites (J) a au moins

une solution positive.

Conclusion 3.1 La théorie du point fixe est d’une importance capitale dans [’étude de
l’existence de solutions pour les problemes non linéaires. De cette théorie découlent plu-
sieurs applications qui constituent un domaine trés actif de la recherche, principalement
dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Dans ce mémoire, nous présentons les résultats d’unicité et de positivité d’un probléeme
aux limites fractionnaire, en utilisant quelques théorémes du point fize tels que, le principe
de contraction de Banach et théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’ski.

Actuellement il y a une grande variété de théorémes du point fixe, ces théorémes
donnent certaines conditions sous les quelles une application f : E — E, admet un
point fize dans E.

Ces théorémes sont trés importants dans les mathémathiques car il y a plusieurs appli-
cations, par exemple pour trouver les racines d’un polynome, ou pour montrer l’existence

des solutions numériques des équations différentielles.
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