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حِيمِ  حْمَنِ الره ِ الره  بسِْمِ اللَّه

نِإسَانَ   نِإسَانَ مِنإ عَلَقٍ  *  اقإرأَإ وَربَُّكَ الْإَكإرمَُ  *  الَّذِي  علََّمَ باِلإق لََمِ  * عَلَّمَ الْإ ﴿ اقإرأَإ   باِسإمِ ربَِّكَ الَّذِي خلََقَ  *  خلََقَ الْإ
لَم *﴾.  مَا لَمإ  يَعإ

 ]سورة العلق 5-1[

 ِ حِيمِ بسِْمِ اللَّه حْمَنِ الره الره  

.﴾   ۚ ََلُننَ خَِِ ر    ََا ََعإ ۚ   َ واَلَلَّ  بِ  ﴿ يَرإفعَ اللَّ  الَّذِينَ آمَنُنا مِنإكُمإ واَلََّذِينَ أوَُُنا الإعِلإم دَرجََات  

  ]سورة المجادلة 11[

 

ُ عَليَْهِ وَسَلهمَ  ِ صَلهى اللَّه   قال رَسُولُ اللَّه

نِحَتَهَا رضًِا   ََلائِكَةَ لتََضَعُ   أجَإ ًَا، سَلَكَ اللَُّ  بِِ  طرَيِق اً مِنإ طُرُقِ الإجَنَّةِ، وإنَّ الإ  » مَنإ سَلَكَ طرَيِق اً يَط إلُبُ فِ ِ  عِلإ

ََاءِ، وإَِنَّ   فِرُ لَُ  مَنإ فِي السَََّاواَتِ، وَمَنإ فِي الْرَإضِ، واَلإ حِ  تَ انُ فِي جَنفِ الإ تَغإ لِطاَلِبِ الإعِلإمِ، وإَِنَّ الإعَالمَِ لَ سإ

ََاءَ وَ رَ ثََةُ الْنَإِِ َ اءِ، وإَِنَّ   لَةَ الإَِدإرِ عَلَى سَائِرِ الإكَناَكِبِ، وإَِنَّ الإعُلَ ََرِ لَ  إ لِ الإقَ فَضإلَ الإعَالمِِ عَلَى الإعَابِدِ، كَفَضإ

ََنإ أخََذهَُ أخََذَ بحَِظٍّ واَفِرٍ  «. ًَا، وَرَّثَُ نا الإعِلإمَ، فَ  الْنَإِِ َ اءَ لَمإ يُنَرِّثَُنا دِينَ اراً وَلا دِرإهَ

ًَا  نافعًا، وق لًِ ا خاشعًا، ورزق اً مِاركًا، وعَلاً زاك اً   مُتقَِ َّلاً .  اللَّهمَّ  إنِّي أسألَُكَ عِل

 ربنا إفتح لنا أبناب رحَتك، وسهل لنا ما رزقتنا. 

 اللهمّ كَا انعَتَ فزَدِإ وكَا زدتّ فَِارك وكَا باركتَ  فتََمّ وكَا أََتت فثِت. 
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 ملخص
  

كوتس المفتوحة، -نيوتنمن نوع ينة العامة سوف ندرس المتبا، في هذه المذكرة 

   ينة سيمسون الشهيرة في حالة حيث وجدنا متبا ،والتي تتضمن ثلاث نقاط

  .لذلك نقدم ثلاثة أجزاء ،x=a ناأخذ

 قاً.لاح تستعملة التي سيتكاملال الدوال والمساواةبعض  ذكرن ،في الجزء الأول 

النتائج المعروفة حول المتراجحات التكاملية من  نعرض بعض الجزء الثاني، في 

 .ةيركسثلاث نقاط كلاسيكية ون كوتس عند نقطة واحدة، نقطتين ونوع نيوت

ن كوتس تبينما خصصنا الجزء الأخير بالكامل لمتباينة كسرية جديدة من نوع نيو

 ر.ذه النتائج الجديدة للنشم هفي الإطار العام، حيث تقد

 

 

 

متباينة نيوتن كوتس، متباينة نقطة المنتصف، متباينة شبه  الكلمات المفتاحية:

 .ليوفيل الجزئي-تكامل ريمان ،متباينة سيمسون ،المنحرفة
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Abstract 
 

In this memory, we will study the integral inequality 

generalized of Newton-Cotes open involving three points, 

which we find the famous inequality of Simpson in the case 

we take x=a, for this we provide three parts. In the first part 

we recall some classes of integral functions and identities that 

will be used later. 

Then in the second part we quoted some results already known 

in the literature on integral inequalities of the Newton-Cotes 

type at one, two and three points classical and fractional. 

While the last part will be entirely devoted to new fractional 

inequalities type of Newton-Cotes in the general framework, 

of which these new results are submitted for possible 

publication. 

 

 

 

Keywords: Newton-Cotes inequality, Midpoint inequality, 

Trapezium inequality, Simpson inequality, fractional integral 

Reimann-Liouville. 
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Résumé 
  

Dans ce mémoire, nous allons étudier les inégalités intégrales 

de Newton-Cotes ouvertes généralisés faisant intervenir trois 

points, dont on retrouve la fameuse inégalité de Simpson dans 

le cas où on prend la variable x=a, pour cela on prévoit trois 

parties. 

Dans la première partie nous rappelons quelques classes des 

fonctions et identités intégrales qui seront utilisées par la suite. 

Puis dans la deuxième partie nous citons certains résultats déjà 

connus dans la littérature sur les inégalités intégrales de type 

Newton-Cotes à un, deux et trois points classiques et 

fractionnaires. Tandis que la dernière partie sera entièrement 

consacré aux nouvelles inégalités fractionnaires de type 

Newton-Cotes dans le cadre général, dont ces nouveaux 

résultats sont soumis pour une éventuelle publication. 

 

 

 

Mots clés : Inégalité de Newton-Cotes, Inégalité de point 

milieu, Inégalité de trapèze, Inégalité de Simpson, intégrale 

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville. 
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Introduction

Les inégalités jouent un rôle important dans divers branches de mathématiques mo-

derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-

tiques, l’analyse réelle, l’analyse complexe, l’analyse numérique, la théorie qualitative des

équations différentielles et des équations aux différences, etc. Cette dernière représente

un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18ème

et 19ème siècle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Čebyšev dans

les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,

Gronwall, Hölder, Hadamard, Pólya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte

est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une très bonne description

de l’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovíc, Pečaríc et Fink

[8, 9, 10].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes manières.

Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffi nements, extensions

ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-

naires et discrets.

L’objectif de ce travail est de faire une petite synthèse concernant les inégalités in-

tégrales de type Newton-Cotes faisant intervenir trois points et d’établir de nouvelles

généralisations de ce type d’inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques classes de fonctions ainsi que

quelques identités et inégalités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous citerons certains résultats concernant les inégalités in-

tégrales de type Newton-Cotes à un, deux et trois points connus dans la littérature.

Tandis que le dernier chapitre sera entièrement consacré aux nouvelles inégalités frac-

tionnaires de type Newton-Cotes dans le cadre général dont ces nouveaux résultats sont

soumis pour une éventuelle publication.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité on peut consulter [12].

1.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a, b] ⊂ R.

Définition 1.1 ([12]) Un ensemble I ⊆ R est dit convexe si pour tout x, y ∈ I et pour

tout t ∈ [0, 1], nous avons

tx+ (1− t) y ∈ I.

Définition 1.2 ([12]) Une fonction f : I → R est dite convexe, si

f (tx+ (1− t) y) ≤ tf (x) + (1− t) f(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ I et tout t ∈ [0, 1].

Définition 1.3 ([2]) Une fonction positive f : I ⊂ [0,∞[ → R est dite s-convexe au

second sens pour un certain nombre fixé s ∈ ]0, 1], si pour tout x, y ∈ I et t ∈ [0, 1], on a

f(tx+ (1− t)y) ≤ tsf(x) + (1− t)sf(y).

3



est satisfaite pour tout x, y ∈ I et t ∈ [0, 1].

1.2 Quelques fonctions spéciales

1.2.1 Fonction gamma

Définition 1.4 ([5]) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit

Γ(z) =

∞∫
0

e−ttz−1dt.

Remarque 1.1 Pour z ∈ N, on a Γ(z+1) = (z)! = 1×2×3×...×(z).

1.2.2 Fonction bêta

Définition 1.5 ([5]) Pour tout x, y ∈ C r {Z−} tels que Re (x) > 0 et Re (y) > 0. La

fonction bêta est définie par

B (x, y) =

1∫
0

tx−1 (1− t)y−1 dt = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

,

où Γ(.) est la fonction gamma d’Euler .

1.2.3 Fonction bêta incomplète

Définition 1.6 ([5]) Pour tout x, y ∈ Cr {Z−} tels que Re (x) > 0 et Re (y) > 0. La

fonction bêta incomplète est définie par :

Ba (x, y) =

a∫
0

tx−1 (1− t)y−1 dt,

4



avec a < 1.

1.2.4 Fonction hypergéométrique de Gauss

Définition 1.7 ([5]) La fonction hypergéométrique est définie pour a, b, c des nombres

complexes et Re (c) > Re (b) > 0 et |z| < 1, comme suit :

2F1 (a, b, c; z) = 1
B(b,c−b)

1∫
0

tb−1 (1− t)c−b−1 (1− zt)−a dt,

avec B (., .) est la fonction bêta .

1.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.8 ([5]) Soit f ∈ L1[a, b]. Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Iαa+f et I
α
b−f d’ordre α > 0 avec a ≥ 0 sont définies par :

Iαa+f(x) = 1
Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1 f(t)dt, x > a,

Iαb−f(x) = 1
Γ(α)

b∫
x

(t− x)α−1 f(t)dt, b > x,

respectivement, où Γ(α) =
∞∫
0

e−ttα−1dt la fonction gamma d’Euler .
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1.4 Quelques inégalités et identités intégrales impor-

tantes

Inégalité de Hölder et inégalité des moyennes d’ordre q

Théorème 1.1 ([8]) Soit p > 0 tel que 1
p

+ 1
q

= 1. Si f et g sont deux fonctions réelles

définies sur [a, b] et si |f |p et |g|q sont des fonctions intégrables sur [a, b], alors

∫ b

a

|f (x) g (x)| dx ≤
(∫ b

a

|f (x)|p dx
) 1

p
(∫ b

a

|g (x)|q dx
) 1

q

.

La version intégrale de l’inégalité des moyennes d’ordre q qui représente une variante

de l’inégalité de Hölder est donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.2 ([3]) Soit q ≥ 1. Si |f | et |g|q sont intégrables sur [a, b], alors

∫ b

a

|f (x) g (x)| dx ≤
(∫ b

a

|f (x)| dx
)1− 1

q
(∫ b

a

|f (x)| |g (x)|q dx
) 1

q

.

Quelques identités intégrales

Lemme 1.1 ([6]) Soit f : I ⊂ R→ R une fonction absolument continue sur I◦ telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b, alors l’égalité suivante est satisfaite :

1
b−a

∫ b

a

f (x) dx− f
(
a+b

2

)
= (b− a)

(∫ 1
2

0

tf ′ (ta+ (1− t) b) dt+

∫ 1

1
2

(t− 1) f ′ (ta+ (1− t) b) dt
)
.

Lemme 1.2 ([4]) Soit f : I ⊂ R→ R une fonction absolument continue sur I◦ telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b, alors l’égalité suivante est satisfaite :

f(a)+f(b)
2

− 1
b−a

∫ b

a

f (x) dx = b−a
2

∫ 1

0

(1− 2t) f ′ (ta+ (1− t) b) dt.
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Lemme 1.3 ([1]) Soit f : I ⊂ R→ R une fonction absolument continue sur I◦ telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b, alors l’égalité suivante est satisfaite :

f(x)+f(a+b−x)
2

− 1
b−a

∫ b

a

f (x) dx = 1
b−a

∫ b

a

K (x, t) f ′ (t) dt,

où

K (x, t) =


t− a si t ∈ [a, x]

t− a+b
2
si t ∈ ]x, a+ b− x]

t− b si t ∈ ]a+ b− x, b] .

Lemme 1.4 ([13]) Soit f : I ⊂ R → R une fonction absolument continue sur I◦ telle

que f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b, alors l’égalité suivante est satisfaite :

1
6

(
f (a) + 4f

(
a+b

2

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

∫ b

a

f (x) dx

= b−a
2

∫ 1

0

[(
t
2
− 1

3

)
f ′
(

1+t
2
b+ 1−t

2
a
)

+
(

1
3
− t

2

)
f ′
(

1+t
2
a+ 1−t

2
b
)]
dt. (1.1)

Lemme 1.5 ([15]) Soit f : [a, b]→ R une application différentiable sur [a, b] avec a < b.

Si f ′ ∈ L1 [a, b], alors pour tout α > 0 l’égalité suivante pour les intégrales fractionnaires

est vraie :

2α−1Γ(α+1)
(b−a)α

(
Iα
(a+b2 )

+f(b) + Iα
(a+b2 )

−f(a)

)
− f

(
a+b

2

)
= b−a

4

(∫ 1

0

tαf ′
(
t
2
a+ 2−t

2
b
)
dt−

∫ 1

0

tαf ′
(

2−t
2
a+ t

2
b
)
dt

)
. (1.2)

Lemme 1.6 ([14]) Soit f : [a, b]→ R une application différentiable sur [a, b] avec a < b.

Si f ′ ∈ L1 [a, b], alors pour tout α > 0 l’égalité suivante pour les intégrales fractionnaires

est vraie :

f(a)+f(b)
2

− Γ(α+1)
2(b−a)α

(Iαa+f(b) + Iαb−f(a)) = b−a
2

∫ 1

0

((1− t)α − tα) f ′ (1a+ (1− t) b) dt.
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Chapitre 2

Quelques inégalités intégrales de

type Newton-Cotes

Dans ce chapitre nous citerons quelques inégalités intégrales de type Newton-Cotes

faisant intervenir au plus trois points.

2.1 Inégalités intégrales de type Newton-Cotes clas-

siques

2.1.1 Inégalités intégrales de type point milieu

Dans [6], on s’appuyant sur le Lemme 1.1, Kirmaci discuta les inégalités de point

milieu suivantes :

Théorème 2.1 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′| est convexe sur [a, b], alors

∣∣∣∣∣∣ 1
b−a

b∫
a

f (x) dx− f
(
a+b

2

)∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
8

(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) .
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Théorème 2.2 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′|p/(p−1) est convexe sur [a, b] où p > 1, alors

∣∣∣∣∣∣ 1
b−a

b∫
a

f (x) dx− f
(
a+b

2

)∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

16

(
4
p+1

)1/p
((
|f ′ (a)|p/(p−1)

+ 3 |f ′ (b)|p/(p−1)
)(p−1)/p

+
(

3 |f ′ (a)|p/(p−1)
+ |f ′ (b)|p/(p−1)

)(p−1)/p)
.

Théorème 2.3 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′|p/(p−1) est convexe sur [a, b] où p > 1, alors

∣∣∣∣∣∣ 1
b−a

b∫
a

f (x) dx− f
(
a+b

2

)∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
16

(
4
p+1

)1/p

(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) .

2.1.2 Inégalités intégrales de type trapèzes

A partir du Lemme 1.2, Dragomir et Agarwal [4], ont établi les inégalités des trapèzes

suivantes :

Théorème 2.4 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′| est convexe sur [a, b], alors

∣∣∣∣∣∣f(a)+f(b)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ (b−a)(|f ′(a)|+|f ′(b)|)
8

(2.1)

Théorème 2.5 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′|p/(p−1) est convexe sur [a, b] où p ≥ 1, alors

∣∣∣∣∣∣f(a)+f(b)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
2(p+1)1/p

(
|f ′(a)|p/(p−1)+|f ′(b)|p/(p−1)

2

)(p−1)/p

. (2.2)
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Pearce et Pečaríc [11], on établi une variante du Théorème 2.5

Théorème 2.6 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′|q est convexe sur [a, b] où q ≥ 1, alors

∣∣∣∣∣∣f(a)+f(b)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
4

(
|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1/q

. (2.3)

2.1.3 Inégalités de type trapèzes ouvert dite compagnon d’Os-

trowski

Alomari et al. [1], ont étudie les inégalités suivantes

Théorème 2.7 Soit f : I ⊆ R → R une application absolument continue sur I◦, telle

que f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′| est convexe sur [a, b], alors pour tout

x ∈
[
a, a+b

2

]
on a l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣f(x)+f(a+b−x)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (t) dt

∣∣∣∣∣∣ (2.4)

≤ (x−a)2

6(b−a)
(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) + 8(x−a)2+3(a+b−2x)2

24(b−a)
(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|) .

Théorème 2.8 Soit f : I ⊆ R → R une application absolument continue sur I◦, telle

que f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′|q est convexe sur [a, b], alors pour tout

x ∈
[
a, a+b

2

]
et q > 1 avec 1

p
+ 1

q
= 1 l’inégalité suivante est satisfaite :

∣∣∣∣∣∣f(x)+f(a+b−x)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (t) dt

∣∣∣∣∣∣ (2.5)

≤ 1

21/q(b−a)(p+1)1/p

(
(x− a)2 (|f ′ (a)|q + |f ′ (x)|q

)1/q

+ (a+b−2x)2

2

(
|f ′ (x)|q + |f ′ (a+ b− x)|q

)1/q

+ (x− a)2 (|f ′ (a+ b− x)|q + |f ′ (b)|q
)1/q
)
.
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2.1.4 Inégalités intégrales de type Simpson

Sarikaya et al. [13], ont prouvé les inégalités de type Simpson suivantes pour les

fonctions dont les dérivées premières sont convexes.

Théorème 2.9 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b] où a, b ∈ I◦ et a < b, telle que f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′| est convexe sur [a, b],

alors l’inégalité suivante est vraie :∣∣∣∣∣∣16 (f (a) + 4f
(
a+b

2

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 5(b−a)
72

(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) . (2.6)

Théorème 2.10 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′|q est convexe sur [a, b] où q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1,

alors l’inégalité suivante est vraie :∣∣∣∣∣∣16 (f (a) + 4f
(
a+b

2

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ (2.7)

≤ b−a
12

(
1+2p+1

3(p+1)

) 1
p

((
3|f ′(b)|

q
+|f ′(a)|

q

4

)1/q

+
(
|f ′(b)|

q
+3|f ′(a)|

q

4

)1/q
)
.

Théorème 2.11 Soit f : I ⊆ R → R une application différentiable sur I◦, telle que

f ′ ∈ L1 [a, b] où a, b ∈ I◦ et a < b. Si |f ′|q est convexe sur [a, b] où q > 1, alors l’inégalité

suivante est vraie : ∣∣∣∣∣∣16 (f (a) + 4f
(
a+b

2

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ (2.8)

≤ 5(b−a)
72

((
61|f ′(b)|q+29|f ′(a)|q

90

) 1
q

+
(

61|f ′(a)|q+29|f ′(b)|q
90

) 1
q

)
.
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2.2 Inégalités intégrales de type Newton-Cotes frac-

tionnaires

Dans cette section nous allons voir certaines inégalités intégrales faisant intervenir

l’opérateur intégral de Riemann-Liouville.

2.2.1 Inégalités intégrales fractionnaires de type point milieu

Dans [15], Sarikaya et al. ont démontré les inégalités intégrales fractionnaires de type

point milieu suivantes :

Théorème 2.12 Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur [a, b] avec a < b,

telle que f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′|q est convexe sur [a, b] où q ≥ 1, alors l’inégalité fraction-

naire suivante est valable :∣∣∣∣2α−1Γ(α+1)
(b−a)α

[
Iα
(a+b2 )

+f(b) + Iα
(a+b2 )

−f(a)

]
− f

(
a+b

2

)∣∣∣∣
≤ b−a

4(α+1)

(
1

2(α+2)

) 1
q
((

(α + 1) |f ′ (a)|q + (α + 3) |f ′ (b)|q
) 1
q (2.9)

+
(
(α + 3) |f ′ (a)|q + (α + 1) |f ′ (b)|q

) 1
q

)
.

Théorème 2.13 Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur [a, b] avec a < b,

telle que f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′|q est convexe sur [a, b] où q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1, alors

l’inégalité fractionnaire suivante est valable :∣∣∣∣2α−1Γ(α+1)
(b−a)α

[
Iα
(a+b2 )

+f(b) + Iα
(a+b2 )

−f(a)

]
− f

(
a+b

2

)∣∣∣∣
≤ b−a

4

(
1

αp+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+3|f ′(b)|q

4

) 1
q

+
(

3|f ′(a)|q+|f ′(b)|q
4

) 1
q

)
≤ b−a

4

(
4

αp+1

) 1
p

(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) .
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2.2.2 Inégalités intégrales fractionnaires de type trapèzes

Dans [14], Sarikaya et al. ont établi l’inégalité intégrale fractionnaire de type trapèze

suivante :

Théorème 2.14 Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur [a, b] avec a < b,

telle que f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′| est convexe sur [a, b]. Alors l’inégalité fractionnaire suivante

est valable :

∣∣∣f(a)+f(b)
2

− Γ(α+1)
2(b−a)α

[Iαa+f(b) + Iαb−f(a)]
∣∣∣ ≤ b−a

2(α+1)

(
1− 1

2α

)
(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) .
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type

Newton-Cotes à trois points

Nous notons que ces résultats sont nouveaux et sont soumis pour une éventuelle

publication. les résultats suivant reposent essentiellement sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit f : I ⊂ R → R une fonction différentiable sur I◦, telle que f ′ ∈

L1 [a, b], où a, b ∈ I◦ et a < b. Pour tout nombre réel λ ∈ [0, 1] et x ∈
[
a, a+b

2

]
l’égalité

suivante est satisfaite :

zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)
= (x−a)α+1

b−a

1∫
0

tαf ′ ((1− t) a+ tx) dt

− (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1∫
0

((1− t)α − (1− λ)) f ′
(
(1− t)x+ ta+b

2

)
dt

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1∫
0

(tα − (1− λ)) f ′
(
(1− t) a+b

2
+ t (a+ b− x)

)
dt

− (x−a)α+1

b−a

1∫
0

(1− t)α f ′ ((1− t) (a+ b− x) + tb) dt,

14



où

zα
(a,x,b;λ) = λ(a+b−2x)α+2α(x−a)α

2α(b−a)
f (x) + (1−λ)(a+b−2x)α

2α−1(b−a)
f
(
a+b

2

)
+λ(a+b−2x)α+2α(x−a)α

2α(b−a)
f (a+ b− x) . (3.1)

Preuve. Soit

I = (x−a)α+1

b−a I1 − (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)
I2 + (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)
I3 − (x−a)α+1

b−a I4, (3.2)

où

I1 =

1∫
0

tαf ′ ((1− t) a+ tx) dt,

I2 =

1∫
0

((1− t)α − (1− λ)) f ′
(
(1− t)x+ ta+b

2

)
dt,

I3 =

1∫
0

(tα − (1− λ)) f ′
(
(1− t) a+b

2
+ t (a+ b− x)

)
dt,

I4 =

1∫
0

(1− t)α f ′ ((1− t) (a+ b− x) + tb) dt.

En intégrant par parties I1, on a

I1 =

1∫
0

tαf ′ ((1− t) a+ tx) dt (3.3)

= 1
x−at

αf ((1− t) a+ tx)
∣∣1
0
− α

x−a

1∫
0

tα−1f ((1− t) a+ tx) dt

= 1
x−af (x)− α

(x−a)α+1

x∫
a

(u− a)α−1 f (u) du

= 1
x−af (x)− Γ(α+1)

(x−a)α+1
Iαx−f(a).
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D’une façon similaire, on obtient

I2 = − 2(1−λ)
a+b−2x

f
(
a+b

2

)
− 2λ

a+b−2x
f (x) + 2α+1Γ(α+1)

(a+b−2x)α+1
Iαx+f(a+b

2
), (3.4)

I3 = 2λ
a+b−2x

f (a+ b− x) + 2(1−λ)
a+b−2x

f
(
a+b

2

)
− 2α+1Γ(α+1)

(a+b−2x)α+1
Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) (3.5)

et

I4 = − 1
x−af (a+ b− x) + Γ(α+1)

(x−a)α+1
Iα

(a+b−x)+
f(b). (3.6)

En substituant (3.3)-(3.6) dans (3.2) nous obtenons le résultat souhaité.

Théorème 3.1 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] telle que f ′ ∈

L1 [a, b] avec 0 ≤ a < b. si |f ′| est s-convexe au second sens pour des certains nombres

s ∈ ]0, 1] et λ ∈ [0, 1] fixés, alors nous avons

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

b−a
(
B (s+ 1, α + 1) (|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) + 1

α+s+1
(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|)

)
+ 2(a+b−2x)α+1

2α+s(b−a)(s+1)

(
(α+s+1)λ+2α(1−λ)1+

s+1
α −α

22−s(α+s+1)
+

(1−λ)

(
1−2

(
1−(1−λ)

1
α

)s+1)
s+1

+ B
1−(1−λ)

1
α

(s+ 1, α + 1)−B
(1−λ)

1
α

(α + 1, s+ 1)
)

(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|) ,

où B (., .) et Bu (., .) sont respectivement la fonction bêta et la fonction bêta incomplète.

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, les propriétés du module et la s-convexité au

second sens de |f ′|, on a

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

b−a

1∫
0

tα |f ′ ((1− t) a+ tx)| dt

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1∫
0

|(1− t)α − (1− λ)|
∣∣f ′ ((1− t)x+ ta+b

2

)∣∣ dt
16



+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1∫
0

|tα − (1− λ)|
∣∣f ′ ((1− t) a+b

2
+ t (a+ b− x)

)∣∣ dt
+ (x−a)α+1

b−a

1∫
0

(1− t)α |f ′ ((1− t) (a+ b− x) + tb)| dt

= (x−a)α+1

b−a

1∫
0

tα |f ′ ((1− t) a+ tx)| dt

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ))
∣∣f ′ ((1− t)x+ ta+b

2

)∣∣ dt
+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1∫
1−(1−λ)

1
α

((1− λ)− (1− t)α)
∣∣f ′ ((1− t)x+ ta+b

2

)∣∣ dt

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα)
∣∣f ′ ((1− t) a+b

2
+ t (a+ b− x)

)∣∣ dt
+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1∫
(1−λ)

1
α

(tα − (1− λ))
∣∣f ′ ((1− t) a+b

2
+ t (a+ b− x)

)∣∣ dt
+ (x−a)α+1

b−a

1∫
0

(1− t)α |f ′ ((1− t) (a+ b− x) + tb)| dt

≤ (x−a)α+1

b−a

1∫
0

tα ((1− t)s |f ′ (a)|+ ts |f ′ (x)|) dt

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ))
(
(1− t)s |f ′ (x)|+ ts

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣) dt
+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1∫
1−(1−λ)

1
α

((1− λ)− (1− t)α)
(
(1− t)s |f ′ (x)|+ ts

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣) dt

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα)
(
(1− t)s

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣+ ts |f ′ (a+ b− x)|
)
dt
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+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1∫
(1−λ)

1
α

(tα − (1− λ))
(
(1− t)s

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣+ ts |f ′ (a+ b− x)|
)
dt

+ (x−a)α+1

b−a

1∫
0

(1− t)α ((1− t)s |f ′ (a+ b− x)|+ ts |f ′ (b)|) dt

= (x−a)α+1

b−a
(
B (s+ 1, α + 1) (|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) + 1

α+s+1
(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|)

)
+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
(α+s+1)λ+2α(1−λ)1+

s+1
α −α

(s+1)(α+s+1)
(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|)

+2
(
B

1−(1−λ)
1
α

(s+ 1, α + 1)−B
(1−λ)

1
α

(α + 1, s+ 1)

+
(1−λ)

(
1−2

(
1−(1−λ)

1
α

)s+1)
s+1

)∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣) , (3.7)

où nous avons utilisé les faits que

1∫
0

tα (1− t)s dt =

1∫
0

(1− t)α tsdt = B (s+ 1, α + 1) , (3.8)

1∫
0

tα+sdt =

1∫
0

(1− t)α+s dt = 1
α+s+1

, (3.9)

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ)) (1− t)s dt =

1∫
(1−λ)

1
α

(tα − (1− λ)) tsdt

= (α+s+1)λ+α(1−λ)1+
s+1
α −α

(s+1)(α+s+1)
, (3.10)

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ)) tsdt =

1∫
(1−λ)

1
α

(tα − (1− λ)) (1− t)s dt

= B
1−(1−λ)

1
α

(s+ 1, α + 1)−
(1−λ)

(
1−(1−λ)

1
α

)s+1
s+1

, (3.11)
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1∫
1−(1−λ)

1
α

((1− λ)− (1− t)α) (1− t)s dt =

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα) tsdt

= α
(s+1)(α+s+1)

(1− λ)1+ s+1
α (3.12)

et

1∫
1−(1−λ)

1
α

((1− λ)− (1− t)α) tsdt =

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα) (1− t)s dt

=
(1−λ)

(
1−
(

1−(1−λ)
1
α

)s+1)
s+1

−B
(1−λ)

1
α

(α + 1, s+ 1) . (3.13)

D’après (3.7) et la s-convexité de |f ′| i.e.
∣∣f ′ (a+b

2

)∣∣ ≤ 21−s

s+1
(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|), on

aura

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

b−a
(
B (s+ 1, α + 1) (|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) + 1

α+s+1
(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|)

)
+ 2(a+b−2x)α+1

2α+s(b−a)(s+1)

(
(α+s+1)λ+2α(1−λ)1+

s+1
α −α

22−s(α+s+1)
+

(1−λ)

(
1−2

(
1−(1−λ)

1
α

)s+1)
s+1

+ B
1−(1−λ)

1
α

(s+ 1, α + 1)−B
(1−λ)

1
α

(α + 1, s+ 1)
)

(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|) ,

qui est le résultat recherché. La preuve est ainsi achevée.

Corollaire 3.1 Dans le Théorème 3.1, si on prend s = 1, on obtient

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

(α+1)(α+2)(b−a)
(|f ′ (a)|+ (α + 1) |f ′ (x)|+ (α + 1) |f ′ (a+ b− x)|+ |f ′ (b)|)

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
λ− α

α+1
+ 2α

α+1
(1− λ)1+ 1

α

)
(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|) .
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Corollaire 3.2 Dans le Théorème 3.1, si on prend α = 1, on obtient∣∣∣∣∣∣ (λ(a+b−2x)+2(x−a))f(x)+2(1−λ)(a+b−2x)f(a+b2 )+(λ(a+b−2x)+2(x−a))f(a+b−x)

2(b−a)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (x−a)2

(s+1)(s+2)(b−a)
(|f ′ (a)|+ (s+ 1) |f ′ (x)|+ (s+ 1) |f ′ (a+ b− x)|+ |f ′ (b)|)

+ (a+b−2x)2

2s(b−a)(s+1)

(
2s−2(s+2)λ+2s−1(1−λ)s+2−2λs+2−2s−2

s+2
+ (s+1)−(s+2)λ+2(s+2)λs+2

(s+1)(s+2)

)
× (|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|) .

Corollaire 3.3 Dans le Théorème 3.1, si on prend α = s = 1, on obtient∣∣∣∣∣∣ (λ(a+b−2x)+2(x−a))f(x)+2(1−λ)(a+b−2x)f(a+b2 )+(λ(a+b−2x)+2(x−a))f(a+b−x)

2(b−a)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (x−a)2

6(b−a)
(|f ′ (a)|+ 2 |f ′ (x)|+ 2 |f ′ (a+ b− x)|+ |f ′ (b)|)

+
(1−2λ+2λ2)(a+b−2x)2

8(b−a)
(|f ′ (x)|+ |f ′ (a+ b− x)|) .

Remarque 3.1 Pour λ = 1, le Corollaire 3.3 sera réduit au Théorème 5 de [1].

Corollaire 3.4 Dans le Corollaire 3.3, si on choisit x = a on obtient∣∣∣∣∣∣λf(a)+λf(b)
2

+ (1− λ) f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ (1−2λ+2λ2)(b−a)

8
(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) .

Remarque 3.2 Dans le Corollaire 3.4, si l’on prend

1/ λ = 0, on récapture le Théorème 2.2 de [6].

2/ λ = 1
3
, on retrouve le Théorème 5 de [13].

3/ λ = 1, on obtient le Théorème 2.2 de [4].

Théorème 3.2 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] telle que f ′ ∈

L1 [a, b] avec 0 ≤ a < b. si |f ′|q est s-convexe au second sens pour des certains nombres
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s ∈ ]0, 1] et λ ∈ [0, 1] fixés, et q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1. Alors nous avons

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

b−a

(
1

αp+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(x)|q

s+1

) 1
q

+
(
|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q

s+1

) 1
q

)
+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
(1−λ)p+

1
α

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+ λp+1

α(p+1)
.2F1

(
1− 1

α
, 1, p+ 2, λ

)) 1
p

×
((

|f ′(x)|q+|f ′(a+b2 )|q
s+1

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(a+b−x)|q

s+1

) 1
q

)
,

où B (., .) et 2F1 (., ., ., .) représentent respectivement la fonction bêta et la fonction hy-

pergéométrique.

Preuve. D’après le Lemme 3.1, les propriétés du module, l’inégalité de Hölder et la

s-convexité au second sens de |f ′|q, nous avons

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

tαpdt

) 1
p
(

1∫
0

|f ′ ((1− t) a+ tx)|q dt
) 1

q

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
1∫
0

|(1− t)α − (1− λ)|p dt
) 1

p
(

1∫
0

∣∣f ′ ((1− t)x+ ta+b
2

)∣∣q dt) 1
q

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
1∫
0

|tα − (1− λ)|p dt
) 1

p
(

1∫
0

∣∣f ′ ((1− t) a+b
2

+ t (a+ b− x)
)∣∣q dt) 1

q

+ (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

(1− t)αp dt
) 1

p
(

1∫
0

|f ′ ((1− t) (a+ b− x) + tb)|q dt
) 1

q

≤ (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

tαpdt

) 1
p
(

1∫
0

(
(1− t)s |f ′ (a)|q + ts |f ′ (x)|q

)
dt

) 1
q

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ))
p
dt+

1∫
1−(1−λ)

1
α

((1− λ)− (1− t)α)
p
dt

 1
p

×
(

1∫
0

(
(1− t)s |f ′ (x)|q + ts

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q) dt) 1
q
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+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα)p dt+
1∫

(1−λ)
1
α

(tα − (1− λ))p dt

 1
p

×
(

1∫
0

(
(1− t)s

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + ts |f ′ (a+ b− x)|q
)
dt

) 1
q

+ (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

(1− t)αp dt
) 1

p
(

1∫
0

(
(1− t)s |f ′ (a+ b− x)|q + ts |f ′ (b)|q

)
dt

) 1
q

= (x−a)α+1

b−a

(
1

αp+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(x)|q

s+1

) 1
q

+
(
|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q

s+1

) 1
q

)

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα)p dt+
1∫

(1−λ)
1
α

(tα − (1− λ))p dt

 1
p

×
((

|f ′(x)|q+|f ′(a+b2 )|q
s+1

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(a+b−x)|q

s+1

) 1
q

)

= (x−a)α+1

b−a

(
1

αp+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(x)|q

s+1

) 1
q

+
(
|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q

s+1

) 1
q

)
+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
(1−λ)p+

1
α

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+ λp+1

α(p+1)
.2F1

(
1− 1

α
, 1, p+ 2, λ

)) 1
p

×
((

|f ′(x)|q+|f ′(a+b2 )|q
s+1

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(a+b−x)|q

s+1

) 1
q

)
,

nous avons

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα)p dt+
1∫

(1−λ)
1
α

(tα − (1− λ))p dt

= 1
α

1−λ∫
0

((1− λ)− u)p u
1
α
−1du+ 1

α

1∫
1−λ

(u− (1− λ))p u
1
α
−1du

= (1−λ)p+
1
α

α

1∫
0

x
1
α
−1 (1− x)p dx+ 1

α

λ∫
0

(λ− y)p (1− y)
1
α
−1 dy

= (1−λ)p+
1
α

α

1∫
0

x
1
α
−1 (1− x)p dx+ λp+1

α

1∫
0

(1− x)p (1− λx)
1
α
−1 dx

= (1−λ)p+
1
α

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+ λp+1

α(p+1)
.2F1

(
1− 1

α
, 1, p+ 2, λ

)
.

Ce qui achève le résultat.
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Corollaire 3.5 Dans le Théorème 3.2, si on prend α = s = 1, on obtient∣∣∣∣ (λ(a+b−2x)+2(x−a))f(x)+2(1−λ)(a+b−2x)f(a+b2 )+(λ(a+b−2x)+2(x−a))f(a+b−x)

2(b−a)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣
≤ (x−a)2

b−a

(
1
p+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(x)|q

2

) 1
q

+
(
|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q

2

) 1
q

)
+ (a+b−2x)2

4(b−a)

(
(1−λ)p+1+λp+1

p+1

) 1
p

((
|f ′(x)|q+|f ′(a+b2 )|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(a+b−x)|q

2

) 1
q

)
.

Corollaire 3.6 Dans le Corollaire 3.5, si on choisit x = a, on obtient∣∣∣∣λf(a)+λf(b)
2

+ (1− λ) f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣
≤ b−a

4

(
(1−λ)p+1+λp+1

p+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(a+b2 )|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(b)|q

2

) 1
q

)
.

Corollaire 3.7 Dans le Corollaire 3.6, si on prend λ = 0, on obtient l’inégalité du point

milieu suivante ∣∣∣∣f (a+b
2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣
≤ b−a

4

(
1
p+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(a+b2 )|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(b)|q

2

) 1
q

)
.

Corollaire 3.8 Dans le Corollaire 3.6, si on prend λ = 1
3
, on obtient l’inégalité de

Simpson suivante :∣∣∣∣16 (f (a) + 4f
(
a+b

2

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣
≤ (b−a)

4

(
2p+1+1

3p+1(p+1)

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(a+b2 )|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(b)|q

2

) 1
q

)
.
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Corollaire 3.9 Dans le Corollaire 3.6, si on prend λ = 1, on obtient l’inégalité de trapèze

suivante : ∣∣∣∣f(a)+f(b)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣
≤ (b−a)

4(p+1)
1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(a+b2 )|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(b)|q

2

) 1
q

)
.

Corollaire 3.10 Dans le Corollaire 3.5, si on choisit x = a+b
2
, on obtient l’inégalité de

point milieu suivante∣∣∣∣f (a+b
2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣
≤ b−a

4

(
1
p+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(a+b2 )|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(b)|q

2

) 1
q

)

Corollaire 3.11 Dans le Corollaire 3.5, si on prend λ = 1, on obtient∣∣∣∣f(x)+f(a+b−x)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣
≤ (x−a)2

b−a

(
1
p+1

) 1
p

((
|f ′(a)|q+|f ′(x)|q

2

) 1
q

+
(
|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q

2

) 1
q

)
+ (a+b−2x)2

4(b−a)

(
1
p+1

) 1
p

((
|f ′(x)|q+|f ′(a+b2 )|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+|f ′(a+b−x)|q

2

) 1
q

)
.

Théorème 3.3 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] telle que f ′ ∈

L1 [a, b] avec 0 ≤ a < b. Si |f ′|q est s-convexe au second sens pour un certain nombre

s ∈ ]0, 1] fixé, et q > 1, alors nous avons

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

b−a
(

1
α+1

)1− 1
q

((
B (α + 1, s+ 1) |f ′ (a)|q + 1

α+s+1
|f ′ (x)|q

) 1
q

+
(

1
α+s+1

|f ′ (a+ b− x)|q +B (α + 1, s+ 1) |f ′ (b)|q
) 1
q

)

24



+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
λ+α

(
λ−1+2(1−λ)1+

1
α

)
α+1

)1− 1
q

×
(
Ω2 (s, λ, α) |f ′ (x)|q + Ω1 (s, λ, α)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q) 1q
+
(
Ω1 (s, λ, α)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + Ω2 (s, λ, α) |f ′ (a+ b− x)|q
) 1
q

)
,

où

ξ (s, α, λ) = B
1−(1−λ)

1
α

(s+ 1, α + 1)−B
(1−λ)

1
α

(α + 1, s+ 1) ,

Ω1 (s, λ, α) =
(s+1)ξ(s,α,λ)+(1−λ)

(
1−2

(
1−(1−λ)

1
α

)s+1)
s+1

et

Ω2 (s, λ, α) = (α+s+1)λ+2α(1−λ)1+
s+1
α −α

(s+1)(α+s+1)
.

Preuve. D’après le Lemme 3.1, les propriétés du module, l’inégalité des moyennes

d’ordre q, et de la s-convexité au second sens de |f ′|q, nous avons

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

tαdt

)1− 1
q
(

1∫
0

tα |f ′ ((1− t) a+ tx)|q dt
) 1

q

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
1∫
0

|(1− t)α − (1− λ)| dt
)1− 1

q

×
(

1∫
0

|(1− t)α − (1− λ)|
∣∣f ′ ((1− t)x+ ta+b

2

)∣∣q dt) 1
q

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
1∫
0

|tα − (1− λ)| dt
)1− 1

q

×
(

1∫
0

|tα − (1− λ)|
∣∣f ′ ((1− t) a+b

2
+ t (a+ b− x)

)∣∣q dt) 1
q

+ (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

(1− t)α dt
)1− 1

q
(

1∫
0

(1− t)α |f ′ ((1− t) (a+ b− x) + tb)|p dt
) 1

q

≤ (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

tαdt

)1− 1
q
(

1∫
0

tα
(
(1− t)s |f ′ (a)|q + ts |f ′ (x)|q

)
dt

) 1
q
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+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ)) dt+
1∫

1−(1−λ)
1
α

((1− λ)− (1− t)α) dt

1− 1
q

×

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ))
(
(1− t)s |f ′ (x)|q + ts

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q) dt
+

1∫
1−(1−λ)

1
α

((1− λ)− (1− t)α)
(
(1− t)s |f ′ (x)|q + ts

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q) dt
 1

q

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα) dt+
1∫

(1−λ)
1
α

(tα − (1− λ)) dt

1− 1
q

×

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα)
(
(1− t)s

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + ts |f ′ (a+ b− x)|q
)
dt

+
1∫

(1−λ)
1
α

(tα − (1− λ))
(
(1− t)s

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + ts |f ′ (a+ b− x)|q
)
dt

 1
q

+ (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

(1− t)α dt
)1− 1

q

×
(

1∫
0

(1− t)α
(
(1− t)s |f ′ (a+ b− x)|q + ts |f ′ (b)|q

)
dt

) 1
q

= (x−a)α+1

b−a

(
1∫
0

(1− t)α dt
)1− 1

q

((
|f ′ (a)|q

1∫
0

tα (1− t)s dt+ |f ′ (x)|q
1∫
0

tα+sdt

) 1
q

+

(
|f ′ (a+ b− x)|q

1∫
0

(1− t)α+s dt+ |f ′ (b)|q
1∫
0

(1− t)α tsdt
) 1

q

)

+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα) dt+
1∫

(1−λ)
1
α

(tα − (1− λ)) dt

1− 1
q

×

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ)) (1− t)s dt

+
1∫

1−(1−λ)
1
α

((1− λ)− (1− t)α) (1− t)s dt

 |f ′ (x)|q
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+

1−(1−λ)
1
α∫

0

((1− t)α − (1− λ)) tsdt

+
1∫

1−(1−λ)
1
α

((1− λ)− (1− t)α) tsdt

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q 1
q

+

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα) (1− t)s dt+
1∫

(1−λ)
1
α

(tα − (1− λ)) (1− t)s dt

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q

+

(1−λ)
1
α∫

0

((1− λ)− tα) tsdt+
1∫

(1−λ)
1
α

(tα − (1− λ)) tsdt

 |f ′ (a+ b− x)|q
 1

q


= (x−a)α+1

b−a
(

1
α+1

)1− 1
q

((
B (α + 1, s+ 1) |f ′ (a)|q + 1

α+s+1
|f ′ (x)|q

) 1
q

+
(

1
α+s+1

|f ′ (a+ b− x)|q +B (α + 1, s+ 1) |f ′ (b)|q
) 1
q

)
+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
λ+α

(
λ−1+2(1−λ)1+

1
α

)
α+1

)1− 1
q

×
((

Ω2 (s, λ, α) |f ′ (x)|q + Ω1 (s, λ, α)
∣∣f ′ (a+b

2

)∣∣q) 1q
+
(
Ω1 (s, λ, α)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + Ω2 (s, λ, α) |f ′ (a+ b− x)|q
) 1
q

)
,

où nous avons utilisé (3.8)-(3.13). La preuve est achevée.

Corollaire 3.12 Dans le Théorème 3.3, si on prend s = 1, on obtient

∣∣∣zα
(a,x,b;λ) −

Γ(α+1)
b−a

(
Iαx−f(a) + Iαx+f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)−
f(a+b

2
) + Iα

(a+b−x)+
f(b)

)∣∣∣
≤ (x−a)α+1

b−a
(

1
α+1

)1− 1
q

((
|f ′(a)|q+(α+1)|f ′(x)|q

(α+1)(α+2)

) 1
q

+
(

(α+1)|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q
(α+1)(α+2)

) 1
q

)
+ (a+b−2x)α+1

2α+1(b−a)

(
λ+α

(
λ−1+2(1−λ)1+

1
α

)
α+1

)1− 1
q

×
((

Ω2 (1, λ, α) |f ′ (x)|q + Ω1 (1, λ, α)
∣∣f ′ (a+b

2

)∣∣q) 1q
+
(
Ω1 (1, λ, α)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + Ω2 (1, λ, α) |f ′ (a+ b− x)|q
) 1
q

)
,
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où

Ω1 (1, λ, α) =
2−(α+1)(α+2)(1−λ)+(4α2+8α)(1−λ)1+

1
α+(−2α2−2α)(1−λ)1+

2
α

2(α+1)(α+2)

et

Ω2 (1, λ, α) = (α+2)λ+2α(1−λ)1+
2
α−α

2(α+2)
.

Corollaire 3.13 Dans le Théorème 3.3, si l’on prend α = 1, on obtient∣∣∣∣∣∣z1
(a,x,b;λ) − 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (x−a)2

b−a
(

1
2

)1− 1
q

((
|f ′(a)|q+(s+1)|f ′(x)|q

(s+1)(s+2)

) 1
q

+
(

(s+1)|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q
(s+1)(s+2)

) 1
q

)
+ (a+b−2x)2

22(b−a)

(
2λ2−2λ+1

2

)1− 1
q
((

Ω2 (s, λ, 1) |f ′ (x)|q + Ω1 (s, λ, 1)
∣∣f ′ (a+b

2

)∣∣q) 1q
+
(
Ω1 (s, λ, 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + Ω2 (s, λ, 1) |f ′ (a+ b− x)|q
) 1
q

)
,

où

z1
(a,x,b;λ) = λ(a+b−2x)+2(x−a)

2(b−a)
f (x) + (1−λ)(a+b−2x)

(b−a)
f
(
a+b

2

)
+ λ(a+b−2x)+2(x−a)

2(b−a)
f (a+ b− x) ,

Ω1 (s, λ, 1) =
(2s2+6s+2)λs+1−(2s2+4s)λs+2−(s+1)+(1−λ)

(s+1)
et Ω2 (s, λ, 1) = (s+2)λ+2(1−λ)s+2−1

(s+1)(s+2)
.

Corollaire 3.14 Dans le Théorème 3.3, si on prend α = s = 1, on obtient∣∣∣∣∣∣ (λ(a+b−2x)+2(x−a))f(x)+2(1−λ)(a+b−2x)f(a+b2 )+(λ(a+b−2x)+2(x−a))f(a+b−x)

2(b−a)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (x−a)2

2(b−a)

((
|f ′(a)|q+2|f ′(x)|q

3

) 1
q

+
(

2|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q
3

) 1
q

)
+

(2λ2−2λ+1)(a+b−2x)2

8(b−a)

((
(−2λ3+6λ2−3λ+1)|f ′(x)|q+(2λ3−3λ+2)|f ′(a+b2 )|q

3(2λ2−2λ+1)

) 1
q

×
(

(2λ3−3λ+2)|f ′(a+b2 )|q+(−2λ3+6λ2−3λ+1)|f ′(a+b−x)|q

3(2λ2−2λ+1)

) 1
q

)
.
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Corollaire 3.15 Dans le Corollaire 3.14, si l’on choisit x = a, on obtient∣∣∣∣∣∣λf(a)+λf(b)
2

+ (1− λ) f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (2λ2−2λ+1)(b−a)

8

((
(−2λ3+6λ2−3λ+1)|f ′(a)|q+(2λ3−3λ+2)|f ′(a+b2 )|q

3(2λ2−2λ+1)

) 1
q

+

(
(2λ3−3λ+2)|f ′(a+b2 )|q+(−2λ3+6λ2−3λ+1)|f ′(b)|q

3(2λ2−2λ+1)

) 1
q

)
.

Corollaire 3.16 Dans le Corollaire 3.15, si l’on prend λ = 0, on obtient l’inégalité de

point milieu suivante∣∣∣∣∣∣f (a+b
2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
8

((
|f ′(a)|q+2|f ′(a+b2 )|q

3

) 1
q

+

(
2|f ′(a+b2 )|q+|f ′(b)|q

3

) 1
q

)
.

Corollaire 3.17 Dans le Corollaire 3.15, si l’on prend λ = 1
3
, on obtient l’inégalité de

Simpson suivante∣∣∣∣∣∣16 (f (a) + 4f
(
a+b

2

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ 5(b−a)

72

((
16|f ′(a)|q+29|f ′(a+b2 )|q

45

) 1
q

+

(
29|f ′(a+b2 )|q+16|f ′(b)|q

45

) 1
q

)
.

Corollaire 3.18 Dans le Corollaire 3.15, si l’on prend λ = 1, on obtient l’inégalité de

trapèze suivante∣∣∣∣∣∣f(a)+f(b)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
8

((
2|f ′(a)|q+|f ′(a+b2 )|q

3

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+2|f ′(b)|q

3

) 1
q

)
.
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Corollaire 3.19 Dans le Corollaire 3.14, si l’on choisit x = a+b
2
, on obtient l’inégalité

de point milieu suivante∣∣∣∣∣∣f (a+b
2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
8

((
|f ′(a)|q+2|f ′(a+b2 )|q

3

) 1
q

+

(
2|f ′(a+b2 )|q+|f ′(b)|q

3

) 1
q

)
.

Corollaire 3.20 Dans le Corollaire 3.14, si l’on prend λ = 1, on obtient∣∣∣∣∣∣f(x)+f(a+b−x)
2

− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (x−a)2

2(b−a)

((
|f ′(a)|q+2|f ′(x)|q

3

) 1
q

+
(

2|f ′(a+b−x)|q+|f ′(b)|q
3

) 1
q

)
+ (a+b−2x)2

8(b−a)

((
2|f ′(x)|q+|f ′(a+b2 )|q

3

) 1
q

+

(
|f ′(a+b2 )|q+2|f ′(a+b−x)|q

3

) 1
q

)
.

Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier une inégalité intégrale générale de

type Newton-Cotes impliquant au plus trois points via les opérateurs intégraux de Riemann-

Liouville.

Dans la première partie, nous nous sommes intéressés à rappeler quelques classes de

fonctions ainsi que quelques identités et inégalités intégrales.

Dans la seconde partie nous avons énoncé sans démonstration certaines inégalités de

type Newton-Cotes à un, deux et trois points dans le cadre classiques et fractionnaires.

Nous n’avons répertorié que les plus connus d’entre elles.

Dans la troisième partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant les

inégalités de type Newton-Cotes impliquant au plus trois points via l’opérateur intégral

de Riemann-Liouville. Ces résultats sont nouveaux et généralisent plusieurs autres types

d’inégalités intégrales classiques et fractionnaires.
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