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Abstract

In this memory, we will study the integral inequality
generalized of Newton-Cotes open involving three points,
which we find the famous inequality of Simpson in the case
we take x=a, for this we provide three parts. In the first part
we recall some classes of integral functions and identities that
will be used later.

Then in the second part we quoted some results already known
in the literature on integral inequalities of the Newton-Cotes
type at one, two and three points classical and fractional.
While the last part will be entirely devoted to new fractional
inequalities type of Newton-Cotes in the general framework,
of which these new results are submitted for possible
publication.

Keywords: Newton-Cotes inequality, Midpoint inequality,
Trapezium inequality, Simpson inequality, fractional integral
Reimann-Liouville.
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Résume

Dans ce mémoire, nous allons étudier les inégalités intégrales
de Newton-Cotes ouvertes généralisés faisant intervenir trois
points, dont on retrouve la fameuse inégalité de Simpson dans
le cas ou on prend la variable x=a, pour cela on prévoit trois
parties.

Dans la premiére partie nous rappelons quelques classes des
fonctions et identités intégrales qui seront utiliseées par la suite.
Puis dans la deuxieme partie nous citons certains résultats déja
connus dans la littérature sur les inégalités intégrales de type
Newton-Cotes a un, deux et trois points classiques et
fractionnaires. Tandis que la derniére partie sera entierement
consacré aux nouvelles inégalités fractionnaires de type
Newton-Cotes dans le cadre geneéral, dont ces nouveaux
résultats sont soumis pour une éventuelle publication.

Mots clés : Inégalité de Newton-Cotes, Inégalité de point
milieu, Inégalité de trapeze, Inégalité de Simpson, intégrale
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

U.08 Mai 1945 Guelma Département de Mathematiques Chihaoui Amira
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches de mathématiques mo-
derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-
tiques, ’analyse réelle, ’analyse complexe, I’analyse numérique, la théorie qualitative des
équations différentielles et des équations aux différences, etc. Cette derniére représente
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°™¢
et 19°™¢ siécle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, CebySev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,
Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte
est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne description
de I’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovi¢, Pecari¢ et Fink
8,9, 10].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes maniéres.
Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extensions
ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-
naires et discrets.

L’objectif de ce travail est de faire une petite synthése concernant les inégalités in-
tégrales de type Newton-Cotes faisant intervenir trois points et d’établir de nouvelles
généralisations de ce type d’inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques classes de fonctions ainsi que
quelques identités et inégalités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous citerons certains résultats concernant les inégalités in-
tégrales de type Newton-Cotes & un, deux et trois points connus dans la littérature.

Tandis que le dernier chapitre sera entiérement consacré aux nouvelles inégalités frac-
tionnaires de type Newton-Cotes dans le cadre général dont ces nouveaux résultats sont

soumis pour une éventuelle publication.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité on peut consulter [12].

1.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([12]) Un ensemble I C R est dit convexe si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0, 1], nous avons

tr+(1—t)y e 1.

Définition 1.2 ([12]) Une fonction f : I — R est dite convezxe, si

flz+ 1=ty <tf(z)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout z,y € I et tout t € [0,1].

Définition 1.3 ([2]) Une fonction positive f : I C [0,00] — R est dite s-conveze au

second sens pour un certain nombre fizé s € 10,1|, si pour tout x,y € I ett € [0,1], on a

flte + (1 —t)y) <t°f(z)+ (1 —1)°f(y).

3



est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0,1].

1.2 Quelques fonctions spéciales

1.2.1 Fonction gamma

Définition 1.4 ([5]) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit
['(z) = /e_ttz_ldt.
0
Remarque 1.1 Pourz € N, onal'(2+1) = (2)! = 1x2x3x...X(2).

1.2.2 Fonction béta

Définition 1.5 ([5]) Pour tout x,y € C~ {Z_} tels que Re(x) > 0 et Re(y) > 0. La

fonction béta est définie par

1

B = [e 00 = .
0

ot I'(.) est la fonction gamma d’Euler .

1.2.3 Fonction béta incompléte

Définition 1.6 ([5]) Pour tout x,y € C~{Z_} tels que Re(z) >0 et Re(y) > 0. La

fonction béta incompléte est définie par :

a

B, (x,y) = / £ (1 — ),

0



avec a < 1.

1.2.4 Fonction hypergéométrique de Gauss

Définition 1.7 ([5]) La fonction hypergéométrique est définie pour a,b,c des nombres

complezes et Re (¢) > Re (b) > 0 et |z| < 1, comme suit :

1
2Fi (a,b,¢;2) = e [ 171 (L= )71 (1 — 2t) ™ dt,
0

avec B (.,.) est la fonction béta .

1.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.8 ([5]) Soit f € L'[a,b]. Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

I f et I f d’ordre o > 0 avec a > 0 sont définies par :
I f(x) = ﬁ/ (z — )" f(t)dt, x> a,

f@) = oy [ -0 o b

respectivement, ot I'(a) = [ e t*"'dt la fonction gamma d’Euler .
0



1.4 Quelques inégalités et identités intégrales impor-
tantes

Inégalité de Holder et inégalité des moyennes d’ordre ¢

Théoréme 1.1 ([8]) Soit p > 0 tel que % - é =1. Si f et g sont deux fonctions réelles

définies sur [a,b] et si |f|" et |g|* sont des fonctions intégrables sur [a,b], alors

[r@swies([ 116 |pdx);(/ab|g<x>|qczx)é

La version intégrale de I'inégalité des moyennes d’ordre ¢ qui représente une variante

de l'inégalité de Holder est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2 ([3]) Soit ¢ > 1. Si|f] et |g|? sont intégrables sur [a,b], alors

/|f |dx<(/ @) . (/:|f<as>||g<as>|quc)le

Quelques identités intégrales

Lemme 1.1 ([6]) Soit f: I C R — R une fonction absolument continue sur I telle que

f'e LY a,b], otta,b €I’ eta <b, alors I’égalité suivante est satisfaite :

& [ r@de (e

= (b—a)(/ tf' (ta+(1—t)b)dt+[l(t—1)f’(ta+(1—t)b)dt).

0

Lemme 1.2 ([4]) Soit f : I C R — R une fonction absolument continue sur I telle que

f'e LY a,b], ota,b eI’ eta<b, alors I'égalité suivante est satisfaite :

i [ f@de=te [ a—n e - ppa



Lemme 1.3 ([1]) Soit f: I C R — R une fonction absolument continue sur I” telle que

f'e Lta,b), oa,be I eta<b, alors I’égalité suivante est satisfaite :

()+f(a+bx) /f dx—_/Kg;t d

t—asit€|a,z]

ou

K(z,t)={ t—*L sitelz,a+b—a]
t—bsitela+b—ux,0b.

Lemme 1.4 ([13]) Soit f : I C R — R une fonction absolument continue sur I telle

que f' € L'[a,b], ot a,b € I" et a <b, alors I’égalité suivante est satisfaite :

L@ (5) 41 0) - i [ F @

[

Lemme 1.5 ([15]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur [a,b] avec a < b.

D (S + Sta) + (2= 8) f (Sta + 50)] dt. (1.1)

mlt*

Si f' € L' [a,b], alors pour tout a > 0 [’égalité suivante pour les intégrales fractionnaires

est vraie :

B (11 S0) + T 1)) = 1 (51
- _</ taf(a+2tb)dt—/ tf (5 a—i—tb)d) (1.2)

Lemme 1.6 ([14]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur [a,b] avec a < b.
Si f' € L' {a,b], alors pour tout o > 0 ’égalité suivante pour les intégrales fractionnaires

est vraie :

1
HOLIO), — 3 (13 £ () + I fa)) = 15 / (1= =) f'(la+ (1= 1) b)d.



Chapitre 2

Quelques inégalités intégrales de

type Newton-Cotes

Dans ce chapitre nous citerons quelques inégalités intégrales de type Newton-Cotes

faisant intervenir au plus trois points.

2.1 Inégalités intégrales de type Newton-Cotes clas-

siques

2.1.1 1Inégalités intégrales de type point milieu

Dans [6], on s’appuyant sur le Lemme 1.1, Kirmaci discuta les inégalités de point

milieu suivantes :

Théoréme 2.1 Soit f : I C R — R une application différentiable sur I°, telle que

fleLta,b], ova,be I° eta<b. Si|f| est convexe sur [a,b], alors

b

s [ £ @)da £ () < 52 (7 @]+ 17 )

a



Théoréme 2.2 Soit f : I C R — R une application différentiable sur 1°, telle que

fleLta,b], ova,beI° eta<b. Si |f’]p/(p71) est convexe sur [a,b] ot p > 1, alors

b
s [ £ @de 1 (+52)
/p _ _n\@-D/p
s ()" (i @Po ) wair @)

(p—1)/p
4 (3 ‘f/ (a)|p/(p—1) 4 ’fl (b>’P/(P—1)> ) _

IN

Théoréme 2.3 Soit f : I C R — R wune application différentiable sur I°, telle que

fleLla,b], ovabel® eta<b. Silf'|/OV est convexe sur [a,b] oup > 1, alors

L [r@ar—r () < (35) 7 (1 @]+ 17 0.

2.1.2 1Inégalités intégrales de type trapézes

A partir du Lemme 1.2, Dragomir et Agarwal [4], ont établi les inégalités des trapézes

suivantes :

Théoréme 2.4 Soit f : [ C R — R une application différentiable sur I°, telle que

e Lta,b], ova,beI° eta<b. Sil|f'| est convexe sur [a,b], alors

b
ORI / f (2) da| < I @LI7O) (2.1)

2 b—a —

a

Théoréme 2.5 Soit f : [ C R — R une application différentiable sur I°, telle que

fleLrab], ovabeI° eta<b. Silf|'P est convexe sur [a,b] ot p > 1, alors

b
, J(—=1) | g1y p/ (0= (P—1)/P
o) ﬁ/f (z) dz| < —b=o <\f @017/ 1) . (2.2)

= 2(p+1)'/P
a



Pearce et Pecari¢ [11], on établi une variante du Théoréme 2.5

Théoréme 2.6 Soit f : I C R — R une application différentiable sur I°, telle que

fleLt]a,b], ova,be I° eta<b. Si|f|? est convexe sur [a,b] ot g > 1, alors

b
! q / q 1/
ﬁ/f (x) dz| < 2= (If GIESTIO] ) ’ (2.3)

2.1.3 Inégalités de type trapézes ouvert dite compagnon d’Os-

trowski

Alomari et al. [1], ont étudie les inégalités suivantes

Théoréeme 2.7 Soit f : I C R — R une application absolument continue sur I°, telle

que f' € L'[a,b], ot a,b € I° et a < b. Si |f'| est convexe sur [a,b], alors pour tout

T € [a “TH’} on a linégalité suwivante :

St otoa) _ / it (2.4)

< SR (I (@) + | (0)]) + B2 (7 ()] 4| (a+ b — ).

Théoréme 2.8 Soit f : I C R — R une application absolument continue sur I°, telle
que ' € L'[a,b], ot a,b € I° et a < b. Si |f'|? est convexe sur |a,b], alors pour tout

T € [ “*b} et ¢ > 1 avec l + % = 1 l"inégalité suivante est satisfaite :

b

fe)fatn) _ 1 / (b dt (2.5)

a

< i (=) (17 @1+ 17 @)
2 (1 @) + 1S (b= a)]")

+@=a) (If (a+b-2) 41 B))).

10



2.1.4 Inégalités intégrales de type Simpson

Sarikaya et al. [13]|, ont prouvé les inégalités de type Simpson suivantes pour les

fonctions dont les dérivées premiéres sont convexes.

Théoréme 2.9 Soit f : [ C R — R une application différentiable sur I°, telle que
'€ L'a,b] ot a,b € I° et a < b, telle que f' € L [a,b]. Si |f'| est convexe sur [a,b],

alors l'inégalité suivante est vraie :

b

§ (fla)+4f (%52) + f(b) - ﬁ/f (2) dz| < 32 (| (@) +1/ B)).  (26)
Théoréme 2.10 Soit f : I € R — R une application différentiable sur 1°, telle que
e Lt]a,b], ota,be I° eta <b. Si|f'|? est convexe sur [a,b] ot q > 1 avec %—i—% =1,

alors l'inégalité suivante est vraie :

b

%(f(a)+4f(%+b)+f(b))—ﬁ/f(x)dx (2.7)

< b <1+2p+1>§ (<3|f’(b)|q+|f’(a)q>1/q+ <f’(b)q+3|f’(a)q>l/q>
= & 5 1 : .

Théoréme 2.11 Soit f : I C R — R une application différentiable sur I°, telle que

f €LY a,b] ota,beI° eta<b. Silf'|" est convexe sur [a,b] ot q > 1, alors 'inégalité

suivante est vraie :

b

LU @)+ (4 + 1 0) = % [ @) o 29

a

1
61]f"(a)|"+29|f" ()| | ¢
o (prergmeer)t).

Q=

< 5-a) ((61|f’(b)|q+29|f’(a)“)
— 72 90

11



2.2 Inégalités intégrales de type Newton-Cotes frac-
tionnaires

Dans cette section nous allons voir certaines inégalités intégrales faisant intervenir

I’'opérateur intégral de Riemann-Liouville.

2.2.1 Inégalités intégrales fractionnaires de type point milieu

Dans [15], Sarikaya et al. ont démontré les inégalités intégrales fractionnaires de type

point milieu suivantes :

Théoréme 2.12 Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur |a,b] avec a < b,
telle que f' € L' [a,b]. Si |f'|? est convexe sur [a,b] ou q > 1, alors l'inégalité fraction-

naire sutvante est valable :

20~ 'T(a+1) | ra a a) |l = (et
G |1 SO0+ T F0)] - 7 (52)

Ll N}

: 1
< 25 (i) ((@+ DI @1 + (@ +3) 17 @) (2.9)

1
+ ((a+3)1f @I+ (@+ 1) S B)) 7).
Théoréme 2.13 Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur [a,b] avec a < b,
telle que f' € L'[a,b]. Si |f'|* est convexe sur [a,b] ot q > 1 avec % —l—% = 1, alors

I'inégalité fractionnaire suivante est valable :

29717 (a+1) e e% a)| — atb
BRIy )+ Iy @) - £ (55

b—_a< ! )(( s )3 <3|f BIEEION >1)
4 ap+1

< 2 (55)" (F @I+ 17 0.

IN

3 =
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2.2.2 Inégalités intégrales fractionnaires de type trapézes

Dans [14], Sarikaya et al. ont établi I'inégalité intégrale fractionnaire de type trapéze

suivante :

Théoréme 2.14 Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur [a,b] avec a < b,

telle que f' € L' [a,b]. Si|f'| est convexe sur [a,b]. Alors l'inégalité fractionnaire suivante

est valable :

HAZIO) o 112 (8) + T f(0)]| < sty (1= 35) (1 (@) + 17 ).
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type

Newton-Cotes a trois points

Nous notons que ces résultats sont nouveaux et sont soumis pour une éventuelle

publication. les résultats suivant reposent essentiellement sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, telle que f' €
L'[a,b], ot a, b € I° et a < b. Pour tout nombre réel X\ € [0,1] et x € [a “—J“b} Iégalité

sutvante est satisfaite :

F?a,x,b;)\) F(a+l) ([a f( ) +f( ) + [(C:H_b z)” f( ) + [&+b x)+f(b)>

1

S /ﬁf@l—ﬂa+mﬁﬁ

0

1
a+b—2x)t1 «@ / a
o (- ) £ (- ok e at

20+ (p—a)

0
1

“bhwﬂ/ M) (1= ) %2 4t (a+b—x)) dt
0

1

_<z_—bg>:“/ (L= 0)" f (1= 1) (a+b— ) +tb) d,

0

14



ol

o — Ma+b—22)*4+2%(xz—a)” (1-2)(a+b—2z)" a+b
F(a’zvb;)‘) - 2"‘(b—a) f(x) + 20‘71(5—&) f (%)

e ). o1

Preuve. Soit

z—a)ot! a+b—2z) 11 a+b—2x)*T1 z—a)ot!
[= Gy <;f;1?bja) I+ (;f;?bja) JACa iy (3.2)

ou
1
L o= /taf’((l ~ta+ta)d,
0

(L=t =1 =N\) f (1 —t)x+ted) dt,

I — /(ta—(1—A))f'((l—t)aT“’+t(a+b—a;))dt,
/(1—t)af’((l—t)(a—i—b—a:)—l—tb)dt.

En intégrant par parties 1, on a

1

L = /t“f’((l—t)a—i—tm)dt (3.3)

= ﬁtaf((l—t)a—l—txﬂ;—ﬁ/ta1f((1—t)a—|—t:v)dt

0
x

— LT @) - e [ ) da

a

= (@) - Bt fa).

15



D’une fagon similaire, on obtient

—\ a atlp(q
I2 = _aQ—E-lb—szf (Tb) - a—linmf (:L‘) + (?H-b Q(m)—g‘lﬁ-l x"rf( ) (34)
) 2(1-X) a+b 29T (a+1) 7o a+b
13 - a+b—2xf (a + b - {L‘) + a+b—2:pf (T) - (a+b_2m)a+1 ](aerfx)_f(T) (35)

et

L= flatb—a)+ g o2hae o f ). (3.6)
En substituant (3.3)-(3.6) dans (3.2) nous obtenons le résultat souhaité. m

Théoréme 3.1 Soit [ : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que f' €
L' a,b] avec 0 < a < b. si |f'| est s-conveze au second sens pour des certains nombres

€10,1] et A € [0,1] fizés, alors nous avons

[ oy — S (T fla) + L2 (50) T2 PO+ 8, FO))
< S (B(s+ La+ D) (1 @]+ 1 O) + i (F @)+ 1 (a+b—2))
(17,\)(172(17(17,\)%)“1)

s+1

+

+1
+ 2(a+b—2z)*T? (a+s+1))\+2a(17)\)1+577a
20+s(b—a)(s+1) 22=5(ats+1)

+ B s+La+1) =B, e+ s+ 1) (f @)+ (a+b-a)),

1-(1-))& (
ot B(.,.) et By (.,.) sont respectivement la fonction béta et la fonction béta incompléte.

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, les propriétés du module et la s-convexité au

second sens de |f’|, on a

oy = S (T2 fla) + L2 (50 + T2, SO + 2, F D))

1

< ot /ta|f (1= t)a+ tx)] dt

“Qt‘ijga /\1—:& M (1 =t) x4 t452) | at

16



IN

a+b—2z)*t1 o a
gt [ = (=N (1= 2 + tla+ b))

1

+Ef§i/kl—w“V%u—wﬂa+b—xy+wnm
0

(—a)®™" a) o /ta,f (1 —=t)a+tx)|dt

0
é
a+b 2x)a+1 a+tb
2a+1(b a) / ]-_t {f(]._tl’—i‘t )‘dt
0
1
a+1
+ G / (A=) = Q=) (A —t)z+tef)|dt
1-(1-A) &
(1-Na
a+b—2z)t!
+% / (L=X) =t (Q=t) L +t(a+b—2))|dt
0
1
_xa+1
+% / (t* — (=t +t(a+b—a))|dt
(1—x)a

+&;§i/}1—wau%u-¢xa+b—$y+wnﬁ

/ (@) +|f ()] dt

1-(1-\)@

o /)<a—0”—u—mwu—wﬂf@|+ﬁV%ﬂ%Dﬁ

+% / (A=) = A=) (A=) |f ()| + | (52)]) dt

1-(1-\)@&
(1-x)&
aTo— xa+1 « S a S
it [N =) (=017 ()] + 17 0k b o)) de
0

17



1
o / (= (L =2)) (=8 [F (2) | + £ 1f (a+b—2)]) dt

(1=2)
1
a+1

2 [ (=01 (@b )|+ |7 ) e

0

Q=

)a+1

= 52— B+ La+ D (If @]+ 1f O))+ ot (f @+ 1 (@ +b - )

a+b—2x)*t1 a+s+1)A+2a(1-N) a—a
ottt (et e (17 0)] 4 1f (a4 b~ )

+2 (317(14)% (s+1l,a+1)— BU?A)% (a+1,s+1)

] 7

ou nous avons utilisé les faits que

/ta (1— 1) / Cpdt = B(s+1,a+1), (3.8)
0 0
1 1
/ totsdt = / ) dt = L, (3.9)
0 0
1-(1-\)@& )
/ (1= 1) — (1= \) (1 -t dt = / (1 — (1 — ) #dt
0 (1-N)&
_ (ats+D)Ata(1- >\)1+g1—1 —a
- (s+1)(ats+1) ) (3.10)
1-(1-\)@& 1
(1= = (1 =N)t°dt = / A) (1 —t)°dt
0 (1-N&
(-3 (1—a-n=)""
- B1—(1_A)é (s+La+1)— ( ) ) ) (3.11)

18



1 (1-N&

/ (1=XN)—(1=-"1—1¢t)dt= / (1 —=X) —t)tdt

1—(1-N)a 0
s+1
= m (]_ - )\)1+ « (312)
et
1 (1—,\)%
/ (1=XN)—(1=t)"t°dt = / (1=X)—tY)(1—1¢)°dt
1-(1-2)a 0
(1—A)(1—(1—(1—A)%)3+1)
- — _B(l,,\)é (a+1,s+1). (3.13)

21—3 (

D’apres (3.7) et la s-convexité de | f'] ie. |f' (%2)| < 25 (I (@) + 1" (a+b—z)]), on

aura

[ ooy — S (12 Fl0) + L2 (550 0y S + 2, D))
< EA (B s+ La+ 1) (1 @)+ I O + axter (F @]+ (a+b—2)])

— b—a
1 s+1
2(a+b—2z)*+! ((a+s+1)>\+2a(1—)\)1+s:‘;1—a+ (1—)\)(1—2<1—(1—)\)a> )

+ 20+s(b—a)(s+1) 22=s(a+s+1) s+1

+B, ( a+HLat) =B, a(a+1ls+ 1) (f @)]+|f @+b=2)),

qui est le résultat recherché. La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.1 Dans le Théoréeme 3.1, si on prend s = 1, on obtient

ooy = S (T2 fl0) L2 (50 + T2 S5 + T2, e SO
s (' @]+ @+ DIf @]+ (@ + DIF (a+b—2)| +1F G)])

< (a+1)(a+2)(b—a)

b— a+1 o l
+—(a;;+1?fza) (A_ a_—i-l+a2_+1 - a) | T |f (a—i—b—fE)D

19



Corollaire 3.2 Dans le Théoréme 3.1, si on prend o = 1, on obtient

(Aa+b—22)+2(z—a)) f(x)+2(1—N) (a+b—2x) f ( &£2) +(A(a+b—22)+2(z—a)) f (a+b—z)
s s [ £ ) du

< B (F @+ G+ DI @]+ s+ DI (a+b—2)]+]f B))

4 (a+b—2x)% [ 2572(s42)A+25"1(1—N)* T2 o512 _gs—2 + (s+1)—(s+2)A+2(s+2)A5+2
25(b—a)(s+1) s+2 (s+1)(s+2)

<(If @)+ 1f (a+b—=2)]).

Corollaire 3.3 Dans le Théoréme 3.1, si on prend o = s = 1, on obtient

(Ma+b—2z)+2(x—a)) f () +2(1—N) (a+b—22) f ( 2 )+ (A (a+b—2z)+2(z—a)) f (a+b—2z)
2(b—a)( £) - ﬁ/f (u) du

ey (7 @] +21f (@) +21f (@ + b =) + | (B))

(1 2)\+2)\2)(a+b 27)?

80-a) (LF @]+ f (a+b—2z)]).

IN

Remarque 3.1 Pour A =1, le Corollaire 3.3 sera réduit au Théoréme 5 de [1].

Corollaire 3.4 Dans le Corollaire 3.3, si on choisit x = a on obtient

MO0 (1= ) f (252) /f < 200 (1 @) 17 )

Remarque 3.2 Dans le Corollaire 3.4, si l’on prend
1/ X =0, on récapture le Théoréeme 2.2 de [6].
2/ X\ = %, on retrowve le Théoréme 5 de [13].
3/ A =1, on obtient le Théoréeme 2.2 de [4].

Théoréme 3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur |a,b] telle que f' €

L' [a,b] avec 0 < a < b. si |f'| est s-convere au second sens pour des certains nombres

20



€10,1] et A € [0,1] fixés, et ¢ > 1 avec % + % = 1. Alors nous avons

« I'(a+1 o « @
[ iy = 8 (12 @) 4+ T2 (50 Ty S5 4 Ty e FO))
1 1 1
(z—a)**t 1\ Lf" (@) f" ()| @ |f"(atb—a)|"+[f' (D)7 ) @
et (o)t (e ) (e ")
1
(a+b—22)°" [ (1-\P*a 5 (1 P
+ e oy < B (5p+1)+ (p+1) 2 (1= 2,1, p+2, )‘))
1 1
(2)|9 1 a+b\|2\ q 1{ atb\ |9 Natb—a)? \ ¢
y (<|f< ey (e2) ) N (|f( )" srere) > )
ot B(.,.) et oF1 (.,.,.,.) représentent respectivement la fonction béta et la fonction hy-
pergéométrique.

Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, les propriétés du module, I'inégalité de Holder et la

9, nous avons

s-convexité au second sens de | f’

| oy — S (15 fla) + I3 f(e5 >+f:+b G FED I, S 0)]

it — (1 - )|pdt) (f|f( — ““’+1t(a+b—x))|qd1t)é

+%(}<1—t)“”dt> (flf (1—1)( a+b—x)+tb)]th>
0

IN

(e (ftapdt)’l’ (Ja-orir@e el @ dt);

0
1—(1-\)& 1

a+b—2x)>t1 o «a
el | f 0 (-0t ds [ (@ N -
1-(1-)\)a

dl

(1= 0 | @)+ ] (222) | dt)

D%»—l

21
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RSl

1
«

(a4b—2z)*T? (=2 ’
+ S e { (L=A)—t)Pdt+ [ ("= (1=N)"dt
(1-A)a

<(Ja=o 17 E)r+eir @ro-ofa)

Q=

ploar? (i(l—t)apdt);@( PIf G b =)L ) ar )

1 1 1
_ (m—a)““( | ) ((f’(a)lq+f’(r)q>q+(If’(a+b—w)|q+f’(b)q>‘11>
b—a ap+1 s+1 s+1

1
(atb_22)° 1 (1—)\)é 1 P
e | ) (=X —t)dt+ [ ("= (1= N)"dt
0

(1-N)@

1 1
@) () S bl ) 0
X (( s+1 : + : s+1
i 1 1
_ @t ( 1 ) (<f (@I +1f" (& )\) +(|f (a+b—2)|"+]f" (b)\) )
b—a ap+1 s+1 s+1

1

a+b—2z)% "1 —\)Pta
+(2tl)+1?bza) ((1 NP (Lp1)+ ?PL) oFy (1 - ,1,p—|—2,)\)>

=

«

: 1
@I+ (252)|" | (252) | arbo) | ¥
X s+1 s+1 9

nous avons
(1-N)& !
[ (=N =t9dt+ [ (@*—=(1-=N)dt
0 (1-N)@
1-A )
= L (=) —uwfustdu+ L f u—(1=N\)Pus""du
0 “10a
et o1y p L p 1
= o Jee T (I—a)fde+ [ (A—y)" (L—y)= dy
0 0
_aenrtE o1 p AP+ ; 1
= - zo ' (I—a)fde+2—[(1—2) (1-Az)e" da
0 0
1—\)Pta pt1
= Bt ) T e (-5 Lp+20).

Ce qui achéve le résultat. m
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Corollaire 3.5 Dans le Théoréme 3.2, si on prend o = s = 1, on obtient

(Ma+b—22)+2(z—a)) f(2)+2(1-A) (a+b—22) f ( “F ) +(M(a+b—22)+2(z—a)) f (a+b—2) S
2(b—a) b—a

1 1 1
(@=a)’ ()7 [ (1@ @I\ 7 (1 atb=a)| "+ ()| ) o
< G ()’ () (sper))

1 1
(atb—22)2 [ (A=nPH et \ 5 [ (17 @I+ (<52)]"\ |7(<52) " +1£ (atb—2)|7 \ @
+ 4(b—a) p+1 2 + 2 :

Corollaire 3.6 Dans le Corollaire 3.5, si on choisit x = a, on obtient

f(u)du

Q Y~

/\f(a);/\f(b) + (1 =N)f(52) =2 [ f (u)du

1 1
o bea (vt s ((Ir@r ()] HEDIRTIOE
= 1 p+1 2 + 2 :

Corollaire 3.7 Dans le Corollaire 3.6, si on prend A = 0, on obtient l'inégalité du point

Q —

+

maliew suivante

(5 - S wa

1 1 1
bea 1 5 |f’(a)\q+|f’(m)|q q |f’(L+b)|q+|f,(b)|q q
< T(ﬁ) (( > + 3 :

Corollaire 3.8 Dans le Corollaire 3.6, si on prend A = %, on obtient ["inégalité de

@\0“

Sitmpson suivante :

S(fla)+4f () + () — 7= [ f (w) du

1 1
< g (zmy )é ((f’<a>lq+!f'<%+b)|q>q 4 (|f'(a§b)|q+|f’(b)q)q)
= 4 3P+ (p+1) 2 2 :

23



Corollaire 3.9 Dans le Corollaire 3.6, si on prend A = 1, on obtient l'inégalité de trapéze

suwvante :

b
fla)+f(b 1
o

1
- o [ (r@rlreR) |7(22) ol @
T .
T 4(p+1)P 2 2

Corollaire 3.10 Dans le Corollaire 3.5, si on choisit x = “T“’, on obtient ["inégalité de

point milieu suivante

Corollaire 3.11 Dans le Corollaire 3.5, si on prend A = 1, on obtient

2

1 1
(=) (1 \f(a)l‘“rlf()\ |/ (a+b— x)l‘“r\f(b)\
< 5 () G ) +( )')
1 1
(atb—22)2 ( 1 @)%+ (252)]" ) |7(452) " +1£ (atb—2)|7 \ @
+ 4(b—a) p+1 2 + 2 :

Théoréme 3.3 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que f' €

‘f(a:)-l—f(a-i—b z) j‘

L'[a,b] avec 0 < a < b. Si |f'|? est s-conveze au second sens pour un certain mombre

s €10,1] fixé, et ¢ > 1, alors nous avons

)Fam) Ct (120 @) 4 I3 T (552) o Ly F(52) 4 Ly )|
< 2 () ((Blat Ls+ DI @ + 2 1 @)

(W+1 f(a+b—2)+Ba+1,s+1)|f ) )1)
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1—-1
141
+(a+b_2$)a+1 )\+a()\71+2(17/\) a) a
20+1(p—aq) a+1
1
q

X (22 (s, A, a) | (@) + Qu (s, A ) [ £ (%£2)]%)
+ (0 (s, X @) [F ()" + D (s, X ) |f (a+b—2)[")

Q=

)

o
E(s,a,\) = Bl_(l_)\)é (s+1lLa+1)— B(l—)\)é (a+1,s+1),
s+1
(s+1)E(s,0,0) +(1—) 172(17(14)@
Q1 (s,\, ) = s(+1 )
et
(a+s+1)A+2a(1-2)1T = —«
D (s, A, 0) = (s+1)(at+s+1)

Preuve. D’aprées le Lemme 3.1, les propriétés du module, I'inégalité des moyennes

d’ordre g, et de la s-convexité au second sens de |f’|?, nous avons

F iy = 0 (2 fl0) + T2 (50 0y () 4 1y e FO))
1-1 1
< M(ft“dt) <}t“|f’((1—t)a+tx)\th)

1—1
+ ";’;12;” Z“ (f| (1—1)" -\ dt)
1

x<£|(1—t)a NS (1= 1)z +t“T+b)|th)q

11
a z)*T? o 1
it (m - (=)
1 q
><<f|t°‘ N (1 =)t +t(a+b—x))\th)
0

™ @(1_15)0‘(&)1_; (Z (1—1) (1—t)(a—|—b—x)+tb)|pdt>

< Gt Q‘tﬂdt)ké (e (@71 @p el @) )

25



ezt (l(lf”a<<1t>“<1x>>dt+ i <<1A><1t>“>dt)

0 1-(1-N\)&

1-(1-N)a
X( S =* =@ =) (A=) @)+ | ()" dt

0

1
1 q

+ [ (=)= =)) (@ =t [f @+ [ (452)]") dt)

1-(1-)) &

1 1-3
(a+b—2z)>*1 (1=n= a i oY q
R [ (@=XN—=tMdt+ [ (t*—1-=N)dt

0 (1-\)a

Q=

(1-2)
x({ (L=X) =t (A=) [ ()" + [ f (a+b—2)")dt

1
q

+ } (= (1 =N) (1 =t)" | f (2 —l—tsf(a—l—b:z:))dt)

(1-x)a

1-1
1 q
+(x b(i (f l_t )
0

X (Z L=t (A=) |f (a+b—2)"+t|f (b)) dt)q

e (F-oar) ((!f’ @ fi (1= 0 de+ 17 @) e

0

1 1 ‘
(yf (a+b—a)" [(1=t)dat+|f ) [ (1 tsdt> )
0 0

0 (1-A)a

x (( (I(lfm (1= 07— (1= ) (1~ 1)°d

+ ((1A)(1t)“)(1t)sdt> 1 (@)

177
(at+b—2z)>T! (17/\)& L '
T [ (@=XN—=tMdt+ [ (t*—(1-=N)dt
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1—(1-))&
- [ (== (1 =N\)t°dt

Q=

+ [ (=N =@a=nnedt ) [f ()]

1-(1-A)&
(1-N)& !
+ Jo(@=N=t)Q=tfdt+ [ @ =1=N)=t)dt]|f ()]
0 (1-N&
+ (1_f)\)a (1=X) =t t°dt + } (t* =A@ =X)t°dt | |f (a+b—x)|*

(1-A)@

)a+1

= S () (Bla+ Ls+ DI (@ + o 1 (0)])

Q=

1
+ (g [ a+d—2)"+Bla+1,s+1)[f (b)|q)q>
_1
(a+b—22)>+1 >\+oz</\—1+2(1_)\)1+é) 1-1
+ 2071 (b—a) )

X(WA&MQMWWW+QM&MaHf@¥H5%

+ (Q (s, A ) | f ()] +Qa (s, M, @) [f' (a+b—2)]")

S

)

ot nous avons utilisé (3.8)-(3.13). La preuve est achevée. m

Corollaire 3.12 Dans le Théoréme 3.3, si on prend s = 1, on obtient

a 1N a «
oy = S (T2 fl0) L2 (50 T2 S5+ T0 e SO
(z—a)* (1 % Lf' (@) T+ (a4 1) | f' ()| 5 (a+D)|f" (a+b—a)|?+|f'(b)| %

S b—a (a+1) (< (a+1)(a+2) > +< (a+1)(a+2) ) )

(atb—2z)*" /\+a(/\71+2(17)\)1+é) 1-2
+ 20+1(h—a) g )
X ((Q2 (17 )\7 Oé) ’f, (l‘)’q + Ql (1, )\7 CY) |f/ (aT—H)) }q)

-+ (Ql(l,)\,a)‘f (%)| +QQ<1 )\ Oé)|f ((]J—i‘b—x)‘ )

1
q

Q=

).
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ol

2—(a+1)(a+2)(1—)\)+(4a2+8a)(1—)\)1+é+(—2a2—2a)(1—)\)1+%
0 (1, a) = 2(at1)(at2)

et

e a(l— 1+%—o¢
0y (1,1, ) = (A2 e o

Corollaire 3.13 Dans le Théoréme 3.3, si l’'on prend oo = 1, on obtient

Flawpn) — /f

< G 1y ((|f’(a>Q+(s+1)|f'(x>|q)3 . <(8+1)f’(a+b—fc)|q+f’(b)q>‘11>
— b—a \2 (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
1

g (222) 77 (0, (6 1) 17 @+ 4 (A D17 (5]
(@ A D [F () Qs A D @t b))

Q=

ou

F%a@’b;)\) _ >\(a+bg(2;v_)z)2(x—a)f (x) + (1>\(l(za—+ab2$)f ( ) A(a+b;(2;c_)1—)2(x—a)f (a L $) 7

_(252465+2) A — (252445 ) A T2 — (s 1) +(1-N)
Q (s,A,1) = =y

SH2)A+2(1-N)°T2-1
et (s (57 A, 1) = )(sil()(S+;) ’

Corollaire 3.14 Dans le Théoréme 3.3, st on prend o« = s =1, on obtient

(Matb—22)+2(z—a)) f (2)+2(1-A)(a+b—22) f (452 ) +(\(a+b—22)+2(z—a)) f (a-+b—z)

o ~ 5z [ F

1 1
(—a)? (<|f @A) (2f’(a+b—w)|q+f’(b)lq)‘1>
2(b~a) 3

1
N (2X%—22+1) (a+b—22)? (<(2A3+6A23A+1)|f'(x)|'I+(2A33A+2)|f/(a;b) |q> a

IN

8(b—a) 3(2)\272)&1)

3(2,\2—2>\+1)

1
o ((2A3—3>\+2) |7 (52) |q+(—2A3+6/\2—3)\+1)|f’(a+b—x)|‘1> q>
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Corollaire 3.15 Dans le Corollaire 3.14, si l’'on choisit x = a, on obtient

b
Af(a);rkf(b) + (1= ) () — ﬁ/f (u) du

1
< (222—2)+1)(b—a) (—223+46X2—3)+1)[f"(a)| "+ (22® =32 +2) | //(252)|" |
— 8 3(2,\2—2,\+1)

3(2)\2—2)\4-1)

1
N <(2>\33>\+2)|f/(“2“’) |q+(2>\3+6>\23A+1)|f’(b)|q) q)

Corollaire 3.16 Dans le Corollaire 3.15, si l'on prend X = 0, on obtient l'inégalité de

point milieu suivante

b 1 1
" a (@)l 72| (2£2)]* @ 2|/ (42) |+ )1 ¢
f%%—ﬁ/ﬂng%<( L(”)+<’(! >>-

Corollaire 3.17 Dans le Corollaire 3.15, si l’on prend \ = %, on obtient linégalité de

Sitmpson suivante

(@) 4F (52) + 1 0) - o5 [ £ () du

1 1
_ 5@a)((mwww+wU%ﬁ%V>q%_<wh%%ﬂf+wﬂwﬁ>q>
— 72 45 45 !

Corollaire 3.18 Dans le Corollaire 3.15, si l’'on prend A = 1, on obtient 'inégalité de

trapéze suivante

b

1 1
a o [ (25 @1 (52)]" P 21 @)1\
rss0 1 [y < 2 (( rg<2>|) +(! ()l |

a
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Corollaire 3.19 Dans le Corollaire 3.14, si l’on choisit © = "“Ter, on obtient l’inégalité

de point milieu sutvante

b ) )
@) a2| (a2 )| @ L atb|Te i\ 5
f(aTH’)—ﬁ/f(U)du SbTG((f()l+2Lf(2)|> +<2|f(2):l+f(b)l> >

Corollaire 3.20 Dans le Corollaire 3.1/, si l’on prend A = 1, on obtient

a

1 1
(z—a)? [f(a)|"+2] f"(x)|7 ) @ 2| (atb—a)| "+ f'(0)|? ) ¢
< oot (o)} | (sesgraror))

1 1
(atb—22)2 [ [ 25 @1+ ()" |£/(252) " +2l £ (atb—a)[ |
+ 8(b—a) (( 3 : + : 3 ’

Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier une inégalité intégrale générale de
type Newton-Cotes impliquant au plus trois points via les opérateurs intégraux de Riemann-
Liouville.

Dans la premieére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques classes de
fonctions ainsi que quelques identités et inégalités intégrales.

Dans la seconde partie nous avons énoncé sans démonstration certaines inégalités de
type Newton-Cotes & un, deux et trois points dans le cadre classiques et fractionnaires.
Nous n’avons répertorié que les plus connus d’entre elles.

Dans la troisiéme partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant les
inégalités de type Newton-Cotes impliquant au plus trois points via 'opérateur intégral
de Riemann-Liouville. Ces résultats sont nouveaux et généralisent plusieurs autres types

d’inégalités intégrales classiques et fractionnaires.
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