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Résumé

Dans ce mémoire, est consacré a 1’étude de I'existence, 'unicité, la régu-
larité et stabilisation des solutions du systéme viscoélastique non linéaire.

Pour le probleme d’existence, d’unicité et de régularité on a utilisé
la méthode de Galerkin.

Pour la stabilisation, on a obtenu des taux de décroissance uniforme
de I’énergie en considérant un feedback non linéaire g agissant sur le bord
du domaine € et des termes mémoires & l'intérieur du domaine 2 et sur sa
frontiére.

Les estimations obtenus dépendent a la fois du comportement du terme
d’amortissement g au voisinage de zéro et du développement de la fonction
de relaxation h a l'infini.

Les démonstrations sont basées sur la technique des multiplicateurs,
la construction d’une fonction poids ® (qui dépend du comportement de g
au voisinage de zéro), et sur une inégalité intégrale non linéaire.

Mots clés : Equation d’onde, viscoélastique, feedback frontiére, terme
mémoire, la stabilisation, méthode du multiplicateur.

iv



uaalq
Asha e Aol sl Jola hfial g AUl 058, gas dushay a8 3)S0al) 020 B

e dseandl @, HEaY) Giad) . S Ml Ayl Lasiil JULEY) 5 sl 35l 4SS
Bila e Jad 3 g Al e dedll 35y 8 LB A (e sange A3l Plaaal Y sns
wedga Aoy Q Jladdl J3la s SIA by s 5 Q Jladll

sl siall e il g aesill ellan sl e lggle Jpemal) 5 ) clppafil) aciat
AleDU e h i mu) didsy el

Cll g dlu e adiai ) D sl Alla sl 5, lie Liaall £ ) Gl i

Agladl) e Alalial shladl axe e, iall e



Abstract

In this memoir, is devoted to the study of the existence, uniqueness, regu-
larity and stabilization of the solutions of the nonlinear viscoelastic system.

For the problem of existence, uniqueness and regularity we used the me-
thod of Galerkin.

For stabilization, uniform energy decay rates were obtained by considering
a nonlinear feedback g acting on the edge of the {2 domain and memory terms
inside the €2 domain and on its boundary.

The estimates obtained depend both on the behavior of the damping term
g near zero and on the relaxation function h at infinity.

The proofs are based on the technique of multipliers, the construction of
a weight function ® (which depends on the behavior of g near zero), and on
a nonlinear integral inequality.



Chapitre 1

Rappels et Définitions

On n’a pas l'intention de présenter ici la théorie d’analyse fonctionnelle
en toute généralité.

On va tout simplement introduire les notions de base, suffisantes pour la
compréhension de notre probléme.

1.1 Rappels sur les espaces fonctionnels

Dans tout la suit, €2 désigne un ouvert borné de R", de frontier I'.

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est
une forme linéaire en ses deux arquments de H x H dans R, symétrique,
définie positive, ie

(u,v) >0 Yu,ve H et (u,u) >0 siu#0.
Rappelons qu'un produit scalaire vérifle I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
[(, )] < (u, w)? (v, 0) 2.

Définition 1.1.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un
produit scalaire (u,v) et qui est complet pour la norme.

lull g = ()2,



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Remarque 1.1.1 Soit V, H deux espaces de Hilbert sur R de norme respec-
tives |.|y |.|g tels que :

VCH etV dense dans H.

En identifiant H & son dual, on obtient : VC H=H c V.
Ou les injections canoniques sont continues et denses.

1.1.2 Espaces de Lebegue LP(12)

Définition 1.1.3 On désigne par L' ’ensemble des fonctions intégrables sur
un ouvert 2 de R™, dans lequel on identifie deux fonctions qui se coincident
p.p (c’est-a-dire sur le complémentaire d’un ensemble de mesure nulle).

L' = f:Q—R, /f(m)dx<oo
0

on définit

11, =/|f<x>|dx.
Q

Définition 1.1.4 Soit p € R avec 1 < p < 00, on pose,
L) ={f:Q—R; f mesurable et |f|" € L'(Q)}.

On note

1l = [/u(m)\wmr, | <p<oo

Définition 1.1.5 On notera par L*(2) lespace des fonctions mesurables
essentiellement bornées sur §).

[°(Q) = f:Q — R est mesurable, et
- AC > 0 tel que |f(z)]| < C p.p surQ |-

muni de la norme

1fllo =inf {C|f(z)] <C ppsurQ}, p=cc.



1.1. RAPPELS SUR LES ESPACES FONCTIONNELS

Théoréme 1.1.1 L” est un espace vectoriel et |||, est une norme pour tout
1 <p< oo

Théoréme 1.1.2 L” muni de la norme |||, est un espace de Banach, pour
tout 1 < p < oo. De plus L* muni de la norme ||.||, est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.6 Soient Q2 un ouvert de R et 1 < p < oo. On définit l’espace
LY par Uensemble des fonction f : Q — R tels que f € LP(Q), pour tout

loc
Qou Q' C Q et dont la fermeture est compacte dans Q.

Proposition 1.1.1 Soit (u,) une suite bornée dans L(Q2), on suppose que
(un) converge vers u dans LY () avec 1 < p < g, alors on a,

up, € LY(Q) et u, — u dans LP(Q).

Remarque 1.1.2 Si Q est un ouvert borné, alors LP(QY) C L4(Q), pour
I<p<gqg< o

1.1.3 Les espaces de Sobolev W"™"((2)

On appelle suport d'une fonction ¢ : 2 — R le plus petit fermé K en
dehors du quel la fonction ¢ est nulle presque partout, on note K =suppey.
Une fonction ¢ est dite & support compact dans {2 si son support est un
compact contenu dans ).

-On désigne par D(Q2) 'espace de fonctions de classe C'* a support com-
pact dans €.

-On désigne par D' (Q) I'espace des distributions sur Q c’est-a-dire Pespace
des formes linéaires continues sur D(£2) dans R.

On définit 'opérateur de dérivation :

olal

[ —
e 0z{'...0xen

D o, a=(ag..an) €N Ja|=a1+as+ ... + ay,.

Définition 1.1.7 On appelle espace de Sobolev d’ordre m sur LP(2) l’espace
Wme(Q) défini par :

Wme(Q) = {v e LP(Q), D% e LP(Q) |a| < m}.



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DEFINITIONS

muni de la norme

1/p
|U‘W7H7P(Q) - (Zogagm |DaU|I[),P(Q) ; 1<p<oo

|U|Wm,p(g) = max |DaU|Loo(Q) pp

.

Wm™P(Q)) est un espace de Banach.
Pour p = 2, on note :

W™2(Q) = H™(RQ).
Définition 1.1.8 H™ est un espace de Hilbert muni du produit scalaire,

(u, V) am@) = (U, V)ma = Z (D%u, D) 2(q,

laf<m

et la norme
1/2
1l oy = ety = ()0,

pour m =1

(u, V) () = (U, V)10 = (U, V) 12(Q) + (u, 'U/)LQ(Q).

La norme associe :

ey = Nl ey + o] -
Définition 1.1.9 Soit 1 < p < oo, W"P(Q2) désigne la fermeture de D(§2)
dans W™P(Q).

1.1.4 Trace d’une fonction

Lorsque v est une fonction de L?(2), on ne peut pas considérer la res-
triction de la fonction & un ensemble de mesure nulle car les fonctions de L?
sont justement définies & un ensemble de mesure nulle preés.

Nous allons montrer dans cette partie qu’il n’est pas nécessaire que la
fonction ait un représentant continu pour que l'on puisse considérer sa res-
triction a I' .

C’est ce que nous appllerons la trace de la fonction sur le bord du domaine.
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1.2. QUELQUES CRITERES DE CONVERGENCE

Définition 1.1.10 Soit v une fonction de H™(S2) pour m =1 ou 2 v n’est
pas nécessairement continue sur §) (sauf en dimension 1) ni sur Q. On définit
les trace de v sur la frontiére I' par application linéaire continue, appelée
trace.

o HY(Q) — H2(D).

v — U/r.

Cette application est surjective.
Donc H} () est le noyau de v, C’est -a-dire :

Hy(Q) = {U € H'Y(Q); vov=0 }

Définition 1.1.11 H; est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de
H.

Définition 1.1.12 On désigne par H'(Q) lespace dual de H ().
On définit aussi ’application trace,
vyt H3(Q) — Hz(T).

v — Vu.v.

Cette application est linéaire, continue et surjective.
Théoréme 1.1.3 H? est le noyau de 7,.
Hi ={ve H*Q); yv=0, y,0=0}.

Définition 1.1.13 On désigne par H=%(Q) ’espace dual de H3 ().

1.2 Quelques critéres de convergence

On regroupe ici les résultats qui nous permettront de manipuler les diffé-
rentes notions de convergence des suites dans les espaces LP(2),

pour 1 <p<oo, 1<g<o0, —+-=1.



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DEFINITIONS

1.2.1 Convergence forte

Définition 1.2.1 Soit 1 < p < oo. On dit que (uy)nen converge (fortement)
vers u dans LP si u, € LY et si,
lim |lu, —ul =0,

et on note u, — u.

1.2.2 Convergence faible

Définition 1.2.2 On dit qu’'une suite (uy)nen de LP(2), avec 1 < p < o0
converge faiblement dans LP vers une fonction u si u € LP(Q), telle que :

Vo e L1(Q), ona lim [ u,vde = /u vdzx,

n—:aoo

Q Q

on note u,, — u. avec L(2) est le dual topologique de I'espace LP(£2).

Convergence faible et convergence presque partout

Le lemme suivant nous donne un lien entre la convergence presque partout
et la convergence faible dans les espace LP(2), pour 1 < p < oc.

Lemme 1.2.1 Soient 1 < p < oo et (uy,), une suite bornée de LP(2) conver-
geant presque partout dans 2 vers u. Alors, u, — u dans LP(Q).

1.2.3 Convergence faible*

Définition 1.2.3 On dit que (uy)nen converge faible* vers u dans L™ | et
on note u, —* u siu, € L' et si,
lim | (u,(2) —u(z))®(z)dr =0, V&€ L'Y(Q).

n—-—aoo

Q

1. La limite (forte ou faible) d’une suite de fonction est toujours unique.

2. Dans le cas p = 1, le symbole * est posé pour montrer que la définition
de convergence faible dans L! n’est pas entiérement la méme que dans les
espaces LP, pour 1 < p < oco. En effet, le dual de L*> est strictement plus
grand que L.

3. La convergence forte dans LP, implique la convergence faible dans L7,
pour 1 < p < 0.



1.3. INJECTIONS ET INEGALITES

1.3 Injections et inégalités

1.3.1 Injections compactes

Théoréme 1.3.1 (de compacité de Rellich-Kondrachov) Soit Q) un do-
maine régulier borné, L’injection H'(Q) — L?(Q) est compacte. En consé-
quence, toutes les suites faiblement convergentes dans H'(S)) convergent for-
tement dans L*(£2).

1.3.2 Théoréme d’Aubin-Lions

Théoréme 1.3.2 Soient By, B et By trois espace de Banach avec By C B C
By, on suppose que By — B est compact, et B — By est continue, soit
l<p<ooetl <qg<oo.

On suppose que B; est réflexif, i = 0, 1.
On definit

W — {u € LP(0,T; By) u € L0, T; Bl)} .

Telle que : (W C L*(0,T; B)).

Alors W est un espace de Banach réflexif pour la norme :

!
lull =l + ]

I'injection W — LP(0,T; B) est compact.
Nous définirons I'espaces LP(0,T; X).
1.3.3 Théoréme d’injection de Sobolev

Théoréme 1.3.3 Il existe une constante C' > 0 telle que :

ull ooy < Cllull iy, 1< p<o0, Vue H(Q)

1.3.4 Inégalités de Sobolev, Holder, Poincaré et Young
Théoréme 1.3.4 (Inégalité de Sobolev)

Soient 2 = RY ou  est un ouvert de R dont la frontiére est bornée et

1 < p< N, alors WhP(Q) < LP*(Q2) on zi = é — %, avec injection continue.

7



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Théoréme 1.3.5 (Inégalité de Hélder)

Soient f € LP(Q) et g € LPI(Q) avec 1 <p<ooetl<p <oo,tels que
+ . = 1. Alors f.g € L'(Q) et

1

p
[ 1561z < 151, ol -
Q

Lorsque p = p' = 2, on retrouve 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Remarque 1.3.1 Inégalité de Holder généralisée

Il convient de retenir une conséquence tres utile de 1'inégalité de Holder.
Soient fi, fo, ..., fr des fonctions réelles telles que :

1 1 1
fielP(QQ), 1<i<kavec—=—+..+— <1.
P n Pk

Alors le produit f = fifo...fr € LP(Q) et

£, < W fally, - Ll -

Théoréme 1.3.6 (Inégalités de Poincaré)

I1 existe une constante C' (dépendant de Q) telle que :

[ull i1y < CIVull 2y, Vu € Hp().
lull g2y < C AUl 2y,  Vu € HR ().
Théoréme 1.3.7 (Inégalité de Young)
Pour tout réel positif a et b et pour tout € strictement positif on a :

€, 2 1 2
b < — — |b]”.
ab < Zlaf* + - o



1.4. ESPACE DE FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

1.3.5 Lemme de Gronwall

Nous rapelons ici le lemme classique de Gronwall qui on a utilisé pour
établir des inégalité.

Lemme 1.3.1 Soient u,v deux fonction intégrable positives sur [0,00), et
M une constante positive telles que :

u(t) < M + /U(s)u(s)ds, vt > 0.

Alors on a :
t

u(t) < Mexp/v(s)ds, vt > 0.

0

1.3.6 Formules de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des edp.
Elle coincide, en dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.
Pour tout u € C%*(Q) et v € CY(Q) on a la formule de Green suivante :

/Vu.Vvdx = /U@dF—/vAudx.
ov
Q

o0N Q

Oud = Vu.v (dérivée normale de u).
Par concéquant on a :

ou ov
/uVU —vVudxr = / (v% — ua) dl’.

Q o0N

1.4 Espace de fonctions a valeurs vectorielles

Les espaces de fonctions a valeurs vectorielles sont adaptés a I’étude de
problémes d’évolution ou les fonction définies sur un interval de temps et a
valeur dans un espace de Banach réel.

Dans cette section,on présente brievement quelques résultats utiles sur les
espaces de fonctions a valeurs vectorielle.

9



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Soit 1 < T < 00, et (X, ||.||y) désigne un espace de Banach.
On définit les espaces suivants :

C(0,7);X)={ue|0,T] — X continue},

et
T
LP(0,T;X) =< u e (0,7) — X mesurable; /||u(t)|| dt <00 p 1<p<o0.
0

Muni de la norme

1/p

T
P / lu(®) dt]
0

et

L*(0,7;X)={u € (0,T) — X mesurable; 3C >0 |u(t)|y <C p.p}.
muni de la norme

[ull oo .75y = IE{C > 0s [Ju(B)]x < C pp}.
1.4.1 Approximation de Galerkin

Dans ce travail on utilise la méthode de Galerkin.

Définition 1.4.1 Soit V' un espace de Hilbert et {Vp,}, .o une famille d’es-
paces vectoriels de dimension finies vérifiant :

())Vm, V,,, C V.

(7i) Vm — V quand m < oo au sens suivant :

Il existe V un sous espace dense de V' tel que pour tout v € V on peut
trouver une suite (v, )men vérifiant :

Pour tout m,v,, € V,, et v,,, — v dans V quand m — oo.

L’espace V,, s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre m (m #
dim V,,).

10



1.4. ESPACE DE FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

Schéma de la méthode

Soit (P) le probléme exact pour le quel on cherche & montrer I'existence
d’une solution, on suppose que la solution de (P) est unique.

Apres avoir fait un choix d’une approximation de Galerkin, il convient de
définir le probléme approché (P,,) dans ’espace V,,, ayant une unique solution
Uy,

Le schéma posséde 5 étapes :

Etapel : On définit la solution u,, du probléme (F,,).

Etape2 : On établit des estimations sur u,, dites estimations a priori.

Etape3 : En utilisant les résultats de compacité faible de la boule unité
dans un espace de Hilbert, en pouvant extraire une sous suite (u,x) k € N
de (u,,) qui converge vers une limite notée u.

Etape4 : On montre que u est solution du probléme (P) donc la solution
cherchée d’aprés 'unicité.

Etape5 : On montre que (u,,;) converge fortement vers u dans un espace
Hilbert donné.

11



Chapitre 2

Existence et unicité des
solutions du systéme
viscoélastique non linéaire

2.1 introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de ’existence, I'unicité et la ré-
gularité de la solution d’un probléme viscoélastique avec des termes mémoire
et un feedback sur une partie de la frontiére. D’abord, nous montrons que le
probléme admet une solution faible unique en utilisant la méthode de Galer-
kin, en suite, on donne résultats sur la continuité par rapport aux données

et sur la régularité de cette solution faible.
On rappelle que le probléme (P) est défini par :

(u — Au+ fot h(t — 7)Au(t)dr =0  dans Q x (0, 00)
u=0 sur I'; x (0, 00)

fo (t—7)%(r)dr + g(u') =0 sur I'p x (0,00)

( u(z,0) =ul(z); ' (x,0) =u'(z) dans €

ou €2 un ouvert borné étoilé, de R™, n > 1 avec une frontiere I' = 'y U T’y

de classe C2. Ici I'pet I';sont fermés, disjoints tels que :

FO UFl - OQ

12



2.1. INTRODUCTION

IynTl; =02.

Et v représente le vecteur unitaire normal a la frontiére I' extérieur a €.
Hypothéses géométriques sur le domaine 2

On suppose que les conditions géométriques suivantes sont vérifiées :

il existe un 2° € R™ et § > 0, tels que :

Vo €Ty, 2 — 2" v(x) >6 >0,
Vo e,z —2%v(z) <0.

On consideére 'espace de hilbert suivante :

V={veH(Q); v=0sur I},

muni des produits scalaires suivants :

et muni des normes suivantes :

| |P= / w(@)dr, ||, = / w2,
Q I'o

L’énergie associée au probléme (P) est définie par :

zmw::% /ﬁuxatn2+\Vu@¢>P da.

Maintenant on enonce les hypothéses sur le noyan h et le feedback g.

(H.1) Hypothéses sur le noyan h :

On suppose que h : R, — R est une fonction décroissante et de classe
C? qui satisfait :

/ﬁ@ﬁ<L (2.1)

o0

1-— /h(s)ds ={>0, (2.2)

0

13
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et
W (t) <0Vt >0. (2.3)

On suppose qu’il existe trois constants (; (5 et (5 telle que :
—C,h(t) < h'(t) < —Co h(t) pour tout t > 0. (2.4)

0<h'(t) < (sh(t) pour tout ¢t > 0. (2.5)

(H.2) Hypothéses sur le feedback g :
Soit g : R — R est une fonction non décroissante et de classe C!, telle
que :

g(s)s >0,  pour tout s#0. (2.6)

On suppose qu’il existe quatre constants C; > 0; i = 1,2, , 3,4 telles que :
1
Ci(| s <g(ls )P <Glls])r V]s|<L (2.7)

Cs(ls))<g(ls)<Cals| ¥V |s[>1L (2.8)

Ou p>1.

(H.3) Hypothéses sur la donnée initiale

Pour tout donnée initiale (u°,u') € (V N H?(Q))? vérifient la condition
de compatibilité :

o

v
Ce chapitre comporte deux sections :
Dans la premieére section, on étudie 'existence et 'unicité des solutions
forte du probleme (P).
Dans la deuxiéme section, on étudie I'existence et I'unicité et la régularité
dela solution faible.

+g(u') =0 sur Ty. (2.9)

2.1.1 Théoréme principal

On a le théoréme suivante, d’existence et d’unicité et de régularité des
solutions de probléme (P).

Théoréme 2.1.1 Supposons que les hypothéses (H.1),(H.2) et (H.3) sont
satisfais,

14



2.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION FORTE

(1) Solution forte. pour tout donné¢ initiale (u°,u') € (V N H*(Q))?
alors le probléme (P) posséde une unique solution (forte),

u: (0,00) X Q — R,

telle que  u € L=(0,00; V), u' € L®(0,00; V) et u" € L®(0,00; L*(Q)).
(2) Solution faible. on suppose que (u°,u') € V x L*(Q) alors le pro-
bléme (P) posséde une unique solution (faible),

u:Qx(0,00) = R,

tel que
u € C°(0,00); V) N CH0, 00); L2(12)).

2.2 Existence de la solution forte

Dans ce paragraphe, on démontre ’existence et unicité des solutions fortes
pour le probléme (P).

Premiérement, on considére les solutions fortes, et ensuite, utilisant des
arguments de densité, on prolonge le méme résultat pour les solutions faibles.

2.2.1 la formulation variationnelle

La formulation variationnelle de probléme (P) est obtenue par une inté-
gration par partie on multiplie formellement la premier équation de (P) par
w et on intégre sur ). on obtient alors,

t
/u”.w dx — /Au.w dx + //h(t — 7)Au(r).w drdx = 0.
Q0

Q Q

L’application de la formule de Green donne :

Jou"w de — [ 4w dl + [, VuVw dz + [}, fg h(t — 7) 2% dTl
(2.10)
- fQ fot h(t — 7)Vu(r).Vu' drdz = 0.

15
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En multipliant la troisiéme équation de (P) par w et en intégrant formel-
lement sur I', on obtient :

—wdf‘ // t—T—wdeF+/ (u)w dI’ = 0.

Comme u = 0 sur I'y, alors ’equation précédente devient,

@u/df // (t—1) %u/deF = —/g(u/)u/dF.

r
D’ou la formulation variationnelle de probléeme (P) :
trouver u(t) € V telle que :
(u" (1), w) + (Vu(t), Vw) — [ h(t — 7)(Vu(r), Vw) dr
+(g(u' (1), w)r, =0 Vw e V.

Transformation du probléme (P) en un probléme avec conditions
initiales homogénes

Les solutions fortes du probléme (p) avec condition aux limite (g(y (¢)), w)r,
ne peut pas étre obtenne par la méthode des bases speciales ; donc, une base
formée par les fonctions propres ne peut pas étre utiliser pour le (P).

Ceci, conduit a dérivée par rapport a ¢, la formulation varaitionnelle pré-
cédente.

En estimant u" (0), on rencontre de serieuses difficultés. Alors, pour éviter
ces difficultés, on transforme le probléme (P), en un probléme équivalent avec
une condition initiale égale & zéro.

Pour cela, on effectue le changement de fonction suivant :

v(z,t) = u(z, t) — ®(z,t). (2.11)

O(z,t) = u’(z) + tu'(z), (x,t) € Q x (0,00).

16



2.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION FORTE

Ce qui permet d’obtenir :

U o= v, Au=Av+AD, U =0+ =0 +ul(z).
t t t

/ Wt — D) Au(r) dr = / h(t — ) Av(r) dr + / h(t — 7)AD(7) dr.

0 0 0
v = 0 surI'y = v=0 surl}.
t t t
ou ou(r) _ Ou ou(T) ou 0P(r)
%—/h(t—ﬂ g = o /h(t—T) L dT+8U—/h(t S ar
0 0 0

Donc le probléme équivalent & (P) s’écrit :

(V' — Av+ fot h(t — 7)Av(r) dr = F dans Q x (0, 00)
v=20 sur I'; x (0, 00)
! ! (p,)
fo t—7)%(r)dr +g(v' + @) =G sur Ty x (0, 00)
L v(0)=2'(0)=0 dans 2

F = A®— /h(t—T)A(I)(T) dr.

G = gi) —i—/h(t—T)g—(f(T) dr).

0
Notons que si v est solution de (P’) dans [0;7]; alors u = v + P est
solution de (P) sur le méme intervalle.

A partir des estimations qui seront démontrer ci dessous, il est facile
demontre I'inégalité suivante :

| Av(t) 2+ | VO () P< C(T), telo,T].

Ou T > 0 est arbitraire.
A partir de (2.11), I'inigalité précédente est vérifiée pour la solution u. En-
suit, en utilisant les méthodes standards, on prolonge u a I'intervalle |0, +o00] .

17
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11 suffit, donc de montrer que le probléme (P’) & une solution locale, qui
sera donnée en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

On établit, sur cette solution approchée, des estimations a priori.

Soit wy.ws...w,, une suite de fonctions ayant les propriétés suivantes :

Yw; € VN HQ(Q)
VYm; wi.ws...w,, sont linéairements indépendants.
L’ensemble des combinaisons linéaires fines des w; sont denses dans V N H?().

Soit (w,)yen une base dans V' N H?(Q) orthonormale dans L?(£2).
Soit V,,, I'espace engendré par wy.ws...w,, et soit,

m

um(t) = Y 56wy,

=1

une solution approchée du probléme de cauchy suivant :

(U (), ) + (Vo (t), Vo) = [ h(t = 7)(Vou(r), Vo) dr + (9(v,, (1) + ¢ (), w)r,
= (F(t),w) + (G(t), w)Lo, Yw e Vy
vm(0) = v, (0) = 0.
(2.12)
Par les méthodes standards des équations différentielles, on peut prouver
'existence de la solution du probléme (P’) sur [0;t,,], ensuite cette solution

peut étre prolonger a l'intervalle fermé [0; 77 .

2.2.2 Estimation a priori

Premiére estimation (estimation de v et v')
On pose w = 7;(t)w; dans (2.12) et puis on fait la somme sur j avec
vm(0) = 0 on obtient :

! ! !

% {% ) 2 % | Vo) |2} + (g(ul, () + B (), vl (£) + @ ()T



2.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION FORTE

t

—I—di(/ h(t — 7)(Vun,(1), Von,(t)) dr) — /h/(t — 1) (Vun,(1), Vu,(t))dr,

S

d’aprés les hypotheéses (H.1), (H.2) et (2.13), et en appliquant I'inégalité
de Young et d’aprés on a :

G105 v e [ lueejar
v +@'|
< Balm) + (F(8), v (0)) + 2 (C 0, v,

—h(0) | Vo () [P =(G (1), vm(t))r, + 1 / | v, +® [dl (2.14)
|V +®|

+% /h(t—r) (Vom(1), Vou(®)dr | = | V() | /h'(t—r) | Vo (7) | dr.

Ou ky(n) est une constante positive qui dépend de u' et 7.
Considérons 'inégalité de Cauchy-Schwarz en tenant compte de I'hypo-
these (2.4), on obtient :

VU (1) /h’ (t —7) | Vun(7) | dr

n 2

i 1
< % | Vo, (t) |2 +3 /h(t —7) | Vou(r) | dr (2.15)
0

¢ 1
< ?1 | Vo (t) | —1—5 | A lle0,00) [ P(t—=T)| Vun(r) ? dr.
0
D’autre part, soit Cy > 0 une constante telle que :

| v |r,< Co | Vu| pour tout ve V. (2.16)

Ensuite, en combinant (2.14), (2.15) et (2.16) on peut ecrire :
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d ]_ / 1 !/ !
clnor g voo et r@-n [ e par
vy, +®" | =1
1 1 d C2 /
<) + 1 1P P 5 [0 [+ (GO0, + D160 R,
(2.17)

t

2
#(F5 = HO) 1900 P45 1 sy [ bt =7) | Von(o) P ar

0

t
d

+£ /h(t — 7) (Vo (1), Vo, (t))dr

0

En intégrant (2.17) sur l'intervalle |0, ¢[, en utilisant l'inégalité de Cauchy-
Schwarz et I'hypothése v,,(0) = v, (0) = 0, on obtient :

t
1, . 1 / /
3 | Ual) Py | Fon@) P Com) [ [ Jvl @ Pards

0 |o +&'|~1

1 C? /
< ke(n,T) + 3 | F [l 2(0,7;220)) +70 | G llz20,7522(ro)) +G (), vim(t))To

+/t% | v (s) 2+ (l%ﬁ - h(O)) | Vom(s) [* ds

(2.18)

t

1
43 1oy [ 190m(r) P dr | Von(t) P
0
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2.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION FORTE

t
1
e LI LS Ly P / | Von(r) P dr,
0
mais d’aprés (2.16), on a :

(G (), vm(t))r, < f—j | G(t) [F, +1 | Vom(7) 7 (2.19)

En combinant (2.18) et (2.19), en choisissant n > 0 assez petite, et en
appliquant le lemme de Gronwall, on obtient la premeére estimation :

t
| vy, (1) 12+ | Vou(t) |2 +/ / v, +® |?dlds < L.  ((2.20))

0 |u +&'|-1

Ou L; une constante positive indépendante de m € N et ¢t € [0,7].
D’aprés (2.20) et considérons les hypotheses (H.1) et (H.2), on deduit aussi
que :

t
[ 190+ ¥ I, ds < L. (2.21)
0
Ou Ly une constante positive indépendante de m € N et ¢ € [0,7].
A T'aide des estimations (2.20) et (2.21) on a :
v € L¥(0,T;V), (2.22)

v e L>®0,T;V). (2.23)

Seconde estimation (estimation de v")
Premiérement, on estime le terme v, (0) dans la norme de L?(£2). Consi-

’

dérons w = v, (0) dans (2.12) et notons v,,(0) = v, (0) = 0, trouve que :

0 +al0).6, O, = (3, 0) + (Groh®)) 229

L’indentité précédente et ’hypothése (H.3) donnent :
| v, (0) P< Ls. (2:25)

Ou L3 est une constante positive indépendante de m € N.
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Maintenant, en dérivant (2.12), et en multipliant le résultat par ’y; (t) et

en sommant sur j on obtient :

= {% () P 45 | V0, (0) \2} — h(0)(Vum(t), Vol (1))

t
/

—/h'(t—T)(VUm(t),van(t))dﬂr(gl(vin(t)+¢'(t))vgm(t),véz(t))ro (2.26)

0

A partir de (2.26), en intégrant par partie, on obtient :

d 1 " 1 , / / 12 / 1
= {5 [ 0(t) P 45 | Tui,(0) |2}+h<o> V0 4 [ o0+ 800
o

= (F'(t),v, (t))+i(G' (1), U ()2 = (G (1), 03 ()1
(2.27)

/h (t — 7) (Vo (1), Vo, ())dT) —h'(0)(Vu,(1), Vo, (1))

0

Q.l&
~

/ (=) (Voun(7), VU, (£))dr+h(0) (Vo (7), Vo' (£).

On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Young, sous

I’hypothese (2.16) on déduit :

5 1) P 5 1 9000 P 00)-30) | Vo) P+ [ ()0l 2ar

a2
To
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2.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION FORTE

1, 1, c2 ' (0)?
<= 242 2420 2 t) |2 2.2
< IFOF 45100 P+ 1 G @R+ = [ Vou® P (228)
9 t
d / ! CS 2d
+ (G (1), v (1)), + 1 | A llLr000) [ B(E=T) | Vun(7) |7 dr

0

+% ( / (t T)(vvm(T),VU;n(t))dT) + h(())%(v@m@),v%(t))

Intégrons (2.28) sur l'intervalle [0,¢], notons que v,,(0) = v, (0) = 0 et
considérons 'hypothése (2.25) on peut écrire :

t
3 10 0) 45 |V, 0) 2 (10) = 30) [ V0l (6) P s
0
t
+ / / g (v, +®) (v, )%dlds
0 Ty

<Dl

s
2 2

t
/ " 1 "
| F || 20,5020 +477 | G |lz20,7;02(r0)) +§/ | v (s) [* ds
0

(2.29)

h/

/

o7 | G t ,
- [ 190(6) P st 32 ey [ 190m(0) F dr(G 0, vil0),
0 0

+

t

+ / K (t — 7)(Vom(7), Vu, (t))dr +

0

h(0)?
B | Fum(®) P+ | Vo) P
puisque
t <_2
/h/(t—T)(VUm(T)aVvin(t))dT < j 1A 200 | B 2o (0.00) | U (E) 17
0
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1 /
+5 | VU P7+1] Vo) [
(2.30)
et

!/ ’

(G (1), 05 (8))ry < f—j |G 7, +n [ (0) 2 (2.31)

rm

D’aprés (2.30) et (2.31) et en choisissant 17 > 0 suffisamment petit, consi-
dérons la premiére estimation et en appliquant le lemme de Gronwall on
obtient la seconde estimation :

t t
0@ 2+ | Vol (6) |2 + / |V (s) 2 ds+ / / § (0 +®) (0" )2dlds < Ly,
0 0 To

(2.32)
Ou L4 une constante positive indépendante de m € N et ¢t € (0,77,
finalement on déduit que :

v e L®(0,T; L*()). (2.33)

Passage a la limite
d’aprés (2.22), (2.23) et (2.33) on déduit que I'on peut extraie sous suite
noté aussi v,, telle que :

Uy —" v dans L=(0,7;V). (2.34)
v, —* v dans L=(0,T;V). (2.35)
v, —*v" dans L®(0,T; V). (2.36)

D’ou I'existence d’une solution forte pour 7' suffisamment grand.

2.2.3 Analyse du terme non linéaire

Proposition 2.2.1 D’aprés (2.24), (2.35) et (2.36) et sous les hypothéses
(H.2) on déduit qu’il existe x € L*(0,T; L*(Ty)) telle que :

glu, +®) = x faiblement sur L*(0,T; L*(Ty)) (2.37)

Preuve. Retournant vers (2.12), et utilisant des argument standard, on peut
montrer & partir des estimations précédentes que

Afo- /h(t—T)U(T)dT F s D'(Qx (0,T).  (2.38)

0

!

’
v
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2.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION FORTE

Maintenant, puisque v, F' € L?(0,T; L*(2)), on a,
t
Alv-— /h(t— u(r)dr | € L*(0,T; L*(Q)).
0
Alors d’apreés la premiére équation du probléme (P’) on a,

t

"

SN . / Wt — T(r)dr | = F sur I2(0,T: I2(Q)).  (2.39)
0
En appliquant la formule de Green, et en utilisant (2.39), on déduit que :

v — /h(t —7)u(r)dr | + x =G sur D,(O,T,H%(FO)).

0

Et puisque x, G € L*(0,T; L*(T)) on déduit :

9
v

t

% v — /h(t —7T)u(r)dr | +x =G sur L*(0,T; L*(Ty)). (2.40)

0

Notre but est de démontrer que xy = g(v' + ®).
Premiérement, on définit :

t

o(t) = Um(t) — / h(t — 7)o (7)dr € Vi, (2.41)

Maintenant considérant en particulier w = z,,(¢) dans (2.12) et integrant
sur (0,7") on obtient :

T

"

(Um(t%zm(t))dtﬂL/ | Vzu(t) 2 dt + /(g(v;n(t) + (1), 2m(t) )yt

0

Ot~

Ot — 5

(F(1), zm(t))dt+/(G(t), Zm (1)), dt.

(2.42)
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A partir de la premiére et de la deuxiéme estimations, et utilisant le
théoréme d’Aubin-Lions, il existe une sous suite de v,, qui sera noté encore
vy, telle que :

Uy, — v fortement sur L*(0,T; L*(52)), (2.43)

v, — v fortement sur L*(0,T; L*(Q)), (2.44)

comme l'injection Hz(Iy) — L*(Ty) est compact et notons que :
[ om(®) |30y S O I Vo) [, et [0,(8) [ng< C [ Vg, (6) |

D’aprés la premiere et la deuxiéme estimations et 'utilisation de nouveau
du théoréme d’Aubin-Lions,

Uy, — v fortement sur L?(0,T; L*(Ty)). (2.45)

v, — v faiblement sur L*(0,T; L*(Q)). (2.46)

Ensuit, d’aprés les convergences (2.37),(2.43),(2.45) et (2.46) on peut pas-
ser a la limite dans (2.42) on obtient :

T

T
lim [ | Vz,(t) |? dt = /
0

T
+/( dt+/ 2(t))r, (2.47)
0

|
o>ﬂ
=<
=

0
0
Combinons (2.39),(2.40) et (2.47) et on appliquant la formule de Green
généralisée, on déduit que :
T
lim [ | Vz,(t) |? dt = / | Vz(t) |2 dt.

m—00

0

On note aussi d’aprés la second estimation, on conclut que :

Vzn — Vz fortement sur L*(0, T, L*(Q)). (2.48)
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On considére w = v, (t) dans (2.12) et on intégre sur (0,7") on trouve :

St~

(U (1), U'(t))dtJr/(VZm(t), Vv;n(t))dH/(g(vﬁn(t)M"(t)), U (D) 4@ (1)), dt

T T T
= [0 [ (GO vt [ e, 0+8 ©). 8 (), e
0 0 0
(2.49)
On a d’aprés la seconde estimation,
Vu,, — Vo' faiblement sur L2(0,T; L*(Q)). (2.50)

d’apés les convergences (2.37),(2.45),(2.47) et (2.50) on peut passer a la
limite dans (2.37) et on obtenir :

T

i [ (042 0. v+ (Ot =~ [0 (0.0 O)de- [(72(0, V0 @)

0

(t))ry . (2.51)

D’aprés (2.39),(2.43) et (2.51) et en appliquant la formule de Grenn, on
obtient :

lim [ (g(vy,,(8) + (1)), v,,, (1) + @ (1))rydt = /(X(t)»vl(t) + @' (t))rydt.

m—0o0 "
(2.52)

D’autre part puisque g est une fonction monotone non décroissante, on
obtient :

/(Q(U;n(t) + @' (1) = g(1), (v,,(1) + (1)) = V), = 0.
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Pour tout ¥ € L%(T). La derniére inégalité donne :

/@@Mo+ ﬁ+/ﬁ B+ ® (1) — V) dt

< [ (0,0 + @' (0, vin(0) + ¥ ().

(2.53)
D’aprés (2.53), on deduit :
T
lim inf/(g(vlm(t) + @' (1)), U)p,dt
0
T
+mm§ﬁﬂquw+d@—wmm (2.54)
0
T

m—>00

0

gmm&/@@ﬂﬂ+§@p%@+@ﬁmwt

Considérons les convergences (2.37),(2.52) et comme,
v, +® — v + & faiblement sur L?(0,T; L*(T)),

on déduit que :
T
[0t = 5000+ ') - W)y > 0
0
Considérons ¥ = (v' 4+ @) + A& ont &€ € L?(T'y) et A > 0 on peut écrire :

[ 00 = o0+ @' 0) +20). (-3t >0,
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2.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION FORTE

et donc

JO® =90+ 8'0) + 30, eyt 2 0

0

Pour tout ¢ € L?(Ty), comme l'opérateur g donné par :
g: L*(To) — (L*(Ty)) = L*(To)

v — g(v)

est Hemicontinue on a :

(/uw—gme+@a»@mwsa

Pour tout £ € L*(Ty).
Donc

‘/uw—gme+6umamﬁ:o Ve € IA(T),

qui implique que :

2.2.4 Unicité du la solution forte

Soit vy, ve deux solutions régulieres du probleme (P’).
Alors z = v — vy vérifie :

t

"

(2" (), )+ (V2(t), Vo) / h(t—7)(V2(r), Voo)dr

!/ !

+(g9(vy) = g(vy), w)r, =0, (2.55)
pour tout w € V.
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Posons w = 2 (t) dans (2.55) et observons que g est une fonction mono-
tone, il s’ensuit que on a :

t

a1 D 2(0) [ 4 | V2(0) |2] - [ bt = r(Vs(r). V2 ()i < 0.

dt2
puisque
/ h(t—)(V2(7), V= (£))dr = —h(0) | V2(t) |* — / B (t—7)(V2(r), V(t))dr

t

[ bt = 7)(Va(r), Va(8))dr. (2.56)

i
0
Alors, sous les hypotheses (H1) on obtient :
9 t
20 P4y | 920 P< 1920 P43 | s [ At=) | Va(r) P dr
0

a1
dt 2

t

d
< / h(t — 7)(V2(7), V(t))dr. (2.57)
0
Integrons la derniére inégalité sur (0,¢), on déduit que :

1 1

t t

, £ 1

5 12 (@) K +5 V() ’< 51 | Vz(s) ds+3 || b 71000 [ | V2(7) 2 dr
0 0

t

/ h(t — 7)(V2(7), V(t))dr. (2.58)
0
Maintenant, pour tout n > 0, on a,

t t
1
/h(t—T)(Vz(T),Vz(t))dT <n|Vz() ? +% | A (210,000 || P |l 2o 0,00) / | V(1) |? dr,
0

’ (2.59)
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d’aprés (2.58) et appliquant le lemme de Gronwall, on conclut que :
| 2 (t) [=] Vz(t) |= 0.
Ceci qui achéve la démonstration.

Remarque 2.2.1 Notons que, en fait, la solution forte u du probléme (P’)
appartient & L>(0,00; V N H3?(Q)).

2.3 Existence des solutions faibles

Supposons que (u®, u') € V x L*(Q).
Puisque

D(—A) = {u €V nH*Q), % =0 sur Fg} :

est dense dans V et H}(Q) N H?(Q) dense dans L?(2) alors il existe deux
suites (u9),>0 C D(—A) et (ul)n>0 C HH(Q) N H?(Q) telle que :

u® — u° fortement dans V. (2.60)

ul — u' fortement dans L*(€2). (2.61)
De plus, d’aprés les hypotheses (H.2) et (H.3), on a :

a—vn +g(ul) =0 surTy.

Alors pour chaque n € N, il existe u, : Q x (0 x c0) — R une solution
réguliére du probléme (P) verifiant.

(0" — Au, + [ h(t — 7)Au,(1)dr =0 dans Q x (0, c0)
u, =0 sur 'y x (0, 00)
(P7)
fo (t —7)%%(7)dr + g(uy) = 0 sur I'g x (0, 00)
[, (0) =l 5w, (0) = ul dans
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Considérant les arguments utilisés dans la premiére estimation, on ob-
tient :

t
|, () | + | Vun(t) |2 +/ | u,(s) 2, ds < L,
0

et
t

[ 1oty as <z

0

Ou L constante positive indépendant de n € N et ¢t € [0,7].
Posons 2, = U —uy, , m,n € N ou u,, u, sont deux solutions réguliéres
de (P") correspondantes a ul(z),ul(z),u? (z) et ul (x), suivant les mémes

n ron »'m

étapes que celles utilisées dans 'unicité des solutions fortes de (P’) et tenant
compte de (2.60) et (2.61) on déduit qu’il existe :

u:x(0,00) — R,
telle que :

u, — u fortement dans C°([0,T]; V). (2.62)

!

u, — u  fortement dans C°([0,T7]; L*(2)). (2.63)

D’aprés (2.62) et (2.63), on a aussi :

u, — u  faiblement dans L2([0,7]; L*(T)). (2.64)

’

g(u,) — x faiblement dans L*([0,T]; L*(Ty)). (2.65)

D’aprés les convergences précédentes, on peut passer & la limite en utili-
sant des arguments standards afin d’obtenir :

¢
u — Au+ /h(t — 7)Au(r)dr =0 dans L*(0,00; V). (2.66)
0
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2.3.1 Caractérisation des conditions aux limites

Considérons le probléme elliptique suivant :

—Ap =1 dans
p=0 sur I'y (2.67)

% = fot x(s)ds  sur T

o u est la solution faible de (P), vérifiant (2.66). Tenons compte de la
régularité de la frontiére I' de €2, on a :

p € L*(0,00; H), (2.68)
ou
H={ueV;AueL*(0)}.
Maintenant on va montrer que :

t
u— /h(t — Nu(r)dr = —p  dans H;,}(0,00; V), (2.69)

0

ott H,1(0,00;V) est le dual topologique de H}

loc loc

En effet d’aprés (2.66), on obtient :

(0, 00; V).

1"

¢
—A |u— /h(t — Tu(r)dr| = —u"  dans L2(0,00; V'),
0
et d’aprés (2.69) on a :
¢
—A |u— /h(t — u(r)dr| = Ap  dans D,,(0,00; V).
0

Soit ¢ une fonction de test de D(0, 00).

<—A u—/th(t—r)u(T)dT ,9> = <—Ap,6l> dans V', V0 € D(0,00),

0
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on intégre sur (0,7) on obtient :

/T —A | u~— /t h(t — 7)u(r)dr | (t)0(t)dt = /T —~Ap(H)f (t)dt dans V',
/T U — /th(t—r)u(f)dr (t)0(t)dt = /Tp(t)e'(t)dt dans V',
d’o(w)tl 0 ’

u— /h(t — )u(r)dr = —p  dans H,(0,00; V).
0
On considére les opérateurs du trace suivants :

To + Hige (0,00, V') — H 1(0, 00; L*(Ty)),

. loc loc

5+ Hy (0,00 H) — H;}(0,003V),

: loc loc

D’aprés (2.69), on obtient :

t

!

(71/%0) u—/h(t—T)U(T)dT = —(11/Z0)() = ~(7p)).  (2.70)

0

ou

770 L2,(0,00; H) — L2,(0,00; H™2(Ty)),

loc

est 'opérateur trace donnée par :

(Fru)(t) = 71 (u(t)),

et
v, H — HY?(Ty),

est 'opérateur classique de dérivée normale.
Donc, d’aprés (2.67) et (2.70) on peut conclue que :

t t

/50 |- / Wt — Pu(r)dr | = / W()ds | = —x(t).  (@711)

0 0
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Alors d’aprés (2.71) la condition aux limite a un sens, et de plus on a :

t
u— /h(t —T)u(r)dr | + x =0 sur H;,(0,00; L*(Ty)).

0

9
ov

Puisque x € L?(0, 00; L*(T'y)), on a la caractérisation au bord que valable
P, D sur X.

Notre but est de montrer que xy = g(u'). En effet, multiplie la premiére
equation de (P") par u, et integranons sur €2, on obtient :

1 d / 2 1 d 2 ! !
S (1) P g | ) P g, (1), (D),
; ¢
S /h(t Y (Vi (7), Yy (£))dr — h(0) | Yy (£) 2
0
(2.72)
¢
—/h/(t — 7)(Vu, (1), Vu,(t))dr.
0
Intégrons la derniére égalité sur |0, ¢[. On obtient :
t
1 ! 2 1 2 ! /
S un(t) P g | Vualt) 2+ [ (g, (), 0, ()
0
1 1 /
=5 | uib |2 +§ | Vug |2 —|—/h(t — 7)(Vu, (1), Vu,(t))dr (2.73)

—h(O)/t | Vug(s) |* ds — /t/Sh/(S = 1) (Vun(7), Vun(s))drds,

d’aprés (2.73) et tenant compte les convergences (2.60),(2.61),(2.62) et
(2.63), on déduit que :

t
i / / 1, 1 1
i (g, (5)), 0 (Drodls = —5 [/ (8) [P =5 | Fult) [P 5 | ul [
0
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t

v p +/h(t ) (Van(7), Vern ()7

0

—/t/sh/(s—T)(Vun(r),Vun(s))des

0) / | Vu(s) P ds. (2.74)

D’autre part, supposons que w est une solution faible du probléme linéaire
suivant.

(W' — Aw + fot h(t —7)Aw(t)dr =0  dans L?(0,00; V")
w=0 sur I'; x (0, 00)
(S)
Qu _ [Th(t —7)22(r)dr + x sur L%(0, o0; L*(Tp))
L w(0) =u’ w'(0)=ul dans()

alors considérons les méme arguments que ceux utilisés pour démontrer
(2.74), on conclut que :

t

/ 1 / 1 1 1
J O s = =5 [0/ O F =5 | Tule) P 5 ! P45 | Va2

0

+ /h(t — 7)(Vw(r), Vw(t))dr (2.75)

t

//Sh (s — 7)(Vao(r), Van(s))drds

0
t
/y 5) 2 ds.
0
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Puisque u est une solution faible du probléme (S), alors d’aprés (2.74) et
(2.75) il s’ensuit que :

t t

lim [ (g(uy(5)), i (5))ryds = / (x(s),

m—00

0 0

’

(s))ryds.

La convergence précédente combinée avec (2.64), joue un role essentile
/ P N c 122
pour montrer que Y = ¢(u ) en utilisant les méme arguments considérés

avant.
Maintenant, 1'unicité des solution faibles est obtenue en utilisant la pro-

cédure de régularisation de Lions-Visik.
Donc
lim g(u,) = x.

n——aoo

Ce qui achéve la démonstration.
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Chapitre 3

Le taux de décroissance de
I’énergie du systéme
viscoélastique non linéaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude du taux de décroissance des
solutions d’un systéme viscoélastiques dissipatifs avec un terme mémoire et
un feedback non linéaire sur une partie de la frontiere.

On suppose qu’il existe une fonction gy : R — R, de classe C!, stricte-
ment croissante et qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

woll s <ol s <g (5D, VIsl<1 (3.7
Clsl<olsh<tlsl  ¥lsl>1 (39

L’existence globale des solutions fortes et faibles a été étudié dans le
chapitre précédent.
Si les données initiales (u°, u!) € (V N H?(Q))?, et sont vérifient la condi-
tion de compatibilité suivante :
ou’

o +g(u') =0, sur T. (3.9)

Alors le probléme (P) posséde unique solution forte u : Q2 x (0,00) — R

telle que :
(u,u',u") € L(0,00;V x V x L3(Q)).
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Si (u®,u') € V x L?(Q). Alors le probléme posséde unique solution faible
u: 2 x (0,00) — R telle que :

u € C°([0,00[; V) N CH([0, 00[; L*()).

Définition 3.1.1 L’énergie associée au probléme (P) est donnée par :

E(t) = %/ (y W (@, t) P+ | Vu(z,t) |2) dz. (3.10)

Q
Proposition 3.1.1 L’énergie associée au probléme (P) vérifie l'identité :

t
dE /

o —(g(u)), u)r, + /h(t — 1) (Vu(r), Vu)dr. (3.11)

Preuve. On multiplie la premiére équation de (P) par «' et on intégre for-
mellement sur ).

¢
/u”.u/dx—/Au.uﬂx#—//h(t—T)AU(T).uldex:O,
Q Q Q0

on applique la formule de Green on obtient :

t
/ u' o de— / —u dT+ / Vu.Vu'di+ / / h(t—ﬂ%u’drdr
r 0
t
—//h(t—T)Vu(T).VUIdeI =0,
Q 0

on multiplie la troisiéme équation de (P) par u et on intégre formellement
sur [' on obtient :

@u’dr // (t—7) —u "drdl + /g(u/)u/dl“ =0,

T
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et par conséquence

/@u’dr //h (t—7) —u "drdl = /g(u’)u’dr,
T

T
/u".u/dac = /

Q Q

. 1d ,
/Vu.Vudx§%/|Vu] dx.
Q Q

par ailleurs on a :

N | —
&lg‘

donc on a :

1d /

3% /(u2+|VU|>dx +/ Yu'dl— //ht 7)Vu(r). V' drdz = 0,
Q T 0

finalement d’aprés la définition de E(t) on trouve :

t
dE /

o =00, + [ B~ 7)(Vu(r), Vuadr

Lemme 3.1.1 Soient E : R, — R, une fonction non-croissante et & :
R, — R, une fonction strictement croissante de classe C* telle que :

®(0)=0 et ®(t) — oo quand t — oo.

Si il existe a > 0 et w > 0 telle que :

/ B()0d (1)dt < éE(O)C@(S), S > 0.
S

Alors on a :

sia=0, E(t)<E0)exp~*® vt >0.
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1
1 a

Preuve. On introduit la fonction f : [0.00) — R, défini par :

alors f est une fonction non-croissante et satisfait :

VO<S5S<T < o0,

&(T) (T) T
/ f(r)Fdr = | E(@(1))Fdr = / B(t)ed'(t
®(9) ®(9) S

< ZE(O)E(S) = (0 F(®(S))

on note s = ®(.9),
etona:
lim &(7T) = oo,

T—00

f satisffée

Vs >0, /f(T)HO‘dT < éf(s).

Alors si on applique le lemme de Gronnwall on obtient :
Sia=0
f(s) < f(0)e!™¥5, Vs >0.

Sia>0

16 <10 (15

d’ou le resultat en posant E(t) = f(®(t)).
Ce que achéve la démonstration du lemme. =

)a, Vs >0,

Remarque 3.1.1 Le lemme précédent sera utiliser pour démontrer le théo-
reme sutvante :
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3.2 Théoréme principal

Théoréme 3.2.1 Supposons que les deux hypothéses (A.1) et (A.2) sont
satisfaites, et que h(0) et || h ||11(0,00)50nt assez petites.

Supposons qu’il existe une fonction ® : R — R, concave, non décrois-

sante, telle que :
®(t) — oo quand t — 0.

Alors
(i) Si go est linéaire, I'énergie E(t) associée au probléme (P) vérifie l'es-
timation :

E(t) < CE(0)e' ", (3.12)
(ii) Si go est polynomiale au voisinage de 0, alors E vérifie I’estimation :
CE(0)

Avant de démontrer le résultat principal de la stabilisation, on commence

par quelques notations.
Soit m la fonction de R™ dans R™ défini par m(z) = x — 2°.
Rappelons qu’il existe un 2° € R™ et § > 0, tels que :

Vo €Ty, m(z).v(z) > >0,
Ve eIy, m(z)v(x) <O0.
Etant donné N € N, N > 1. et des fonctions assez petites,
Jo: Ry — Ry
f=fr, 0 fn) R x Q — RY,
on définit la fonction :

fodf - R, — R,

par :

t

(& )(t) = / folt = s) || F(t,) — £(s) |, ds.

0
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¢ N

:/fo(s.t)/izl(fi(t,x)—fi(s,x))deds.

On montre ensuite, par un simple calcul, que l'on a :

/ h(t—)(Vau(r).Va Jodr — %(h'OVU)(t)—%(hOVu)/(t)

t

d )1 , 1 ,
+ 733 || Vu || /h(s)ds — §h(t) | Vu || .
0

(3.14)

Remarque 3.2.1 D’aprés (3.11) le signe de ’énergie E(t) associée au pro-
bleme (P) n'est pas connu. Pour cela on définit [’énergie modifée (t) associée
au probléeme (P).

Définition 3.2.1 L’énergie modifée est donnée par :

()= 3 Il I+ 1—/h(s)ds | Vu > +5(hOVu)(t).  (3.15)

Proposition 3.2.1 La dérivée de (t) par repport au temps t est donnée
par :

de 1, . 1
27 (0) = =(g(w), u)ry + 5 (A OVu)(t) = Sh(t) || Vu | (3.16)
On observe, d’aprés les hypotheses (3.3),(3.6) et (3.14) que,

e(t) >0,

et p
€
—(t) <0.
() =<

Lemme 3.2.1 Sous les hypothéses (3.2) et (3.15) on a :

0 < E(t) <1 'e(t) pour toutt > 0. (3.17)
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Remarque 3.2.2 D’aprés (3.17), la décroissance uniforme de £(t) implique
la décroissance uniforme de E(t).

Une identité fondamentale

Lemme 3.2.2 Soit u la solution du probléme (P), alors on a lidentité fon-
damentale suivante :

T

S

/ &' (£)e(t) ( / o (84 | Vau(t) 2) drdt = — (@ (1)=(0) (! (1), M=(1))]

Q

e £), Mz(t))adt
!
+ / o ( 1), Mz(t))qdt

S

t

+2 /T o ( / (t — 7)(Vu(t), Va(r))adrdt

0

/Tcp j/h £ — P)h(t — $)(Vau(r), Vu(s) Jadsdr
/T o ( ), Mu(t))adt
/ch /t (t — 7)(u (), Mu(T))odrdt

+ 5/ o ( / . (1’ + 0,2M=(t) —m.v | V(1) ) d.

r
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Preuve. On utilise la technique des multiplicateurs, on multiplie la premiére
équation de (P) par :

Mz:=2mVz+ (n—1)z. (3.18)

Ou .
2(t) = u(t) — /h(t — T)u(T)dr. (3.19)
0
Et par une fonction concave ® : R, — R, de classse C?, non décroissante,
telle que ®(t) — oo quand t — oc.
En integrant, ensuit, sur [S, 7T on trouve :

/ & (De(t)(u (1) — Az(t), Mz(t))adt = 0.
S

O Det) [0 OMzt)dedt— | & (1)e(t) | Az(t)Mz(t)dzdt = 0.
[xom0] [roo]

Q
(3.20)

En intégratent par partie le membre de droite, on obtient :

/ B (1)e(t) / ' ()M =(t)drdt = — [@ (D=0 (1), Mz(t))g]Z—l— / B (£)=(t) (' (£), M(t))dt
S Q S

! ’

+ [ ®'(t)e (t)(u’(t),Mz(t))thJr/ (t)e (t)(u (), M2 (t))qdt.
S

A~y

(3.21)
Observant que :

| Va(t) 2| Vu(t) [2 -2 / h(t — 7)(Vu(t), Vu(r))adr

+ O/O/h(t — 7)h(t — ) (Vu(r), Vu(s))adsdr. (3.22)
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D’aprées 'égalité précédente, on a :

/ o' ( / o (824 | Vault) 2) dndt S/ &' ( / o (84 | V(1) 2) ddt

Q Q

/ 0/ (t = 7)(Vu(t), Vu(r))drdt

(3.23)

- f P'e /t j h(t—7)h(t—s)(Vu(r), Vu(s))dsdrdt.
S 0 0

(u'(t), Mz (t))o+(Az(t), Mz(t))g = —n | u/ () |2 —|—/m.u | 2 dT—2R(0)(u (t), m.Vu(t))g

D’autre part, on a :

9 / B (t=7) (), m.Vu(r))adr+(n—1) | ' (t)
— h(0)(n — 1)(u'(t), u(t))
1) / Bt — 1) (), u(r))adr

0

+(n—2)| Vz(t) /mu\Vz\QdF

+2 / %m.wdr —(n=1) | Vz(t) |?
ov
I

+(n—1) %zdl“ (3.24)

r
d’ou

[u'(t) P+ [ V() [P= (W (t), M2 () + (Az(t), M2(t))a
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+ /m.u | u | dl’ — h(O)(u/(t),m.Mu(t))Q

t

_ / B (= 7) (! (t), m. Mu(r))adr

0
0z 2
+ 5Mzall1 + [ muw | Vz(t) | dl.
T I

En multipliant ’équation précédente par € et ®, puis en integrant sur
I'intervalle [S,T], on obtient 'identité suivante :

T

S

/ o' ()=(t) ( / u ()2 | Vu(t) 2) drdt = — [q),(t)s(t)(u, (1), M2(t))a

S Q

+ / O (H)e(t)(ud (1), M=(t) )adt

T
o
S

T t

12 [ @ 1)) / h(t — 7)(Vu(t), Va(r))adrdt.

e\

()e () (' (t), Mz(t))qdt
/ P

/h (t = )h(t — 8)(Vu(r), Vu(s))adsdrdt

W (t—7)(u (t), Mu(r))adrdt

|
U)\H
e\
=
SN—
)
=
N——
o\“
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+ S/ ' (t)e(t) F/ (o (82 + 8,2M=(t) = mov | V(1) ) dT.

Etude des termes du bord :

Sur I'y, on a u =0,
donc z =0et Vz = (0,)v.
On déduit que :

m.vu (t)2 4 0,2Mz(t) — m.vVz(t)? = mu(dvz(t))? < 0. (3.25)

Ensuite, on voit que :

/ & (1)e(t) / il ()2 + 0,2 M2(t) — muVa(t)?

< CES/(I) (t)e(t)r/u (1) + g(u (1)) +eS/(I> (t)s(t)l/z(t) : (3.26)

Preuve. D’aprés la définition de z et la troisiéme équation de (P), on a sur
I’y I’égalité suivante :

donc on obtient :

R~y

D' (t)e(t) / m.vu (t)240,zMz(t)—m.vV z(t)?

T

= /CIDI (t)e(t) /m.yu’ )2 —g(u' (t)(2m.Vz(t) + (n — 1)z(t)) — (m.v)Vz(t)?
S To
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< Ce/cb (t)s(t)/u’(t)2 + g(u' (1)) +e/c1>’(t)e(t)/z(t)2.
S To S To

||

Lemme 3.2.3

T

2/@ﬁﬁ@ﬂﬁg—/@ﬁk@/ﬁ@mﬂm@ﬁ+/¢ﬁkmmovm@ﬁ

S

_ [q)' (t)g(t)(u' (t), Mz(t))g] T+/ " (H)e(t)(u'(t), Mz(t))adt

S

+/q)’(t)e(t)(u’(t),Mz(t))gdt

t

—I—Z/QDI(t)e(t)/h(t—T)(Vu(t),Vu(T))Qdet
S 0

t t

—j@dﬂ//ﬁ@—ﬂM#wﬂWW%VMQM%Wﬁ

0 0

—h(o)/cb’(t)s(t)(u’(t),Mu(t))gdt

t

@ls(t)/h,(t — ) (u (), Mu(T))odrdt

|
At~

= ]1—}-]2—’—..‘—}-]11. (327)

49



CHAPITRE 3. LE TAUX DE DECROISSANCE DE L’ENERGIE DU
SYSTEME VISCOELASTIQUE NON LINEAIRE

Preuve. Le but principal de ce paragraphe est d’établir des inégalités in-
tégrales qui permettent d’obtenir la décroissance uniforme de 1’énérgie du
probléme (P).

Dans la suite, nous allons analyser les termes du membre de droite de
(3.27). Les termes le plus importants seront I et I3g.

Premiérement on étudie les termes :

11713, ...,[9 et 111.

Ici et dans la suite, C' représentera différentes constantes positives qui
doivent étre différentes & des différents endroits. m
Estimation de I

On observe initialement de (3.19) que,

t

(u (£), M2(t))a = (u (t), M2(t))q — / B (¢ — ) (W (), Mu(r))odr. (3.28)

Lemme 3.2.4 Soit u la solution de (P) on a :

/ u (), Mu(t)dz| < CE(t), VteR*. (3.29)
Q

Preuve. on a :

| Mu(t) 1By — 1| 2m.5u(t) o=l 2m.Fu(t)+(n—1)u(t) 3y — | 200.9u(t) By -

_ / (12m.5u(t) + (n — V()2 — [2m.Vu(t)[?) dz

((n— 1% u2(t) 4+ 4(n — Du(t)m.Vu(t)) dz

((n—1)2u?(t) +2(n — Du(t)ym.V(u?(t))) dx

|
/
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=2(n—1) / (m.v) u2(t)dF+/(n—1)2u2(t)—Q(n—l)(divm)uz(t)d:v

r Q

— o —1) / (m.) w2(8)dT + (1 — n?) /u2(t)dx

r Q

= (1 —-n? /uz(t)dx <0.

Q

< Hul (t) HLZ(Q) ||Mu(t)||L2(Q)

/ o (1) Mu(t)dz

!

< ‘ w (t) ||2m-vu(t)||L2(Q)

L2(Q)

1
e 12m.Vu(t) || 12 ()

L2(9)

Utilisant I'inégalité de Poincaré, il facile de voir que :

/ Mu(t)? < C / Vu()F < 20B(#) < 200 (t).

Q Q

Ou dans la derniére inégalité nous avons utilisé que ||| ;2 oy < 1.
Donc :

t t

- / h(t — 7)ol (8), Mu(r))adr < C / Bt — 7) (e ()3, Vu(r)idr
< (1 / h(s)ds

+ o0 / h(t — 7)(Vu(r) + Vu(®)) + Vu(t)2dr

< 206’1hL1(0700)5+20(h<>Vu) (t)+20hL1(0,oo)Vu(t)?2
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< O e(t). (3.30)

Combinons (3.28) et (3.30). On obtient :

(' (t), Mz(t))q < Ce(t), (3.31)

et par conséquent,

I3 < CP'(S)e(S)2.

Estimation de I,
T

Q:/éﬁk@wwwh@hw
S

Utilisons la concavité de @, on obtient a partir de (3.31), 'inigaliteé.

I, < CP'(S)e(S)2.

Estimation de 5
T
g:/@@amdwmh@hﬁ
5
D’apres (2.14), on obtient :
I; < CP'(S)e(S)2.

Estimation de I; + I
T t

h—_/d@m)/ﬁ@@\wmmwt
Q:;/ﬁwdw/mpqummvmﬂMMﬁ.

Considérant I'inégalité ab < ea® + ;-b? et utilisons I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on déduit a partir de (2.14) et de (2.6) que pour tout o > 0.

g:z/@ﬁk@/ﬁ@—ﬂwmmvwﬂmmw
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t

— 2/@’(t)e(t)/h(t—7)ds |Vu(t)|]? drdt

S 0
+2 / o' (t)e(t) / ht — 7)(Vu(t), Vu(r) — Vu(t))edrdt

t

< 2/<I>'(t)5(t)/h(t—T)ds||Vu(t)||2det
S 0

+/T q)'(t)e(t)/h(t—T)ds (é IVu(t)|]* 4 a||Vu(r) — Vu(t)HQ) drdt
S
(

2+ é) /T o (t)=(t) ( /t h(s)ds) |V (t)|| dt+2a /T o' (t)=()2dt.

0 S

Donc

T
1 /
L+ 1 < (25—1 (2 + a) 171l £1.0,00) + 2“) /(I) e(t)*dt
s

Estimation de I

L=-— / & ()= (1) / / h(t — )h(t — 5)(Vu(r), Vu(s))adsdrdt.

Il est clair de voir que

Estimation de I3

CIDg YEdt < C¢7'h(0 /Cbe
S

o

A

Q

=

=
D
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Estimation de Iy
Utilisons l'inégalité du Poincaré, on obtient :

t

L= — / B'=(t) / B (t— ) (t), Mu(r) — Mu(#))odrdt
S

0

= — [ ®e(u (t), Mu(t))q [ ' (t —7)drdt
/ /

t

- / P'e / W (t—7)(u (t), Mu(r) — Mu(t))adr
S

0

< C'07'h(0)

P —

T

d'e(t)2dt + 2C / d'e(—e)dt.
S

Donc

T
Iy < CL™*h(0 /cp e2dt + CP'(S)e(S)%dt.
S

Estimation de [},

Iy = s/ch’(t)a(t) (r/ z(t)QdI‘) dt.

S 0

En utilisons la continuité de ’application trace de I'espace V' dans I’espace
L*(Ty), on obtient :

I < ze/TcI)’a/u(t)? (j h’(tT)u(T)dT)th

S To

< COh(0 /Tq> 2dt+2e/<1>5/ (/t h(tT)dT) (j h(tf)u(T)%zT)
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T

<ot /@52dt+05 |h||L1/<I>5/h (7) — Vu(t) + Vu(t))3drdt
S

T
< Cl- /(I)EZdt-f—CE ]hHLl/@e h(t u(T) — Vu(t) + Vu(t))gdrdt
S

o\

< (Cel™ +Ce||h|| 1 +Cel™  ||h|[3) | @ dt.

P~ 5

Donc
T

I < Ce(l™' + ||h||L1)/c1>’s2dt.
S

Maintenant on revient a ’étude des termes les plus importants : I et [g.

3.2.1 Estimation du taux de décroissance quand g, est
linéaire et 1/h < &

Estimation de I

I = C’s/@/(t)e(t) /ul(t)2 + g(u'(1)%
S

To

Quand gq est linéaire, il est clair de voir que l'on a :

T
Iy < Ca/@e/ug( ) < CaC/ ) < CeCe(S)2.
S

o

Il reste a étudier I, :
Estimation de I,

I = / &' (1)() (hOVu) (1) de
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Supposons qu’il existe une fonction ® concave et non décroissante telle
que ® < —h'/h et ®(t) — 0o quand ¢ — oo.
Alors

’

O ()h(t —s) < D' (t — s)h(t —s) < —h'(t —s).
Donc

t

T T
L< /5/ (t = 8) [Vu(t) — Va(s)|? dsdt < —2/a’gdt < e(S)2.
S S

0

Utilisons le lemme et toutes les estimations de Iy, ..., [;1, on obtient :
T T
/ ]_ !
2 / ® 2dt < Ce(9)*+ {26‘1 (1 + —) 1201 1 0,00y + 20 + 207 0(0) + 605—1] /@ e2dt.
a 9
S

Donc si a, €, h(0) et ||| 1 o) sont assez petits, on obtient :

T
/ d'e2dt < Ce(S)2
S

Qui implique que I’energie decroit au moins comme,

e(t) < e(0)et~2®/2C,

Ou ® vérifie ' < —h'/h et ® bornée.
Donc, si —h' /h est bornée inférieurement par une constante positive m,
alors la fonction,
O(t) = mt,

vérifie toutes les condtions nécessaires et 1’on obtient que I’énergie décroit
exponentiellement vers zéro.
Si on considere le noyau h défini par :

h(t) = h(0)e™™,
ou si le noyau h vérifie :

hl/h—>oo, sit — 00,
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3.2. THEOREME PRINCIPAL

par exemple

avec 0 < p < 1.
Alors choisissant ®(¢) = In(h(0)/h(t)), on obtient qu'il existe deux constantes
C,w > 0 telles que :

e(t) < Ce(0)h(t)~.

Si
h(t) = h(0)/(1 + )7,

avec ¢ > 1, alors I’énergie décroit au moins polyndmialement vers zéro.
Si
—t
h(t) =e P,

avec 0 < p < 1, alors

E(t) < Ce(0)e ",

3.2.2 Estimation du taux de décroissance quand g est
polynoémiale au voisinage de zéro

Supposons que gg(s) = s” avec p > 1.

Dans ce cas particulier, il est intéressant d’estimer [y en utilisant la
méthode développée par Komornik.

Il est nécessaire d’utiliser le multiplicateur,

o' D21 (),

au lieu de

e M2(t).

Si les constantes h(0) et [|All 1) sont assez petites, et s'il existe une
fonction concave ® non décroissante telle que :

d < —h'/h,

et
O(t) — oo quand ¢t — oc.
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Des calculs similaires conduisent & :

T T
/q),81+(p_1)/2dt < 06(5)1+(p—1)/2+0/q)/€1+(p_1)/2/ulz_g(ur)z
S To

T

< Ce(S)TPD2 4 Ce(S) + ¢ / @'l t2r-1/2gy,

5
En choisissant donc € assez petit, on obtient :

T
/ ' FP-D2qr < Cg(9).
s
D’ou Ce(0
€
€(t) < #
P(t)2/ (1)
Alors nous sommes revient dans le cas précédent : il reste a étudier les
contraintes sur .
- Si —h'/h est bornée inférieurement, alors ®(t) = mt est une un bon
choix et ’énergie décroit au moins polynémialement
vers z€ro.
- Si —h'/h décroit vers zéro, alors ®(t) := In(h(0)/h(t)) est un bon

choix et ’énergie décroit comme :

Ce(0)

0 < T

exemple 3.2.1 :
-Si on considere le noyau h defini par :
h(t) = e ™,

on trouve que 1’énergie décroit comme t=2/(P=1),
-Si
h(t) = h(0)/(1+1)7,

avec, ¢ > 1, alors ’énergie décroit d’une maniere logarithmique vers zéro.

(t) < Cln(t)~%/ 1),
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3.2.3 Estimation du taux de décroissance quand la non-
linéarité est plus forte que le noyau

Théoréme 3.2.2 Soit &y une fonction concave telle que son inverse est

définie par :
t
1
c1>—1=1+/—, t>1, 3.32
0 Go(%> ( )

0
avec G est une fonction non décroissante au voisinage de (0, 1) et
Go(u) = go(u)/u.
Donc @, est croissante et convexe,®, est croissante et concave, et
<I>£) — 0 quand ¢t — oo.

Supposons que @6 < —&h'/h, avec & une constante positive. Alors on
obtient avec ® := &y que I’énergie décroit sous la forme :
Ce(0)
e(t) < .

I < &2(9)2.

Il reste a étudier I : On estime I en utlisant la décomposition spéciale
du domaine I'.
Fo=To1UTo2UTgga,

ou

F01={$€P0,

)

o (2,)| < Gy (@t }
Loz = { € [0, G5 (@(1)) < [o/ (@.1)] < G (#(1) .

o' (z,8)] > G (@y(1)

Ensuite, on estime facilement ®;(¢)u’(x,¢)? sur chaque T, :

Fo’g = {.CC < Fo,

!

si z € gy, alors ®y(t)u (z,1)2 < By(t)Gyt(Py(t))2.
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si z € Doy, alors ®,(t)u (x,1)? < u'(x,t)g0(u (z,1) < u'(z,t)g(u (z,1)).
si z € Do, alors Oy (t)u (z,1)? < Ou'(x,t)go(u (,1)) < Cu' (z,t)g(u (x,1)).
Donc, en utilisant les propriétés de ®, donnée par (3.32), on obtient :

[e o]

/ d'e / (z,t)%dxdt < Ce(S)? 4 Ce(S / DG (D, ()2t (3.33)
To S

Des estimations similaires (avec une partition différente de 'y donnent la
méme estimation),

o0

/cpg/ (z,1))*dwdt < Ce(S)? + Ce(S /@ Gyt (Dy(1))%dt.  (3.34)
S

Mais, on voit & partir de la définition spéciale de @, que

(0.) oo / ) oo 1 1
—1 27 I
/(IDG L@ ()) dt = / Gy (Py(Dy (7)))%dr = / TQdT 50(5)"
S Do(s) Do(s)
(3.35)
Finallement, on trouve l'inégalité,
[10 S 005(5)2 + C() 5(5) . (336)

Dy (5)
Donc on obtient, a partir de (3.36) et des estimations de Iy, ..., I11, que,

/@’52dt < Ce(9)* + Cq)(i;)
5

Si a,e, h(0) et ||h][11 (g Sont assez petits. Donc utilisons une inégalité
de Granwall généralisée, on obtient que ’énergie décroit au moins comme :

Ce(0) 1,
Bo(1)? < C’s(O)gO(g) :

Ce résultat est intéressant quant gq est faible que tout polynéme au voi-
sinage zéro.

e(t) <
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GENERAL

3.3 Construction de la fonction poids dans le
cas général
On commence par énoncer les deux lemmes suivants :
Lemme 3.3.1 Soient f1, fo, deux fonction continues telles que :

fi(t) — 0 quand t — oo,

/f1:+OO,
0

f2 est non décroissante au voisinage de 0 et f»(0) = 0.
Alors il existe toujours une fonction f3 telle que :

et

i< fu, / f = 400, / BRSO < too.  (337)
0 0

De plus si f; non croissante, alors on peut choisi f3 non croissante.
Le lemme précédent découle dans le lemme suivant :

Lemme 3.3.2 étant donnée u, > 0 telle que Y u, = oo, et g, > 0 telle
que :
en — 0 quand n — oo,

alors il existe une suite non croissante (6,,), telle que :

en < 17 Zenun = 00,

Z 0,1u,e, < 0.

Preuve. En effet, premiérement notons que si Y u,e, < 0o, alors choisissant
6, pour tout n est suffisant. En général, puisque ¢, — 0, alors il existe une
suite d’entiers (n,), telle que n, < n,1 et €, <2 —psin>n,.

On définit, par récurrence, une suite d’entiers (m,), telle que n, < m, <
My €t

avec

Mp+1 Mp
E Uy > 5 Uy > 1
n=mpy1 n=myp_1+1
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On peut définir une telle suite car ) u, = oo.
On définit maintenant,

Mp+1

— _ _ E -1
emerl = ... = emerl = Uy -

n=mp+1

Alors, il facile de preuvée que cette suiteest vérifie les propriétés précé-
dantes. Premiérement elle est non croisante ; ensuite

Mp+1

Z 0,u, = 1.

n=Mp+1

Donc Y 6,u, = oco. finalement on a :

Mp+1 Mp4-1
1 1
E gnungn < % § enun = ﬁy
n=mp+1 n=mp+1

donc > O upe, <00, ®
Preuve. La démonstration du lemme 3.3.1 découle de la méme construction.
En suppose que I'on est capable de construire une fonction continue non
croissante,
0:R, — R,

telle que :

/ 6(0)f1(1) Fa f1 (1)) dt < oo.

0

Alors, la fonction f3(t) = 6(t) f1(t) sera continue, non croissante, et véri-
fiera (3.37), puisque pour tout ¢ assez grand, la monoétonicité de fo impliue
que :

f3(t) fa(f3(t)) < fafa(fi(2)).
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La construction d’une telle fonction 6 découle a partir de la construction
faite pour démontrer le lemme : Premiérement, pour tout p > 1, il existe une
suite (u,), telle que :

0 <wu, < Upt1, u, — 0o quand p — 00,

et
1

Yz f(A0) < 5

Ensuite, il existe une autre suite (), telle que u, < z, < Tp11, et

Tp+1

/f1 dt>/f1 f)dt > 1.

Ensuite, on considére une fonction # constante par morceaux :

VEE (2, ap01), O(E) = m
Il est claire que 0 est non croissante, 0 < 1, et
Tp+1 00
vp,/'é() t)dt =1, /9 = .
zp 0
De plus
Tpi1 o0
W, [ BOAORA®N < 5 [FOAO RGO <o
zp 0

Finalement, il n’est pas difficile de définir une fonction continue 6, affine
par morceaux telle que :

Tp+1

Vi >0, 0(t) < 0(t), et Vp, / A(t) f1(t)dt >

Tp

| —

et cette fonction vérifie les propriétés requises. m

. s 3z 2z \ 4 2
Remarque 3.3.1 Nous avons toujours considéré les cas ot —h /h est bornée
. e, . . . ’ 7
inférieurement ou si —h /h > m®,.
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3.3.1 Cas ou lim(—A'/h) =0 quand t — oo

. . . / , .
Maintenant, nous allons nous focaliser sur le cas ou —h /h décroit vers
zéro a 'infini.

Alors : Posons f, = —h'/h.

Alors
’ h(0)
0/f1 =In h(X)

De plus si —h'/h est non croissante, alors f; est non croissante. Ensuite
choisir f, := G '(.)%; f2 est non croissante dans un voisinage de 0.Utilisant le
lemme 1, il existe ® := f3 qui est non croissante et qui vérifie (3.37). Nous
sommes maintenant capable d’estimer les deux derniers termes.

Estimation de I,

®' est non croissante, on déduit & partir de (3.37) que,

’

O ()h(t —s) < D (t — s)h(t —s) < —h'(t —s).

D’ou
t

T T
/5/ (t — s) || Vu(t) — Vu(s) |5 dsdt < —2/6/5dt < e(9)2
s s

0

I

IN

Estimation de [
On estime I en utilisant la décomposition spéciale du domaine,

Ig=T1 U2 Uly3,
ou

Tos = {w €Ty, |u <,t>]saal<<b’o<t>>}

!

Lo = {$ eI, Gal(éo(t)) < |u

(@,1)] < Grt (@01 >>}

Ensuite on estime facilement ®,(#)u’ (2, t)? sur chaque I'y;,

a- Si z € [y, alors &y (H)u' (z,1)? < Oy(1) G (Py(t)),

b- Six € Ty, alors Oy (t)u' (z,1)? < u' (2, ) go(u (x,1)) < u'(x,t)g(u' (z,1)),
c-Six € T3, alors Oy (t)u' (z,1)? < Ou'(z,t)go(u (7,1)) < Cu'(w,t)g(u’

F073 = {x < Fo,
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Donc, utilisant les propriétés de ® données par (3.32), on obtient :

T 00
/cp’e/u'(g;,t)?da;dt < Ce(9)? +ce(5)/c1>;c;gl(c1>’o(t))2dt
S To S

< Oe(9)* + Ce(9).

Des estimations similaires (avec des partitions différentes de I'g) donnent
la méme estimation,

e [ g(u'(z,1)dedt < Ce(S)2+ Ce(S) | OG5t (Py(t))%dt
[*] /
< Ce(9)% + Ce(9).
D’ou
Lo < Ce(9)* + Ce(8S).

Maintenant on peut conclure 1’étude : On obtient a partir de (3.27) et des
estimations de Iy, ...1;1 que,

T
) / ' 2di < Ce(S)? + O (S)e(S)?
S

T
1 /
(20 4 =) [[Bl] 0. + 200+ CER(0) 4+ £CE / &' <2t
a 9
S

+C.Ce(S)? + C.Ce(S).
Donc si a, &, h(0) et [[h]| 1, sont assez petits, on obtien :

T
/ d'e2dt < Ce(S)?+ Ce(S) < C'e(8).
S

Alors une inégalité de type Gronwall montre que I’énergie décroit au moins
comine,

Ce(0)

e(t) < ot)




Conclusion

Dons cette mémoire, nous étudie ’existence des solutions et la décrois-
sance et la stabilisation d’une équation des ondes.

— Le taux de décroissance de 1’énergie associée a un systéme viscoélastique
non linéaire stabilisée par un feedback non linéaire g(u') agissant sur
la frontiére, et des termes mémoires interne et frontiére, depend du
comportement de g au voisinage de zéro et du noyau h a l'infini.

— La question qui se pose est la suivante : Peut-on construire une fonction
spéciale ® explicitement, de telle sort que si le noyau décroit exponen-
tiellement vers zéro & l'infini, alors le taux de décroissance est donné
par le terme feedback ?.

— Mais quand le noyau ne décroit pas exponentiellement vers zéro & 'in-
fini, la décroissance dépend de son comportement & l'infini : comme
dans le cas ou g est linéaire g(r) = r et —hg/h décroit vers zéro a
Iinfini.
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