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Table des notations

Notations | Définitions

a, b] Un intervalle fermé de R.

I=(f) Est I'intégrale inférieure de f I™ (f) = suppegup(any 5 (f, P) -
It (f) Est I'intégrale supérieure de f I (f) = inf pesup(a)) S (f, P) -
S(f,P) La somme de darboux supérieure de f pour la subdivision P.
s(f,P) La somme de darboux inférieure de f pour la subdivision P.
f: f(z)dz | lintégrale de Riemann.

Sub ([a,b]) | L’ensemble des subdivisions P de [a,b], P = (xo, 21, ..., xy) .
V (f,P) La variation f sur [a,b], pour la subdivision P

Vo(f) La variation totale de f sur [a,0], V. (f) = suppesup(as V (f, P)
VB [a,] Espace des fonctions a variation bornée sur [a, b].
f€Chla,b] | f est continue dérivable.

St(f,9) L’intégrale de Stieltjes de f,par rapport a g, fab f(z)dg(x).




Introduction

Les fonctions a variation bornée est une notion importante en analyse
mathématique, qui permet de quantifier le "mouvement" ou la variation d’une
fonction sur un intervalle donné.

Une fonction est dite & variation bornée si sa variation totale sur intervalle
est finie, c’est -a-dire si la différence entre les valeurs de la fonction a différence
points de l'intervalle.

Les fonctions a variation bornée, ainsi que les fonctions absoluement conti-
nues jouent un role important dans I’analyse des fonctions de plusieurs va-
riables, les équations différentielles partielles, calcul des variations..., courbes
rectifiables...

Les fonctions absolument continues répondent au probléme de reconstruc-
tion d’une primitive, c.a.d, retrouver une fonction a partir de sa derivée, car
il n’est pas toujours exact que

b . .

[, f'(x)dx = f(b) — f(a) (contre exemple de l'escalier du diable sur I'en-
semble de Cantor).

Une fonction a variation bornée posséde des propritétés intéressants, par
exemple elle est nécessairement bornée sur 'intervalle [a,b], ce qui signifie
qu’elle ne prend pas des valeurs infinies. De plus, une fonction a variation

bornée peut étre intégrée, ce qui permet de définir une intégrale de Riemann
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pour cette fonction.

Notre mémoire est organisé sur un plan structuré par trois chapitres.

Le premier chapitre sera consacré essentiellement & des rappels et préli-
minaires sur les notions de base utilisées tout au long de ce méoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente les fonctions & variations bornées
d’un seule variable et leurs propriétés.

Le dernier chapitre est consacré a une application sur les fonctions a

variations bornées.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente des notions utiliseés tout au lang de ce
mémoire, en particulier les fonctions monotones, les fonctions continues et

I'intégrale de Riemann.Pour plus de details, on référe a [8| et [I1].

1.1 Fonctions monotones

Définition 1.1.1 Soit f : [a,b] — wune fonction réelle sur un intervalle

dans R. On dit que f est :
1. Croissante si pour tout x,y € [a,b], 2 <y = f(x) < f(y)
2. Décroissante si pour tout x,y € [a,b], z <y = f(z) > f(y),

3. Monotone si elle est soit croissante soit décroissante.

1.1.1 Propriétés

— La somme de deux fonctions croissantes sur [a,b] est croissante sur
la, b].
— La somme de deux fonctions décroissantes sur [a,b] est décroissante

surla, b].
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— La somme de deux fonctions monotones sur [a,b] est monotone sur
la, b].

— Le produit de deux fonctions positives croissantes sur [a,b] est une
fonction croissante sur [a, b].

— Le quotient d’une fonction positive croissante sur [a, b] par une fonction
positive et décroissante sur [a, b] est une fonction croissante sur [a, b].

— La composée de deux fonctions monotones est monotone.

1.2 Fonctions continues

Définition 1.2.1 (Continuité par point) Soit f : [a,b] — R, on dit que
f est
— Continue a droite en xy € [a,b], lorsque lim,_ ;0 o> f () = f(20).
— Continue & gauche en xy € [a,b], lorsque lim, ;) 1<z, f(x) = f (z0) .

— Continue en xy € [a,b] si et seulement si lim,_,,, f () = f (z0) .

On dite que f est continue en zy € [a, b] si et seulement si f est continue

a gauche et a droite de z.

Proposition 1.2.1 Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle
la,b], si les fonctions f et g sont continues en xo € |a,b], alors

>. af est continue en xy (o € R) ;

>. f £ g est continue en xg;

>. f.g est continue en xg;

>, % est continue en xq si g (xg) # 0;

>. St une fonction f est continue au point xqy et une fonction g est continue

au point g (xg), alors f o g est continue en x.
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Proposition 1.2.2 Soient f : [a,b] — R et xg € [a,b], f est continue en
xo si et seulment si pour toute suite (x,), C [a,b] qui converge vers xo on a

la limite de la suite (f (x,)), eziste et vaut f(xo) .

n

Définition 1.2.2 (La fonction uniformément continue) Soit f : [a,b] —
R est une fonction uniformément continue si pour tout € > 0, il existe un

a(e) >0, tel que
Vo,y € la,b]  |r—yl <ale) implique [f (x) - f(y)| <e.

Remarque 1.2.1 La continuité uniforme est une propriété plus forte que la

continuité usuelle :
Il existe des fonctions continues, qui ne sont pas uniformément continues.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Heine) Une fonction f : [a,b] — R

continue sur un intervalle compact est uniformément continue.

Définition 1.2.3 (Fonctions absolument continues) Soit f : [a,b] —
R. On dit que f est absolument continue sur linervalle |a,b] si pour tout
e >0, il existe 0 > 0, tel que pour tout ensemble fini d’intervalles disjoints ;
non vides {]ag, Bx[ : k=1,2,..n} vérifiant :

n

(B —ax) <6.

k=1

On a

n

ST (B — flaw)] <e

k=1

L’ensemble des fonctions absolument continues sur |a,b] est noté AC |[a,b] .
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Remarque 1.2.2 Les fonctions absolument continues ont une relation im-

portante avec les fonctions a variation bornée.

Définition 1.2.4 (Fonction bornée) Soit f : [a,b] — R :
— On dit que f est majorée sur [a,b], s’il existe M € R tel que pour tout
x € [a,b], f(x) < M. Alors que M est un magjorant de f.
— On dit que [ est minorée sur [a,b], s’il existe m € R pour tout x €
la,b], f (z) > m. On dit alors que m est un minorant de f .

— On dit que f est bornée sur [a,b] si f est majorée et minorée sur [a,b].

Théoréme 1.2.2 S f est une fonction continue sur intervalle fermé bornée

la,b], alors [ est bornée sur [a,b] et atteint ses bornées sur |a,b] .

1.3 Fonctions dérivables

Définition 1.3.1 Soit une fonction réelle définie sur un intervalle [a,b], et
soit xg € [a,b]. On dit f est dérivable en xzysi :

[ (zo+h)— f(x0)
h

admet une limite dans R quand h — 0, ou de maniére équivalente, si le

rapport
f () = f (xo)
x—x9
admet une limite dans R quand x — xq, cette limite est notée f!‘ (z0) (ou % (z0))

et, est appelée dérivée de f en xg.

Proposition 1.3.1 Soit [ et g deux fonction de [a,b] dans R dérivables en
xo € |a,b]. Alors f+ g et f — g et fg sont dérivables en xy. Cela vant

8
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également pour gsi g(xo) #0 et (go f). Les dérivées en xo sont données par

les fonctions suivantes :
1. (f+9) (w0) = [ (x0) £ ¢’ (x0) -

2. (fg) (o) = f (x0) ¢ (w0) + f' (o) g (o) -

! "(z0)—f(20)g’ (x
3. (5) (z0) = g(zo)f ([;)()gvo))“](2 0)g’( o)’ tel que g (x0) # 0.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme des accroissements finis) Soit f une fonc-
tion continue de [a,b] dans R, dérivable dans [a,b], alors il existe (ou moins)

un point ¢ € [a, b] tel que

1.4 Intégrale de Riemann

Définition 1.4.1 (Subdivision) Soit [a,b] un intervalle de R, On appelle

P=(zo ,x1,...x,) ,une subdivision de [a,b], ’ensemble des points
a=rg <11 < ... <x,=b

lensemble des subdivisions de |a, b] est désigné par Sub ([a,b]). Une fonction
f :la,b] — R.est dite fonction en escalier s’il existe une subdivision
P = (7i)gci<,, de [a,b] et des nombres réels ci...c,, telle que Vi € {1..n} on
a:

Vo € ]xi_l,xi[ f (.T) = C;.

Autrement dit f est une fonction constante sur chacun des sous intervalles

de la subdivision .
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Définition 1.4.2 (Intégrale des fonctions en escalier) Soit f : [a,b] —

R wune fonction en escalier, P = (x;) une subdivision, ¢; € R pour

0<i<n
i€ {l..n} tels que
f(x) = ¢ sur o1, 2]

Son intégrale, notée fab f (z)dz, est définie par :

/abf(x)dx:iici(xi—xi_l).

Définition 1.4.3 (Sommes de Darboux) Soit a=xy < x; < .... < x, =
b une subdivision de [a,b] et soit f une fonction bornée, définie sur [a,b] a
valeurs réelles. On appelle somme de Darboux supérieure la somme

n

S(f.P)=> (z;—zi1) sup f(z).

i=1 16[937;717337;}

On appelle somme de Darboux inférieure la somme

n

s(LP)=Y (wi—wi1) inf f(a).

- T€[wi_1,24)
=1

I"(f)= suwp s(f,P), I'(f)= _inf S(fP)
Pesub([a,b]) Pesub([a,b])

Définition 1.4.4 On dit que la fonction f est intégrable sur [a,b] si I~ (f) =
I (f). Alors, on note :

() =TI (f) = / f (x) dz.

Définition 1.4.5 (Somme de Riemann) Soit f une fonction définie sur

[a,b], P = (xo...7,,) une subdivision de [a,b], et soit t = (t;),;, une suite

10
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de points tels que, pour tout 1 < i < n, t; € [r;_1,2;]. On note ||P|| =
max{z; —x;_1 : 1 <17 <n}. On appelle somme de Riemann de la fonction

f, la quantité

n

S(f, Pt) :Z(xi_xi—l)f(ti)'

i=1
On dit que f est Riemann intégrable sur |a,b], s’il existe I € R, tel que

Ve > 0,3a > 0,YP € Sub([a, b)), ||P|| < a,¥t,|S (f, P.t) — I| < <.

I:lv@ﬁ

— Toute fonction Riemann intégrable sur un intervalle |a,b] est bornée.

Dans ce cas,

Définition 1.4.6 On a :

— Les fonctions continues sont Riemann intégrables.
— Les fonctions monotones (croissantes ou décroissantes) sont Riemann

intégrables.

Proposition 1.4.1 (Linéarité) Si f et g deux fonctions définie sur [a, b
dans R sont Riemann-intégrables alors leurs combinaisons linéaires le sont

aussi et pour tout a, B réels,an a

/ab(ozf(l‘)+ﬂg(x))dx:a/abf(x)derﬂ/abf(x)M

Autement dit, [’ensemble des fonctions Riemann-intégrables est un espace sur

lequel Uintégrale définit une application linéaire.

Proposition 1.4.2 (Relation de Chasles) Si f est Riemann-intégrable sur

[a,b] et ¢ €]a,b] alors f est encore sur [a,c] et sur [c,b] on a

/f M—/f m+/f
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Si f est positive et Riemann-intégrable sur [a,b], alors

/abf(x)dxzo.

Corollaire 1.4.1 Si f et g sont Rieman-intégrable et f < g, alors

[r@as [owa

C’est la propriété prcédente appliquée a g — f, fonction positive.

Proposition 1.4.3 (Intégrale et valeurs absolues) Si f est Riemann-intégrable

/abf(x)dx

1.5 Topologie générale

sur [a,b], alors

< [ @la

Pour plus de détails sur cette section se référer a [3],[8], [11].

Définition 1.5.1 (Espace vectoriel topologique) Un espace vectoriel to-
pologique est un espace vectoriel surk muni d’une topologie pour laquelle ap-
plications (z,y) — x +y de E X E dans E et (y,x) — vz de k dans E

sont continues.

Définition 1.5.2 Soit E un espace vectoriel surk = R ou C. Une norme sur
E est une application de E dans R, notée x — ||x|| vérifant les propriétés
sutvants :

— Pour tout v € E, k € k: | kx| = ||k| ||z ;

— Pour tout v,y € E : ||z +y|| < |lz] + ||yl ;

— Un élément x de E vérifie ||z|| = 0 si et seulement si x = 0.

12
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Définition 1.5.3 (Convergence simple) On dit que (f,) converge sim-
plement vers f si pour tout x € E pour tout ¢ > 0 il existe ng € N, et pour
tout n > ng on dit ||f, (x) — f (x)||p < €. Autrement dit pour tout v € X on

dit || fn () — f (2)||p — 0, quand n — oco. On note f, — f.

Définition 1.5.4 (Convergence uniforme) Soit E et F' deux espace nor-
més. On dit une suite (f,), d’applications de E dans F' converge uniformé-
ment vers une application f : E — F si pour tout € > 0, il existe N € N tel
que , pour tout n € N tel que, pour tout n € N, n > N et pour tout x € F,

on dit || fn () — f (2)||p <&, c’est a dire

Sup [ fo (2) = f(2)|lp <&

Définition 1.5.5 (Convergence presque partout ) On dit que la suite
(fn), converge vers f presque partout sur X C R, si f, (z) — f(z) pour

tout © € X sauf sur une partie dénombrable de X.

Définition 1.5.6 (Espace métrique) Soit E un ensemblevnon vide. On
appelle distance sur E toute application d définie de Ex E dans R et vérifiant
les propriétés suivantes :

- Ve,ye E, d(z,y) =0&z=uy;

- Vr,y € E, d(z,y) =d(x,y);

- Vr,y,z€ E, d(z,y) <d(z,y)+d(y,z).

Le coupe (E,d) s’appelle un espace métrique.

Définition 1.5.7 (Suite de Cauchy) Soit (E,d) un espace métrique, et
501t (Tp), ey une suite d’éléments de E. On dit que (1), oy est une suite de

Cauchy dans (E,d) si elle vérifie,

Ve>0,3ng €N, Vp,q e N:p,q>ny=d(zp,z,) <e.

13
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Définition 1.5.8 (Espace complet) On dit qu’un espace métrique (E,d)

est complet si toute suite de Cauchy dans E converge.

Définition 1.5.9 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach un

espace vectoriel normé complet.

14



Chapitre 2

Fonction a variation bornée

Dnas ce chapitre, nous introduisons les fonctions & variations bornées
d’une seule variable on donnant la définition et quelques propriétés élémen-
taires relatives a ces fonctions.

On rappelle : ||P|| = max{z; —x;—1 : 1 <i < n}.

Définition 2.0.10 Soit une fonction f : [a,b] — R et P = (x¢ ,x1,...75),

une subdivision de [a,b]. La quantité :

n—1
V(f,P)= Z|f(l‘z‘+1) — f (@)l
i=0
est dite variation de f, pour P.La quantité

V()= sup V(fP),
PeSub([a,b])

s’appelle la variation totale de f sur [a,b].

Définition 2.0.11 (variation bornée) Une fonction f : [a,b] — R est
dite a variation bornée si

VP (f) < 0.

a

15
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Exemple 2.0.1 (de fonction continue,qui n’est pas a variation bornée)

La fonction f:[0,1] — R définie par
rcosi s xz#0
ro={ 5 7

0 St x =0,
est continue sur [0,1], mais n'est pas a variation bornée. En effet.

On considére la subdivision suivante de [0, 1],

P—O<i<;< <i<1<1
" nt (n—1)7 27 w
Alors
n—1
V2P = D1 (i) = f (@)
i=0
n—1
> SN () — F (@)
=1
n—1
1 1
- ;f(<z+1>w>‘f<zw)’
_ 12 )™ (=1
B T | (i+1) i
_ 12 -1y 1
B T |(i+1) i
S SIEnu.
B T \(i+1) i
13271 1
> =
= W;<i+1+i+1)
B lnfl 2
N szli—l—l
donc,
132 2
P> —
V(f’ n)_ﬂ-zzli—i_l
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Or la série 31— HLI est divergente (~log(n)), donc f n'est pas a variation

bornée.

2.1 Propriétés des fonctions a variation bornée

Définition 2.1.1 Une suite (ax),,est dite a variation bornée, si et seule-

ment si elle vérifie
oo

Z |11 — ag| < oo. (2.1)

k=1

Théoréme 2.1.1 Toute suite a variation bornée est convergente.

Preuve. Lorsque, m < n on forme la somme télescopante

n—1

Z (ak+1 — ak) = Ap — Q.

k=m

En utilisant I'inégalité triangulaire on obtient :

—
—

n— n—

< |Gk i1 — agl (2.2)

lan — am| = (ags1 — ax)

k

I
3
o
I
3

Par (2.1]) et en utilisant la définition de convergence de Cauchy on a de ([2.2))

n—1
Ve > 0,3N () e N,Vn > m > N (g),|a, — an| < Z|ak+1—ak| < €.

k=m
La suite (a,,), est de Cauchy, donc convergente dans 'espace métrique complet

R. m

Théoréme 2.1.2 (voir[12]) Soit f : [a,b] — R, et soit ¢ € |a,b[. Alors
f € VBla,b] si et seulement si f € VBla,c| et on a f € VBla,b] avec :

Ve () =V (F) + V2 ().

17
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Théoréme 2.1.3 (voir[7]) Si f est monotone sur [a,b], alors f est de va-

riation bornée, et la valeur de sa variation totale est VP (f) = |f (b) — f (a)] .

Preuve. Soit {z; : 1 <14 < n} une subdivision de [a, b] , supposons f est crois-
sante
x> wiy = f () > f(wi-1).
@) = f2im) > 0= |f(2;) = f(2zima)| = [ (@) — [ (2ia).

Soit, considérons la somme :

3

Z ’f(xz) - f($i71)| = : (f (552) - f(fl?iq))
(1) + .. + [ (@) = [ (T01)

(x1) < f(xn) < f(b) < oc.

l’g) —

A f
= flza) = f

Donc f est a variation bornée sur [a,b]. Ainsi on voit que,

VY (f.[a,b]) = sgpz f () = f(zim1)| = £ (b) — f ().

Remarque 2.1.1 La réciproque est fausse, il existe des fonctions a variation

bornée qui ne sont pas monotones.

Exemple 2.1.1 f(x) = sin (z) fonction a variation bornée sur [0, 27| mais

non monotone.

Proposition 2.1.1 (voir [6]) . Soit f : [a,b] — R une fonction a varia-

tion bornée sur [a,b], alors f est bornée sur [a,b] et

[f @ <|f @+ V7 (), Vaelad].

18
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Preuve. Soit = € [a, b], on utilisante la subdivision P = (xg, 21, x2) de [a, b],
telle que zg = a, r1 = z, x5 = b, nous avons

1

V(P =3I (i) = £ ()] V2 ()

et
Z|f($i+1) = f(@)] = |f(x1) = f(xo)| + |f (w2) — f (1)
= |f(z) = f(a)|+|f(b) = f(z)|
< Vi (f),
implique

|f () = f )| <V (f)

d’autre part on a

=
&
VAN

|f (@) + [ (z) = [ (a)]
< @) +1f (=) = f(a)]
[ (@)l + V3 (f).

IN

donc,

[f @) < If ()l + V2 (f), Ve € [a,0].

Théoréme 2.1.4 (voir [9)]) Soit I désigne le segment [a,b] de R. Si f €

C' (I,R), alors f est a variation bornée et

Viaw (f) :/ 1/ (2)]| d.
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Preuve. Tout d’abord, f est & variation bornée et

b
Vi) (f) < / £ ()| da.

Soit en effet P = (o, ..., z,,) une subdivision de

VP = Y i) S @0

SN

=0
n—1

> [ @i
b
- / I ()] da

IN

Remarque 2.1.2 . La réciproque est fausse ; Il existe des fonctions a varia-

tion bornée qui ne sont pas dérivables.

Théoréme 2.1.5 Si f est absolument continue sur [a,b] et [c,d] C |a,b],
alors f est absolument continue sur [c,d] aussi. Si a < ¢ <b, et f est absolu-

ment continue sur [a,c] et [c,b], alors f est absolument continue sur [a,b].

Preuve. On suppose que ¢ € (a,b), f € [a,b], Ve > 0,35 > 0 tel que

SO (B = f )] < 5
k=1

Pour tout systéme d’intervalles {[ag, Bx] : k =1,2,..n} tel que a < a; <

ﬁl§Q2<B2-~-<6n71§an<ﬁn<cet

n

D> (B — ) <6

k=1

20
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Théoréme 2.1.6 (voir [11]) Si une fonction f : [a,b] — R est absolu-
ment continue sur un intervalle [a,b], alors f est 4 variation bornée sur

la,b].
Preuve. Soit f € [a,b], choisir § > 0 tel que

SOIFB) = flaw) <1

Pour tout systéme d’intervalles {[ay, Ok] : £ = 1,2,...,n}, choisir une subdi-

vision (Yo, Y1, ---, Ym) de [a, b] tel que

O0<y;, —yi1 <9 pour i =1,...,m.

Pour chaque division P' = (zf, x%, ..., z¢,) de l'intervalle [y;_1, ;] , nous avons

“ey ni

ni

(332 - 332_1) =Y — Yi-1 <0,
k=1

Par conséquent,

VI =DV (=20 s V(fP) <m< oo

i=1 PiE[.Z‘i,:I?i_l]

Donc f a variation bornée. m

Théoréme 2.1.7 Soit [ : [a,b] —> R une fonction continue et f' existe et

bornée sur |a,b[, alors f est absolument continue sur |a,b] .

Preuve. On suppose que qu'il existe M > 0, telle que |f' (x)| < M, pour tout

z € ]a,b[. Soite > 0 et on considere > ), | f (Br) — f ()| ot {[owk, B - k= 1,2, ...
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une subdivision dénombrable de U'intervalle [a, b] par des intervalle [oy, B,

telle que
E B — an| < =
M
k=1

Alors, nous avons

| | B — oul -

3 |f (Br) — f (ax)

| B, — ol

Z |f (Br) — f(aw)| =

k=1
Par le Théoréme des accroissements finis pour tous k = 1,2, ...,n, ilexiste

ck € o, Bk telle que

|f (Br) — f ()]
|6 — oul

= [fr(ex)| < M.

implique

3 |f (Br) — £ (cw)] Be—awl < > M|Bi— oy
k=1

—~ B — ax

= M) |8 —
s
g

- M=
M

= e

Dong, f est absolument continue sur [a,b]. =

Théoréme 2.1.8 (voir [10]) Soit f : [a,b] — R wune fonction a varia-
tion bornée, alors la fonction v (x) = V' (f) est continue en ¢ € |a,b] si et

seulement si f est continue en c.

Preuve. Supposons que v (.) est continue en ¢ € [a, b], ¢’est a dire pour tout

e > 01l existe § > 0 tel que si |z — ¢| < §, impliquent |v (z) — v (¢)| < e. Par
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la définition de la variation bornée, soit P = (a = xo, 1 = b) une subdivision

de [a, b] , nous avons
Ainsi, si x < ¢,

on a

Vel =Va () =V (f) =vle) —v(z),
donc |f (¢) — f(x)] < VZF(f) = v (x)—v (c). Cela montre que quand |z — ¢| <
d, on a

1f (@)= fe)| < |v(z)—v()] <e.

Dong, la continiuté de v (.) implique la continuité de f.
Supposons maintenant que f est continue en ¢ € [a, b], soit ¢ > 0, alors

existe d > 0 telle que
0<|z—cl <d=|f(z)—f()| < g
Pour ce ¢, il existe § € Sub ([c,b]), tel que
P = (¢ =g, 21,22, ..., x, = b)

et
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Si xy — x¢ > 9, en ajoutante un point T a P tel que r1 =T < 0. Alors

VI =5 < 1F ) — e+ D01 )~ F )
k=2
< |r =1 ()| +]r (1) = @0+ 17 @0 - F ()
k=2

< |r@o -1 ()[4 5+ 10 @0 - Fol

Comme {x;,xl, - xn} est une subdivision de [:L‘;, b} , OUS avons
2 2

Par conséquent

d’autre part,

= U(%’%) —v(c).

Ainsi, si 21 — ¢ <9, alors v <x%> — v (c) < e. Donc, par conséquent v (.) est
continue a droite en ¢. De méme, on peut monter que si x € Ja,b], v (.) est

continue & gauch en ¢. Donc v (.) est continue en c¢. m

Définition 2.1.2 On dit que f : [a,b] — R est une fonction Lipschizienne

s’il existe une constante L > 0, tel que pour tout x,y € |a,b], nous avons
[f(x) = f ()| < Lz —yl.
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Proposition 2.1.2 (voir [7]) Soit f : [a,b] — R une fonction. Si f est

Lipschitzienne, de rapport L, alors f est a variation bornée et on a :
V(f)SL(b—a). (2.3)
Preuve. Comme f est lipschitzienne, il existe un réel L positive tel que
Yo,y €la,b] |f(x) = f ()| < Llz—yl.

Soit P = (xg, ..., x,) € Sub([a,b]). On a

VAL P) = S U ()~ F @ S LY (e —2) = Lo - a),

Donc f est & variation bornée et

VE(f)<L(b—a).

a

Théoréme 2.1.9 (voir [9]) Si f : [a,b] — R est dérivable sur [a,b] et s’il

existe M > 0 tel que |f' (z)| < M sur [a,b] alors, f est a variation bornee :
Vi) S M(b—a).

Preuve. Pour tout x,y € [a,blona f (x)—f (y) = f' (¢) (x — y) pour certains

c entre x et y selon le théoréme de la valeur moyenne.Ainsi

[f @) = f W) =1 (©lz =yl < Mz —yl

pour tout x,y € [a,b], c-a-d que f une condition de lipschitz sur [a,b] avec

constante M et donc ([2.3) donne le résultat. m
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Exemple 2.1.2 Montrer que f € [0,1] si

32 T,/ \T T
f(x)_{o cos(m,/x) O0<zxz<l1

- x=0
Pour tout x € (0,1] la fonction f(x) a la dérivée

f(z) = 235 ?cos (m,//x) + —31n(7r/\/_)

au point 0 la dérivée

1(0)= xli_ngo % xli_n}O z"?cos (m,//x) =0

Maintenant, pour tout x € [0, 1] nous avon

G

7/ @) < 30 cos i

—i—’—sm W/\/_)‘ g T

Puisque f a une dérivée bornée sur [0,1], f est a variation bornee, avec

VE(f) < L.

Lemme 2.1.1 Pour des fonctions f,g données :[a,b] — R et un nombre

réel ¢, on a les relations

VI(f+9) SV +V2 ()

et
Vo (ef) = 1el Vi (f)

De plus, VP (f) = 0 si et seulement si f est constante sur [a,b].

Proposition 2.1.3 (voir [7]) Soit f,g : [a,b] — R deuz fonctions a va-

riations bornées sur [a,b] et o une constante alors
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1. f est une fonction a variation bornée sur chaque sous intervalle fermé
de la,b].

2. af est a variation bornée sur [a,b].

3. f+g et f— g sont a variations bornées sur [a,b] .

4. Si é est bornée sur [a,b], alors § est a variations bornées sur [a,b].

Preuve. 1. Soit f est une fonction a variation bornée. Donc
Vo (f)= sup V(f,P)=r
PeSub([a,b])
ol r est un nombre réel positif.
Soit [¢,d] un sous intervalle fermé de [a,b] et P, = {z; : 1 <i < n} une
subdivision de [c,d], en ajoutant les points a et b & P;, on obtient P, =
{z; : 0 <i <n+ 1} est une subdivision de [a, ], telle que x; = c et x,, = d.

Alors

V(f,P1) = Z\f(xm)—f(:vi)l

n+1

< Af @)= F@l+ X 1f @) = f @)l + 1f @aia) = f ()]
= Z|f($i+1)—f(l’i)|

= V([ P»)

< r

Et comme la subdivision de [¢,d], on conclut que

Vi (f)=r.
donc f est & variation bornée sur [c,d].

27



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, AZzZOUZ IMEN DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

2. Soit P = (xg, 21...,x,) une subdivision de [a,b]. On a

—

n—

Viaf, P) =) laf) (@) = (af) ()]

= ol Y 1f (i) 7 &2
= V(7).

Il
o

Alors, af est a variation bornée. En plus
Vo (af) = lal V7 (f).
3. Par l'inégalité triangulaire

VU +0.P) = 310+ 9) () +0) ()

- Z | (@ir1) — g (z:) — f (@) — g (z:)]

< 17 ) = @0+ Yl i) — g ()

— V(f,P)+V(g.P)
VO (f)+ V2 (9).

IA

On a f et g sont a variations bornées, donc V! () + V.’ (g) est finie, alors
f + g est a variation bornée, (meme preuve pourf — g ).
4. Par la propriété précédent, il suffit de montrer que é est a variation

bornée. On a é est bornée sur [a,b] ,donc IM > 0, tel que pour tout = €
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la, blon a

_1

9(x)
1

g(xis1)  g(z)

g (i) — g (zi41)
9 (xit1) g (w4)

() - e

=0
-1
< M?Z\g vinr) — 9 (2)
- M2V:(Og,P)
< MV} (g).

et comme P est une subdivision, on conclut que é est & variation bornée.

2.2 Théoréme de Jordan

Théoréme 2.2.1 (voir [11]) Soit f : [a,b] — R une fonction & variation
bornée, si et seulement si’il existe deux fonctions croissantes fi, fo telle que

f:fl_fQ-

Preuve. Si f; et f; son deux fonction croissante sur [a, b] et f = f1— fo. Alors

f1 et fy ont une variation bornée sur [a, b] , nous avons V. (f) < co. Supposons

que f € VB ([a,b]), et définissons fi (z) = VZ (/) et fo(2) = f (1) — [ (2)
pour x € a,b. Soient x,y € [a,b] et y < x. Alors

fi(y) = fi(x) + V2 (f),

Puisque la variation est toujours positive, il s’ensuit que f; est croissante sur

[a, b]. De plus, d’aprés le Théoréme nous avons

fa(y) = S (2) + VI (f) = [ (y)
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et
foy) = fa(2) =V (f) = (f(y) — f(x)) = 0.

Exemple 2.2.1 Soit f :[0,2] — R une fonction définit par

—2?2 s 0<z<1
flxy=¢ 0  si r=1
1 st 1<x<2,

alors f est la difference de deux fonctions croissantes fi et fo. En effet. On

a la fonction f est décroissante sur [0, 1], alors si x € [0,1[, donc, on a

Vo (f) = |f(x) = f(0)]
~ |-a-0

= 1'2.

Pour déterminer Vg (f), soit P = (xg = 0,21, ..., 2, = 1) une subdivision de

[0,1], nous avons

n—1
V2, P) = Y |f(win) = f (1)
1=0
n—1
= [f (D) = f @) + D 1f (@ie1) = f ()]
=0
n—1
= x5+ Z (x?z-i—l - xi)
1=0
= 222 ,.

En prenant le point x,_, tel que lim,, ., z,_1 = 1, donc Vab (f, P) assez

proch & 1. Ainsi Vi (f) = 2. Finalement, si x € |1,2], nous avons

Ve (f) = Vo () +W (f)
= 2+ Vi (/).
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Soit P = (z9,x1,...x,) une subdivision de [1,x[, donc

VP = Y1 (i)~ f )
= 17 @)~ @l + X1 i) — £ )
~ -0 :
= 1.

Il est clair que VP (f, P) est indépendant de la subdivision P, donc VF (f) = 1,
donc si x € ]1,2],on a V¥ (f) = 3. Par conséquent

2?2 si 0<2<1

fi(z)=Vy(f)=q 2 si =1
3 st 1<x<2,

alors
flz) = Vo () = (V5 (f) = [ (@)
= file) = fa(2).
Corollaire 2.2.1 (voir [11]) Soit f : [a,b] — R une fonction a variation

bornée sur [a, b] , alors f est la différence de fonctions strictement croissantes.

Proposition 2.2.1 Soit f : [a,b] — [c¢,d] et g : [c,d] — R deuz fonctions
telle que g est a variation bornée sur [c,d], alors (g o f) est a variation bornée

sur [a,b].

2.3 Espace des fonction a variation bornée VB|a, ¥]

Théoréme 2.3.1 (voir [I]) L’espace des fonction a variation bornée, noté

V B la,b], muni de la norme

LFIF = 1f ()l + V2 (f) -

31



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, AZzZOUZ IMEN DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

est un espace de Banach.

Preuve. Pour des fonctions données f, g € VB [a,b] et ¢ un nombre réel, tel

que

If+allvs=Ifllvs +llgllve et lefllve=Ilellfllve.  (24)

Si ||fllyg=0,alors f(a)=0et V2 (f)=0 f(z)— f(a) =0 sur [a,b], f est
¢lément nul de VB ([a,b]). =

Théoréme 2.3.2 (voir [9]) (VB a,b],||.]|) est un espace de Banach.

Preuve. Soit (f,,) est une suite de Cauchy dans 'espace V B ([a, b]) , donc si

e > 0, il existe n. > 0, tel que si n,m > n., alors

|fn <x>_fm (x)’ < “fn_meVB<5‘ (2'5)

a) Ce qui implique que {f, ()} est une suite de Cauchy dans R, pour

tout = € [a, b], il a une limite finie

nh_r)noo |fo (2) = fu = [ ().

b) Soit £ > 0 et soit n. > 0, alors

@) = o (@) = T |f (@) ~ fu ()] <,

et donc les inégalités

[f (@) = fu (@) <1 () = fuo (@) + | fre () = S ()] < 2¢
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pour tout n > n. et x € [a,b] cela que
lim [|f = fullo = 0.
n—-—ao0
Autrement dit, la suite {f, (z)} tend vers f uniformément sur [a, b] .
c) Par (2.4]) et (2.5)) il existe ny > 0 tel que

Vo (fo) < W fallvg < I fullyp +1 pour n > ny.

Par conséquent, la suite {V,?(f,)} des nombres réels borné par d € [0, 00),

nous avons

V(f,P)= lim V(f,, P) <d pour tous P € [a,b],

n——aoo

ce qui implique

Pelab]
En particulier, f € VB ([a,b]).
d) Il reste & montrer que
T 1f = fullys =0, (26)

Soit un € > 0 donné. D’aprés ([2.5)), il existe un n. > 0 tel que
V (fo = fm, P) SV (fo — fm) < e pourn >n. et P la,b],

et
lim VP (f,— f)=0.

n—-ao0

Ce fait ainsi que la partie a) de la preuve (2.6) est vrai. m
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Chapitre 3

L’intégrale de Stieltjes

Comme une application des fonctions a variation bornée, nous considérons
maintenant une généralisation de l'intégrale de Riemann appeleé 'intégrale

de Stieltjes.

3.1 Définition de l'intégrale de Stieltjes

Définition 3.1.1 (Subdivision d’un intervalle) Soit f et g deux fonc-

tions bornées définies sur un intervalle [a, b]
P=(a=uwxy,z1,..7, =D).

Définition 3.1.2 (la somme de Stieltjes) Une subdivision de [a,b] ett; €

[z;_1,%;]. La somme de Stieltjes de f par rapport a g est :
S(P,f,9) =Y f(t;)[g(x;) — g (z;-1)]
j=1

Définition 3.1.3 (Intégrabilité au sens de Stieltjes) Une fonction f est

dite intégrable au sens de Stieltjes par rapport a g sur [a,b], s’il existe I € R
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tel que
S fg) — 1  avec max|g(z;) — g (zj1)| — 0.

C-0-d¥e >03I €R tqg 3 P. € Sub([a,b]) et VP D P. et Vit; € [xj_1, 7],
nous avons

IS(P, f,g) —I| <e.
Exemple 3.1.1 Soit h(z) = x et g(z) = = + [x] trouver folo h(x)dg(z).

Considérons la subdivision

B ()
B (@) 5))
- S ([-[5Y))
- S ([-[5Y)
34— [ate = -
et Zt (- [5]) - Stwantis v - — 50

Quand n — o0 on a :

10
/ h(x)dg (z) = 50 + 55 = 105.
0
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3.2 Existence de l'intégrale de Stieltjes :

Nous considérons maintenant un cas important dans lequel 'intégrale de

Stieltjes existe.

Théoréme 3.2.1 (voir [I]) Soit f une fonction continue sur |a,b] et g €

V Bla,b], alors lintégrale
b
[ 1@ g,
existe.

Preuve. Comme g est a variation bornée, on peut supposer que g est crois-

sante. Soit P = (a = xg, x1, ..., T, = b) une subdivision de [a, ], et

my =1inf {f (z) : © € [xp_1, K]},

et
My, =sup{f(z): @ € [z)-1,2k]}.
On pose )
5= kzmk 9 (zx) — g (z5-1)],
ot

S=>> " Mylg(zx) — g (wx1)].

Avec s et S sont les sommes inférieure et supérieure respectivement associeés

& la subdivision P. Alors

s<S(P f,g) <85, (3.1)
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Pour tous les choix des points t; € [x;_1, k| .En ajoutant le point 2’ & P, on

obtient une subdivision Py de [a,b]. Alors 2’ € [x;_1, x;] .Soit
m' =inf{f (z):z € [x;_1,2']},

et

m" =inf{f (z): z € [2,x]}.

Alors m; < m’ et m; < m”, ainsi

mylg(z;) —g(x;1)] = mylg(z;) —g @) +g(@) —g(x1)]
= myg(x;) — g (@) +mjlg () —g(x;-1)]

< m"[g(z;) —g (@) +m'[g(2') — g (x;)],

Donc, si sq est la somme inférieure associeé a la subdivision P, alors s < s,
de méme si Sy est la somme suprérieure associeé a la subdivision Fy, alors
S < Sp. Par conséquent, si S est la somme suprérieure associeé a toute de
subdivision de [a,b], et s la somme inférieure associeé¢ a n’importe quelle
subdivision(éventuellement différent), alors s < S.

Soit I la plus petite borne suprérieure de toutes les sommes inférieures,alors

par la relation ({3.1]), nous avons

[S(P, f,9) = 1] <5 =

Comme f est uniformément continue sur [a, b], alors pour £ > 0, il existe

0 > 0 tel que

|CL’/—I”| <0 = |f([)’]l)—f($”)| < 2[g(b)—g(a)]

Nous avons
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R T 1) R
D My lg (zi) — g (ze1)] = Y [g (k) — g (241)]
= D> (My—my) g () — g (wx-1)]

<

c’est a dire

Donc

IS(P, f,g) —I|<S—s<e,
et comme ¢ est arbitraire, on obtient I = fab f(x)dg(z). m
3.3 Propriétés des intégrales de Stieltjes

Théoréme 3.3.1 (voir [9] ) Si fi, fo € St (g) sur [a,b] et ¢1,c0 € R, alors
c1fi + cafa € St (g) surfa,b] et

/ab (c1fi +caf2) (z)dg (z) = a1 /ab £i(2)dg (z) + e /ab fo () dg ().
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Preuve. On pose h = ¢ f1 + ¢3 f2.S0it P = (a = xg, x1, ...z, = b) une subdi-

vision de [a,b] et t; € [z;_1, ;] , alors

S(Ph,g) = Zh(tj) 9 (2:) — g (vi-1)]

- Z (c1fi () +cafo (t5)) [g (zi) — g (wi-1)]

=1

= chfl 1’1 1 +202f2 ($i,1)]
. clzfl ) = g(zis)

+c Z f2 (t5) g (zi) — g (wi-1)]
= CIS(Pa f17g> +C2S (P7 f27g) :

Pour € > 0 en choisissent P! tel que P O P! cela implique

b
'S(P,fl,m—/ fldg‘ <e

et choisir P! tel que P O P! cela implique

<e€

‘ (fo,dg, P / fadg

Sinons prenons P. = P/ U P! alors
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b b |015(P,f1,g)+CQS(P7f2,g)—
s e [ g [ | - o P ol ! o]

1 <S (P, f1,9) — fabfldg) +
2 (S(P.f2r9) = [/ fadg) |

(S 7o)~ | b fldg)’

b
S(P, fo, P) - / fzdg’

< (lal+lel)e,

IN

|01|

+ |ea]

alors

/ab (c1fi +cafe) (z)dg (z) = a1 /ab fi(x)dg (z) + 2 /ab fa(z)dg (z).

Théoréme 3.3.2 (voir [9]) Si f € Sr(¢1) et f € Sr(ge) sur [a,b] et

c1,02 € R alors f € St (c191 + c2g2) sur [a,b] et

b b b
/ F(2)d(ergs + cags) (2) = e / f (2)dg: (2) + 3 / f (2) dgs (x).
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Preuve. On pose w = ¢191 + €299, soit P = (a = zg, x1, ...x, = b) une sub-
division de [a, b] et t; € [z;_1, ;] , alors nous avons

n

S(P fow) = > ft;)[w(z;) —w (i)

= Z [ (t;) [crg1 + caga (z5) — (c1g1 + c292) (wi-1)]
= Z £ () [ergn (25) — crgn (@i1)] + Z £ () [e2g2 (1) = cag (2:1)]

= ay [t g (@) =g @)+ ft) o (@) — g1 (zi1)]

i=1 =1

= ¢ S(P, f, 1) + S (P, f,90).

Pour € > 0 en choisissent P! tel que P O P! cela implique

b

‘S(Pafagl>_/ fdgl <e
et choisir P! tel que P O P! cela implique
b

‘S(R f,92) —/ fdga| < ¢

Sinons prenons P. = P/ U P! alors
’ClS(PMf?gl) +CQS(P7fag2) -
e ) fdg — ca [, fdg)
S (P, fog1) =1 J, fdgy

CQS(P7f7g2> - CQf:fdQQ
< (lea] + fez2]) g,

‘S(Pafaw)—Cl/abfd91—62/abfd92

_|_

donc
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b
/ f(z)d(crg1 + c2g2) ( —61/ f(z)dg (z +62/ f(z)dgs (v

Théoréme 3.3.3 Soit ¢ € ]a,b| si les intégrales suivantes :

b

f(z)dg (v)

a

existent alors \
[ r@dg@ etet [ 1@y (a)

existe, et on a

/f ) dg (z /f ) dg (z /f ) dg (s

Preuve. Si P une subdivisoin de [a, b] telle que ¢ € P, soit

P'=Pnla,c et P"=PNlieb],
désignentb les subdivision de [a, ¢] et [c, b] respectivement alors
S f,9)=5F f,9)+ 5" fg).

supposons que [ f (z)dg (z) = I; et fcbf (z)dg (x) = I,. Alors pour € > 0,

il existe une subdivision P! de [a, | tel que

, 19
|S(P7fvg>_jl| <§‘

et une subdivision P! de [c,b] tel que
€
|S(P”7fag) - -[2| < 5
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Alors P. = P/UP! est une subdivision de [a, b] , tel que P est une rainement de

P., implique que P/ C P' et P! C P"”.Par conséquent si P est une rainement

de P., on a
|S(P7f7g>_jl_12| - ’S(P,7f7g)+S<P”7f7g)_II_IQ|
< [S(P,f.9) = Ll +IS(P" f,9) — I
c L€
- 2 2
= ¢

Donc fab f (z) dg (z)existe et on a

/f ) dg (x /f ) dg (z /f ) dg (x

Théoréme 3.3.4 (voir [9]) Si f € Sr(g) sur [a,b], alors g € St (f) sur
la,b] et

/f<x>dg<x>+/g(x)df<x>=f<b>g<b>—f<a>g<a>.

Remarque 3.3.1 Cette équation est connue comme la formule d’intégration

par parties.

Preuve. Soit € > 0, comme fab fdg existe, donc 3 P. € [a,b], tel que pour

P’ une rafinement de P., nous avons

b
‘S(P',f, q9) —/ fdg‘ <e. (3.2)
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Soit P = (a = g, 1, ..., T, = b) est une rafinement de P., nous avons

n

S(Pog, f) = Y gt [f () = f(2x1)]

k=1
n

— Z lg (tr) [ (zx) — g (t) [ (zx-1)]

= > gt ) =D g () f (wen).

on pose
B=f({)g(®)—f(a)g(a),
donc
B—-S(Pg,f) = foe)g(ze) = > f(wr1)g(mr1) — Zg (tk) f (zx)
+37 (00 f (o)
= > F@) (@) —g )]+ f (@) 9 (k) — g (25-1)]
= S, f.9),

ou P’ € [a,b], si en prenant les points zj, et t; ensemble. Par conséquent,

I'inégalité (3.2 est valable et nous avons

b b
B—S(P,g,f>—/ fdg’:‘S(P’,g,f)—/ fdg’<e,
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Donc l'intégrale fab gdf existe et

AZW:B—A%@.

Théoréme 3.3.5 Soit f € Sr(g) sur [a,b], et g a une dérivée continue g

sur [a,b]. Alors fabf (x) ¢ (x) dx eziste est nous avons

[ r@aw=["swy
3.4 Théoréme de Helly

Théoréme 3.4.1 Soit (w,) une suite de fonctions a variation bornée de
E — R convergente simplement vers la fonction w, et vérifiant : (3C' > 0)
(Yn € N) Viap (wn) < C. Alors, w est a variation bornée et pour tout

fonction f: E— R on a :

lim f ) dw,, (x / f(z)dw(x

n—-aoo

Preuve. Soit P = (a = 29 < 21 < ... < &, = b) une subdivision de R, quel-

conque, mais fixée.

wna Z ||wn mz—‘rl — Wnp (xn)|| < ‘/[a,b] (wn) < C.

Donc w est de variation totale. m
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3.5 Des inégalités concernant les fonctions a
variation bornée

Théoréme 3.5.1 (voir [5]) Soit f : [a,b] — R une fonction a variation

bornée sur [a,b] alors

e < s | [ 70 4200 (3.3

La constante 1 devant V? (f) est optimal.
Preuve. Nous appliquons I'inégalité de type Ostrowski obtenue par ’auteur

dans [4] (voir également [I1]) :

rw-it [ o<

Pour tout x € [a,b], la constante % est la meilleure possible sens qu’elle ne

= — 57|

b—a

Vi (f) (3-4)

peut etre remplacé par une plus petit quantité. En prenant le supremum de

(3.4) sur [a,b] on obtient

st from

Maintenant, par I'inégalité triangulaire appliquée pour la sup-norme |||,

la/abf(t)dt‘

1, o=

= NG INCE)

< sup
[a,b],00 z€a,b]

on obtient

e < 152 [ ra

[a,b],00

< o[ rwa] v

et I'inégalité (3.3) est prouvée. Pour prouver la constante 1, supposons que

I'inégalité suivante

dt‘ + CVE(f) (3.6)

Hf”[ab oo — b
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avec C > 0. m

Exemple 3.5.1 Considérons la fonction fy : [a,b] — R,

Jo(t) = { 1?’ fi [[)a’b)

Alors fo est a variation bornée sur [a,b] et

[ .fo , /fo t)dt =0 et VI (fo)=

Pour ce choix, (@ devient C' > 1, prouvant de la constant.

=1

[a,b],00

Théoréme 3.5.2 Soit f : [a,b] — R une fonction a variation bornée sur
la,b], alors pour p > 1 on a l'inégalité

/ it ‘ LOZar @ oty
(p+1)7

La constant % est meilleure possible en ce sens qu’elle ne peut pas etre rem-

77oo— 11
— P

placée par une plus petit quantité.

Preuve. En prenant la p-norme dans , on en déduit
< VM) I,

|- [ s
[a,b],p
b [q x_aTH) p >
I, = / —+ de] , p>1

2 b—a
nous observons que

ou

a+b p p
21 g bl g — ekt ?
I, = — 2 d — 2 d
b (/a 2+ b—a x+/az+b 2+ b—a v
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Utilisation de I'inégalité triangulaire pour la p-normel.||,, on a

gy < Hf— /f na| +Hb_a/ row
(b—a) @ -1, g ‘
. V b_ p dt

e URI /f

et l'inégalité (3.7) est obtenue. Supposons que (3.7) sont vérifie avec une

constante D > 0 c-a-d

/ﬁf d4+D(h_®p@ml_DpVWﬁ. (3.8)

1o < o

PN
p

Exemple 3.5.2 Considérons la fonction fo : [a,0] — R aveca =0 et b > 1

donné par
_J 0, st tel0,b—1]
h@)_{l, si te(b—1,b].

Cette fonction est a variation bornée sur |a,b] et

b
Hf”[a,b],p =1, / f)dt=1 et V(f)=1

puis, par (@, en déduit

1 1
1 be (2071 — 1)#
L 1)

1< T —, b>1 p>1
b (p+1)r
donné .
P+l _ 1)»
b“p<1+Db& +D) (3.9)
p p
dénoter )
B (2p+1 . 1)5
(p+1)»
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alors
p+1 _
1nq:ln(2 1)—In(p+ 1)'
p
On observe,
p+1 __ p+1 !
lim [ln (2 1)} — m [In (2 / 1)]
p—>r00 P p—>300 (p)
N e O
B ph—1>n<><> 2r+l — 1
= In2
et
| 1
lim [M} _o,
p—s00 P

par conséquent, lim, ., g = 2. Dans , en déduit
b <1+ 2Db, for b>1.

d’ot nous avons

b—1
D>—— 1. d
T b > (3.10)

En prenant la limite sur b — oo dans nous concluons que D > 1,

1 . P
monotrone que le constante 5 €en ne peut pas étre remplacé par une

quantité inférieure en .
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