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PREFACE

Ce document correspond au programme du module : Mathématiques 2, qui s’adresse
aux étudiants de la premiére année socle commun, domaine Science et Technologie.

Son objectif est de mettre a la disposition du lecteur un document de travail permet-
tant de métriser les notions de mathématiques exposées.

Il se compose de cinq chapitres. Chaque chapitre est subdivisé en un rappel de cours,
suivi par une série d’exercices résolus, permettant ainsi a I’étudiant de tester son assimi-
lation du cours et de controler ses connaissances.

- Les ouvrages traitant de ce contenu sont nombreux et il est vivement conseillé de
les consulter.

- Je serai attentive a toute suggestion ou critique susceptible d’améliorer le contenu

de ce document.



Chapitre 1

Matrices et déterminants

1.1 Matrices (Définition, opération)

Dans tout le chapitre, k désigne R ou C, n et m deux entiers naturels non nuls.

1.1.1 Définitions

e Une matrice A de type (m,n) ou m lignes et n colonnes est un tableau rectangulaire
d’éléments de k.

e Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.

e Le coefficient situé a la ¢ — eme ligne et a la j — éme colonne est noté a;;.

e Un tel tableau est représenté de la maniére suivante

a1 a2 ... Qi; ... Qin
921 Q22 ... Q25 ... Q2
A= , ou A= (azj)11§1§<m ,ou A= (aij)mm-
a1 Q2 Qs a;, =J=n
Am1 Am2 .-« Qmj ... Gmn



On dit que la matrice A est de taille mxn ( lire : "m croix n" ) (respecter 'ordre de lecture).

1 =25

0o 3 7
est une matrice 2 X 3 avec, par exemple, a;1 =1 et as3 =T.

Exemple 1.1 A =

Y

e On note M,,, (k) 'ensemble des matrices de taille m x n a coefficients dans k.

M, (k) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans k.

e Les éléments de M,,, (R) sont appelés matrices réelles.

e Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme taille et que les coefficients

correspondants sont égaux.

1.1.2 Matrices particuliéres

a1
1— Les matrices colonnes, sont les matrices a une colonne a.21 , donc de
am1
1
taille m x 1. Par exemple : | 2
7
2— Les matrices lignes, sont les matrices a une ligne ( a11 @1y ... Qip ) , donc

de taille 1 x n. Par exemple : ( 2 4 -1 )

3— La matrice nulle, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls. On la note :
00

00
4— Les matrices carrées, sont les matrices dont les nombres de lignes et de colonnes

Opmn si elle a m lignes et n colonnes, 0 s’il n’y a pas d’ambiguité. Exemple :

sont égaux. Ce nombre de lignes et de colonnes s’appelle ’ordre de la matrice. Exemple :
1 6 —3
2 0 4 c’est une matrice d’ordre 3.

5 0 -1



Les coefficients ayant méme indice de ligne et de colonne s’appellent les coefficients
diagonaux. Exemple : a1, as, ass....
5— Les matrices triangulaires inférieures, sont les matrices carrées dont tous les

coefficients strictement au dessus de la diagonale (c’est-a-dire d’indices ij avec j > 1)
a1 0 0

sont nuls. Exemple : as; Gy O

agy az2 as3
6— Les matrices triangulaires supérieures, sont les matrices carrées dont tous

les coefficients strictement au dessous de la diagonale (c’est-a-dire d’indices ij avec j < )
apl 12 Q13

sont nuls. Exemple : 0 ag ass

0 0 ass
7— Les matrices diagonales, sont les matrices carrées a la fois triangulaires supé-

rieures et triangulaires inférieures. Les seuls coefficients non nuls sont donc, ceux de la

a1 0 0
diagonale. Exemple : 0 asp O
0 0 ass
8— La matrice identité, est la matrice diagonale dont tous les coeflicients diagonaux
1 00
valent 1. On note : [,, la matrice identité d’ordre n. Exemple : I3 = 010 est la
0 01

matrice identité d’ordre 3.

9— Une matrice carrée d’ordre n telle que a; = a €k, 1 <i <n et a;; = 0 pour tout
300

1 # j est dite matrice scalaire. Exemple : 0 30

00 3



1.1.3 Opérations sur les matrices
Addition des matrices

Somme de deux matrices : Soient A = (a;j)i<i<m €t B = (bjj)i<i<m deux
155<n 155<n
matrices ayant la méme taille m x n. Leur somme C' = A + B est la matrice de taille
m X n définie par

Cij = CLij + bz]

1 2 3 5 2 0
Exemple 1.2 5i A = , B= , alors
010 4 7 1
6 4 3
A+ B =
4 8 1

Proposition 1.1 Soient A, B et C trois matrices de My, (k).

e L’addition est associative : (A+ B)+C =A+ (B+C).

e La matrice nulle a m lignes et n colonnes est un élément neutre pour l'addition :
A+0=A.

e Toute matrice A admet un symétrique ou "opposée" (—A).

En posant —A = (—aij)1<i<m, ona A+ (-A)=0.

1<j<n

o L’addition est commutative : A+ B = B+ A.

* On note A — B la somme A+ (—B).

Produit d’une matrice par un élément de k

Soient A = (aij)1§@'§m et Aek, M= ()\aij)1§i§m.
1<j<n 1<j<n

1 2 3 2 4 6
Exemple 1.3 St A = et A=2, alors \A =
010 020

Proposition 1.2 Soit A\, i des éléments de k, A et B des matrices de M, (k). Alors,
e \(A+ B)=)MA+ \B.



o (A +pu)A= XA+ puA.
o (\u)A=X(pA).
e 1A=A.

Produit de deux matrices

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de

colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Soient A = (ai),,, et B = (bj),,  Le produit de A et B est une matrice de type
(m, p).
A x B = (¢),,, tel quec; = éaikbkj-
21 4 4 5
Exemple 1.4 SiA=\| 3 0 5 |, B=] 1 2
1 76 0 4

(le nombre de colonnes de A = 3) = (le nombre delignes de B = 3).

2x4+1x1+4x%x0 2x5+1x2+4x%x4 9 28
AXB=| 3x440x145%x0 3x54+0x2+5x4 |= 12 35
I1x4+7x14+6x0 1x5+7x2+6x%x4 11 43

Remarque 1.1 Piéges a éviter :

1. Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.
En ef fet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous
deux définis mais pas de la méme taille.

Mais méme dans le cas ott AB et BA sont définis et de la méme taille, on a en général

AB + BA.

Exemple 1.5 = mais,



2 0 5 1 10 2
4 3 3 =2 29 -2

2. AB = 0 nimplique pas A =0 ou B = 0.
Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes,

on peut avoir A # 0 et B # 0 mais AB = 0.

0 —1 2 -3
Exemple 1.6 A = , B= et AB =
0 5 0 0 0 0

Propriétés

Soient n, m, p, ¢ € N* .

e Associativité. Soit A € M,,, (k), B € M,, (k) et C € M,, (k), alors
(AB)C = A(BC).

e Role des matrices identité. Si A € M,,, (k) :

Al,=A et I,A=A.

e Distributivité par rapport a I’addition.

Si A et B sont deux matrices de M,,, (k) et C' € M,, (k) , alors

(A+ B)C = AC + BC

Si A e M, (k) etsi BetC e M, (k), alors
A(B+C)=AB+ AC.

e Compatibilité avec le produit externe. Si A € M, (k) et si B € M,, (k),

10



A € k, alors
A(AB) = (M) B = A(AB).

Puissance d’une matrice

Dans I’ensemble M,, (k) des matrices carrées de taille n x n a coefficients dans k, la

multiplication des matrices est une opération interne :
Si A, Be M, (k) alors, AB e M, (k).

En particulier, on peut multiplier une matrice carrée par elle-méme, on note :
A2 =Ax A, A3 =AxAxA.

On peut ainsi définir les puissances successives d’une matrice :

Définition 1.1 Pour tout A € M, (k), on définit les puissances successives de A par
A =T et
APTL = AP x A, pour tout p € N.
Autrement dit, AP = A x Ax .. x A

p facteurs

1 0 1
Exemple 1.7 On cherche a calculer A? avec A= | 0 —1 0
0 0 2

* On calcule A%, A3 et A3 et on obtient :

10 3
A2=101 0 |,
00 4

1 0 7
ABB=A2xA=|0 -1 0

Y

0 0 8

11



1 0 15
A=A3xA=| 01 0
0 0 16

L’observation de ces premiéres puissances permet de penser que la formule est :

1 0 2 -1

Démontrons ce résultat par récurrence :
1 00

Il est vrai pour p=0: A= | 0 1 0 | =1 (on trouve l'identité) .

0 01
On le suppose vrai pour un entier p et on va le démontrer pour p + 1.

On a, d’aprées la définition,

Donc la propriété est démontrée.

Formule du binéme

Comme la multiplication n’est pas commutative, les identités binomiales usuelles sont
fausses. En particulier, (A + B)2 ne vaut en général pas A% + 2AB + B2, mais on sait

seulement que (A + B)* = A>+ AB + BA + B2

12



Proposition 1.3 (Calcul de (A+ B)" lorsque AB = BA.)
Soient A et B deux éléments de M, (k) qui commutent, c’est-a-dire :

tels que AB = BA. Alors, pour tout entier p > 0, on a la formule

PR I R
(A+ByP =Y APk Bk
=1 \ k

[ » . -
ot désigne le coefficient du bindome.

* La démonstration est similaire a celle de la formule du bindéme pour (a + b)”, avec

a, b eR.

1 111 0111

01 2 00 21
Exemple 1.8 Soit A = .Onpose N=A—1=

0013 000 3

0 001 0000

La matrice N est nilpotente d’indice k ( c’est-a-dire il existe k € N tel que N* =0)

comme le montrent les calculs suivants :

N? = N3 et N*=0.

] (@] (-] ]
] (@] (] ]
] [aw] (@) [\
] (aw] D H~
I
] o @] ]
] (@] (] o
] [aw] (] ]
] [aw] (@) D

(N est nilpotente d’indice 4)

Comme on a, A= N+ 1 etles matrice N et I commutent (la matrice identité com-
mute avec toutes les matrices), on peut appliquer la formule du binéme de Newton.

Comme I¥ = I pour tout k et N* =0 pour k > 4, on obtient

p

= TN po-l) N2 4 2e-Ue-2) s

p
a=(N+IP =3
k=1

13



D’ou,

L pp* pp*-p+1)
| 0w p(3p—2)

00 1 3p

00 0 1

Transposée d’une matrice

Définition 1.2 Soit A = (a/”)1<z<m € My, (k), on appelle transposée de A et on note
<j<n
tA la matrice a m lignes et n colonnes. Ainsi,

PA = (aji)1<j<n -
1<i<m

Proposition 1.4 Soit A et B deuz matrices de My, (k) et A € k. Alors,

o 1(tA)=A.

o t(AA) = \A.

e "(A+B)="A+'B
° t( ) tBtA

Trace d’une matrice

La trace de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant les éléments diago-

naux de A. Autrement dit,

trA = ail + a2 + ... + App.

1 1 2
Exemple 1.9 Si A = 5 2 8 , alors trA=1+2+4 (-10) = —T7.
11 0 —-10

Théoréme 1.1 Soient A et B deuz matrices n X n. Alors :

o ir(A+ B)=trA+trB.

14



o tr (aA) = atrA pour tout a € k.
o ir(‘A) =trA.
o ir (AB) =tr (BA).

Définition 1.3
e Une matrice A de taille n x n est symétrique si, elle est égale a sa transposée
c’est-a-dire si : tA = A.

e Une matrice A de taille n x n est antisymétrique si : ‘A = —A.

Inverse d’une matrice

Définition 1.4 (Matrice inverse)
Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il existe une matrice carrée B de taille
n x n telle que :

AB=1 et BA=1,

on dit que A est inversible.

* On appelle B l'inverse de A et on la note A™1.

Quand A est inversible pour tout p € N, on note :

AP=(AH)Y=4a"A1.4"".

p facteurs

e [’ensemble des matrices inversibles de M,, (k) est noté GL, (k).

2
Exemple 1.10 Soit A =
0 3
. a
Etudier si A est inversible, c¢’est étudier l’existence d’une matrice B = a
c d

coefficients dans k, telle que AB=1 et BA=1.

15



Or AB = 1 équivaut a :

1 2 a b 10
AB =1 <~ = ,
0 3 c d 0 1
a+2c b+2d 10
<~ =
3c 3d 0 1
Cette égalité équivaut au systéme :
(
a+2c=1
b+2d=0
3c=0 '
3d=1
Sa résolution est immédiate : a =1, b = —%, c=0,d= % 1l n’y a donc qu’une seule
1 -2
matrice possible, a savoir B = 13
0o 1

3
Pour prouver qu’elle convient, il faut aussi montrer l’égalité BA = I, dont la vérifi-

cation est laissée au lecteur.

win

La matrice A est donc inversible et A=! = (1) .
3
Proposition 1.5
e Si A est inversible, alors son inverse est unique.
e Soit A une matrice inversible. Alors A= est aussi inversible et on a :
(A=A
A =141 Nek
‘A1) = Ay
e Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB est inversible et

(AB)™' = B 1AL,

16



e Soient A, B et C trois matrices de M, (k). Alors l'égalité AC = BC' implique
I’égalité A = B.

Inverse d’une matrice : calcul

Nous allons voir une méthode pour calculer I'inverse d’une matrice quelconque de ma-
niére efficace. Nous commencons par une formule directe dans le cas simple des matrices

2 % 2.
a b

c d
Si ad — be # 0, alors A est inversible et

Matrices 2 x 2: A=

_1:

ad — be

Déterminant d’une matrice

].) Sl A= (CLH) = ai1.

Le déternimant de A est un nombre réel ou complexe noté det (A) = ay;.

11 a2

2) Si A=
Q21 Q22
En développement par rapport & la premiére colonne. Lle déternimant de A est un

nombre réel ou complexe noté :

+ —
aix  Gi12
det (A) ou = 11022 — Q120921 .
21 (22
a1 G12 0413
3)SiA=| ay as ass |- Le déternimant de A est :

a31 aszz G33

17



+ - 4

aix aiz2 Az

Q22 Q23 Q21 A23 ag1 A22
ao1 Q92 G923 = +a11 — a2 + a3
a3z Aa33 a31 ass azyp ass
a31 aszz2 33
2 1 4
Exemple 1.11 A=| 3 0 5
1 7 6
21 4
0 5 3 5 3 0
det(A)=13 0 5|=2 -1 +4 :
7 6 1 6 1 7
1 7 6

—2x(—=35) —1x13+4x21=1.

a1 Qa2 ... Aip
Hsia=| ey ), 0>
Anl Gp2 - Qg
det (A) = Zn: (—=1)"* a; det (M) .

ij=1
On note M;; € M,_; (k) la matrice obtenue en retirant la i — éme ligne et la j — éme

colonne a la matrice A.

Propriétés.

o det (AB) =det(A)det(B), A,Be M, k).

o det (Ail) = m, det (A) 7£ 0.

e Si tous les éléments d’une ligne (colonne) d’une matrice A € M, (k) sont nuls alors,

det (A) = 0.

18



e Si tous les éléments d’une ligne (colonne) du déterminant d’une matrice A € M, (k)
sont multiplié par un scalaire k, alors le déterminant est multiplié par k.

e Si B est obtenue a partir de A € M,, (k) en échangeant deux de ces lignes (colonnes),
alors : det (A) = —det (B).

e Si deux lignes (colonnes) de A € M, (k) sont identiques, alors det (A) = 0.

Comatrice d’une matrice (n x n).

Comatrice de la matrice A = (a;;), , notée com (A) et

n,n’

com (4) = ((=1)'" det (1)) .

n,n

tel que M;; € M,_; (k) la matrice obtenue en retirant la i — éme ligne et la j — éme

colonne a la matrice A.

Exemple 1.12 A=| 4 0 2 |, alors

0 2 6
0 2 4 2 4 0
+ - +
2 6 0 6 0 2
-4 =24 8
2 1 11 1 2
com(A)=| — + - = -6 6 -2
2 6 0 6 0 2
4 2 =8
2 1 11 1 2
+ - +
0 2 4 2 4 0

Inverse d’une matrice (n x n)

L’inverse de la matrice A notée A~! telle que AA™' = A'A =1, est:

B 1
det A

At (com (A))".

19



Remarque 1.2 A est inversible si et seulement si det A # 0.

121 —4 —24 8
Exemple 1.13 A= | 4 0 2 |, alors com(A)=| -6 6 -2 et
0 2 6 4 2 =8
4 6 4
com(A =] —24 6 2
8§ -2 -8
1 2 1] 1 2

detA=|4 0 2| 4 0], (régle de Sarrus)
0 2 6| 0 2

det A=1X0X6+2x2x04+1%x4x2—-1x0x0—-1%x2%x2—-—2%x4x%x6
det A = —44.

—4 —6 4

7y R —V
-1_ _1 t_ —24 6 2

Done, A™' = o= (com (A)) = =2 & 2],
8 -2 -8

—-44 -4 -4

1 3 -1
11 22 11
AL = 6 =3 =1
11 11 11
2 1 2

—_
—
—_
—_
—_
—

Matrices semblables

Définition 1.5 Soient A et B deux matrices de M, (k). On dit que la matrice B est

semblable a la matrice A s’il existe une matrice inversible P € M, (k) telle que

B =P AP

20



1.2 Matrice associée a une application linéaire

1.2.1 Applications linéaires

On dit que I'application f : R" — R™ est une application linéaire ( f € £ (R",R™) ),
si V(X,Y) e (R"),Va, 3€Ron a:

faX +5Y) =af (X)+5f(Y).

Définition 1.6 Une application linéaire f : R" — R™ est une expression qui trans-
forme un vecteur X = (z1, 3, ..., x,) de R" en un vecteur Z = (z1, z9, ..., z,) de R™,
ot chaque composante z; est donnée par une combinaison linéaire des coordonnées x;.

C’est-a-dire qu’il existe des constantes a;j telles que :

21 = a11X1 + @122 + ... + a1,T,
T1 Z9 — 211 + a92T9 + ...+ A2n Ty
x2

Zi = ;121 + Qoo + ... + AinTy,

Zn = Qm1T1 + AmaT2 + ... + QmnTy

21



1.2.2 Matrice associée

Une application linéaire f de R™ dans R™ est uniquement déterminée par un tableau

A a m lignes et colonnes de coefficients

[0 T ¢ A )
A= Qi1 Qij Qip, )
am1 Qmn

ol a;; est 'élément de A situé sur la ¢ — eme ligne et la j — éme coonne de A.

Définition 1.7 A s’appelle la matrice de l’application linéaire f , et on écrit A = Mjy.

(La matrice associée a lapplication f.)

On remarque que

[0 O ¢ A T 7)
1 x1
) T2
f = Q41 am Qin )
Tn L,
am1 Qmn
= AX, X eR™
Exemple 1.14 f:R3 — R3
x 20+ 3y + =
fly | = T —y+4z
z v —y+=z
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La matrice associée a l’application f est

2 3 1
Miy=11 -1 4
7T -1 1

1.3 Application linéaire associée a une matrice

(05 I O ¢ A T
Soit A=1| a3y .. aj .. ap; | unematrice donnée.
Aml  er eee eee Qmp

L’application linéaire associée a la matrice A est définie par

(0 O ¢ A T )
L1 T
L2 T2
f = a1 Qi Qin
Tn Ty
Am1 v eee oo Ampp
2 3 1

Exemple 1.15 Soit A=| 1 -1 4
7 0 -1

L’application linéaire associée a la matrice A est

x 2 3 1 T
Il v = 1 -1 4 Y
z 7 0 -1 z
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20+ 3y + =
= r—y+4z
Tr — 2z
C-a-d :
f(r,y,2) = Re+3y+z,0—y+42,7Tc —2).

1.4 Changement de base, matrice de passage

1.4.1 Espaces vectoriels

Définition 1.8 On dit que I’ensemble non vide E, est un espace vectoriel surk (k =R ou C)
ou k — espace vectoriel si E est muni des deux lois de composition :

e Loi de composition interne "addition"”, vérifiant :

V(z,y,2) EE3 ona: (x+y)+z=a0+(y+2).

V(z,y) € E*, ona: x+y=y+x.

A0p € E tel que Yx € E, ©+ 0 =xz. (avec Op élément neutre) .

VeeE,3—x€ E\ x+ (—x)=0g (—x élément symétrique) .

e Loi de composition externe "multiplication par un scalaire”, vérifiant :

1) V(z,y) € E?, Va,B €k, ona :

a(z+y) = ar + ay.

(a+ B)x = ax + px.

o (Br) = (af) .

2) g € E tel que Yx € E, ona: lgx = x.

Les éléments de E sont appelés "vecteurs", les éléments de k sont appelés "scalaires".
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1.4.2 Base d’un espace vectoriel

Une famille (xq, zo, ..., z,,) de E est dite libre ou les vecteurs (z1, xo, ..., z,) sont dits

linéairement indépendants si et seulement si : Vaq, as, ..., a, €k,

a1+t + ...+, =0—a;=ay=...=a, =0.

Une famille (x1, 23, ..., ,,) de F est dite génératrice de E si pour tout vecteur X € F

on peut trouver aq, ag, ..., a, € k tels que

X = o2 + agxe + ... + apTy,.

Définition 1.9 On appelle base d’un espace vectoriel , toute famille (x1, 3, ..., x,) libre

et génératrice de FE.

Définition 1.10 Soit E un k — espace vectoriel, la dimension de E est le cardinal

commun & toutes ses bases. Ce nombre est noté : dim E (lire : dimension de E ).

Exemple 1.16 Soit B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, B est une base de R3.
En effet :

1) B est libre
Va, 8,7 €Kk,
a(1,0,0) + £(0,1,0) +~(0,0,1) = (0,0,0)
— (o, 3,7) = (0,0,0) = a =5 =7=0.

2) B est une génératrice de R3

V(z,y,2) € R,

(x,y,2) =a(1,0,0) + £ (0,1,0) +~v(0,0,1) = («, B,7) , donc
(@, 8,7) = (2,9, 2).
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Ainsi, dim B = 3.

1.4.3 Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel et By = (uq, ug, ..., u,), By = (v1, 02, ..., v,) deux bases de
FE.

On écrit les vecteurs de la base By dans la base B; :

n

ou, la matrice de passage P de B; & Bj est la matrice carée (n,n) :

P = (pij) .,

Exemple 1.17 Soit B; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et B; = {(1,4,2),(4,1,0),(6,0,0)}
deux bases de R3.

(1,4,2) = (1,0,0) +4(0,1,0) +2(0,0,1),

(4,1,0) = 4(1,0,0) +1(0,1,0) + 0(0,0,1),

(6,0,0) =6(1,0,0)+0(0,1,0) +0(0,0,1).

La matrice de passage P de By 4 Bs est la matrice carée (3,3) :

1 46
P=1|1410
200

Exemple 1.18 Soit f lapplication linéaire de R? dans R? définie par :
fr,y,2)=(x+y—z,2—2y+32).

Soit, B = {e1,es,e3} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canonique de R?,
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B’ = (w1, wy) = {(1,0),(0,1)} la base canonique de R?.

1) La matrice de f dans les bases B et B', M (f, B, B').
On a :

f(er)=f(1,0,0)=(1,1) = (1,0) + (0,1) = wy + ws.

La premiére colonne de la matrice M (f, B, B') est donc,

De méme
f (62) = f (O, ]_,0) = (1, —2) = W1 — 2’[1}2.

1
La deuxiéme colonne de la matrice M (f, B, B") est donc,

-2
Enfin

f (63) = f(0707 1) = (_173) = —wi + 3w2-

—1
La troisiéme colonne de la matrice M (f, B, B") est donc,
3
Ainsi,
fle1) f(e2) fles)
1 1 -1
M (f,B,B') =
1 -2 3

2) On va maintenant changer la base de l’espace de départ et celle de espace d’arrivée.

Quelle est la matrice de f dans les nouvelles bases M (f, By, B}) ?

Soient les vecteurs :

€1 :(1,1,0)762:(1,0,1),63:(071,1)

$1 = (1’0)7902: (171)'

27



On montre facilement que :
By = {€1, €2, €3} est une base de R,

et By = {1, 0y} est une base de R2.

- Quelle est la matrice de f dans les bases By et Bj, 7

Ona :
f(€1) = f(17 170) = (27 _1) = 3p1 — Pa.
f (62> = f (1707 1) = (074) = _4()01 + 4@2
f (63) = f(07 ]-7 1) = (07 1) = ¢ + Pa-
Donc,
3 —4 -1
M(f7 BOuBE)) =
-1 4 1

* Cet exemple illustre bien le fait que la matrice dépend du choix des bases.

1.4.4 Rang d’une famille de vecteurs

Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du plus petit sous-espace vectoriel

contenant tous ces vecteurs.

Définition 1.11 Soit E un k—espace vectoriel et soit {vy,...,v,} une famille finie de
vecteurs de E. Le rang de la famille {vy,...,v,}, "noté rg" est la dimension du sous-

espace vectoriel Vect (vq, ...,v,) engendré par les vecteurs vy, ..., v,. Autrement dit :

rg (v, ...,v,) = dim Vect (vy, ..., v,) .

e Si E est de dimension finie alors, rg (v, ..., v,) < dim E

e Le rang d’une famille vaut 0 si et seulement si tous les vecteurs sont nuls.

Exemple 1.19 Soient v; = (1,0,1,0), v, = (0,1,1,1), v3 = (—1,1,0,1).
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Quel est le rang de la famille {vi,vy,v3} dans lespace vectoriel R* ?

e vy, Uy, U3 sont des vecteurs de R* donc

rg (v1,ve,v3) < 4.
Mazs comme il n’y a que 3 vecteurs alors,

rg (v1,ve,v3) < 3.

o [l reste donc a déterminer si le rang vaut 1, 2 ou 3. On cherche si la famille
{v1,v9,v3} est libre ou liée en résolvant le systéme linéaire :

avy + Pvg +yv3 = (0,0,0), Va,B,v € k.

On trouve : que la famille est donc liée.

Ainsi Vect (vy,ve,v3) = Vect (v1,vq) .

1l est clair que vy et vy sont linéairement indépendants, donc :

rg (v1,ve,v3) = dim Vect (v, vg, v3) = dim Vect (vy,v9) = 2.

1.4.5 Rang d’une application linéaire, rang d’une matrice asso-
ciée
Définition 1.12 Soit A € M,,,, (R), on appelle rang de la matrice A, on note rg(A) le
nombre de vecteurs colonnes de A linéairement indépendantes.
1 21

Exemple 1.20 Soit A= 4 0 2 |, Calculer le rang de la matrice A.

0 2 6
Comme,

det A = —44 # 0,
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alors : les vecteurs colonnes de A sont linéairement indépendantes et

rg(A) = 3.

o Sidet A=0, alors : rg(A) <2.

Théoréme 1.2 Soient E et F' deux k—espaces vectoriels de dimenssion finie, B une

base de E, B’ une base de I et f € L(E,F). Alors

rg (f) =rg(M(f,B,B")).

Exemple 1.21 Soit f : R — R? lapplication linéaire définie par :

f(z,y,2) =3z —4y + 22,2z — 3y — z).

Quel est le rang de [ 7

1 0 0
Stonnote, ee=1 0 |,ea=1| 1 |,es=1] 0 |,
0 0 1

alors (ey, es, e3) est la base canonique de R3.

Il s’agit de trouver le rang de la famille {vy,ve,v3}, ou

1
3
v=Ff(e)=f] 0 = )
2
0
0
—14
vp=fle)=f| 1| = :
-3
0



2
vz=fles)=f| 0 | =
-1
1
. , _ 3 —4 2
Ce qui revient au méme, trouver le rang de la matrice :
2 -3 -1

La famille {vy,vq,v3} est done liée. (la vérification est laissée au lecteur)
Ainsi,
rg (v1,ve,v3) = dim Vect (vy, vg,v3) = dim Vect (vy,v9) < 2,
les vecteurs vy, vy, v3 ne sont pas tous nuls, donc : rg(vy,ve,vs) > 1.

1l est facile de voir que les vecteurs vy, vy sont linéairement indépendants, donc le rang

est 2.

rgf =rg(f(e1), f(e2), f(e2)) =dim Vect (vy,v9,v3) = dimect (v1,v9) = 2 = rg(A).

e Remarque : il est encore plus facile de voir que le rang de la matrice A est 2, en
remarquant que ses deux seules lignes ne sont pas colinéaires

(autrement dit que ses deux vecteurs lignes sont linéairement indépendants)

Théoréme du rang

Le théoréme du rang est un résultat fondamental dans la théorie des applications
linéaires en dimension finie. On se place toujours dans la méme situation :

f: E — F, est une application linéaire entre deux k—espaces vectoriels.

E est un espace vectoriel de dimension finie.

e Le noyau de f est

ker f={x € E\ f(x)=0r},
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c’est un sous-espace vectoriel de F, donc ker f est de dimension finie.

e L’image de f est

Im f=f(E)={f(z)\ =€ E},

c’est un sous-espace vectoriel de F' et est de dimension finie.

rg(f) = dimIm f.

Théoréme 1.3 (Théoréme du rang)
Soit f : E — F une application linéaire entre deux k—espaces vectoriels, E étant de
dimension finie. Alors

dim £ = dimker f 4+ dim Im f.

Dans la pratique, cette formule sert a déterminer la dimension du noyau connaissant

le rang, ou bien le rang connaissant la dimension du noyau.

Exemple 1.22 Soit l’application linéaire

f : R'*—R?

(x,y,2,t) — (r—y+ 2,20+ 2y+6z+4t,—x — 2z —1).

Calculons le rang de f et la dimension du noyau de f.

e Premiére méthode.

On calcule d’abord le noyau.

(x,y,2,t) € ker f < f (z,y,2,t) = (0,0,0),

<~ (r—y+2,2x+2y+6z+4t,—x — 2z —1t) = (0,0,0),
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r—y+z=0
4 20 +2y+62+4=0 .
—x—2z—1t=0

On résout ce systéme, on choisit z et, t comme paramétres on trouve :

r=—-2z—1

y=-—z—1

alors

ker f = {(—2z—t,—z—t,2,t)/ z,t € R},
={2(~2,-1,1,0) + ¢ (—1,-1,0,1)},
= Vect {(=2,~1,1,0),(-1,—1,0,1)} .

ker f est engendré par deus vecteurs : (—2,—1,1,0) et (—1,—1,0,1).
Les deux vecteurs qui engendre le noyau sont linéairement indépendants.

Donc,

dimker f = 2.

On applique maintenant le théoréme du rang pour en déduire sans calculs la dimension

de limage :

dimIm f = dimR* — dimker f =4 —2 =2 = rgf.

e Deuxiéme méthode.

On calcule d’abord limage.
I f={f(z,y,2,t)/ (z,y,21) € R*},
= {(x—y+z,2w+2y+62+4t,—x—2z—t)/ (r,y,2,t) ER4},
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={z(1,2,-1)+y(-1,2,0) + 2(1,6,-2) + ¢ (0,4, 1) / (z,y,2,t) € R*},
= Vect{(1,2,-1),(~1,2,0),(1,6,—2), (0,4, —1)}
=Vect{f(e1), f(e2), [ (e3), [ (es)},

ol (e1, e, e3,¢€4) est la base canonique de R*.

On réduit la matrice A, formée des vecteurs colonnes, sous une forme échelonnée

1 -1 1 0 1 0 00
A= 2 2 6 4 ~ 2 4 00
-1 0 -2 -1 -1 -1 0 0

Donc le rang de A est 2, ( ¢’est-a-dire : la famille de vecteurs {f (e1), f (e2), f (es), f (es)}
est liée )

Ainsi,

rgf =dimIm f =dim Vect {f (e1), f (e2), f(e3), f(es)} = 2.

Maintenant, par le théoréme du rang :
dimker f = dimR* —rgf =4 —2=2.

e On trouve bien sir le méme résultat par les deux méthodes.

1.5 Exercices résolus

Exercice 1.1 Effectuer les produits suivants lorsque ¢’est possible. Si non, dire pourquos.

2 5 2 5
2 5 2 5
a) | 3 6 , b 36 |,
4 6 4 6
47 4 7
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w N

3 5 3 41 2

5 25 0 2 7 8
6 |, f)| 3 6 3 02 3
1

0 -1 6 2 5 0
O(-145)[24 2| a]363
2
3
4 112/ \ 456

2
3
Solution

a) Les matrices étant respectivement de format 3x2 et 2x2, leur produit est bien

défini et est une matrice 3 x 2.

On a alors,
2 5 24 40
2 5
3 6 =1 30 51
4 6
4 7 36 62

b) Les matrices étant respectivement de format 2x2 et 3x 2, leur produit est impossible

& définir.

c¢) Les matrices étant respectivement de format 1x3 et 3x3, leur produit est bien

défini et est une matrice 1 x 3. On a alors,

0 -1 6
(—145) 2 4 =2 2(23 42 1)-
3 5 3

d) Les matrices étant respectivement de format 3x3 et 3x2, leur produit est bien

défini et est une matrice 3 x 2.

On a alors,
2 5 0 1 -1 12 -2
3 6 3 2 0 =1 24 12
4 1 2 3 5 12 6
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e) Les matrices étant respectivement de format 3x2 et 3x2, leur produit est impossible

& définir.

f) Les matrices étant respectivement de format 3x3 et 3x3, leur produit est bien

défini et est une matrice 3 x 3.

On a alors,
2 50 2 78 22 32 38
3 6 3 0 2 3 |=| 28 42 49
4 1 2 4 5 6 34 64 78

Exercice 1.2

Soit A, B et C les matrices suivantes

0 1 —1 1 2 0 -3
A= -3 4 -3 |, B= 0 5 , C=12 -1
-1 1 0 -6 —1 8 —7

Calculer 2B + 3C, A%, A3 ‘A 'B, " (AB).

Solution
2 4 0 -9 2 13
2B+3C = 0O 10 |+]|] 6 -3 = -6 =7
—-12 -2 24 21 —-36 19
0 1 -1 0 1 -1 -2 3 -3
A2 =AA=| -3 4 -3 -3 4 -3 |=1 -9 10 -9
-1 1 0 -1 1 0 -3 3 -2
0 1 -1 -2 3 -3 -6 7 =7
A3=AA’=| 3 4 -3 -9 10 -9 | =] —21 22 -21
-1 1 0 -3 3 -2 -7 7 —6
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0 1 -1 1 2 6 6

AB=]| -3 4 -3 0 5 =1 15 17
-1 1 0 -6 —1 -1 3
0 -3 -1
tA = 1 4 1 [,
-1 -3 0
1 0 —6
tB: ,
2 5 —1
6 15 —1
"(AB) =
6 17 3

Exercice 1.3

Calculer les déterminants des matrices suivantes :

10 6 10 2 1 0 —1
7 11
1) 84,2)341573)345,4)235,5)
5 6 21 5 6 7 4 1 3
1 0 0 1 0
012 3 0110 1 21 2
0 -4 3 0 0
1 230 1011 1 31 3
, 6) . 7) , 8] =3 0 0 -3 =2
230 1 1101 210 6
0 1 7 0 0
301 2 1110 1117
4 0 0 7 1
Solution.

(Nous allons voir différentes méthodes pour calculer les déterminants.)

7 11
1) =4 x14—11(-8) = 116.
-8 4

2) Regle de Sarrus. Attention! La reégle de Sarrus ne s’applique qu’aux matrices

3 x 3.
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1 0 6 10 610
34 15|=|3 4 15| 3 4
5 6 21 5 6 215 6

=1x4x21+0x15XxH+6x3Xx6—-6x4xH5—1x15x6—-0x3x2]1 = —18.

3) Se ramener & une matrice diagonale ou triangulaire.

Si dans une matrice on change une ligne L; en L; — AL, alors le déterminant reste le

méme. Méme chose avec les colonnes.

Ly |10 2 10 2
Ly |3 4 5|=Ly—3Li—Ly, |0 4 -1
Ly |56 7 Ly—5Ly—L; |0 6 -3
10 2

= 04 —1|=1x4(-3)=-6.
Ly—3Ly—L; |0 0 =3

On a utilisé le fait que le déterminant d’une matrice diagonale (ou triangulaire) est

le produit des coefficients sur le diagonal.

4) Développement par rapport a une ligne ou une colonne.

Nous allons développer par rapport a la deuxiéme colonne.

1 0 -1
2 5 1 -1 1 -1

2 3 5 |=-0x + 3 x —1x = 14.
4 3 4 3 2 5

4 1 3

Remarque. Bien souvent on commence par simplifier la matrice en faisant apparaitre
un maximum de 0 par les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. Puis on

développe en choisissant la ligne ou la colonne qui a le plus de 0.
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5) On fait apparaitre des 0 sur la premiére colonne puis on développe par rapport a

cette colonne.

Ly 0123 o 1 2 3
1 2 3

Ly 1230 1 2 3 0
= =/ -1 —6 1

L3 2 3 01 L3 - 2L2 — L3 0 -1 -6 1
-6 -8 2

L4 3 0 1 2 L4 - 3L2 — L4 0 -6 —8 2

Pour calculer le déterminant 3 x 3 on fait apparaitre des 0 sur la premiére colonne,

puis on la développe.

12 3 1 2 3
—4 4

-1 -6 1|= Ly+Li— Ly 0 —4 4 |=1x = —90.
4 20

6) La matrice a déja beaucoup de 0 mais on peut en faire apparaitre davantage sur

la derniére colonne, puis on développe par rapport a la derniére colonne

Ly 0110 01 1 0
01 1

Ly 1011 10 1 1
= =101 -1

Ls 1101 01 —-10
Lg—L2—>L3 11 1

Ly 1110 11 1 0

On développe ce dernier déterminant par rapport a la premiére colonne

01 1
1 1

01 —-1|=1x = —2.
1 -1

11 1

7) Toujours la méme méthode, on fait apparaitre des 0 sur la premiére colonne, puis

on développe par rapport a cette colonne
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Ly 1 21 2 1 2 1 2
1 0 1

L2 1 3 1 3 LQ—L1—>L2 0 1 0 1
= =1 -3 -2 2

Lg 21 06 L3—2L1—>L3 0 -3 -2 2
-1 0 5

L4 1117 L4—L1—>L4 0 -1 0 5

On développe par rapport a la deuxiéme colonne

1 0 1
1 1

-3 =2 2|=-2x = —12.
-1 5

-1 0 b5

8) Nous allons permuter des lignes et des colonnes pour se ramener a une matrice
diagonale par blocs. Souvenons-nous que lorsque ’on échange deux lignes (ou deux
colonnes) alors le déterminant change de signe.

Nous allons rassembler les zéros. On commence par échanger les colonnes Cf et Cj :

Cy+— C5:

1 0 0 1 0 0o 0 1 1 O
0O -4 3 0 0 3 =4 0 0 O
-3 0 0 -3 -2|=—10 0 -3 -3 -2
0o 1 7 0 O 7 1 0 0 O
4 0 0 7 1 o 0 4 7 1

Puis on échange les lignes Ly et Ly : Ly« Ly:

0 0 1 1 0 71 0 0 O
3 -4 0 0 O 3 -4 0 0 O
-0 0 -3 -3 -2|=]0 0 -3 -3 -2
71 0 0 O 0o 0 1 1 ©
0o 0 4 7 1 o 0 4 7 1
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Notre matrice est sous la forme d’une matrice diagonale par blocs et son déterminant

est le produit des déterminants.

71 0 0 0
3 -4 0 0 0 —3 -3 -2
0 0 -3 -3 —2|= o x| 1 1 0 |=(-31)(-6)=186.
00 1 1 0 o 47 1
00 4 7 1
01 —1
Exercice 1.4 Soit M =| 0 1 1
10 1

1) Calculer M3 — 2M? + 2M.

2) Déduire de ce qui précéde que la matrice M est inversible, puis donner M.

Solution
1) On a
01 —1 01 —1 -1 10
M?=MM=1|01 1 01 1 |[=] 1 12
10 1 10 1 1 10
-1 10 01 —1 00 2
M3 = M?*M = 1 1 2 01 1 =12 2 2
1 10 10 1 020
Alors,
00 2 -110 01 —1 2 00
MP=2M*+2M =2 2 2 |-2| 1 1 2 (+2fl 01 1 [=]0 20
020 1 10 10 1 00 2
100

M3 —2M?>+2M =2 0 1 o | =2I.
0 0 1
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2) On a,
M3 —2M?* 4+ 2M =21, alors 1M (M? —2M +2I) =1,
et comme, MM~ = M~1M =1,

on en déduit que :

1 -1 2
Mt=2(M*-2M+2)=3| 1 1 o
-1 1 0
Exercice 1.5
2 1
1) Montrer que la matrice P = , est inversible et calculer P~1.
1 -1

2) Soit la matrice A =

N= Ol
[S[SUREHI N

trouver une matrice diagonale D telle que A = PDP™1,

Solution
1) det P = 2! =2(—1)—1x1= —3# 0, donc P est inversible et son inverse :
1 -1 t o
Pl = ﬁt (comP) = 25 - = ? 52
-1 2 3 3

2) Ona, A= PDP~' = D = P-'AP.
Ainsi
YA AV

5 5/ \2 5/ \1 1 -

Exercice 1.6

Soit A une matrice carrée telle que :

A20M = = 0. (la matrice nulle)
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Montrer que (I — A) est inversible, ou I est la matrice identité et donner l’expression

de (I —A)".

Solution

On a A1 = (.

Et

I"— A= (1 —A) (I P+ I"2A+ "3 A% + .+ A7),
Prenons,

n = 2014, et comme, [" = I,

on obtient :
IT—AM=(T-0)=T=(T—-A)(IT+A+A*+ ..+ A?3).
Ainsi,

(I — A) est inversible et son inverse, (I — A) ™' =1+ A+ A% + ... + A%,

Exercice 1.7 Soit la matrice

1) La matrice A est-elle inversible ?

)
2) Calculer A3.
3) En déduit que (I — A) est inversible et en déduire Uexpression (I — A)™".
)

4) Retrouver (I — A)™" par la méthode classique (en utilisant la comatrice).

Solution
2 1 0

l)detA=| -3 -1 1 |=2 — =0,

1 0 -1
donc A n’est pas inversible.
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2 1 0 2 1 0 1 1 1
2) A2=AA=| -3 -1 1 -3 -1 1 |[=] -2 -2 —2 |,
1 0 -1 1 0 -1 1 1 1
1 1 1 2 1 0 000
AB=AA=| 2 —2 -2 -3 -1 1 [=]l000
1 1 1 1 0 -1 00 0

3) Comme, A% =0, alors: [ =1 — A3,
et
[=T—A=(I—A)(I+A+ A2,

ce qui permet de conclure que (I — A) est inversible et son inverse est

100 2 1 0 1 1 1
I-A'=T+A+A2=|010 |[+] =3 -1 1 |+] -2 -2 -2
001 1 0 -1 1 1 1
4 2 1
= -5 —2 -1
2 1 1
100 2 1 0 ~1 -1 0
4h)I1-A=1010 -] -3 -1 1 |=| 3 2 -1
001 1 0 -1 -1 0 2
2 —1 3 -1
det (I — A) = — + =10, alors (I — A) est inversible.
0 2 -1 2
t
4 -5 2 4 2 1
fcom(I-A)=12 -2 1 | =] -5 -2 -1
1 -1 1 2 1 1
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4 2 1
(I =A)" = g lcom(I-A)=| -5 —2 -1
2 1 1

Exercice 1.8 Soit f : R? — R? définie pour tout (z,y,z) € R? par :
fr,y,2)=(2x4+y+z,2—-2y+2).

1) Montrer que f est une application linéaire.
2) Donner une base de ker f, en déduire dimIm f.

3) Donner une base de Im f.

Solution

1) Vo, 8 €k,

fla(ey,2) + 5y, 2] = f oz + B2’ ay + By, 0z + 521),

= (—2az — 282" + ay + By + az + B2, ax + B2’ — 20y — 2By + az + B7),

=a(—2x+y+z,x—2y+z2)+p (=22 +y + 2,2 -2+ 2,

= Oéf ({L‘,y,Z) + Bf (I/7y/7Z,) :

Donc, f est linéaire.

2) On a
ker f = {(:c,y,z) €R?/ f(x,y,2) = (0,0,0)}7
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et, f(2,y,2) =(0,0,0) &= (=22 +y + 2,2 — 2y + 2) = (0,0,0),

—2r+y+z2=0,
=
r—2y+2=0,
Yy ==
=
r=z

Donc,
ker f ={(z,2,2)/ ze R} ={2(1,1,1) /) z€ R} =Vect{(1,1,1)}.

ker f est engendré par un vecteur non nul alors,

dimker f = 1.

D’apres le théoréme du rang, on a

dimIm f = dimR® — dimker f =3 — 1 = 2.

3) On a, Im f = R?, alors on prend comme une base de Im f : {(1,0),(0,1)} ( la

base canonique de R?).

Exercice 1.9 Soit f lapplication linéaire, f : R® — R3 définie par

Et soit (ey, eq,€3) la base canonique de R3.

1) Calculer f (1), f(e2) et f (e3)
2) Déterminer les coordonnées de f(e1), f(ea) et f(e3) dans la base canonique.

3) Calculer une base de ker f et une base de Im f.

Solution.
1) f(€1)2<1,2,0) =1 X€1+262+0X€3.
f(€2)2<0,]_,—1):0><61+€2—]. X €3.
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f<€3) - (_17_372) =—1Xe —3ey+2 X es.

2)

les coordonnées de f (e;) dans la base canonique sont : (1,2,0).

les coordonnées de f (e3) dans la base canonique sont : (0,1, —1).
les coordonnées de f (e3) dans la base canonique sont : (—1,—3,2).
3)

(z,y,2) € ker f <= f(x,y,2) = (0,0,0),

— (x—2z,2x4+y—3z,—y+22),

r—2z=0,
9§ 22+y—32=0,
—y+2z=0.
=0,
=y v=0

z=0.

Donc, ker f = {(0,0,0)} . Alors, dimker f = 0.

Im f = {f(z,y,2)/ (x,y,2) e R},

={(z—22z+y—3z,—y+22)/ (z,y,2) € R*},

= {(z,22,0) + (0,y, —y) + (—2,—32,22)},

={z(1,2,0) +y(0,1,-1) + 2 (—1,-3,2)},
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={z(1,2,0) +y(0,1,-1) + 2 (—1,-3,2)},

= Vect{(1,2,0),(0,1,-1),(-1,-3,2)},

= Vect{f(e1), f (e2), f(e2)},

Im f est engendré par les trois vecteurs (1,2,0),( 0,1,—1),(—1,-3,2).
Puis, on vérifie si la famille {(1,2,0),(0,1,—1),(—1,—3,2)} est libre.
On a, Vo, 8,7 € k,

a—vy=0,
a(1,2,0)+5(0,1,-1) +~v(—=1,-3,2) = (0,0,0) <= ¢ 200+ 3 — 3y =0,

—B+2y=0.

—a=pF=7=0.
Donc, la famille est libre et elle engendre Im f c’est une base de Im f, on en conclut

que, dimIm f = 3 et que, Im f = R3.

Exercice 1.10 Soit Ry [X] = {ap + a1 X + a2 X?, a; € R} l’espace des polynémes réels
de degré au plus 2 et soit B = (1,X,X?) la base canonique de Ry[X]. On considere
lapplication

fRQ[X]HRQ[X},
P— (X+1)P.

1) Montrer que f est linéaire.
010
2) Montrer que la matrice A de f est : 01 2

0 0 2
3) Montrer que B' = (1, X +1,(X + 1)2) est une base de Ry [X].

4) Trouver la matrice C' de f par rapport aux bases B’ et B'.

5) Caculer A?, A3.
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6) Déterminer le rang de f.
7) Trouver une base de l'image de f.

8) Trouver une base de noyau de f.

Solution.
1) On a, P € Ry [X] alors, d°[(X +1)P'] <2, donc f est bien une application de
Ry [X] dans Ry [X].
Soit P, Py € Ry [X], Vo, B € k,
f(aP+BP) = (X +1)(aP +R) =a(X+1) P+ B(X +1) P
=af (P1)+ B[ (P)

Donc, f est linéaire.
2) f(H=X+1)(1)=(X+1)x0=0=0x1+0x X +0x X2
fX)=X+D)X)=X+1)x1=X+1=1x1+1xX+0x X2

fIXH=(X+1D(X) =(X+1)x2X =2X2+2X =0x14+2x X +2x X2

F) f(x) £(x2?)
010
Donc, A= 0 1 2

00 2

3) On a B = (1,X—|—1,(X—{—1)2) donc,
Ya, 8,7 €k,
ax14+B8(X+D+7(X+1)°=0<=1X2+(B+2) X +a+8+7=0
7 =0,
— B+2y=0, <=a=pF=7=0.
a+p+v=0.
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Donc B’ est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 (dim Ry [X] = 3),

c’est une base de Ry [X].

4H)f)=X+1D(1)=(X+1)x0=0,
=0x1+0x (X +1)4+0x (X +1)%,

X+ =(X+1D)(X+1)=(X+1)x1=X+1,
=1x0+1x(X+1)+0x (X +1)°.

X+ = (X + 1) (X +1)?) =(X+1) x2(X +1) =2(X +1),
=0x14+0x (X +1)+2x (X +1)°.

) F(X+1) f((X+1)?)

000
Donc, C = 010
00 2
01 010 01 2
0 1 012]=]016
0 0 00 2 00 4
010 01 2 01 6
A=101 2 016 |=|0114
00 2 00 4 00 8

6) La premiére colonne de la matrice A est nulle, donc le rang de A est inférieur ou

égal a 2, les deux suivantes ne sont pas proportionnelles (sont libres) "la vérification est

laissée au lecteur", donc le rang de A est 2.
rgA=rgf =2.

7) Im f est engendré par {f (X), f (X?)} cette famille constitue une base de Im f.
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8) D’apres le théoréme du rang, la dimension du noyau de f est 1, en effet

dimker f + dimIm f = dim R, [X] = 3.

Et Pekerf< f(P)=0& (X+1)P' =0.
C’est-a-dire, P =1 7 f (1) = 07, donc le noyau de f est la droite vectorielle engendrée

par le « vecteur » 1. (C’est-a-dire, le polyndéme constant égale a 1 est base de ker f ).

1 2 3

311
1) Déterminer lapplication linéaire f associée a M par rapport & la base canonique

Exercice 1.11 Soit la matrice M =

de l’ensemble de départ et a la base canonique de [’ensemble d’arrivé.
2) Déterminer ’application linéaire g associée a M par rapport auz bases

{(1,1,1),(1,-1,1), (1,1, =1)} et {(1,2),(2,1)} respectivement de R? et R

Solution.

1) Soit B = (€:);<;<5 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canonique de R* et

B’ = (€})1<;<3 = {(1,0),(0,1)} la base canonique de R?.

D’aprés la représentation matricielle de f il est claire que, f : R® — R? et par linéarité

de f on peut écrire :

Ve, y,z € R:
f (I‘, Y, Z) = f (xel + Yyeo + 263) )
= xf(er) +yf(e2) + 2f (e3).
f(ex) fe2) f(es)
1 2 3\ ¢
Et comme M = ,on a
31 1) €

fler) =¢€} +3eh
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flea) =21 + ¢,
f(es3) =3ey + €,
ainsi
f@y,2) =af(er) +yf(e2) + 2f (es),
=z (€] +3€,) +y (2] +¢€) + 2f (3e] +€5),
=2[(1,0)+3(0,1)]+y[2(1,0) + (0,1)] + 2[3(1,0) + (0,1)],
= (,0) +(0,32) + (24,0) + (0,9) + (32,0) + (0, 2),
=(x+2y+32,0)+ 0,3z +y+2),
=(r+2y+32,3r+y+2).
Donc,

f: R — R?
(x,y,2) — (r+ 2y +32,3x +y + 2) .

2) Onnote : V = (v3), ;.5 = {(1,1,1),(1,-1,1), (1,1, =1)} la base de R? et

W = (wi)1<;c5 = {(1,2),(2, 1)} la base de R*.

L’application linéaire g associée & M par rapport aux bases V et W. D’apres la
représentation matricielle de g il est claire que, g : R® — R? et par linéarité de ¢ on peut

écrire :

g(z,y,2) = g(ver +yey + zes),

= wg(e1) +yg(e2) + zg(es).

Exprimons maintenant les vecteurs de la base B en fonction des vecteurs de la base V,

on

) (LO?O) (Oa_170)+(07071) =€ — €3+ €3,

a .
v = 1,1,1) (1,0,0) 4 (0,1,0) + (0,0,1) = e1 + €3 + €3,
_|_
1,—1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (0,0, —1) = e1 + €5 — e3.
<
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1 1
V1 =e1+ ex + e, €1 = §’U2+§’03,
e § 1
Uy =€ —eyte3, <\ e = 5 U+ 501,
_ —1 1
VU3 = €1 + €5 — €3. 63—71}3—’—51}1.

g(v1) g(v2) g(vs)

1 2 3
311

w1y
)

W2

Et comme, M =

g (v1) = w1 + 3w,,

ona:q g(vg) = 2w + wo,
g (v3) = 3wy + ws.
Et
w = (172) = (170 + (Oa 2)
Donc,

9(z,y,2) = g (e1) +yg (e2) + zg (e3) ,

29 (v2) + 329 (v3) — 3yg (v2) + 3Yg
y+2)g(v)+35@—y)g(v)+5
L (z—y) (2w

Y+ 2) (w1 + 3wy) + 5

2
3 (
3 (
3 (
+3 (x

Alors,
g(z,y,2)= Sz +3y+2,60—2).
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y+2) (€] + 2¢5) 4+ 3 (2€] + €5)] + %
— z) [3 (e} + 2¢5) + (2€] +e5)],
(Sz+3y+2)e)+ 6z —2)eh = (z+3y+2)(1,0) +

xrg ( Vg + Us) +yg (_711}2 + %121) + 29 (_711)3 + %Ul) )

(v1) = 329 (v3) + 529 (1),

(x —2)g(vs),

+ ws) 4 3 (x — 2) (3w +ws),

(z —y) [2(e1 + 2¢5) + (2¢) + )]

(62 — 2) (0,1).



Chapitre 2

Systémes d’équations linéaires

2.1 Equations linéaires

Définition 2.1 On appelle équation linéaire a n inconnues xi, Ta, ..., T, toute équation
de la forme

a1r1 + asxy + ... + a,x, = b,

ot les éléments ay, as, a, et b appartiennent o k, (k désigne R ou C) et sont les
coefficients de l’équation.

L’équation est homogéne si b= 0.

Une solution de cette équation est un n — uplet, (x1,za,...,x,) € K" qui vérifie

[’équation.

Résoudre ’équation, c’est trouver I’ensemble S de toutes les solutions.

Deux équations sont équivalentes si elles ont le méme ensemble de solutions.

Exemple 2.1 L’équation y = 2x — 1 représente une droite affine dans le plan. C’est une

équation linéaire a deux inconnues, car on peut [’écrire

2(171 — X9 = —1,
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ot on a simplement changé les noms des inconnues : x = x, et y = X

2.2 Systémes d’équations linéaires

Définition 2.2 On appelle systéme d’équations linéaires de m équations en n inconnues

un systéme de la forme :

a111 + ...+ ATy = bl,
(51) :

Am1T1 + . + QnTyn, = by-

ot les coefficients a;; et b; sont donnés, et ou les x; sont des inconnues dans R ou C.
* Un cas particulier important est celui des systémes homogénes, pour lesquels

by = by =...=10b, =0, c’est-a-dire dont le second membre est nul.

2.2.1 Ecriture matricielle

On peut écrire le systéme (.S7) sous la forme matricielle suivante : AX = B,

T bl
air ... Qip
T2 ba
Ouy A - 5 X — . ) B =
Am1 - Amp
Tn bm
Exemple 2.2
20 +y+5z=-10
r—3y—T72=25
r—z=13
2 1 b5 x —10
La matrice associée est A= | 1 -3 —7 |, X=]9¢y |,.B= 5
1 0 -1 z 13
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Alors, AX =B<+<—= | 1 -3 —7 y | = 5
1 0 -1 z 13
2.2.2 Rang d’un systéme d’équations linéaires

Soit A une matrice de type (m,n).

Déterminant d’ordre r extrait de A :

On appelle déterminant d’ordre r extrait de A le déterminant d’une matrice carrée
formée en supprimant dans A : (m — r) lignes et (n — r) colonnes.

On appelle rang de la matrice A : 'ordre du déterminant non nul, d’ordre le plus
élevé, extrait de A.

* On appelle rang dU systéme, le rang de la matrice A de ce systéme.

2.3 Etude de I’ensemble des solutions

Soit le systéme (S7) que nous supposons de rang 7 et écrit de telle fagon que le
déterminant des coefficients des r premiéres inconnues et r premiéres équations soit non

nul.

2.3.1 Deéterminant caractéristique
Déterminant caractéristique de (.57)

On appelle déterminant caractéristique de (S5;) le déterminant de la forme

aiy ... Q1p bl

Dy = o k=r+1,r+2,....,m.
Qr1 Qpy br
Qg1 agr by
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2.3.2 Etude de ’ensemble des solutions

a) Sir=m =n, le systéme (S7) admet une seule solution.

b) Sir < m < n, le systéme (S7) indéterminé a (n — r) parametres.

¢) Sir < m et si 'un au moins des déterminants caractéristiques de (S1) non nul,
(S1) n’a pas de solution.

d) Sir < m et si les déterminants caractéristiques de (S7) sont nuls, (S7) réduit aux

r équations et se résout comme dans le cas (b).

;

T+y+2w= -2,

T+ 2y + 3w = a,
Exemple 2.3 (95): , a et b supposés donnés, (a, b € R.)
3T + oy + 8z = 2,

| 5o+ 9y+ 142 =b.

11 2
12 3
la matrice de ce systéeme : A = ,
3 5 8
59 14
-2
et, B=
2
b

Les quatre déterminants d’ordre 3 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait

11
n’est pas nul, A est de rang 2.
1 2

Les déterminants caractéristiques :

1 1 -2 11 =2
Di=112 @ |=—2a+4, Di=|12 a |=—-4a+b+2.
35 2 59 b

1) Si Dy # 0 ou Dy # 0 alors (S) n’a pas de solution.
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2) Si D1 = Dy =0, donc ce cas (S) indéterminé a un paramétre z,
r=—3z— 0,
, 2 € R.
y==z+4.

2.3.3 Systémes équivalents

Définition 2.3 Deux systémes sont équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.
Pour résoudre un systéme donné on peut essayer de trouver des systémes plus simples.

Exemple 2.4 Les deuz systémes :

3r + 3y = 15, T +y =25,
(Sl) : et (Sl) :

T —y=3. T—y=
sont équivalents.
2.3.4 Systémes échelonnés

Définition 2.4 (Systéme triangulaire) .
Un systéme linéaire est triangulaire s’il a autant d’inconnues que d’équations et st

tous les coefficients de sa matrice situés au-dessous de la diagonale sont nuls.

Exemple 2.5 Le systéme

T+ 2y —2z=4,
3y —z=—1,
—2z=1.

est triangulaire. Ses coefficients diagonaux 1, 3 et (—2) sont non nuls. On remarque que
ce systéme possede une et une seule solution.
En ef fet, la derniére équation détermine uniquement z, puis la deuriéme donne y,

et la premiére donne x.

Définition 2.5 (Systéme échelonné)
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Un systéme liéaire est échelonné si sa matrice est formée d’une matrice triangulaire
a coefficients diagonaux non nuls, a laquelle on a ajouté des colonnes (quelconques), puis
des lignes identiquement nulles. La taille du sous-systéme triangulaire s’appelle le rang
du systéme.

1l est échelonné réduit si en plus, le premier coefficient non nul d’une ligne vaut 1

et c’est le seul élément non nul de sa colonne.

Exemple 2.6
T+ 2y — 3z =3,
- Le systéme y—4z = —1, est échelonné, de rang 2. Il ne posséde pas de

0=1.
solution, puisque la derniére équation n’est jamais satisfaite.

(

20+ 3y + 22—t =5,
- Le systéme —y—2z=4, estéchelonné (mais pas réduit).
3t =1.
\
20+ 3y+22z—t=25,

- Le systéme — 2z =4, nest pas échelonné (la derniére ligne com-

z+t=1.
k . .
mence avec la méme variable que la ligne au-dessus).

T+ 2z =25
- Le systéme § y — 2z = 16 est échelonné et réduit.

t=1
2.4 Meéthodes de résolutions d’un systéme linéaire

2.4.1 Meéthode de substitution

Le principe est : de choisir une équation, de calculer dans cette équation 'une des

inconnues en fonction des autres, puis de la remplacer par cette expression dans toutes
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les autres équations, puis de recommencer.

r+y=171,
Exemple 2.7 (1) : Y
3r —y = —3.
r="7—1y, r="7T—1, r=1,
(1) <~ = =
3x—y=-3. 3(7T—y)—y=-3. y = 6.

Le systéme a une unique solution : S = {(1,6)}.

2.4.2 Meéthode de Cramer

Définition 2.6 Un systéme de Cramer est un systéme carré (autant d’inconnues que

d’équations) qui a une unique solution.

Soit (S) un systéme carré c’est a dire sa matrice A est carrée, avec 'interprétation
matricielle : AX = B. Si la matrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par
la méthode de Cramer.

Nous noterons A; la matrice des coefficients dans laquelle on a remplacé la i — éme
colonne par la matrice B.

La résolution du systéme, par la méthode de Cramer, donne

Ti=———7, t=1,...,n.
det (A)
3r—y=4
Exemple 2.8 Avec la méthode de Cramer, résoudre .
—dx + 2y = -2
3 -1 4
Ona:A= , B=
-5 2 —2
3 —
det A = =6-5=1%#0, comme le det A # 0 on peut résoudre ce systéme
-5 2
par la méthode de Cramer et ¢ca nous donnera :
4 -1 3 4
A = , Ay = , donc :
-2 2 -5 =2
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4 -1
_det(A1) 2 2 _ 83 _g
— det(4) — 1 =1 — Y
3 4
-5 =2
_ det(As) _ —6+20 __
= det(Az) - 1 = ;r = 14.

Donc, (x,y) = (6,14) est l'unique solution de ce systéme.

2.4.3 Reésolution par la méthode de la matrice inverse

Soit (5) un systéme carré, avec I'interprétation matricielle : AX = B.
Si la matrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par la méthode de la matrice

inverse comme suit :

AX =B <= X = A 'B.

S+ Ty — 3z = 16,
Exemple 2.9 Résoudre le systeme suivant :q 3x — 2y + 4z = -7, -
r+y—z=6.
5 7 =3
Ona, A=| 3 -2 4
1 1 -1
det A =24 # 0, alors A est inversible et son inverse est : A~' = —2— (com (A))".

det A
Calculons A~!

-2 4 3 4 3 =2
+ - +
1 -1 1 -1 1 1
-2 7 )
7T =3 5 —3 2 7
com (A) = - + - = 4 -2 2 ;
1 -1 1 -1 11
22 =29 -31
7 =3 5 —3 5 7
+ - +
-2 4 3 4 3 =2
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-2 4 22 -2 4 22

(com (A))" = 7 —2 —29 |,donc ATt =4 7 —9 _99
5 2 =31 5 2 =31
Alors,
X=A"1
x 2 4 29 16 3
|y |l=5| 7 -2 -2 7= -2 |,
z 5 2 =31 6 -5
donc (3,—2,—5) est l'unique solution de ce systéme.

2.4.4 Meéthode de Gauss

La méthode du pivot de Gauss permet de trouver les solutions de n’importe quel
systéme linéaire. Par une suite d’opérations élémentaires, on transforme un systéme (.5)
en un systéme (SI) équivalent plus facile a résoudre et dont la matrice est triangulaire

supérieure. Nous allons décrire cet algorithme sur un exemple

Exemple 2.10 Soit (S) un systéeme linéaire de 3 équations, 4 inconnues et & coefficients

dans R.
—To + 2133 + 13%4 = 5,

(S) : $1—2$2+3£L‘3+17$4:4,
-1 + 3552 — 3.1'3 — 20.’13'4 = —1.

Méthode de Gauss

Partie A. Passage o une forme échelonnée.

Pour appliquer la méthode du pivot de Gauss, il faut d’abord que le premier coefficient
de la premiére ligne soit no nul. Comme ce nest pas le cas ici, on échange les deux

premiéres lignes par l'opération élémentaire : Ly < Lo

r1 — 2x9 + 313 + 1724 = 4,
L1 — L2
— To + 2.7)3 + 13I4 = 5,

—T1 + 31’2 - 31‘3 — 20[E4 = —1.
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Nous avons déja un coefficient 1 devant le x1 de la premiére ligne. On dit que nous
avons un pivot en position (1,1) (premiére ligne, premiére colonne). Ce pivot sert de
base pour éliminer tous les autres termes sur la méme colonne. Il n’y a pas de terme x
sur le deuxiéme ligne. Faisons disparaitre le terme x1 de la troisieme ligne, pour cela on

fait Uopération élémentaire : Ly — L3+ L4

r1 — 2z + 33 + 1724 = 4,
— Tg + 223+ 1324 = 5,
1'2—3.1'4:3. L3—|—L1—>L3

On change le signe de la seconde ligne (—Ly — L) pour faire apparaitre 1 au coefficient

du pivot (2,2) (deuziéme ligne, deuxiéme colonne) :

r1 — 229 + 3x3 + 1724 = 4,
To — 2wz — 1324 = =5,
—L2 e L2
To — 31‘4 = 3.
On fait disparaitre le terme x5 de la troisiéme ligne, puis on fait apparaitre un coefficient

1 pour le pivot de la position (3,3) :

r1 — 2x9 + 33 + 1714 = 4,
To — 2x3 — 1314 = =5,

2ZE3 + ].01'4 = 8. L3 - L2 —_— L3

r1 — 2x9 + 3x3 + 1724 = 4,
To9 — 2x3 — 1314 = —5,
T3 + by = 4. sLs — Ly
Le systéme est maintenant sous forme échelonnée.
Partie B. Passage a une forme réduite.

1l reste a le mettre sous la forme échelonnée réduite. Pour cela, on ajoute a une ligne
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des multiples adéquats des lignes situées au-dessous d’elle, en allant du bas a droite vers
le haut & gauche.
On fait apparaitre des O sur la troisiéme colonne en utilisant le pivot de la troisiéme
ligne :
r1 — 2z + 323 + 1724 = 4,
Ty — 314 = 3,

L2+2L3 e L2
T3 +55L’4 =4,

r1 — 2x9 + 214 = —8,
L1 - 3L3 — L1
To — 3.734 = 3,

J]3+5CL’4 :4

On fait apparaitre des 0 sur la deuxiéme colonne (en utilisant le pivot de la deuziéme
ligne) :
ry —4xy = =2,
L+ 2Ly — Ly
Ty — 314 = 3,
T3+ bry = 4.
Le systéme est sous forme échelonnée réduite.
Partie C. Solutions.
Le systeme est maintenant trés simple a résoudre. En choisissant x4 comme variable
libre, on peut exprimer x1, xo, T3 en fonction de x4.

Ce qui permet d’obtenir toutes les solutions du systéme :

S = {(4I‘4 - 2, 31‘4 + 3, —5I4 + 4, {E4)} .

Remarque 2.1 On peut associe a ce systéme linéaire (S) le tableau des coefficients
des premiers membres (matrice du systéme) éventuellement complété par les coefficients

des seconds membres. La résolution devient une série de transformations de la matrice
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complétée :

Proposition 2.1

o Tout systéme d’équations linéaires est équivalent a un systéme échelonné.
o Un systéme d’équations linéaires est a :

— ou bien aucune solution,

— ou bien une solution unique,

— ou bien une infinité de solutions.

2.5 Exercices résolus

Exercice 2.1 Résoudre de quatre maniéres différentes le systéme suivant (par substitu-
tion, par la méthode du pivot de Gauss, en inversant la matrice des coefficients,

par les formules de Cramer) :

20 +y =1,
() :
dr+ Ty = —2.
Solution.
20 +y =1,
(5)
3+ Ty = —2.

1) Par substitution.

La premieére équation s’écrit aussi y = 1 — 2z. On remplace maintenant y dans la
deuxieme équation

3x+7(1—2x):—2<:>11x:9<:>x:%.
On en déduit y :

y=1-2(8) -
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La solution de ce systéme est donc, {(%, —1—71)} .

N’oubliez pas de vérifier que votre solution fonctionne !

2) Par le pivot de Gauss.

Ly 2v+y =1, 2v+y =1,
<~

On obtient un systéme triangulaire, on en déduit y = 1—17
Et la premiere ligne : x = %.

3) Par les matrices inverse.

En terme matriciel le systéme s’écrit : AX = B, avec,

2 1 T 1
A= , X = , B=
3 7 Y —2

On trouve la solution du systéme en inversant la matrice : X = A™'B.

2 1
det A = —14-3=11+#0.

37
t
: -1 1t 1 -3
Linverse de A est donc, A™" = —— comA = , donc
-1 2
7 -1
A= L
-3 2
Alors
x 7T -1 1 9
X=A"'B— =& =1
Y -3 2 -2 -7

4) Par les formules de Cramer.

det A = 11 # 0, on peut donc appliquer les formules de Gramer.

Les formules de Cramer pour un systéme de deux équations sont les suivantes :
(

1 1
g — detdy - —2 7 _ 9
T det A = T detA 11
_ det Ay
T detA 2 1
B 3 =2 L
(Y= Tdea T 1
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Exercice 2.2 Soit le systéme suivant :

3r —2y+4z =7,
or + Ty — 3z = 16,
r+y—z=6.

1) Ecrire la matrice A associée o ce systéme.

2) Caculer A2

3) Calculer det A en développant le déterminant de la matrice A suivant la premiére
ligne.

4) Calculer det A par la régle de Sarrus.

5) Déterminer si la méthode de Cramer est applicable pour résoudre le systéme d’équa-

tion donné. Si oui, résoudre le systéme.

Solution.
3r —2y+4z = T,
St + Ty — 3z = 16,
rT+y—z=06.
3 -2 4
HA=]|5 7 =3
1 1 -1
3 =2 4 3 =2 4 3 —-16 14
2) A= 5 7 -3 5 7 -3 |=1|47 36 2
1 1 -1 1 1 -1 7 4 2
3 -2 4
7 -3 5 =3 5 7
3)detA=|5 7 -3|=3 +2 +4 = —24.
1 -1 1 -1 1 1
1 1 -1

67



3 =2 4 3 =2
4)detA=|5 7 -3 |5 7 |=3xT7(-1)+(-2)(-3)x1+4xb5x1—-4x
1

1 1 -1 1
Tx1—-3(=3)x1—(=2)x5(-1) = —24.

5) Comme det A = —24 # 0, alors : la méthode de Cramer est applicable et le systéme

admet une unique solution :

-7 =2 4
16 7 -3
6 1 -1
T = = 22 = 51 = 9
3 =7 4
5 16 -3
_ detA, 1 6 -1 __ 48 92
T detA T —24 - "2 )
3 -2 -7
5 7 16
1 1 6
_ detA, __ _ 120 __
z= dettA - —24 — Toa —5.

L’ensemble de solution : S = {(x,y,2)} = {(3,—-2,-5)}.

Exercice 2.3 Résoudre le systéme suivant ou x, y et z sont des réels positifs

Pyt =1,
(S) 2 — o
x2y%2° = 3.

Solution.
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on a,
In (23y%2%) =1In1,
() <= In(z%°2'?) =1n2,
In (22y?2%) = In 3.
On pose : a =Inz, b =Iny, ¢ = Inz. (La fonction logarithme étant injective.)
3a + 2b+ 6¢c =0,
(S) <= 4a+5b+12c=1n2,
2a + 2b+ 5c =1n3.
3a +2b+6¢c =0,
< 9 b+ 12¢ = 31In 2,
2b+ 3c=31n3.
( 3042+ 60 =0,
< 9 7b+ 12¢ = 31In 2,
—3c=21In3 —61n2.
a=—-2In2+61In3,
9 b=-3In2+12In3,
c=2In2—-"7In3.

x = 27235
Ceci donne finalement comme unique solution : y = 273312
z = 22377,

Exercice 2.4 Résoudre le systéme linéaire suivant par la méthode du pivot de Gauss

(

r+2y+32z24+4t =1,
20+ 3y +4z+t =2,
3r+4y+ 2+ 2t =3,

\ dr +y+ 2z + 3t = 4.

Solution.
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( (
Ly r+2y+3z2+4t =1, r+2y+3z+4t=1,
L2 2x+3y+4z+t:2, L2—2L1—>L2 —y—2Z—7t:0,
9 —
r+2y+3z+4t =1,
—y—2z—-Tt=0,
—
L3—2L2—>L3 —4Z+4t:O,
L4—7L2—>L4 L 4z + 36t = 0.
r+2y+3z+4t =1, r =1,
—y—2z—-Tt=0, y =0,
<~ <~
4z 4t =0, 2 =0,
L4—|—L3—>L4 40t = 0. \tZO

Donc la solution du Sy\stéme : 8 ={(1,0,0,0)}.
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Chapitre 3

Intégration

3.1 Intégrale indéfinie

3.1.1 Primitives d’une fonction

Définition 3.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Une fonction F' est une

primitive de f sur I, si et seulement si, elle est dérivable sur I et pour tout x de I,

Fi(z) = f(2).

Théoréme 3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et F' est une primitive
de f sur 1.
Toute primitive de f sur I est de la forme : F (z) + C, ot C est une constante réelle

( La primitive d’une fonction s’il existe n’est pas unique).

Exemple 3.1 Soit f la fonction définie sur R par : f (z) = 2* — 22% + 3z — 1.
f est une fonction polynome, donc f est continue sur R et elle admet des primitives
sur R.
5

Flo)=%—-2"+322—2+C, ouCeR.

Exemple 3.2 Soit f la fonction définie sur R par : f () = sin 2.

Déterminer la primitive F' de [ qui prend la valeur 1 pour x = 7.
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x Lensemble des primitives de f sur R sont les fonctions : F (z) = —% cos 2z + C),
CeR.
La condition : F (g) =1, tmpose

F(z) = —%COSQ(%) +C=1

1
— C’:1+§cos7r

commecos7T:—1:>(]:1_%:%.

La primitive de f qui prend la valeur 1 pour x = % est la fonction

F(x) = —3cos2z + 3.

Définition 3.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et F' une de ces primitives

sur I. On prend alors l’habitude de noter toute primitive de f sous forme

F)= [ fa)dn
et s’appelle aussi intégrale indéfinie de f.

Proposition 3.1 Soient f et g deux fonctions continues et A € R on a :
[(f(@)+g(x)de= [ f(z)dz+ [g(z)da.
[Af(x)de =\ [ f(2)da.
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3.1.2 Primitives des fonctions usuelles

Fonction f definie par Primitives F' de f Sur [
f(z)=a, ou a€R. F(z)=ax+C, CeR I=R.
z", (neN¥). T2 +0, CeR I=R.
%. —-14+C, CeR I =]0,400] ou |—00,0].
\/%’ 2z +C, CeR. I =10,+o0].
sin —cosx+C, CelR. I =R.
CoS . sinz+C, CeR. I =R.

L tanx +C, CeR. [:]—§+n7r

* Le tableau suivant découle des régle de dérivation des fonctions.

u désigne une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction f Primitives I’ sur [ I
wu', (neN*Y). —qutt+ 0, CeR R.
3—;. —14+C, CeR. Veel, avec u(x)#0. -
\1;—;;. 2/u+C, CeR. Vo eI, avec u(x)> 0.
;‘—;, (neN, n>2). —ﬁ#+C’, CeR. Vrxel, avec u(zx)#D0.

Exemple 3.3 Déterminer les primitives F de f : x +— x (1 + 22)” sur R.

La fonction f est continue sur R, lintegrale existe, posons :

u(x) =1+ 2% alors : v (x) = 2z. f (x) est donc de la forme :
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Alors, les fonctions F' définies sur R par :

F(z) = =u*(2)+C,

1
— §(1+x2)4—|—0, CeR
sont les primitives de [ sur R.

3.1.3 Intégration par parties

Théoréme 3.2 Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. On a

/u(x)v'(x)dx:u(x)v(x) —/u’(x)v(x)dx
Exemple 3.4 Caculons : [ z?¢"dz. On peut choisir :

u(r) = 2= (z) =2,

xT

V(x) = ¢ =wv(x)=¢€".
[ 2?e"dr = u(z)v(x) — [ (z)v(z)dz.

f r2e®dr = xe® — f 2retdr = x2e® — 2 fxexdx.

De méme pour [ xedx, On peut choisir :

u(z) = z=u(x)=1,
V() = € =v(x)=¢"
[xetdr = xe” — [ e"dx = xe® —e*. Alors :
[ 2?e"dr = a?e” — [2ze"dx = 2?e” — 2 (ze” — e”) + C,

[ 2?e"dr = e (2 — 22 —2)+ C, C€eR.
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3.1.4 Changement de variable

Théoréme 3.3 Soient u une fonction dérivable, f une fonction continue et

F(z)=[f(z)dz. Ona

/u’f(u)dx-/f(u)du-F(u).

Exemple 3.5 Calculons la primitive F (z) = [tanzdr = [ S22y,

CcCos T

On choisit, u (x) = cosz, u' (xr) = —sinz,

et, f(z) ==. On pose f (u) = u,

cosx”

fsin:}cdm:_fu/f(u)dx:_ff(u>du:—f%duz—ln|U’+C, C eR.

Cos T

Donc, F (x) = —1In|cosz| +C, C €R.

3.2 Intégration des fonctions rationnelles

Définition 3.3 Une fonction f est dite une fonction rationnelle si :

ot P(x), Q(x) sont des polynémes a coefficients réels.

3.2.1 Intégration des éléments simples

La fraction % s’écrit comme suit :
P(z) ¥
=F((r)+ ————, ou
0w PTG
P (z) ar +f3 9
0 (x) (z) @2 taz o) ’

ou E (z) un polynéme de R [z], et «, 5, v, a, b € R, n, m € N*.
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e Calculons :

/G{%Fm.

Sin=1, f dx—71n|:1c—x0|+0 CeR.
Sin >, fmx)ndac-fyf (z —x0) "dr =7 (x—x0) " +C, CeER.

Proposition 3.2 Soit I, = f( ) ——wdr, n € N*.
1) I :f 2H)dx—arctg( x)+C, CeR.

2) In1 = 5y riqyr + %55 Ins > 1

e Calculons :

az + 5 —dx, avec a® —4b < 0.
(22 + ax + b)

1)

Sia+#0,
ax+f o o 2z+a— a—i—g
f (z24az+b)™ dr = 2 f (m2+ax+b mdr = 2 f (z24az+b)™ s
=5/ (inzi—ib) dr + 5 (—a a) il (x2+a1m+b)md$'
L (u(x)™™, sim>2
Z) f (xz—zz;r—?-b dr = f (u x) dr = B

In u (x)|, sim=1

'LZ) fmdl’: f [( 75)2+1(b = )]mdl',
onposet=x—%, k2—b—z,

J eyt = | Wdt,

on obtient :

on choisit : s = 5 = kds = dt. Donc,

J m(ix =/ Wdt =k —(ngl)m ds = (voir la proposition) .
k

2)

Sia=0,

| ety de = [ Gl de = (voir (i1)) .
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Exemple 3.6

2x + 2 2x +1 1
———dr = | ———=dov + | ———=du.
(x2+x+1) (2 +x+1) (x2+x+1)

.. 1 - 1
i) J (12+x+1)2d$ = ((w—%)2+%>2dm’

par changement de variable t = x + %,

on obtient :
f t2+3 § f ! 2 dt’
(COR)

par changement de variable s =

— Vs = dt,

~+
W)

on obtient :

16ff(2+12d8— Sff(ul)zds (voir = Qn(xg_'_l)n + 247, n> 1)

8v3 | 1 @ z+
9

277 N\ + arctg (
(D

M\»—l
v

Donc,
z+%
2wt2 g 4./3 2 tg [ =z C, CeR
f(x2+$+1)2 T= g+ - + arctg | % +C, CeR.
(EOMES
2

3.2.2 Décomposition en éléments simples

Soit f (z) = gg; une fraction rationnelle, par la division euclidien on obtient :

, tel que deg R < deg (.

Exemple 3.7 Intégrer la fraction rationnelles suivante : [ x?f—iG'

Premiére étape :
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Effectuer la division euclidienne,

Deuvieme étape :

Décomposer en fractions simples,

Tz+6 7z+6 —_a_ 4 b _ (at+b)z4(—3a+2b)
z2—2—6 ~ (z+2)(z—3) ~ z+2 x—3 (z+2)(z—3)
alors,

a+b="7 a= %
-
30+ 2b=6 p=

5
Troisiéme étape : Intégrer,

[ Zidr = [(z+1)de+ [ F2t0dx

r2—2—6

1

=12 +z+ 8z +2/+Fnjz-3[+C, CeR

Exemple 3.8 fﬁdm

5 zi41
On peut écrire BaTiarD) S0US la forme,

rt+1 a b ¢ ax + f

3 (x2+x+1) x+ﬁ+x3+x2+x+1’

et on obtient :a=1,=1,a=0,b=—-1,c=1, et

xt 41 -1 1 z+1

3 (x2+x+1) F+x3+x2+x+1'

Alors, fﬁdm = [Zde+ [ Hde+ [ SHgde = ..
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3.3 Intégration des fonctions exponentielles et trigo-
nométriques

3.3.1 Intégration des fonctions exponentielles

Pour calculer les primitives de la forme [ f (e”) dz, on peut choisir le changement de

variable ¢t = ¢ = %dt = dx.

tE+1
=Inle*+1/+C, CeR.

Exemple 3.9 [ —f=dr = [15dt =In|t+1]+C, CeR,

Exemple 3.10 [, = f x"edx, on utilise [integration par partie, on choisit :

On obtient :

Donc,

. n_x
I, =x"e" —nl,_;.

3.3.2 Intégration des fonctions trigonométriques

e Pour calculer les primitives de la forme [ sin” x cos™ zdx; n,m € N, on peut choisir
le changement de variable : ¢ =sinx, out = cosz.
e Pour calculer les primitives de la forme [ f (sinz,cosz,tanz)dz, on peut choisir

le changement de variable : ¢ = tan 7, et on a,

1—¢2
1+t27

2t

Tr, tanz = 2 et dr = —25dt.

1—¢2 1442

cosxT = sinx =
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Exemple 3.11 [ sin®z cos® zdz.
On choisit : t =sinx = dt = cos zdx,
on sait que : cos’x =1 —sin’x =1 —¢2,
alors,
[ sin®z cos® xdr = [ sin? xcos’ xcosxdr = [t* (1 —*)dt = % - % +C, CeR.
Donc,

[sin®zcos® zdx = Lsinz — Lsin® 2+ C, C €eR.

Exemple 3.12 [ 28Iy,

cosz+sinx

On choisit : t = tan g,

on obtient :
2t
tanx _ 1—¢2 2 _ 4t _ 2 g 514
f Cosﬁsmmdx = f—1_t§ " _1+t2dt = f—(17t2+2t)(1+t2)dt = ... ( décomposition en élé
1+t 1+t

ment simple)

3.4 Intégration définie

Définition 3.4 On appelle subdivision (d’ordre n) de lintervalle I = [a,b] l’ensemble
fini {xg, x1,...,x,} tel que, a =xg < ... < xp =a+ kb_Ta <..<x,=0bkeN.
Le pas § (S) de la subdivision est le plus grand des nombres (x; — x;—1), ot
ie€{0,1,...,n}.
Pour tout choix de n points h; € I; = [x;_1, ;] , 1 € {1,...,n}, on appelle somme de

Riemann de f le nombre

R(f,8,{h1,.hn}) =D (i — mi21) f (ha).

i=1

e Dans cette somme, chaque terme (x; — x;_1) f (h;) représente laire algébrique du

rectangle de base I; et hauteur f (x;).

Théoréme 3.4 Si 6(1;?1 R(f,S,{h;}) existe, alors elle est indépendante du choiz des
—0
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points h; € I;, on la note

b
| 1@ = lm RS (b)),

Définition 3.5 Lorsqu’elle existe, on appelle cette limite l'intégrale de [ sur [a,b] et

on dit que f est intégrable au sens de Riemann.

Proposition 3.3 1. Toute fonction continue f : [a,b] — R est intégrable au sens de
Riemann.

2. Toute fonction monotone sur [a,b] est intégrable au sens de Riemann

Définition 3.6 Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b] et F' une de ces

primitives. L’intégrale définie de f entre a et b est le nombre réel défini par :

| F@ e = F @)= F ()~ F ).

L’ordre de a et de b est important.

Le nombre a est appelé borne inférieure, et b la borne supérieure de 'intégrale.

Proposition 3.4 Soient f et g deux fonctions continues.
1. f:f (z)de = [T f (x)dx + fcb [ (z)dz, tel que a < ¢ < b. (relation de Chasles)
2. Sia<b, on af;f(x)dx’ < f;]f(m)|dx
3. [Pkf(z)dr =k [ f(x)dz, kER.

Exemple 3.13 Calculer l'intégrale f_21 (222 + 3) dx.
L’intégrale existe car, la fonction f (z) = 2z% + 3 est continue sur [—1,2].

J?, 222 + 3)dx = [223 + 32]*, = 15.

2
Exemple 3.14 ff 22 Inaxdr = w—; In :p—ff %%dw = [% Inz — ﬁ} , (integration par parties)
1

9
f12a:2lnxdx = §1n2— %.
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3.5 Exercices résolus

Exercice 3.1 Calculer les intégrales suivantes

D) [eostvdr, 2) [VI=a’dw, 3) [aPerdr, 4) [, 5) [grde,

sinx

6) [ 7) ffwsin(lnx)da:, 8) 01x2\/1—:1:2d$, 9) ff:rln:nd:r, 10)

0 2+4cosz’
2
[ evitide.

Solution.
1) [cos® xdx = [ cos® x cos zdz,
on pose : t=sinx = dt = cosxdx.
Et, cos?z=1—sin®z=1—t%
Donc,
[ cos? xdr = [cos®wcosxdr = [ (1 —t2)dt = [dt — [¢3dt,
=t— % +C, CeR.
:sinx—%—l—a C eR.

2) [V1— 22dz,
on pose, r = sint => dx = costdt.
Et, m:m:m:cost.
Donc,
[V1—=2%dz = [costcostdt = [cos®tdt = [ 12y,
= [ 3dt + 5 [ co2tdt,
=1t+1(3sin2t) +C, CER,
=1t + L (sintcost) + C,
= %t+ %sintm—l—a

= %arcsirm—l— %95\/1 —224C, CeR.

3) [aPe"du.
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On utilise l'integration par parties, on choisit :

v = 2= u = 3a?,

v = ¥ = v =¢".

Donc, f:v3exdx = z3e” 3fx26xda:

on note, I; = [ a?e"dx, on utilise I'integration par parties, on choisit :

u = 2* = u =2z,

v = €8 = v =2¢"

I, = 2%e® — 2fxexdx

on note, Iy = [ xe“dx, on utilise 'integration par parties, on choisit :

u = =11 =1,

vo= e = v=—¢".

I =ze” — [e'dr = xe® —e" =e” (v — 1).

Donc,

[ 2Petdr = 2Pe” — 3, = 2Pe® — 3 (2%e” — 2I,) = xe” — 3 (a%e” — 2¢” (v — 1)),
= (2 =322+ 62 —6)e*+C, CeR.

4) [ 5,

on a

Iglﬂ =G H)(;Lx syl H—l—xgﬁf;rll =G H)—i-xg :C;;l, (décomposition en fractions simples) .
Donc,

L2
z3+1 f3x+1)dx—|—f 31dx:I1—|—Iz.

Ilzfﬁdx:%ln|x+l|.
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_ e+3 -1 2x—4 -1 2z—1
12 - fo a;+1dx fo J;—l—ldx_ 6 x2—ac+1dx+ fo ac—l—ldx

=Znf2® —z+1]+3 f Sl = |z —z+ 1]+ 115

2)4

r—

_ 1 _ 4 dx 4 __de
]3—f( l)2+ dx 3f(2 31‘(2961)2_’_17

2 V3
on pose :
221 2
7= t = =dxr=dt
Alors,
s
=3 f tz+d1t = Z\f f t2+1 = 2f arctant = Z\f arctan \/31
Donc,
:Jc3+1 =L+

=ilnjz+ 1|+ Fnje? -z + 1] + 315,

:%ln]x+1]—%ln\xQ—x+1]+‘§arctan2f/’§l+C’, C eR.

5) [ 2ds — [ 22 cosda,

on pose

t =sint = dt = cos zdx.

Et,

cos'z = (cos? 2)* = (1 — sin’ :B)2 = (1—12)°.

Donc,

[t g — [t ooy — [ 022 gy
s
= [L -2 [tdt + [t3dt,
=Inft|—2(5t*) + jt*+C, C€eR,

=In|sinz| —sin®z + Lsin*z + C, CeR.

fo 2+cosz’

1—¢2 dr — 2dt

onpose t=tang, coszT =i, = e
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On a,

dx :f 1+t2
2+cosx o4 1= t2

2
+(5)
= 2\f arctan —= \/g,
— 2\[ arctan (\/Lg tan %) .
Donc,
_[23 1 " _ V3
0 24cosxz [ arctan (7 tan £)]O WT

7) ffﬂ sin (Inx) dz,

on pose : t=Inzr = z=2¢' et

dt = %dx = xdt =

r=1, t=Inl1=0
Pour :
r=¢€", t=Ine" =

dr = eldt = dx.

e, r:1—e€e"=1:0— .

Et,
ffﬁ sin (Inz) do = [ e’ sintdt,

on utilise I'integration par parties, on choisit :

On obtient, ffw sin (Inz) dx =

0

sint = u' = cost,

et:v:et.

"elsintdt = [e’sint]; —

on utilise I'integration par parties, on choisit :

On obtient, [ €' sintdt = [ sint]] —

= le'sint]y; —

e cost]y —

cost = u' =

et:>v:e.
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—sint,

[y €' costdt,
J, €' sintdt,

o €' costdt,



2 [ e'sintdt = [e'sint]; — [e’ cost]g ,
et,

fy €' sintdt = 3 [ (sint — cost)]g = 5 (e™ +1).

8) fol 221 — z2dz,
on pose x = sint = dx = costdt,

ona, t:0—1=1:0— 3.

Donc,
fol xQde = fO% Sith _ SiHQtCOS tdt — fog Sin2tC0S2 tdt,
= fo (sint cos) 2dt = fo ( sin 2t) dt = ifog 1fc2os4tdt’

= L [Fdt— L 7 cosdtdt = L [t — Lsindt]? = =

0) fievm”dx,
on pose t =\ + 2= 1 =1? - 2 = dx = 2tdt,
ona,r:—2—2=—1:0—2.

Donc,

R 2f02 tetdr = 2[(t — 1) e']o =2 (2 +1).

Exercice 3.2

1) Intégrer I = [ /a? — a*dx, par parties.
2) Calculer J = fog Hsnfl—a

a+tcosa”

Solution.

1) ( Intégration par parties) on choisit :

u = Va2 —12=1u =
v = 1l=uv=nux.
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]:f\/pdaj—x\/W—i—f\/x—;
=azva®— 22+ [ \/de—l—an\/id
:x\/W—f\/de—i-anmx
=aova? — 22 — I+ a? arcsm()—l—C C eR,

alors, 2I = zv/a2? — 22 + a? arcs1n(5)+C, C eR,
— I = \/7x2+ arcsm( )+C’, C eR.

J fo 1+sin a+cosa’

e
on pose t =tan$, cosa = i, sina= 2 da = ff;.
Ta _ _
J = fO 1+sma+cosa —Jo 1+t — [111 <1 +t>]0 =In2.

Exercice 3.3 Calculer les intégrales suivantes :

L :fsmzdx I = fﬁdw, Isz +1)2d9€ Iy = fo e’ sin xdw.

Solution.

e I} = [ Zdz, on pose z = 2y,

Il - f Slnxdx = f sm2ydy = f smycosy = f Slny COS2

?:ny y= f tanycos2 = f (ttzlrlllgj;) dy =In (tan 5) + C.

c b= [gpde = [ mmde = [ maremde = [ fawde,
on pose t = e”* :dt—e dx.
L= 1+%dt = 2arctant = 2arctane® + C, C € R.

° ]3 = f (;i:f)de,
dx

on utilise I'integration par parties, on choisit : u = Inr = du = 7,

dv = — p=—-1

(w+1)2 a+1
Inx _ Inx
a:+1+fz(:1:+1 - :1:+1+f( _:E_H)
lnx—l—lna:—ln(qul)—i—C C eR,
_ Inz
=—ogthH+C CeR
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o [, = [e"sinadz,

on utilise I'integration par parties deux fois, on choisit :

u = sinx = du = cosxdx,

dv = €dx = v =—¢€".

E . .
| €* cos xdx, on choisit :

s jus
_ (1 . I 4
Donc, Iy = [} e sinzdr = [e”sinz]g — [,

u = cosr — du = —sinxdx,
dv = e'dr = v=2¢e".
Donc,
jus ™ s jus Jus
Iy = [e*sinz]§ — [,' € coswdr = [e"sinx]] — |[e” cosx]g + [,* € sin xdx} )
us

Iy = [e*sinz]; — [e” cosa:]d% — Iy,

e

e

:214:[exsinx]§—[excosx]§ =¥ —ge%%—l:h:%.
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Chapitre 4

Equations différentielles

Définition 4.1 (E’quatz’on différentielle du premier ordre)
Une équation différentielle ordinaire (EDO) du premier ordre une équation qui a pour
inconnue une fonction y d’une variable réelle x, a valeurs dans R, qui s’écrit sous la forme

swivante :

y () =fty@), tel (E)

ou I est un intervalle ouvert de R et f une fonction continue de I x R dans R qui est

connue. On cherche alors les fonctions y de classe C' qui vérifient ’équation.

Définition 4.2 (Equatz’on différentielle ordz'naire)
Une équation différentielle ordinaire notée EDQO, d’ordre n est une relation entre la
variable réelle x € I C R, une fonction inconnue x — y (x) et ses dérivées vy, ..., y™

au point x définie par

fla, y@), o (), . y™ (2)) =0.

Définition 4.3 (E’quatz’on différentielle normle)

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme



Définition 4.4 (E’quation différentielle autonome)

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme

y" (@)= f(y(2), ¥ (), .., y" V().

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de t.

4.1 Equations différentielles d’ordre 1

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1, une équation de la forme

Y +a(z)y=>b(z),

ou 'inconnue y est une fonction dérivable de la variable x définie sur R, a et b sont deux
fonctions continue sur un intervalle .

Lorsque la fonction b (x) est nulle, on dit que I’équation est homogéne du ler ordre.
Elle s’écrit

Yy +a(x)y=0.

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies par :
yo (z) = ke~ Jo@dz oy |k e R.

Un cas particulier important est celui ou la fonction a () est constante, dans ce cas
I’équation est dit équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 & coeffi-
cients constantes et on écrit :

y +ay = 0.
Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies par :

yn (x) = ke, ouk €R.
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e Résolution d’une équation différentielle linéaire y' + a (z)y = b (z) .

Si y, est une solution particuliére de cette équation alors, sa solution générale est

y (@) =un(z) +yp (7).

Exemple 4.1 Soit l’équation différentielle linéaire du premier ordre définie sur R*

2 x

241

/ / 2
xy + 2y = @y+;y=

2+ 1

e La solution de [’équation homogéne, y' + %y =0 est

2
yo(2) = ke J 2% =2 o4 keR.

2’
e La solution particuliére de ’équation, xy' + 2y = mg”—il

On a, y, () = 53 =y, (2) = Sk (2) = Zk (o).

T

Donc :
xyl + 2 :i@x(ik"(m)—lk‘(w)) +2<M> = 2

Yp Yp z2+1 x? x3 x? z2+1
alors,

170 z? ’ 3 2tz x(x2+1)—x T
KO =g =) =n =T T a7

:>k:(:17):f(x—w%ﬂ)da::%z—%ln(xz—i—l).
Alors, y, (v) = %2 — hl—vx"”‘;zﬂ
e Finalement la solution générale est y(x) =y (z) + vy, (z),
2 Inva2+1 k

2 x? x?’

4.1.1 Equations A variables séparées

Une équation différentielle de lier ordre est dite a variables séparées si on peut

I’écrire sous la forme



ou, f et g sont des fonctions donneés.

Exemple 4.2 Résoudre sur I =|1,4o00[ l'équation différentielle

zy'lnz = (Blnz+1)y.

On peut séparer les variables (x et y) en divisant par yrlnx, on obtient :

y 3z +1
y  zlhz

donc : f %dy _ f 3lnz+1

dx, alors
zlnz

Inly| = [3dz+ [—-dr =3Iz +In(lnz)+¢, c€R, alors

y = keBlnx—i—ln(lna})’ k cER

4.1.2 Equation de Bernoulli

Définition 4.5 Une équation différentielle du premier ordre est dite de Bernoulli s
elle a la forme

Y () +9(x)y(x) +h(z)y" () =

0, aeR\{0,1}.
ou g et h sont des fonctions continues de I C R dans R.
Méthode de résolution :

On pose, z () =y (z), dou 2/ () = (1 — )y (z) y~ (x)
En divisant I’équation de Bernoulli par y*, on obtient :
y ()

s g@y @+ i) = 2D g @)@+ =0

Donc, on obtient (une équation différentielle en z) une équation linéaire de 1¢" ordre non

homogeéne. On la résout par la méthode de la variation de la constante.
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4.1.3 Equation différentielle de Riccati

Définition 4.6 L’équation différentielle de Riccati est une équation de la forme

Y (v) + g () y (v) + h(z)y* (z) = 0.

Meéthode de Résolution :

Il faut connaitre une solution particuliére ¢ de ’équation de Riccati. On pose

y (@) = @) + (@) [y (@) — @) +h(@) [y (@) - (@)] =0,

)
u' (@) + g (@) u(z) +h(z)ly(2) —¢@)]y(2) +e )] =0
u'(x) + g (2)u(r) +h(@)u(@)ly (@) +e @) =0,
u'(x) + g (2)u(r) +h@)u(@)ly (@) - (p(r) - w())ﬂo(ﬂf)}:O,
u' (@) + g (@) u(r) +h(@)u(e)fu(e) + 2 (2)] =

u' () + [g () + 20 (2) ¢ (2)] u () + h (2) v* () = 0.

Cette derniére est une équation de Bernoulli que nous savons résoudre.

4.2 Equations différentielles d’ordre 2
Les équations différentielles linéaires du second ordre sont de la forme
a(@)y"+bo(@)y +c(x)y=f(2).

ol, f est une fonction donneé et, .a, b et ¢ sont des fonctions continue sur un intervalle

I.

Définition 4.7 Une équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constante
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est une équation de la forme
ay’ +by +ecy = [ (), (E)

ot a, b et c des constantes et a # 0 et f une fonction continue sur I (I un ouvert de R).

L’équation homogéne (ou sans second membre) associée est
ay” + by’ +cy = 0. (EH)

e La méthode de résolution de (£) se décompose en deux points

1. On résout I’équation homogene (E'H ). On obtient la solution : y,.

2. On recherche une solution particuliére de ’équation avec second membre : y,,.

La solution générale de I'équation (E) est alors : y (z) = yp (x) + v, () .

* Résolution de I’équation homogéne

On cherche la solution de I’équation homogene (EH) sous la forme y = €™ r € R.
On a donc, ¥ = re"™ = ry et ¢y’ = r?e™ = r?y, alors I’équation

ay’ +by +cy=0<=y(ar?+br+c) =0.

L’équation

ar®* +br +c=0, (EC)
se nomme équation caractéristique de (FH), et A = b? — 4ac.

Proposition 4.1 Suivant le signe de A = b* — 4ac on a les résultats suivants

1) A >0: (EC) admet 2 racines réelles distinctes r1 # o et
) (:I;) - 6167‘11 + CQGTQQJ) C1,C2 S R7

est une solution de (EH) .
2) A=0: (EC) admet 1 racine double r € R,

y(z)=(ar+c)e™, c,c0€R

94



3) A < 0: (EC) admet 2 racine complexes conjuguées r1 = « + i3 et 1o = a — if3,
(0. €R, f#0) et
y () = (c1 cos (Bx) + cosin (Bx)) e

Exemple 4.3 Soit y" —4y' +3y = 0 l’équation caractéristique est r? —4r+3 =0, A > 0,

on a 2 racines réelles distinctes 1y = 1, ro = 3, et la solution est :

y (1) = cre” + cpe®”.
Exemple 4.4 Soit y" + 2y +y = 0 l’équation caractéristique est r®> +2r+1 =0, A =0,

admet 1 racine double r = —1, et la solution

y(x) = (1 + o) e ™.
Exemple 4.5 Soit ¢ + 2y’ + 4y = 0 l’équation caractéristique est > + 2r +4 = 0,
A=—-12<0,7 =—14V3i, ry = —1 —/3i, et la solution

y(z) = <01 cos V/3x + ¢y sin \/§x> e .

* Solution particuliére de I’équation (F)

1) f(x) est un polynome de degré n.

- Si f(x) est un polynéme de degré n et ¢ # 0 et b # 0, on peut montrer qu'une
solution particuliére est un polynome de méme degré.

- Si f(x) est un polynome de degré n et si ¢ = 0 et b # 0 alors la solution particuliére

sera un polynome de degré n + 1.

Exemple 4.6 Soit iy’ — 5y + 6y = 3.
* La solution de l’équation homogeéne est yy, (z) = c1€** + 23, ¢y, 05 € R,
* Détermination d’une solution particuliére de l’équation.
Le second membre est un polynome d’ordre 1. On recherche comme solution particu-

liere un polynéme de méme ordre :
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yp (x) = Az + B,
Y, (x) = A, y, (r) =0,
alors :

Yy, — 5y, + 6y, = 3x <= —5A+6(Ar + B) = 3w

Doov : y,(z) =1z + 5.

La solution générale de I’équation : y (x) = c1€>® + cpe3® + %x + %, c1, 0 € R.

2) f(x) =P (z)e*, ou P(x) est un polynéme de degré p.

- Si a n’est pas solution de ’équation caractéristique, on recherche une solution par-
ticuliere du type y, (x) = Q () e**, ou @ (z) est un polynome de degré ¢ = p

- Si « est une racine simple de 1’équation caractéristique, on recherche une solution
particuliere du type y, (z) = Q (z) e*® ou @ (x) est un polynome de degré ¢ = p + 1.

- Si «a est une racine double de I’équation caractéristique, on recherche une solution

particuliere du type y, () = Q (z) e** ou @ (x) est un polynome de degré ¢ = p + 2.

Exemple 4.7 Soit [’équation suivante :
y" =3y + 2y =e".

* La solution de I’équation homogéne est yy, (1) = c1e® + coe®*, c¢1,co € R,

* Détermination d’une solution particuliére de ’équation.

a est une racine d’ordre 1 de [’équation caractéristique, on recherche une solution
particuliére du type y, (x) = P (z) e, ou P () est un polynome de degré 1 :

On a, y,(x)=(Azx + B)e",

alors, y, (v) = (Az + B+ A)e”,

et, y, (z) = (Av + B)e” + Ae” + Ae” = (Av + B +2A)e”.

En ingectant ces relations dans [’équation différentielle, nous obtenons :
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(Az+ B+2A)e" —3(Az+ B+ A)+2(Az+ B)e” =€,

donc,
(—A)e* =" = A= -1, dou y,(z)=(—x)e".

La solution générale de I’équation est :
Y (33) =cie” + 026296 + (_x) €w, C1,Co € R.

Donc : y(x) = (c1 — 1) e® + c2e*®, c1,¢0 € R.

3) f(z) = Ksin(ax) ou f(z)= K cos(azx).

- Si sin (ax) ou cos (ax) n’est pas solution de 1’équations sans second membre, on
cherche une solution particuliére du type : y = Acos (ax) + Bsin (az), A, B € R.

- Sisin (ax) ou cos (ax) est pas solution de ’équations sans second membre, on cherche

une solution particuliére du type : y = Az cos (ax) + Bxsin (ax), A, B € R.

Exemple 4.8 Soit [’équation suivante :
y" — 3y + 2y = 22e3 + 3sin .

* La solution de l’équation homogéne associée est y, () = c1€” + coe®*, ¢, 09 € R.

* Détermination d’une solution particuliére de l’équation.

Le second membre est une combinaison linéaire d’une fonction trigonométrique et du
produit d’une fonction exponentielle par un polynome d’ordre 1. On recherche comme

solution particuliére du type :
Y, = (Az + B) e* + Csin(z) + Dcos (z), A,B,C,D €R.

On a, y, = (3Az 4+ 3B 4+ A) e** + C cos (z) — Dsin (z),
yn = (9Az + 9B + 6A) e** — C'sin (x) — D cos (z) .
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L’équation différentielle appliquée a y, conduit a :

y" — 3y + 2y = 22e3* 4 3sinz <=

(9Az + 9B + 6A) e3*—C'sin (x)—D cos (z)—3 [(3Az + 3B + A) €3 + C cos (z) — D sin (z)]+
2[(Az + B) e¥ + C'sin (z) + D cos (z)] = 223 + 3sinz,

Alors,

(2Ax + 2B + 3A) €3 + (C + 2D) sin (z) + (D — 3C) cos (z) = 22€3® + 3sin,

et par identification, on obtient : A=1, B = —%, C=3 D=2

Donc :

yp = (. —3) e + L sin (x) + 75 cos (z) .

- La solution générale est :

(@)= (¢ = 3) ¥+ fysin (1) + feos(a) +ere” + ™, cr,0 €

4.3 Exercices résolus

Exercice 4.1 On considére [’équation différentielle suivante :

(E): ¢y =—=+—=——=, avecx>0.

221 est solution de ().

(1) Montrer que yo : |0, 400 — R, yo (z) =

(2) Chercher la solution générale de l’équation ( & variables séparables ) 3y + % = 0.

(3) En déduire la solution générale de l’équation (E) .
)

(4) Donner la solution de (E) vérifiant, y (1) = v/2 — 1, et calculer sa limite quand

x— 0",
Solution.
(1)
Si, Vo >0, yo (2) = Y2 — 4y () = 54—,
alors,
/ =1 VaZil 1
Yy + % - 222241 + ; - Vr241©
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Alors, o (x) = m;“ est solution de (F).

(2)

Iy Y= ¥ 1
3/+x*0<:>y* o
<~ Inly|=—-Inz+ A\ NeR,
= y=Xle"=2 XeR,

—y=2 AeR

(3)

Donc la solution génarale de (E) est : y(z) = Y2+ 42 N e R,

T T

(4)
y(1)=v2—1<= 2 1= L A
= A= -1, douy(r) = =Lvz+tl ;xz“,

de plus,

. _ /12 .

lim =MVt — Jim £ = (.
z—0+ x z—0+ Vai+1+1

Exercice 4.2 Donner le nom de chaque type d’équation différentielle suivante :
W @E=r1Y, @ E+P@y=q(@)y*, ot a#0etl
(3) M (z)dx+ N (2)dy =0,  (4) %L+ P(x)y=q(r).

Solution.
(1) Equation homogene.
2) Equation de Bernoulli.

(2)
(3) Equation & variables séparées.
(4)

4) Equation linéaire du premier ordre.

Exercice 4.3 Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
(Ev): v +2y =2”.
(Es): ¢y +y=2sinz.
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(B3): ¥ —y=(z+1)e".
(Ey): vV +y=x—¢€"+cosz.
Solution.

(Ey) : o + 2y = 2%, une équation différentielle linéaire d’ordre 1, a coefficients

constants, avec second membre.

On commence par résoudre I’équation homogéne associée 3’ + 2y = 0,

les solutions sont : y, = Ae™2* |, A € R.

b

11 suffit ensuite de trouver une solution particuliere de (£} ) . Le second membre étant
polynomial de degré 2, on cherche une solution particuliére de la méme forme :
Yp (2) = az® + br + c =y, (r) = 2ax + b,

et,

(El)<:>y1/)+2'3/p:332<:>2a.7j—|—b—|—2(ax2+b$+c):xQ’
< 2ax’ 4+ 2(a+b)x + b+ 2c = 2?2,
2a =1,

<~ 2(a+b)=0, @a:%,b:—,c:}l.

b+2c=0.
Ainsi,
yp (z) = 322 — Lo + 1.
Les solutions de (F7) sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliére

et des solutions de I’équation homogene :

Yo () = yp(x) +yn(z),
1 1
= 51’2—§$+Z+)\€_2$, /\GR, (l’GR)

(E2) : v +y = 2sinx, une équation différentielle linéaire d’ordre 1, a coefficients

constantes, avec second membre.

Les solutions y, = Ae™™ , A € R.

Le second membre est cette fois une fonction trigonométrique, on cherche une solution

particuliere sous la forme d’une combinaison linéaire de cos et sin :
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Yp () = acosx + bsinz, et
(Ey) <= (a+b)cosz+ (b —a)sinz = 2sinx.
Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que y, (z) = —cosx +sinz convient.

Les solutions de (F3) sont :
Yo (x) = —cosz +sinz +Xe™”, AeR, (z€R).

(Es): ¥y —y=(z+1)e”. Les solutions de I’équation homogene associée :

yn = Ae¥, A eR.

On remarque que le second membre est le produit d’une fonction exponentielle par
une fonction polynomiale de degré d = 1 : or la fonction exponentielle du second membre
est la méme (e”) que celle qui apparait dans les solutions de I’équation homogéne. On
cherche donc une solution particuliére sous la forme d’un produit de (e*) par une fonction
polynomiale de degré d +1=2: y, (z) = (ax® + bz + ¢) €*, et

(E3) <= (2ax +b)e® = (z + 1) €e®. Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que
yp (2) = (327 + 1) €™

Les solutions de (Es) sont :
1 2 T T
yg () = 3% +x | e’ + Xe”,

1
= <§x2+x+>\)e””, ANeR, (xeR).

(Ey): ¥y +y=ax—e"+cosz. Les solutions de I'équation homogene associée :

yp=Xe *  AeR.

On remarque que le second membre est la somme d’une fonction polynomiale de degré
1, d’'une fonction exponentielle (différente de e*) et d’une fonction trigonométrique.
D’aprés le principe de superposition, on cherche donc une solution particuliére sous la
forme d’une telle somme :

Yp (x) = ax + b+ pe® + acosx + [Bsinz, et
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(By) <= ar+a+b+2ue” + (a+ p)cosz + (8 —a)sinx =z — e* + cos .
Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que y, (x) =z —1+ %ew + % cosx+ % sin z.

Les solutions de (E;) sont :

1 1 1
yg(x):x—1+§e$+§C08x+§sinx+)\e’x, ANeR, (x€eR).

Exercice 4.4 Résoudre :
(Ey): y" =3y +2y=0.
Es): o'+ 2y +2y=0.

(
(E3
(Ey

):
)iy =2y +y=0.
): Y +y=2cos’x.

Solution.

o (Ey): y'—3y +2y=0.

Il s’agit d’'une équation homogene du second ordre. L’équation caractéristique associée
est : 72 — 3r +2 = 0, qui admet deux solutions : r = 2 et r = 1. Les solutions sont donc

les fonctions définies sur R par, y (z) = c1€*® + cpe®, c1,c0 € R.

o (Ey): vy +2y + 2y =0. L’équation caractéristique associée est : 72 + 2r + 2 = 0,
qui admet deux solutions : r = —1+14, et r=—1—1.
Les solutions sont donc les fonctions définies sur R par, y (z) = (¢1 cos Bz + cosin fx) e 7,

C1,Co € R.

o (F3): 3" — 2y +y=0. L’équation caractéristique associée est : 7> — 2r + 1 = 0,
qui admet une racine double : 1, Les solutions de ’équation homogene sont donc de la

forme, y (z) = (c1x + c2) €*, ¢1,c2 € R.

e (E,): v +y=2cos?z. Les solutions de I'équation homogene sont :

yn (x) = c1cosx + cosinzx, ¢q,c9 € R,

102



22 =1+ cos 2z, d’apreés le principe de

Le second membre peut en fait se réécrire, cos
superposition, on cherche une solution particuliére sous la forme :

Yp () = a + avcos2x + [Ssin2x. En remplacant, on trouve qu’une telle fonction est
solution sia =1, a = —%, f=0cad:y(r)=1- %cos?x.

Les solutions générales sont donc,
1 .
yg () =1— 500821‘ +cicosx+ cosine, 1,00 ER., (v €R).
Exercice 4.5 Montrer que [’équation de Bernoulli

v +a@y+bx)y"=0, ne€Z, n#0, n#1,

se rameéne & une équation linéaire par le changement de fonction : z (x) = y(w);,l

Solution.
On suppose qu’'une solution y ne s’annule pas. On divise I’équation
Y +a(x)y+b(x)y” =0, pary", ce qui donne

Lta@) E+b(e) 5 =0= 5 +a(r) = +b(x)=0.

On pose, z (z) = —== et donc, 2/ (z) = (1 —n)

y()" !
[’équation de Bernoulli devient une équation différentielle linéaire :

T .

y
y(x)

1
1—n

2 +a(x)z+b(x)=0.
Exercice 4.6 Montrer que si 1o est une solution particuliere de l’équation de Riccati
Y +a(@)y+b(z)y’ =c(z).

alors, la fonction définie par u(z) =y (x) — yo (x) vérifie une équation de Bernoulli

(avec n = 2).

Solution.
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Soit yo une solution de : ¢/ + a (z)y + b (z) y*> = c(x) .
Posons, u (z) =y (z) — yo (z) , donc y = u + yo.

Et :

u' + yo + a (@) (u+yo) + b (x) (u? + 2uyo + y5) = c(2) -
Comme 7, est une solution particuliére alors,
Yo+ a(@)yo+b(x)yg =c(z).

Et donc I’équation se simplifie en :

W+ [ (2) + 20 (2) b ()] w + b () 02 =0,

qui est une équation du type Bernoulli.
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Chapitre 5

Fonctions a plusieurs variables

Ce chapitre est consacré aux fonctions de plusieurs variables, c’est-a-dire définies sur

R™ ou une partie de R"™, qu’on appellera son domaine de définition

5.1 Ensemble de définition d’une fonction de deux
variables

On considére une fonction f de R? dans R :

fi(xy) = f(r,y).

L’ensemble de définition de f (noté : Dy) est le sous-ensemble de R? formé des couples

de réels tels que f (z,y) existe.

Exemple 5.1 1) f(z,y) =z+3y+1, Dy =R~
2) f(x,y) =+/1—2%2—y2 Dy est la boule fermée de centre (0,0) et de rayon 1.
3) f(z,y) = (Inz)(Iny), Dy =RZ — {(0,0)}.

Définition 5.1 Soit f : D — R une fonction défine sur un domaine D de R™. On appelle

i — eme fonction partielle au point a = (ay,...,a,) € D la fonction f; , définie sur le
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domaine D; = {x € R/ (ay, ..., a;_1,%, Qi1 1, ..., ay) € D} par :
Vo € Div fz (l’) - f(ah oy Qi1 Ty At 1, "-7an) .

Exemple 5.2 Soit f définie sur R® par f(z,y,2) = xy?23. Soit a = (1,—1,2). Les
fonctions partielles de f en a sont définies sur R par :

fi(x) = f(x,—1,2) = 8.

fo(z) = f(1,y,2) = 8y.

fs(x)=f(1,-12) =z

5.2 Limite et continuité

En dimension 1, on a vu que la notion de continuité est associée a celle de limite.
Une fonction est continue en zy si f(z) s’approche de f (xy) lorsque = s’approche de
xg, c’est-a-dire lorsque |x — | devient petit. En dimension supérieure, pour définir les
notions de limite et de continuité, il est tout d’abord nécessaire de définir une notion de

proximité, c’est-a-dire de définir la distance entre deux points de R".

Définition 5.2 (Distance)

Soient u,v € R". La distance de u & v, notée d (u,v) est définie par :

d(u,v) = Z\ul — .
i=1

Définition 5.3 (Limite)
On dit que la fonction f définie sur un domaine D de R" admet la limite | en ug si
pour tout € > 0, on peut trouver un dy tel que si d (u,ug) < do alors |f (u) — 1] <e.

On note

lim f (u) = 1.

u—uQ
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Interprétation : Le fait que f admette la limite [ en wug signifie d’'une part que
si u est proche de wyg, alors f (u) est proche de [, et surtout que l’on peut obtenir une
approximation arbitraire de [ par une évaluation de f en un point u, a condition que u

soit assez proche de uqg.

Définition 5.4 (Au cas oun = 2)
Soient A CR? f: A — R™ (xg,9) € A etl € R™, alors f a pour limite | quand

(x,y) tend vers (xq,yo) si
Ve>0, In>0,( [z —xol <net|y—wl<n) = |f(x,vy)— Iz <e
Exemple 5.3 Soit f la fonction définie sur R? — {(0,0)} par

__
f(may)_ x2+y2'

La fonction f n’admet pas de limite en (0,0).

En effet, on a

f(x,0) =0 pour tout x # 0 et 31611% f(x,0) =0, ( le long de l’axe horizontal ) .
et de méme,

f(0,y) =0 pour tout y # 0 et 513(1) f(0,y) =0, ( le long de l’aze vertical ).

Le long de la diagonale x =y, on a f (z,x) = = % pour tout x # 0 et donc,

212

lim f(z,z) = 3. La fonction f n'a pas donc pas de limite en (0,0).

x—0

Définition 5.5 Une fonction f définie sur un domaine D de R™ est continue en un point

uo st lim f (u) = f (ug), elle est continue sur D si elle est continue en tout point de D.
U—ug

Remarque 5.1 Les fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de définition.
Notamment, les polynomes, les fractions rationnelles aux points ou le dénominateur ne
s’annule pas. Les régles de la continuité des fonctions d’une seule variable s appliquent :
la somme, le produit de fonctions continues sont des fonctions continues. La composée

de deux fonctions continues est continue.
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Théoréme 5.1 Si [ est continue en (o, o), les deux applications partielles

foix = f(x,y0) et fy :y— f(xo,y) sont continues respectivement en xq et yp.

Attention! la résiproque de ce théoréme est fausse.

B si () £ (0,0)
0 si (z,y)=(0,0).

Exemple 5.4 Soit f la fonction définie par f (x,y) =

Les applications partielles
fo:x— f(x,0) et f, :— f(0,y) sont toutes deux constantes nulles sur R, et en

particulier elles sont continues en (0,0). Par contre f n’est pas continue en (0,0) puisque

1

pour tout réel x non nul : f (z,r) = 3.

5.3 Dérivées partielles d’une fonction

5.3.1 Dérivées partielles d’ordre 1

Définition 5.6 Soit f une fonction définie sur un ouvert U et (xq,yo) un point de U.
e Si la fonction partielle f, : x — f(x,y0) est dérivable en xo, on dit que f admet
une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a x en (zo,yo) et on note :
of f(x,y0) = f (20, 90)

Of o) = = i '
B (z0,%0) = f2 (20, Yo0) IE?O T — X

e De méme, si 'application partielle f, : y — f(xo,y) est dérivable en yo, on dit f admet
une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a y en (xg,y0) et on note :
of ) [ (@o,y) — f (%0, Yo)

— (@, = T, = lim .
0y( 0, o) fy( 0, o) o Y — 1

Définition 5.7 On dit qu’une fonction f définie sur un ouvert U C A de R? est de

classe C* sur U si, elle admet des dérivées partielles et sont continues sur U.
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5.3.2 Développement limité d’ordre 1

Théoréme 5.2 Soit f une fonction de classe C* sur un domaine D de R? et (xg,1y0) un
point de D. Alors elle admet un développement limité o l'ordre 1 donné par :

F 230 = £ oo )2 =) 5 oo+ = w0) 5 o+ = ]+ 1y = ol € ..

avec, lim  e(x,y) =0.
(z,y)—(wo,y0) ( y)

Autrement dit, toute fonction de classe C' en (¢, yp) admet une approximation affine

en ce point.

Définition 5.8 (Dérivées partielles d’ordre supérieur).

Soit f une fonction définie sur un domaine D de R". Si ses dérivées partielles d’ordre 1
sont encore dérivable par rapport a chaque variable, leurs dérivées partielles sont appelées
dérivées partielles secondes. Par récurrence, on définit les dérivées partielles d’ordre n

comme les dérivées partielles des dérivées d’ordre n — 1.

5.3.3 Dérivées partielles d’ordre 2

Définition 5.9 Une fonction de classe C* sur un ouvert U admet des dérivées partielles
d’ordre 2 en un point (xo,yo) de U si et seulement si, ses deux dérivées partielles d’ordre 1

admettent elles-mémes des dérivées partielles d’ordre 1 par rapport a x et &y en (xo,yo) -

On note :

2

% (70, %0) = 3% (%) (z0,%0) = falclz (70, Y0) -
2

;w_a]; (70, %0) = 3% %) (70, %0) = fg,c/y (70, Y0) -
2

aig; (0, Y0) = 3% (8—9 (0, Y0) = f{,’x (0, o) -
2 o (df

g—yé (o, y0) = dy <3—y> (@0, Yo) = fz',lz (20, Yo) -

Définition 5.10 Une fonction f définie sur un ouvert U est dite de classe C? sur U si

toutes ses dérivées partielles secondes existent et sont continues sur U.
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Exemple 5.5 Calculons quelques dérivées partielles successives de f (z,y,z) = zy*23.

On a

o (2,y,2) = y*2%,
2
gzé (ZE Y,z ) 0, aax_gy (:Ea Y, Z) - 292’3»
3
838{4 (iL’ Y,z ) = 223’ 6;1?6;82 (:v?yv Z) = 6y22,

8i8’;3 (z,y,z) =0.

Proposition 5.1 (Lemme de Schwarz). Soit f une fonction définie sur un domaine D

de R". Soient i # j deux entiers compris entre 1 et n. Si les dérivées partielles secondes

82f 92 f . : P
L et 1 existent et sont continues, alors elles sont égales.
Ox;0x; Ox;0x; ’

Exemple 5.6 Soit f : R — R définie par f (z,y) = (\/:c?’y) . Alors, pour x,y > 0,

on a

af of _ 1 3
(IL‘ y>_ Y, a_y(l'ay)_ﬁ\/?a

82 92 f _ 1 T
8$2 a_y2(xay)__1 F)
83f

Oyox ($ y) Q (8_?;) (l’ y) = 8g

3

y \2
[okd o) x3 z
axafy(%y):i@—)(wy):a%(% 7)23 y

5.3.4 Développement limité d’ordre 2

Théoréme 5.3 Soit f une fonction de classe C* sur un domaine D de R? et (xg,10) un

point de D. Alors elle admet un développement limité o l'ordre 2 donné par :

F@) = Flooun) + (o= 0) 5 (o) + (5 = ) 5 (a0, 10)

1 5 02 f o0 f
"‘5 (z — x0) D2 (20, %0) + (z — m0) (¥ — v0) Dz (70, %0)
1 2 O f 2 2
+§(y—yo) ay =5 (z0,%0) + (Jz — x| + |y — wol”) € (z,y)

avec, lim e(z,y) =0.
(z,9)—(0,30)
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(z+y)
(z—y)*

Exemple 5.7 Soit la fonction f définie par : f (x,y) = . Cette fonction est bien
définie et admet des dérivées partielles de tout ordre au voisinage du point (1, —1).

Calculons son développement limité o l’ordre 2.

g 2] T

f (-75 y) = _(wii)% f (x y) = @Q—y)
82 82

o (y) =gl af @1) =gl
02 f T+

ayor (T:Y) = 20

On évalue ces dérivées partielles en (—1,1) on obtient :

MLy =g 1=y
(L) =84(-11)=-

By(‘)x L (-1,1)=0.

On obtient le développement limité de f a lordre 2 en (—1,1) :

flay) =5l -D+@+Dl-1[@-1"+ G+ +[lz =17+ |y + 1] e(x,p),

avec : lim  e(x,y) =0.
(@,9)—(0,50) (.9)

Notation de Monge : En un point donné (z, o), il est d’usage de noter, quand il
n’y a pas d’ambigiiité sur le point concerné :

p= g£ (T0,%0), q= ‘?)—5 (w0, 10)

2 2
r= % (Zo,%0), s= @iafy (z0,%0), t= Z—yﬁ (70, Y0) -

5.3.5 Extrema

Le but de cette section est de trouver des conditions pour qu’un point (zg, o) soit un
point extrémal d’une fonction de deux variables.

Dans le cas d’une fonction dérivable d’une seule variable, on sait que la dérivée pre-
miére s’annule en un extremum.

La nature de I'extremum, minimum ou maximum dépend de la dérivée seconde si elle
existe.

Dans le cas d’une fonction de deux variables admettant des dérivées partielles a ’ordre
2, si (xo,y0) est un extremum, alors les dérivées partielles sont nulles. La nature de

Iextremum est alors donnée par les dérivées partielles secondes.
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La situation est plus complexe que dans le cas d'une seule variable

Définition 5.11 La fonction [ définie sur un ouvert U admet un mazximum local (ou

relatif) en un point (xg,yo) si, il existe un voisinage V' de (xo, o) tel que pour tout point
(z,y) de V,
f(:E,y) S f(anyO) :

De méme, [ admet un minimum local au point (xq,yo) si, il existe un voisinage V'

de (xg,yo) tel que pour tout point (x,y) de V,

f(z,y) > f (20, v0) -

Définition 5.12 La fonction f définie sur un ouvert U admet un maximum global en

un point (zo,yo) si pour tout point (x,y) € U,

f(z,y) < f (%0, %) -

De méme, [ admet un minimum global au point (xq,yo) si pour tout point (x,y) €
U,
f (2, y) > f(w0,90)

Remarque 5.2 L’étude d’existence d’extrema global sur un domaine qui peut étre non

borné n’est pas facile a faire.

Théoréme 5.4 Soit f une fonction définie sur un domaine D de R? et admettant des
dérivées partielles d’ordre 1 en (xo,y0). Si (xo,y0) est un extremum, alors les deux

dérivées partielles d’ordre 1 s’annulent en (xo, o) -

Exemple 5.8 Soit la fonction f définie sur R? par : f (x,y) = 2% + 3>

Ses dérivées premiéres sont,
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L(w,y) =22, ZL(ry) =2

Les dérivées premiéres s’annulent donc simultanément uniquement en (0,0) .

Exemple 5.9 Soit la fonction f définie sur R? par : f (x,y) = zy.
Ses dérivées premiéres sont,
0 e}
L@y =y, S@y=2

Les dérivées premiéres s’annulent donc simultanément uniquement en (0,0) .

La premiére partie de la recherche d’un extremum consiste donc a trouver les points
d’annulation des dérivées partielles premiéres. Une fois ces points trouvés, il faut en dé-
terminer la nature. Un point ou les dérivées partielles premiére s’annule n’est pas néces-
sairement un extremum. Un tel point est appelé point stationnaire (point critique).

e Soit (zg,yo) un point stationnaire de la fonction f. Trois cas peuvent se produire :

1) (x0,Yyo) est un maximum, c’est-a-dire qu’il existe un domaine D autour de (zo, yo)
tel que pour tout (z,y) € D, f(z,y) < f (%0, o) -

2) (x0,y0) est un minimum, c’est-a-dire qu’il existe un domaine D autour de (xg, yo)
tel que pour tout (x,y) € D, f (z,y) > f (zo,v0) -

3) (o, yo) n’est ni un maximum, ni un minimum, c’est-a-dire que pour tout domaine
D contenant (xg, yo) , contient aussi des points (x,y) et (2, y/) tels que f (z,y) < f (o, ¥o)
et f(2',y") > f(xo,y0). Un tel point est appelé point selle.

Pour distinguer de tels extrema, il est nécessaire de considérer la dérivée seconde.

Proposition 5.2 Soit f une fonction admettant des dérivées partielles secondes conti-
nues au point (To,yo). On note :
0 f 0 f 0 f
r=—5(To,%), S= +— (To,%), t= 5 (To,¥0)-
72 (70, Yo) 89583/( 05 %0) BE (z0,%0)
Ce qu’on appelle les notations de Monge, si (xq,yo) est un point critique de f alors, on

a les cas suivants :

- Si s —rt <0, (zo,y0) est un extrémum (minimum pour v > 0, maximum pour

r<0).
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-Si s —rt >0, (zo,y0) il n'y a pas d’extremum en ce point.
- Si s2—rt =0 on ne peut pas conclure, il faut chercher le signe de f (z,y) — f (zo, yo)

selon d’autres moyens.

Conclusion 5.1 Pour chercher les extremums éventuels d’une fonction f de classe C?

sur un ouvert de R?.

o o  (2,y) =0,
- On cherche les points critiques, qui vérifient :
g—£ (x,y) = 0.

- Les extrémums sont a chercher parma les points critiques.
_ Of
r= 522 (an yO) )

. L . N . 82f
- On calcule les expressions théoriques de r, s, t, ot { s = Suty (%0, v0)

32
= a_yg (x(]v yO) .
- En chaque point critique (xo,vo) on calcule s*> — rt, et on conclut a l’aide de la

Proposition 5.2.

Exemple 5.10 Soit f (x,y) = 2> + 3zy* — 152 — 12y.
Ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2 sont :

p= gk (2.y) = 32® + 3y — 15,

¢ =G (z,y) = 6xy — 12,
2
r= %(m,y):&:,
_ Of

- axay (.CC, y) = 6y7
t= giyf (x,y) = 6.

On cherche d’abord les points critiques en résolvant le systéme p=q =0

3224+ 32 —15=0 2?2 =1 2 =4
<~ oy
6y — 12 =0 y:% y:%
— ou ou ou
y=2 y= -2 y=1 y=-1

On a donc 4 points critiques A = (1,2), B=(—1,-2), C =(2,1), D =(—-2,-1).

Pour chacun d’entre eux calculons s> — rt
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e Pour A et pour B : s> —rt >0 : f n'admet pas d’extremum en ces points.

o Pour C :s2—1rt<0:etr >0 :lafonction f admet un minimum local au point
(2,1), et ce minimum vaut f(2,1) = —28.

e Pour D :s?>—rt <0:etr <0 :lafonction f admet un mazimum local au point

(—=2,—1), et ce maximum vaut f(—2,—1) = 28.

5.4 Différentiabilité

Définition 5.13 On dit que f de A C R"™ est différentiable au point P, si il existe un

opérateur linéaire L tel que

f(P+h)—f(a)

avec, lim e(h) = 0
1Al 4—0

L.h+[|h]l y € (h),

L’opérateur linéaire s’appelle la différentielle au point P. Elle sera noté df (P) et sim-
plement df s’il n’y a pas d’ambiguité. h est bien sir un élément de ’ensemble A et sert
a définir la "direction” de dérivation (pour la différentiabilité, on les prend toutes en

considérations).

e De maniére équivalente on peut dire que f est différentiable au point xq € R” si et

seulement si I’expression :

f (3501 + hi, s Top + hn) - f (3701, ---7330n) - h13x1f (550) — . hnaxnf (550)

VR .+ h2 ’

tend vers 0 lorsque (hy,...h,) — (0,...,0).

Pour fixer les idées et bien comprendre ce & quoi correspond 'opérateur linéaire L,

nous allons redonner cette définition dans le cas d’une fonction de trois variables.

Définition 5.14 Soient a, b et c trois réels, on dit que f est différentiable au point
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(a,b,c) si, il existe trois constantes réelles A, B et C' telles que :

f(a—l—hl,b+h2,c—|—h3)—f(a,b,c) = AXh1+BXh2+0Xh3
= |[(h, ha, hs)| 4 € (h1, ha, hs)

€ (hl, hg, hg) =0.

avec, lim
H (hl’h27h3)”A*}0

La fonction (hi, ha, hs) — Ahy + Bhy + Chg est bien une application linéaire et ainsi
(A, B,C) définit notre opérateur linéaire.

Exemple 5.11 Soit une fonctionnelle f de R? dans R déninie par : f (z,y) = x*+32%y.
Plagons nous au point (1,—1) :

FA+h,—1+hy) = f(1,=1) = [(1+h)* +3(1+hi)* (=1 + ho)] — (-2)

= 1+ 4hy + 6h7 +4h5 + b + (3+ 6y + 3hT) (=1 + ha) + 2
=1—3+2+4 (4—6) hy + 3hy + (6] + 4h} + hi — 3R} + 6hiho + 3h3hs)
= —2hy + 3hg + ||(h1, h2) || 4 € (ha, ha) .
On vérifie bien que, € (hy,hy) — 0 quand (hy,hs) — (0,0).
Donc f est différentiable au point (1, —1) et sa différentielle est l’application linéaire :

df (17 —1) . (hl, hg) — —2h1 + 3h2

On remarque que :

0} 2 ] 2
_ 4 _
_('935 (a:,y) = 4x° + 62y et _8y (:B,y) = 3z,

et,

of _ 9 1 1y
Sl =—2et 9 (1,-1) =3,
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ce qui correspond aux coefficients trouvés précédemment.

Théoréme 5.5 Si f est de classe C' sur un ouwvert U de R™, alors f est différentiable

sur U.

Réciproquement, si [ est différentiable sur U alors f admet des dérivées partielles.
Celles-ci me sont pas forcément continues et donc on n’a pas la réciproque compléte. De
plus, les dérivées partielles sont les coefficients de l’opérateur linéaire comme nous venons
de le voir dans l'exemple précédent :

of
axi

(P) =1

ol [/; est la iéme composante de 'opérateur linéaire L.

Exemple 5.12 Cet exemple va nous permettre d’illustrer le théoréme précédent.

Soit f une fonction définie par :

D’apres les théorémes générauz des compositions sur les fonctions de classe C*, f est de
classe C sur R*\ {(0,0)}.
1. f est continue en (0,0).
En effet,
If (z,y)| < 2> <2*+y*= lim f(x,y)=0.
(z.y)—(0,0)

2. Dérivées partielles premiéres en (0,0) :

L f(h,0) = £(0,0)

ox - h1—0 hl - h1—0 |h1|




3. Dérivées partielles premiéres sur R*\ {(0,0)} :

of : 1 z? 1
— (z,y) = 2xsin - 3 COS

ox x2 + 12 (m) Va2 +y?

4.  Différentiabilité en (0,0) :
Si f est différentiable en (0,0), alors on a correspondance avec les dérivées partielles

et donc Dopérateur linéaire est l'opérateur nul. On a ainst que :

h2sin\/h;_hz 2
+
ST i < (e, o)l

[l (ha,ha2)]] k)l = IRkl =

|e(h1,h2)\ _ |f(h1,h2)—f(0,0)]

or, |[(h1,h2)|| = 0 quand (h1, ha) — (0,0). f est donc différentiable en (0,0) .

5. f est elle de classe C* sur R? ?

Six >0 alors,

g—i (z,0) = 2z sin (%) — 2% cos (%) , n‘admet pas de limite quand x tend vers 0.

Ainsi, cette dérivée partielle n'est pas continue en (0,0) et donc, f n'est pas de classe

C' sur R2.

Définition 5.15 (Matrice Jacobienne)
La matrice des dérivées partielles de f : A CR™ — R™ au point a s’appelle

la matrice jacobienne de f. On la note Jy (a), elle a m colonnes et n lignes :

g—gﬁ(a) gx—’?n(a)
Jr(a) =
(@) -
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La premiére colonne contient les dérivées partielles des coordonnées de f par rap-
port & la premiére variable x1, la deuxiéme colonne contient les dérivées partielles des

coordonnées de f par rapport a la deuxiéme variable x5 et ainsi de suite.

Exemple 5.13 Calculons le jacobien de la fonction f définie par :

fz,y) = (3:2 + x cosy, ex’y,ny) )

2+ cosy —xsiny
J@=| e e

Y 3yt

Définition 5.16 f est dite de classe C' sur l'ouvert U de R™ lorsque chacune des ap-

plications coordonnées est de classe C* sur U.

5.4.1 Différentielle d’une application composée

Soit f une application de classe C! sur un ouvert U de R™ & valeurs dans R™. Soit g
une application de classe C'! sur un ouvert de R”™ contenant f (u) et a valeurs dans R?.
Alors la fonction composée gof définie sur U et & valeurs dans R? est de classe C* sur U

et sa matrice jacobienne est donnée pour tout a € U par :
Jyos (@) = Ty (f (@) x J (a).
Exemple 5.14 Soit g lapplication de R? dans lui-méme définie par
g (u,0) = (u> +0*,u® —0v?).
Calculer le jacobien de 'application h de R? dans lui-méme définie par :
hiz,y) =g(z+y,zy).
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- La fonction h est la composée de g par Uapplication f de R? dans lui-méme définie

par : f(x,y) = (x +y,xy) et dont le jacobien est la matrice :

1 1
Jr(x,y) =
y T
et,
2u  2v
Jy (u,v) =
2u —2v
2u 20 1 1
Done, Jy, (z,y) = Jy (v +y,zy) X Jf(z,y) =
2u —2v Yy

1l faut remplacer u par x +y et v par xy :

2(z+y)+2zy* 2(z+vy)+ 2yz?
Jh(xay): )
2(v +y) - 20y* 2(v+y) - 2ya°

ce que [’on pouvait directement en calculant explicitement h (x,y) = ((ZL‘ + y)2 + 2%y? (v + y)2 —

Opérateurs différentiels

Nabla :

o_ (90 9 90 oi_ (0f 9f Of\ _ —
V= <8x’8y’8z)’ V= <8:c’ oy’ 82) = grad/,

ou f est un champs scalaire.(i.e, f est une fonction de R® — R).

Laplacien :
0? 0? 0? 0?f O02f Of
o T op T M "o T T
o, f est un champs scalaire.
Divergence :
ofv | O0fs  Ofs
D 2, ZJ2 I3
wf o * oy + 0z’

un champs vectoriel (i.e, f est une fonction de R® — R3).
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Rotationnel :

dfs  0fy 0ft  Ofs 0fs  Ofi
oy 0z 0z Ox 0z Oy )

5.5 Intégrales double, triple

5.5.1 Intégrale double

Définition 5.17 Une subdivision S de [a,b] X [c, d] est une partition du pavé [a,b] X [c, d]
en m X n pavés.

I x Jj = [wic, 2] X [yj—1,y4], i € {1,....,m}, j € {1,..n}, avec xy = a, x,, = b et
Yo = C, Yo = d.

Le pas 6 (S) de la partition est le mazimum des (z; — x;_1) et (y; — y;—1).

Pour tout choixz de mn points h;; € I; x Jj, i € {1,....,m}, j € {1,..n}, on appelle

somme de Riemann de f : |a,b] X [¢,d] — R le nombre
R(f,5,{hi}) = ZZ — 1) (Y5 — yj-1) f (hij)
=1 j=1

Théoréme 5.6 Si la limite 6(1%11 OR (f,S,{hij}) existe alors elle est indépendante du

choix des points h;; € I; X J;, on la note

// f(z,y)dedy = lim R(f,S,{hi}).

a,b]x[c,d 8(5)—0

Définition 5.18 Lorsqu’elle existe, on appelle cette limite l'integrale double de f sur
[a,b] X [c,d] et on dit que f est integrable au sens de Riemann sur [a,b] X [c,d].

Proposition 5.3 Toute fonction continue f : [a,b] x [c,d] — R est intégrable au sens de

Riemann.

e On note D un sous-ensemble de R? contenu dans un rectangle [a,b] X [c,d] (au-

trement dit, D est bornée).
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Définition 5.19 On appelle fonction indicatrice de D [’application notée

1p : R? — R, définie par

1, si (x,y)eD

0, sinon.

Définition 5.20 On dit qu’une fonction f : [a,b] X [c,d] — R est intégrable sur

D C [a,b] X [¢,d] si 1pf est intégrable sur [a,b] X [c,d] et on pose :
[ [ rewday=[ [ 15 e ddy
D [a,b] X [c,d]

1. Soient f et g deux fonctions intégrables sur un rectangle fermé R alors

/L(f+g)($,y)dxdy=//Rf(a:,y)dxdy%—//]%g(x,y)dxdy.

2. Soit f une fonction intégrable sur un rectangle fermé R et A\ € R, alors

//R)\f(:z:,y)dxdy:)\//Rf(a:,y)dxdy.

3. Soient f et g deux fonctions intégrables sur un rectangle fermé R telles que V (z,y) €

Ra f(ﬂf,y) < g(ﬁ,y), alors

//Rf(:c,y) d:cdyi//Rg(:c,y) drdy.

Théoréme 5.7 (Théoréme de Fubini sur le rectangle.)

Propriété

Soit f: D = [a,b] X [c,d] — R, une fonction continue, on a

[ [ rwpasy - /ab(/cdf@:,y)dy)dx
_ /cd(/abf(x,y)dx>dy.
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Corollaire 5.1 On a

//[ab y x) fo (y dmdy—/fl dx/ fa(y

Exemple 5.15 [ [, l0,5] @ €08 ydxdy = fo xdx fo cosydy = [3 2](1) [s.iny}og =1

’ ’2
Exemple 5.16 f f[—1,1]><[0,1] (1729 1) dzdy = f_11 dx fol (x2y —1)dy = f—ll dx [%IzyQ - y](l)
1.3

= L (32 = 1) do = [ — 2], =

wlot

Théoréme 5.8 (Théoréme de Fubini sur D)

Soit f: D C R?> — R une fonction continue, alors

d(z)

/Af@wM@—L%d@f@wwym

e Si D est décrit avec deuz applications continues a, b : [c,d] — R telle que

D={(z,y) eR? c<y<d, aly) <z <b(y)} alors

/Af@wM@=[TA$f@wm)@

Exemple 5.17 [ [, 2?ydxdy, ot D ={(z,y) e R*/ —1<z<1 <y <1},

Ona :
[ Jpa?ydedy = [* 2%dx [Lydy = [ 2? [3°]...

1
= f_lé(ﬁ —at)dr = .

Exemple 5.18 [ [ \/1—a? —y2dzdy, ot D = {(z,y) € R?/ 2* +y* <1},

on a donc
D={(z,y) eR?/ —1<z<1,

—\/1—x2§y§\/1—1‘2}.

Ainsi
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\/1—x2—ydmdy—f dxf \/l—mz—ydy,
= f dx f —=V1—a?
On effectue le changement de variable :

y=+1—2a2%sint, dy =+/1—x2costdt, et

o
I
U
=)
S
o
ol
IA
~
VAN
ISIE

—1—z2 1
[/ 1—x2
V1—z2 1—22
V1—22

sint =
=1

D’ou
f dz f \/1—562 1— 22—

dx 1 —22y/1 — sin? tv/1 — 22 cos tdt,
= [ f Y% v tv

= [ da:f (1 — 22)® cos? tdt,

= fj1 (1—22)*dz fi cos?® tdt =

Changement de variables

Soit h une application définie comme suit

h : A—D

(u,v) — (z(u,v),y(u,v)).

h est une application de classe C'* qui est bijective et dont la réciproque h™! : D — A
est aussi de classe C! (c’est-a-dire un C* — dif féomorphisme) .

Rappelons que le jacobien J, est le déterminant de la matrice jacobienne Jj, :

ox w, v Oz u, v
‘]h (U,U) = det Jh (u7’()) = du ( ) v ( )

o
az (u,v) gi (u,v)

Théoréme 5.9 Soit f : D C R? — R continue et h : A — D un C'—difféomorphisme

//Af(ﬁ,y)dl‘dy://Af(l’(u,v)yy(u’v))|Jh(u’v)|dudv‘
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x = pcost
* Changement de variables en coordonnées polaires : on pose P ’
y = psiné.

L’application
h:R: x |—m7[ — R\ {y =0, z <0}

(p,0) — (pcos b, psin0)

est un C—difféomorphisme et

cos) —psinf
Iy (u,v) = det Jp, (u,v) = =p.
sinfl  pcosf

*Si D C RN {y=o0, x <0}, alors

//Df(a:,y) dzdy = //hl(D)f(pcosé,psinG) pdpde.

Exemple 5.19 [ [ \/1—a? —y?dzdy, ou D ={(z,y) e R*/ 2* +y* <1},
6 € [0, 2],

p€0,1].

En coordonnées polaires :

h:[0,1] x [0,27] — D
(p,0) — (pcos, psind) .

- La formule de changement de variable s’écrit

[ o1 —a?—y2dedy = | f[o,ux[o,%] V1 — p?pdpdf.

- Le théoréeme de Fubini permet de séparer les variables :

f f[o,l]x[o,%] V19— p?pdpd = .[[0,1] V91— p?pdp f[&%] d =27 f[o,l} V1 — p2pdp.

- Par changement de variable : t = 1 — p?, dt = —2pdp.

27Tf[0,1} V1 — ppdp = 27Tf10\/%(%2) dt = 71-fol \ﬁdt = 2%
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5.5.2 Intégrale triple

e On définit I'intégrale triple d’une fonction
f:la,b] x [c,d] x [e,]] — R

similairement & 'intégrale double au moyen de sommes de Riemann

R (f, S, {hijk}> = ZZZ (SL’z - xz’&) (yj - yj71> (Zk - Zkfl) f (hijk) )

i=1 j=1k=1

sur des subdivisions S en parallélépipedes.
e Lorsque la limite 5(2?1 OR (f,S,{hiji}) existe, elle est indépendante du choix des

points h;;;, et on la note :

/// f(z,y,2)dedydz.
[a,b] X [c,d] X [e,l]

e On dit alors que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] X [¢,d] x [e, ]
et on appelle cette limite I'intégrale triple de f sur [a,b] X [c,d] X [e,].
e On dit enfin qu'une fonction f : [a,b] X [¢,d] X [e,l]] — R, est intégrable sur

D C [a,b] X [¢,d] x [e,l] si 1pf est intégrable sur [a,b] X [c,d] X [e, ] et on pose

/ / / f (2,9, 2) dedydz = / / / 1o (0,y) f (2,9, =) dadydz.
D [a,b] X [c,d] X [e,]]

Théoréme 5.10 (de Fubini I)

Soit D = [a,b] X [c,d] x [e,l] et f: D — R une application continue alors

///Df(x’y’z)dxdyd'z:/abdx/cddy/elf(x,y,z)dz,

(dans l'ordre qu’on voudra)
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Théoréme 5.11 (de Fubini II) Soient
D= {(z,y,2) € R*/

€ la,0], y € (c(z),d(x), z € (e(r,y),l(z,y))}

et f: D — R une application continue alors

RS mmmi/m/ @/ f (5,9,2) dz

Exemple 5.20 Soit a calculer [ = [ [ f[o 1x[1.2]%[2,3] (22 — 2yz) dxdydz. En appliquant

le théoréme de Fubini on obtient :

4
I—/d:c/dy/w—Zyz 63

Exemple 5.21 Soit Q le cylindre plein de hauteur 3 et de base le disque D, ot
D={(z,y,2) eR3/ 22 +4? <1, z=0}.
On cherche o déterminer, J = [ [ [, (1 — 2yz) dedydz.

-Ona: Q={(r,y,2) eR3/ 22 +¢y* <1, 0< 2 <3},
= {(.I,y,Z) S R3/ x € [_171]7 /S [_\/1 _I27\/1 —(L’QJ < 17 S [073]} :
- En appliquant la deuxieme version du théoréme de Fubini, on obtient :

J = f03 dz [ [, (1 —2yz) dedy = f03 dz f_ll dx f_% (1 —2yz)dy = 3.

Changement de variables

Théoréme 5.12 Soit f : D C R — R continues et h : A — D un C'—difféomorphisme

///Df(x>y’2)da:dydz:

/ / /Df (2 (w,0,w) g (u,0,w) 2 (u,0,w)) | Jy (w, 0, )| dudvdw,

alors

127



Corollaire 5.2

x = pcosb
e En coordonnées cylindriques : { y = psinf , p€[0,1],0 € [0,2n] et
z2=12z

dxdydz = |det Jy, (p, 0, 2)| dpdfdz = pdpdfdz.

x = 1 cosf cos
o En coordonnées sphériques : § y =rsinficosy , 7 €[0,1],0 € [0,27], ¢ € [0, 7]

z=rsinp
et

dxdydz = |det Jy, (1,0, )| drdfdp = r? sin pdrdfde.

Exemple 5.22 Considérons a nouveau l'intégrale J = ffo (1 — 2yz) dxdydz, sur le
cylindre plein Q2 de hauteur 3 et de base le disque D = {(x,y,2) € R®/ 2?2 +y* <1, 2 =0} .

-Ona: Q={(z,y,2) ER’/ a?+y* <1, 0< 2 <3},
- En coordonnées cylindriques,
Q={(p,0,2)/ pe[0,1], 0 €[0,27], z€0,3]}.

Donc,

J=[] ), (1 —=2yz)dzxdydz = f03 dz [ [, (1 —2yz)dzdy

= f03 dz fol dp fo% (1 —2p(sinh) z) df = 3.

Définition 5.21 Soit D C [a,b] X [¢,d] X [e,1]. On appelle volume de D le nombre :

Vol (D) = / / /D drdyd:.

Exemple 5.23 En coordonnées sphériques, la boule unité B s’écrit :

B=A{(r,0,¢)/ re€[0,1], 0 €[0,2n], ¢ € [0,7]},
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ainst,

Vol (D):///dxdydz,
B
:/// 2 sin pdrdfdep,
[0,1]%[0,27] x [0,7]

) 2 . 47
redr de smgodgo— 3 27 [— cosgo]():?.

5.6 Exercices résolus

Exercice 5.1 Soit f : R? — R2, définie par

1) Etudier la continuité de f en (0,0).
2) C’alculer (x y), 2 5 L(z,y), 2 5 £ (0,0), 5(0,0).
3) f est-elle différentiable en (0,0)7
4) f est-elle de classe C* en (0,0)?
)

5 Camculer (0 0) et ;%gy (0,0). Que peut-on déduire.
Solution

1) |f(z,y)| = x2+y = x;fyz y? < 1y — 0.
Alors,

( )lim( )f (z,y) = 0= f(0,0) = f est continue en (0,0).
z,y)— (0,0

)
P y3 (22492 ) —2z(zy3 5_ 2,3
8_£ (I,y) - ( (a:2—2y2)2< ) = (ljz2+y2y)2~

9 3zy?(22+y?)—2y(zy? 31342 4
(g = ) s
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. z,0)—£(0,0
%(070) = llmo—f( 0-/00) _ g,

. ) —£(0,0
22(0,0) = lim H00-108 — ¢,

y—0

3)
T,y)— —z9f —y2f
lim f(zy)—f(0,0)—z57(0,0)—y 5, (0,0) _ lim xy® ~ = lim rcosf sin®@ = 0.
(z,9)—(0,0) Va2 4y (@,y)—(0,0) (@2+y2) 7 p—0

Alors, f est-elle différentiable en (0,0).

4)
of i vty _ 0 Of
@, y)lin(o 007 L(z,y) = (x,y)lin(0,0) (2 1g2) plglor (sin® @ — cosBsin*0) = 0 = 5L (0,0).
1i 9f - 1 ey’ payt
(x,y)in(om 9y (@) (z,y>£n(o,o) (z2+y2)*

= lim 7 (3cos®§sin® 6 — cosfsin* f) = 0 = 2—5(0,0).

p—0

Alors, or z,y) et of x,y) sont deux fonctions continues en (0,0).
dy ox

Dongc, f est de classe C' en (0,0).

5)
21 (2.0)—2L (0,
ZL0.0)= 2 (%) (0.0) = lim BE0EC0 g
27(0,9)—-2L(0,0)
2 (0,0) = 2 ( x)<0 0>—}gn0—8 S =1

On remarque que, 0 ay £(0,0) # 2L (0,0), alors f n’est pas de classe C? en (0,0).

Oyox

Exercice 5.2 Pour (z,y) € R?, on pose

—my(aj2—y2) st (x
f (a:,y) _ 2492 » ( y) 7A (0 O):
0 si (x,y) =1(0,0).

Montrer que f est de classe C* sur R2.
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Solution.

e f est définies sur R2.

e f est de classe C™ sur R*\ {(0,0)} en tant que fraction rationnelle dont le déno-
minateur ne s’annule pas sur R*\_{(0,0)}.

e Continuité en (0,0).

Pout (z,y) # (0,0),

o |:cy\|a:2—y2| o2 +y?
|f(z,y) = £(0,0)] = —r— <oyl x &l = [ayl.
Yy )

Comme |zy| tend vers 0 quand le couple (z,y) tend vers (0,0) on a donc

lim f(xz,y)=f(0,0).

(2,y)—1(0,0)
(z,y)#(0,0)

On en déduit que f est continue en (0,0) et finalement f est continue sur R?.

f est de classe CY sur R2.

e Dérivées partielles d’ordre 1 sur R\ {(0,0)}.
f est de classe C! sur R*\ {(0,0)} et pour (z,y) # (0,0),

af _ (822 —y?) (2 +y°) — (20 —ay?) (220)  y (@t +4a’y? —yt)
or ($7 y) =Y (1’2 + y2)2 - <$2 + y2)2 '

D’autre part, pour (z,y) # (0,0) on a f (z,y) = —f (z,y) . Donc pour (z,y) # (0,0),

x (2t — 422y — yt)
(22 +y?)°

0 0
a_.:}; ('Tay) = _a_i(yam) =

e Existence de % (0,0) et g—i (0,0).
Pour z # 0,

f(mvo)_f(ovo) — O

et donc lim gy

x—0
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Ainsi, g—i (0,0) existe et g—i (0,0) =0.

De méme, 5£ (0,0) = 0.

Ainsi, f admet des dérivées partielles premiéres sur R? définies par : V (z,7) € R?,

y(:c4+4a:2y2—y4) w<x4_4z2y2_y4)

— e si (z, 0, s si (x, 0,
% (.CC, y) — (z2+42)2 ( y) 7£ ot g_g]; (I, y) _ (22+y2)? ( y) 7&
0 si (z,y) =0. 0 si (z,y)=0
e Continuité de % et ‘g—’yf en (0,0).
Pour (2,y) # (0,0).
9 9 ly| |z 4422y —y* 2 dg2e? 4t 24 Ap2y2 40y
o (2,y) — 82 (0,0)] = MEHIIS ) ateitiigt oy 2eteietiiont < g

Comme 2 |y| tend vers 0 quand (z, y) tend vers (0, 0) , on en déduit que ‘% (x,y) — % (0,0)]
tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0).

Donc la fonction % est continue en (0,0) et finalement sur R?.

Il en est de méme de la fonction %.

Et on a montré que : f est de classe C! sur R2.

Exercice 5.3 Calculer l'intégrale / / (22 + y?) dxdy, ou
D
D={(zr,y) eR*/ >0, y>0, z+y<1}.

Solution.

On commence par écrire le domaine d’une meilleure fagon. On a

T cED<«—=zc |0l et0<y<1-—n2x.
(z,9) [0,1] y

Donc, // (2?2 + y?) dzdy = fol [ 01-9: (22 + y?) dy] dx,
D

= Jo [y +39%)], "
= fol (—32% 4+ 222 —x + §) do = ¢
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Exercice 5.4 Soit D le domaine :
D:{(:v,y)ER2/ —-1<z<1 etm2§y§4—m3}.

Calculer Uaire de D.

Solution.

Il suffit de raisonner par intégrations successives.
a8

aire (D) = fjl f;é dydr = fjl (4 — a3 — 2?) dw

= fie— 4ot -3, = %

Exercice 5.5 Soit D = {(z,y) € R?/ 2* +y* — 22 <0} .

1) Montrer que D est un disque.

2) Calculer //\/:1:2 + y2dxdy.
D

Solution.
1) Ona, 224 y*—22=(z—1)>+14>—1, alors
2yt —20 <0< (x—1)°+4y2 <1

D est le disque de centre (1,0) et de rayon 1.

2) On passe en coordonnées polaires, avec x = pcosf et y = psin .
Ona, 22 +y? — 22 < 0= p? —2pcosf <0,
— 0 < p < 2cosb,

tendis que 6 varie dans [—g, g} :

Donc,
//\/x2 + y2dzdy = j;%% fUQCOSG p2dpdo,
D

=8 % cos*0d0 = § [, (cos30 + 3 cos) df = 2.

_
2
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Exercice 5.6 Soit B la boule unité et a > 1. Calculer

dzdydz
I e

Solution.
On passe en coordonnées sphériques, en posant :
x =rsinfsinp, y=rcosfsing, z = rsinp.

On obtient :
dzdydz _ 1 pm pm r2sin 6
/// x2+y2+(z—a)2 fo f—ﬂ- fO \/T2+a2_2arcos@d9dg0d7’,
B
=2m fol r? {fo7T NG e d@] dr,

2+a2—2ar cos p

On calcule I'intégrale en effectuant le changement de variables :
t =12+ a?® — 2ar cos p = dt = 2ar sin pdyp,

on obtient,

sin d :|d7”:271'f0 [fr—i-a) dt } r:%folr2d7ﬂ:§_g

2
a?—2ar cos ¢ (a—r)* 2arvt

1
fO r2 \/‘07r \/'r'2+
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