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Avant-propos

Ce cours de mécanique des �uides est destiné aux étudiants de la deuxième année
physique LMD, option physique des matériaux. Il répond au programme o�ciel du Mi-
nistère de l'enseignement supérieur et de la recherche scienti�que. Le premier chapitre
traite des notions fondamentales ; dé�nition d'un �uide, les di�érents types des �uides,
propriétés du milieux �uides,..... Le deuxième chapitre est consacré le principe fonda-
mental de la statique et la poussée d'Archimède. Le troisième chapitre est consacré la
cinématique des �uides ; description de Lagrange, d'Euler, notion de trajectoires....et
nous traitons quelques exemples de l'écoulement plans. Le chapitre 4 et 5 abordent la
dynamique des �uides parfaits et réels ; l'équation de Bernoulli et de Navier Stocks ,...
Chapitre 6 donne une introduction de la dynamique des gaz ; nombre de Mach, ondes
de choc normale et obliques.
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Chapitre 1

Généralités

Contents
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Dé�nition d'un �uide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 Caractéristique du milieu �uide . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4 Di�érents types de �uides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.5 Forces subies par un �uides . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.5.1 Notion de particule �uide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.5.2 Force de volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.5.3 Force de surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.5.4 Force de frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1 Introduction

La mécanique des �uides est une science de la mécanique appliquée qui concerne le

comportement des liquides et des gaz au repos ou en mouvement. Elle comprend deux

grandes sous branches :

• statique des �uides, ou hydrostatique qui étudie les �uides au repos.

• dynamique des �uides qui étudie le �uide en mouvement.

La mécanique des �uides trouve leur applications dans de divers problèmes comme

l'étude de l'écoulement sanguim, l'écoulement de pétrole, l'aéronautique, l'ingénierie

naval,...

1



1.2. DÉFINITION D'UN FLUIDE 2

1.2 Dé�nition d'un �uide

Un �uide est un milieu continu formé d'un grand nombre de particules matérielles,

très petites est libres de se déplacer les unes par rapport aux autres. C'est donc un

milieu matériel continu, déformable, sans régidité et qui peut s'écouler. Les

forces de cohésion entre les particules élémentaires sont très faibles.

• Milieu continu : le nombre de particules physiques contenues dans un volume élé-

mentaire à l échelon macroscopique, est un su�samant grand, ce concept suppose une

distribution continue de la masse du système sans espace vide et aussi ses propriétés

varient d'une façon continue.

Pour savoir un milieu est continu ou pas, on calcul le nombre de Knudsen sans dimen-

sion, dé�nir par :

Kn =
λ

L
(1.1)

où :

λ : libre parcours moyen ou encore la distance moyenne d'un point de vue statistique

entre deux collisions successives des molécules, et L : la longueur caractéristique de

la géométrie. Le milieu est continu si toute distance caractéristique du �uide est très

grande devant le libre parcours moyen λ. Pour un milieu continue Kn ≤ 10−2. Par

exemple, sous les conditions normales et pour l'aire Kn = 10−7.

• Déformable : il n'a pas de forme propre, les molécules peuvent facilement glisser les

unes sur les autres, cette mobilité fait que le �uide prendra la forme du récipient qui

le contient.

• Peut s'écouler : tout �uide peut s'écouler plus ou moins facilement d'un récipient à

un autre ou dans une conduite : des forces de frottements qui s'opposent au glissement

des particules de �uide les unes contre les autres peuvent apparaître.

L'état �uide englobe deux états : liquide et gaz. Les liquides ont la propriétée d'être

incompressible, n'ont pas de forme propre et ont un volume propre. Les gaz ont la

propriétée d'être compressible, n'ont pas de forme et de volume propres. Ils habituel-

lement étudiés sont isotropes ; leur propriétés sont identiques dont tout les directions
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de l'espace.

1.3 Caractéristique du milieu �uide

• masse volumique : est dé�nie comme la masse par unité de volume.

ρ =
m

V
=
Kg

m3
(1.2)

⋆ pour liquides la masse volumique est constante et pour les gaz varie avec la pression.

⋆ ρeau = 1000 Kg.m−3 ; ρair = 1.293 Kg.m−3.

• densité : sans dimension, représente le rapport de la masse volumique d'un �uide par

rapport à la masse volumique d'un �uide de référence. Dans le cas liquide, on prendra

l'eau comme �uide de référence et l'air dans le cas des gaz.

d =
ρfl
ρref

(1.3)

• poids volumique : est dé�nie comme le poids par unité de volume.

w =
p

V
=
mg

V
= ρ.g =

N

m3
(1.4)

• volume massique : est l'inverse de la masse volumique.

υ =
1

ρ
=
m3

Kg
(1.5)

• viscosité : est caractérisée les frottements internes ou intermoléculaires à l'intérieur

du �uide, autrement dit, sa capacité à s'écouler, les �uides de grandes viscosité résiste

à l'écoulement. On distingue la viscosité dynamique et la viscosité cinématique.

la viscosité dynamique : caractérise l'aptitude des couches �uides à glisser les unes sur

les autres, elle exprime la régidité d'un �uide à une vitesse de déformation en cisaille-

ment.

Considérons deux couches �uides adjacents de distance ∆z. La force de frottement f

qui s'exerce à la surface de séparation de ces deux couches s'oppose au glissement d'une
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couche sur l'autre est :

f = µs
∆v

∆z
(1.6)

avec :

f : force de glissement entre les couches en (N).

µ : viscosité dynamique en Kg
m.s

= Pa.s = PI 1

s : surface de contact entre deux couches en m2.

∆v : écarte de vitesse entre deux couches en m
s

∆z : distance entre deux couches en (m).

Pour un gaz, la viscosité dynamique augmente avec la température, l'opposé se pro-

duisant avec les liquides.

la viscosité cinématique : est le temps d'écoulement d'un �uide ; à une température

donnée la durée d'écoulement d'un volume connu de liquide à travers un appariel com-

portant un ori�ce est :

ν =
µ

ρ
(1.7)

l'unité de la viscosité cinématique est le (m
2

s
), et on utilise souvent le Stockes (St)

comme unité de mésure de la viscosité cinématique. 1St = 10−4m2

s
.

Table 1.1: Masse volumique en (Kg.m−3) et coe�cient de viscosité dynamique en
(Kg.m−1.s−1) et cinématique en (m2.s−1) de l'air (gaz) et de l'eau (liquide).

�uide masse volumique viscosité dynamique viscosité cinématique
Eau 103 10−3 10−6

Air 1.29 1.85 10−5 1.43 10−5

1. PI : Poiseuille ; 1PI = 1Pa.s
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1.4 Di�érents types de �uides

Les �uides peuvent classer en deux familles :

⋆ �uides newtoniens : ont une viscosité constante ; l'air, l'eau, et la plupart des gaz,...

⋆ Fluides non newtoniens : ont une viscosité varie en fonction de la vitesse des

contraintes ; le sang, les gels, les pâtes,...

Les �uides newtoniens peuvent aussi classés comme suit :

1- �uides parfaits : possible de décrire son mouvement sans prendre en compte les e�ets

de frottement.

2- �uides réels : ou bien �uides visqueux, les force de frottements sont prise en consi-

dération.

3- �uide incompressible : le volume occupé par une masse donnée ne varie pas en fonc-

tion de la pression extérieure, la masse volumique est constante ; les liquides.

4- �uide compressible : le volume occupé par une masse donnée varie en fonction de la

pression extérieure, la masse volumique varie en fonction de la pression ; les gaz.

Ce cours de mécanique des �uides fondamentale est limité à l'étude des �uides

newtoniens.

1.5 Forces subies par un �uides

1.5.1 Notion de particule �uide

On dé�nit la particule �uide comme la particule de solide. L'étude du mouvement

de �uide est faite au niveau de ces particules sur lesquelles sont appliquées les lois

fondamentales de la dynamique. La particule de �uide doit posséder les propriétés du

�uide en bloc. Le �uide est formés de petits éléments, sans limites mais restant toute

fois un milieu continu. Une particule �uide représente un paquet de molécule entourant

un point M et qui ont toutes la même vitesse, à l'instant t, elle caractérisée par sa masse

volumique, sa pression et sa température.
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Chaque particule d'un �uide est soumise à des forces de volume (force de pesanteur)

et à des forces de surface (force de contact).

1.5.2 Force de volume

Considérons un petit volume élémentaire dV et soit dP la force élémentaire de

volume (du poids) qui s'éxerce sur dV . On a : dm = ρdV , donc :

dP⃗ = dm g⃗ = ρdV g⃗ (1.8)

Et la densité volumique de force est f = ρ.g.

1.5.3 Force de surface

Imaginos une surface S �ctive qui au sein du �uide en deux domaines F1 et F2. Les

particules qui se trouve du côté de F2, mais adjacentes à S, agissant sur les particules

F1 qui le touchent. Ces deux actions à de courte distance proportionnelles à l'aire de

contact et on les appelle force de surface. Donc, la force de surface élémentaire est :

dF⃗S = −pn⃗dS⃗ (1.9)

avec :

p : est la pression.

n⃗ : vecteur normal unitaire orienté vers le milieu qui agit.

La densité surfacique de force est −pn⃗, on note que la pression p est une grandeur

scalaire positive dé�nie en tout point du �uide.

L'unité de la pression est le pascal (1Pa = 1 N
m2 ).

• 1 bar = 105 Pa, 1 atm = 760 mm de Hg = 760 torr = 10.33 m d′eau = 1.013 105 Pa

atm : pression atmosphérique moyenne au niveau de la mer.

Hg : Mercure.
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1.5.4 Force de frottement

Pour un �uide visqueux et en mouvement non uniforme accéléré, il existe des

contraintes tangentielles se manifest par une résistance de l'écoulement. Cette force

de frottement s'annule avec la vitesse, alors la statique des �uides réels se confond avec

la statique des �uides parfaits, mais pas dans le cas de la dynamique des �uides.



Chapitre 2

Statique des �uides

Contents
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2 Principe fondamental de la statique des �uides . . . . . . . 9

2.2.1 Force de pression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.2 Équation générale de la statique des �uides . . . . . . . . . . 9

2.3 Application aux �uides incompressibles : l'hydrostatique . 11

2.4 Forces de poussée d'Archimède . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.5 Statique des gaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1 Introduction

La statique des �uides s'intéresse à l'étude des �uides au repos. L'objectif est de

calculer la pression en tout point du demaine �uide. Un deuxième objectif est le calcul

des e�orts exercés par ce �uide au repos. Le Calcul de pression hydrostatique par

exemple ; la pression d'eau exercée sur un sous�marin au fond de l'océan, la pression

de l'eau au fond d'un barrage ou bien dans les réservoirs ainsi que le calcul de la force

résultante appliquée sur un objet partiellement ou complètement immergè, sont basés

sur les théorèmes fondamentaux de la statique des �uides.

8
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2.2 Principe fondamental de la statique des �uides

2.2.1 Force de pression

soit
−→
dF (M) la force élémentaire de surface exercée par un �uide sur un élément de

surface dS entourant le pointM . Cette force est perpendiculaire à la surface et orientée

par sa normale extérieur à la surface, n⃗, s'exprime par :

−→
dF (M) = −p(M)dSn⃗ (2.1)

Ceci conduit d'exprimer la force totale par :

F⃗ = −
∫∫

S

p(M)dSn⃗ (2.2)

2.2.2 Équation générale de la statique des �uides

Considérons un élément de volume de forme parallélépipédique de volume de �uide

dV = dxdydz, �gure 2.1, le bilan des forces qui s'appliquent sur cet élément de volume :

• La force de volume : le poids (g est l'accélération de la pesanteur)

−→
dP = dm ge⃗z = ρdV ge⃗z (2.3)

• Les forces de surface dues à la pression : la résultante des actions suivants x est :

Rx = Fx − Fx+dx = [px − px+dx] dydz (2.4)

Comme dx est un in�niment petit, on peut e�ectuer un développement limité au pre-

mier ordre de px+dx sous la forme :

px+dx = px +
∂p

∂x
dx+ ....... (2.5)

D'où :

Rx = −∂p
∂x
dxdydz (2.6)

Par analogie sur les deux autres axes :

Ry = −∂p
∂y
dxdydz (2.7)
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et :

Rz = −∂p
∂z
dxdydz (2.8)

Donc la force totale résultante de la surface est :

R⃗ = Rxe⃗x +Rye⃗y +Rz e⃗z

= −
(
∂p

∂x
e⃗x +

∂p

∂y
e⃗y +

∂p

∂z
e⃗z

)
dV

(2.9)

L'équilibre des force se traduit par :

d⃗P + R⃗ = 0 (2.10)

On alors suivant (oz) :

ρg⃗ − ∂p

∂z
e⃗z = 0

Et d'une manière plus synthétique :

∇⃗p = ρg⃗ (2.11)

La dernière relation est appelée ralation fondamentale de l'hydrostatique. Cette rela-

tion est d'une grande utilitée en pratique pour les manomètres, baromètres, presses

hydrostatiques, etc. . .

L'equation fondamentale de la statique peut s'établir d'une manière plus générale, sans

faire intervenir un repère particulier. La somme des forces qui s'exercent sur V est nulle

(le �uide au repos) : ∫∫∫
V

ρg⃗dV −
∫∫
S

pn⃗dS = 0⃗ (2.12)

En appliquant le théorème du gradient ; on transforme l'intégrale de surface en intégrale

de volume 1, il vient, quelque soit le volume V :∫∫∫
V

ρg⃗dV −
∫∫∫
V

∇⃗pdV = 0⃗ (2.13)

Il en résulte, ρg⃗ − ⃗grad p = 0, et on retrouve la relation de l'hydrostatique :

−−→
grad p = ρg⃗ (2.14)

1. formule de Green�Ostrogradski, et on écrit :
∫∫
S

pn⃗dS =
∫∫∫
V

∇⃗pdV (c'est la formule utilisée ici)
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Figure 2.1: Volume de �uide élémentaire, dxdydz, de forme parallépipédique au repos.

2.3 Application aux �uides incompressibles : l'hydro-
statique

Dans un �uide incompressible, comme c'est en général le cas pour liquides, explici-

tons l'équation 2.14 suivant un axe vertical ascendant et intégrons, il vient :

dp

dz
= −ρg ⇒ p = −ρgz + Cte (2.15)

Il en résulte la relation suivante entre les pressions en deux points A et B :

pB − pA = ρg(zA − zB) (2.16)

Ce résultat est connu sous le nom principe de Pascal.

Exemples

• Trouver la relation fondamentale de la statique pour une particule �uide se forme

cylindrique :

Considérons une particule �uide se forme cylindrique de petites dimensions, de hauteur

∆z et de base ∆s, �gure 2.2.

Le principe fondamental de la statique donne :
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Figure 2.2: volume élémentaire de forme cylindrique.

(p+∆p)∆sz⃗ + p∆sz⃗ +mgz⃗ = 0

En projetons sur la vertical z :

(p+∆p)∆s− p∆s−mg = 0 (2.17)

et on a m = ρV = ρ∆z∆s donc l'equation 2.17 s'écrit :

∆p = ρg∆z (2.18)

tel que :

(p+∆p)∆s : la force en bas ( exercée sur la base).

p∆s : la force en haut du cylindre.

mg : la force de pesanteur de la particule �uide.

• Trouver la pression à une profondeur h = 10 m.

La pression p à une profondeur h = 10 m dans un lac est donnée par :

p = pa + ρgh = 105 + 103 9.81 10 = 9810KPa
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2.4 Forces de poussée d'Archimède

• Enoncé

Dans une situation d'équilibre, tout corps immergé dans un �uide au repos la résultante

des forces de pression exercées sur cet objet, est égale et opposés au poids du volume

de �uide déplacé par l'immersion appelée poussée d'Archimède.

pArch = ρfluiVimmg (2.19)

• Démonstration

Considérons un solide de masse volumique ρ unifome, de surface S et de volume V

(Figure 2.3).

Nous savons que la résultante des e�orts exercés par le �uide sur la surface solide est :

Figure 2.3: Poussée d'Archimède sur un corps immergé.

F⃗ = −
∫∫
S

pn⃗dS = −
∫∫∫
V

∇⃗pdV (2.20)

Et d'après la relation de l'hydrostatique ( 2.11), on écrit :

∇⃗p = ρf g⃗ (2.21)

Donc :

F⃗ = −
∫∫∫
V

ρf g⃗dV = −ρf g⃗V = −mf g⃗ (2.22)
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Cette force est opposée à la pesanteur et s'appelle la poussée d'Archimède n'est autre

que le poids de la masse mf d'eau contenue dans le volume V du solide.

• Point d'application

Corps immergé

La force totale exercée sur le corps solide est la somme de la force d'Archimède et du

poids du solide :

R⃗ = F⃗ +

∫∫∫
V

ρsg⃗dV = (ρs − ρf )g⃗V (2.23)

Le moment résultant en un point tel que l'origine G par exemple :

−
∫∫
S

G⃗M ∧ pn⃗dS =

∫∫∫
V

∇⃗p ∧ G⃗MdV (2.24)

Par dé�nition du centre d'inertie, on a :∫∫∫
V

G⃗MdV = 0⃗, ∀M ∈ V (2.25)

D'où :

M⃗G = ρf g⃗ ∧
∫∫∫
V

G⃗Mdv = 0⃗ (2.26)

cette relation démontre que le centre d'inertie coïncide avec le centre de poussée quelle

que soit la forme du solide immergé totalement.

Corps �ottants

Un corps �otte sur un liquide si la masse volumique du liquide de remplacement est

supérieure à celle du corps ; seule une partie de ce dernier, le corps est partiellement

immergé (Figure 2.4). La poussée d'Archimède s'exprime sous la forme :

F⃗ = −
∫∫∫
Vs

ρsg⃗dVs −
∫∫∫
Vf

ρf g⃗dVf (2.27)

On note que le point d'application de la poussée dans ce cas ne correspond plus

avec le centre de gravité.
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Figure 2.4: Poussée d'Archimède sur un corps �otte.

Exemple

Une barge �ottant sur l'eau, de dimension L = 10 m, l = 4 m, h = 3 m et de masse

M = 20 t (Figure 2.5).

Calculer l'hauteur h′. on a :

Mg − ρeL l h
′ g = 0 =⇒Mg = ρeL l h

′ g donc =⇒ h′ =
M

ρeL l
=

20000

1000.10.4
= 0.5m

Figure 2.5: Barge �ottant sur l'eau.

• Position du métacentre (cas de la carène d'un bateau)

Comme pour �otteur en équilibre le poids du liquide déplacé est égal au poids du

�otteur. La poussée d'Archimède sera appliquée au centre de masse du volume de

�uide déplacé qui sera di�érent du centre de masse du solide. Ceci conduit à dé�nir le
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métacentre comme le point d'intersection de la ligne de poussée avec la ligne d'action

du poids à l'équilibre. Dans le cas de la carène d'un bateau (Figure 2.6). Lorsque le

métacentre M rest au dessus de centre de masse G toute variation d'inclinaison de

la carène tend à revenir vers la position d'équilibre stable. Lorsque le métacentre est

au dessus de G, l'équilibre est stable et un moment de rétablissement tend à faire

revenir la carène à l'équilibre (cas B). Dans le cas contraire le couple sera un couple de

chavirement (cas C).

Figure 2.6: Position du métacentre M de la carène d'un bateau en fonction de l'in-
clinaison.

2.5 Statique des gaz

On appelle équation d'état d'un �uide l'équation reliant entre eux la pression p, le

volume V et la température T de ce �uide. Pour simpli�er l'étude, on prendra le cas

d'un gaz parfait, l'équation d'état est :

pV = nRT = m
M
RT = mrT (2.28)

où : r = R
M
, et en introduisant la masse volumique ρ = m

V
, on trouve :

p = ρrT =⇒ ρ =
p

rT
(2.29)
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Pour connaître la pression en tout point du gaz, la relation fondamentale de l'hydro-

statique donne :
dp

dz
= −ρg = − g

rT
p (2.30)

Soit :
dp

p
= − g

rT
dz (2.31)

Et donc, si l'on suppose une atmosphère isotherme (la température ne dépend pas de

z) : ∫ p

p0

dp

p
= − g

rT

∫ z

z0

dz (2.32)

Ce qui donne �nalement :

p = p0 exp

(
−g
rT

(z − z0)

)
(2.33)

•Exemple : atmosphère polytropique :

Dans l'atmosphère, on admet que les variables thermodynamiques veri�ent les lois po-

lytropiques suivantes :

T

T0
=

(
p

p0

)x−1
x

=

(
ρ

ρ0

)x−1

(2.34)

Avec 1 ≤ x ≤ γ. Déterminer p(z), ρ(z) et T (z).

D'après la relation 2.34 on a :

(
p

p0

)x−1
x

=

(
ρ

ρ0

)x−1

=⇒ ρ = ρ0

(
p

p0

) 1
x

(2.35)

D'après la relation de l'hydrostatique
(
∇⃗p = ρg⃗

)
et on remplace ρ on trouve :

dp = −ρ0
(
p

p0

) 1
x

gdz (2.36)
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Donc : (
p

p0

)−1
x

dp = −ρ0gdz (2.37)(
1

p0

)−1
x

p
−1
x dp = −ρ0gdz (2.38)(

1

p0

)−1
x
∫ p

p0

p
−1
x dp = −ρ0g

∫ z

0

dz (2.39)(
1

p0

)−1
x
[

x

x− 1
p

x
x−1

]p
p0

= −ρ0g [z]z0 (2.40)

x

x− 1

[
p

x
x−1

0 − p
x

x−1

]
= ρ0gzp

−1
x
0 (2.41)

Donc :

p
x

x−1 = p
x

x−1

0 − x− 1

x
ρ0gzp

−1
x
0 (2.42)

On trouve �nalement :

p = p0

(
1− x− 1

x
z
ρ0g

p0

) x
x−1

(2.43)

On remplace la relation 2.43 dans la relation 2.34, on trouve :

ρ(z) = ρ0

(
1− x− 1

x
z
ρ0g

p0

) 1
x−1

(2.44)

T (z) = T0

(
1− x− 1

x
z
ρ0g

p0

)
(2.45)
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3.1 Introduction

Cinématique des �uides est la description des écoulements sans considération de la

nature des forces provoquant. Le mouvement du �uide est un phénomène complexe.

19
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Contrairement aux solides, les éléments des �uides en mouvement peuvent se déplacer

à des vitesses di�érentes et être soumis à des accélération di�érents. Le mouvement de

�uide nécissite l'introduction de la position et de la vitesse de la particule �uide qui se

translate, tourne sur elle même et se déforme quand elle s'écoule.

L'objectif de ce chapitre est de présenter les méthodes d'analyse du mouvement d'un

�uide, ensuite nous introduisons la fonction de courant et le potentiel des vitesses et

nous donnons quelques exemples d'écoulements.

3.2 Description d'un �uide en mouvement

3.2.1 Description lagrangienne

La méthode de Lagrange 1consiste à suivre une particule �uide individuellement au

cours de son mouvement en fonction de temps.

Soit r⃗(r⃗0, t) le vecteur position d'une particule donnée et r⃗0 sa position initiale à un

instant référence donné t0. En coordonnées cartésiennes : r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ qui s'écrit :
x = x(x0, y0, z0, t)
y = y(x0, y0, z0, t)
z = z(x0, y0, z0, t)

(3.1)

ou x0, y0, z0 sont les coordonnées initiales et x, y et z les coordonnées au temps t de

la particule. Le vecteur vitesse v⃗ est en fonction des deux variables r0 et t donné par :

v⃗ =

(
dr⃗

dt

)
r0

(3.2)

L'accélération est :

a⃗ =

(
d2r⃗

dt2

)
r0

(3.3)

la représentation de Lagrange permet de connaitre la trjectoire de particule �uide, on

injecte par exemple un colorant en un point de l'écoulement, à l'instant t0, et on suit

l'évolution du colorant en fonction du temps. De plus, la conservation de la masse

est toujours véri�ée. Mais en réalité, le �uide est composé d'un très grand nombre de

particules, les interactions entre eux sont di�ciles à décrire.

1. Joseph Louis Lagrange 1736-1813
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3.2.2 Description eulérienne

Euler 2 se concentrer sur l'évolution des propriétés du �uide en di�érents points et

au cours du temps. Elle consiste à établir à un instant t donné l'ensemble des vitesse

associées à chaque point de l'espace occupé par le �uide.

L'écoulement du �uide est décrit au moyen d'un champ de vecteur vitesse ses compo-

santes s'expriment sous la forme :
vx = vx(x, y, z, t)
vy = vy(x, y, z, t)
vz = vz(x, y, z, t)

(3.4)

les composantes de champ de vitesse appelées variable d'Euler.

3.2.3 Dérivée particulaire : accélération

Soit la forme eulérienne de la vitesse v(t) = v(x, y, z, t) à instant t donné. Après un

instant ∆t, la vitesse est v(t+∆t). La dérivée de la vitesse dv :

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy +

∂v

∂z
dz +

∂v

∂t
dt (3.5)

Et l'accélération :

a =
dv

dt
=
∂v

∂x

dx

dt
+
∂v

∂y

dy

dt
+
∂v

∂z

dz

dt
+
∂v

∂t
(3.6)

et on a :
dx

dt
= vx,

dy

dt
= vy,

dz

dt
= vz (3.7)

Donc :

a = vx
∂v

∂x
+ vy

∂v

∂y
+ vz

∂v

∂z
+
∂v

∂t
(3.8)

Les composantes de l'accélération :
ax = vx

∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+ vz
∂vx
∂z

+ ∂vx
∂t

ay = vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

+ vz
∂vy
∂z

+ ∂vy
∂t

az = vx
∂vz
∂x

+ vy
∂vz
∂y

+ vz
∂vz
∂z

+ ∂vz
∂t

(3.9)

• La dérivée de la vitesse par rapport au temps est la dérivée tomporelle, représente

l'accélération locale ; le changement de la vitesse en fonction du temps.

2. Leonhard Euler 1707-1783
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• La dérivée de la vitesse par rapport aux coordonnées x, y et z est la dérivée convective,

représente l'accélération convective c'est à dire le changement de la vitesse par rapport

au position.

• d
dt
: est la dérivée particulaire.

• Dans le cas d'un écoulement stationaire la dérivée tomporelle est nulle, et dans le cas

d'un écoulement uniforme la dérivée convective est nulle.

3.2.4 Trajectoires

La trajectoire est l'ensemble des positions occupées successivement entre deux ins-

tants par une particule �uide quelconque du champ de l'écoulement.

La trajectoire est la courbe paramétrique dé�nit par les équations :
dx
dt

= vx(x, y, z, t)
dy
dt

= vy(x, y, z, t)
dz
dt

= vz(x, y, z, t)
(3.10)

3.2.5 Lignes de courant

Les lignes de courant sont les lignes du champ de vecteur vitesse. Elles sont les

courbes tangentes en chacun de ses points au vecteur vitesse instantanées en ce point

à un instant donné.

En e�et pour un déplacement in�nétisimal dr(dx, dy, dz) du point M sur une ligne de

courant,on a :

v⃗ ∧ dr⃗ = 0⃗ =


vydz − vzdy
vzdx− vxdz
vxdy − vydx

(3.11)

Et par conséquent :

dx

vx(x, y, z, t)
=

dy

vy(x, y, z, t)
=

dz

vz(x, y, z, t)
(3.12)

Cette équation est constitue l'équation di�érentille des lignes de courant.

On appelle tube de courant l'ensemble des lignes de courant s'appuyant au même

instant sur un contour fermé quelconque de telle sort qu'il n'y ait pas d'intersection
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entre les lignes de courant (voir �gure 3.1).

En comparaison avec la trajectoire : la trajectoire est une courbe paramétrée en temps

Figure 3.1: Tube de courant.

réfère à une même particule alors que la ligne de courant est relative à une même instant

mais regroupe des particules di�érentes (voir �gure 3.2). Par conséquance, lorsque le

régime est permanent, les lignes de courant se confondent avec les trajectoires des

particules.

Figure 3.2: Lignes de courant (a), et (b) trajectoire.

3.2.6 Lignes d'émission

On appelle ligne d'émission l'ensemble des positions, à un instant t, des particules

qui sont passées, à di�érents moments antérieurs, par un même point �xe de l'écoule-

ment (voir �gure 3.3).

La ligne d'émission est une courbe variable dans le temps et regroupes des particules
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Figure 3.3: Lignes d'émission relative au point A et trajectoires.

di�érentes. L'équation de ligne d'émission pour t = τ est :
x = x(x0, y0, z0, t, τ)
y = y(x0, y0, z0, t, τ))
z = z(x0, y0, z0, t, τ)

(3.13)

Dans le cas d'un écoulement stationnaire, les lignes de courant, les trajectoires et les

lignes d'émission coïncident.

Exemple

Le champ de vitesse dans un milieu �uide est donné par :

v⃗ = 2yt⃗i+ x⃗j (3.14)

Déterminer l'équation des lignes de courant au point (4,2) et à t = 2s.

D'après 3.11, on a :

(2yt⃗i+ x⃗j) ∧ (dx⃗i+ dyj⃗) = (2ytdy − xdx)k⃗ (3.15)

Et à t = 2s, on trouve :

4ydy = xdx (3.16)

On intègre, on obtient :

2y2 − x2

2
= C (3.17)

On remplace les coordonnées (4,2) dans l'équation 3.17, on obtient la constante C = 0.

Et l'équation des lignes de courant :

x2 = 4y2 (3.18)
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3.3 Tenseur des déformations lois de comportement

Au sein de l'écoulemnt, chaque petit volume subit des changements de position,

d'orientation et de déformation. Pour cela, nous allons introduire les éléments qui

caractérisent ces changements. Nous allons étudier la cinématique du changement de

position d'un petit volume de �uide, sous l'hypothèse de petit déplacement.

3.3.1 Translation

Le mouvement de translation pure correspond à un mouvement de translation de

solide, en l'absence de déformation et de rotation. Le volume matériel initial conserve

sa masse. Le vecteur vitesse est le même pour toutes les particules : v⃗(x, t) = v⃗(t) .

3.3.2 Rotation

Le mouvement de rotation pure d'un volume �uide sans déformation correspond le

mouvement de rotation solide, toutes les particules tournent d'un même angle autour

d'un axe donné. Le vecteur vitesse d'un point situé à la distance r de l'axe d'une

rotation de vitesse angulaire ω dans un mouvement de rotation solide axiale s'exprime

par : v⃗(r) = ω⃗ ∧ r⃗. Ce vecteur vitesse a ainsi pour composantes cylindrique vr = 0,

vz = 0 et vθ = ω.r, ce qui conduit au rotational :

Ω⃗ = r⃗ot.v⃗ = Ωe⃗z =

(
∂vθ
∂r

+
v

r

)
e⃗z = 2ωe⃗z (3.19)

Nous introduirons alors le vecteur tourbillon, dans le cas du rotation :

Ω⃗ = 2ω⃗ = ∇⃗ ∧ v⃗ (3.20)

Et le tenseur de rotation R est dé�ni par :

R =
1

2

(
∂vi
∂xj

− ∂vj
∂xi

)
(3.21)

• L'écoulement est irrotationnel si Ω⃗ = ∇⃗∧ v⃗ = 0⃗. Les lignes d'isovorticité sont dé�nies

par :

Ω⃗ ∧ d⃗r = 0⃗ ⇒ dx

Ωx

=
dy

Ωy

=
dz

Ωz

(3.22)
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3.3.3 Translation avec déformations linéaires

Soit la déformation d'un élément rectangulaire, �gure 3.4.

Figure 3.4: Mouvement de translation d'un élément de �uide avec déformation li-
néaire.

D'après cette �gure, on observe que la longueur du segment ÀB̀ = dx + ∂vx
∂x
dxdt.

Donc, la variation relative de longure du segment AB par unité de temps dans la

direction (x) est :
[
dx+ ∂vx

∂x
dxdt− dx

]
/dx = ∂vx

∂x
. De façon générale, on dé�nit les

vitesses de déformation linéaire dans les direction x,y et z comme :

Ḋxx =
∂vx
∂x

, Ḋyy =
∂vy
∂y

, Ḋzz =
∂vz
∂z

• La déformation volumétrique est nulle dans le cas du �uide incompressible ; Ḋxx +

Ḋyy + Ḋzz = ∇⃗.v⃗ = 0.

3.3.4 Déformation quelconque d'un élement �uide

Le taux de déformation angulaire est dé�ni comme le taux de changement d'angle

entre les segments linéaires AB et AD (voir �gure 3.5) :

Ḋxy =
1

2

(
dα

dt
+
dβ

dt

)
(3.23)

D'après la �gure 3.5, à la limite ∆t→ 0 on a :

dα =
∂vy
∂x

dt, et dβ =
∂vx
∂y

dt (3.24)
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Donc :

Ḋxy =
1

2

(
∂vy
∂x

+
∂vx
∂y

)
(3.25)

Figure 3.5: Déformation quelconque d'un élément �uide

Donc, et avec le même principe, on trouve le tenseur des taux de déformation (Ḋ) :

Ḋij =

 Ḋxx Ḋxy Ḋxz

Ḋyx Ḋyy Ḋyz

Ḋzx Ḋzy Ḋzz

 (3.26)

Ou, l'expression générale du tenseur de vitesse de déformation est :

Ḋij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(3.27)

Finalement, le tenseur du gradient de vitesse est la somme du tenseur du taux de

déformation et du tenseur de taux de rotation :

∇v⃗ = Ḋ +R (3.28)

3.4 Écoulement rotationnel incompressible - fonction
de courant

La fonction de courant permet de ramener l'étude du champ vectoriel de vitesse à

un champ scalaire d'un �uide incompressible. Pour un écoulement incompressible on
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a : ∇⃗.v⃗ = 0. On peut alors introduire une fonction vectorielle appelée potentiel vecteur

des vitesses A⃗ telle que :

v⃗ = ∇⃗ ∧ A⃗ (3.29)

La relation ∇⃗.v⃗ = 0 se traduit alors à chaque instant t par :

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0 (3.30)

D'après cette équation, il existe donc une fonction scalaire appelée fonction de courant

ψ telle que :

vx =
∂ψ

∂y
, et vy = −∂ψ

∂x
(3.31)

Si on considère un écoulement plan perpendiculaire à l'axe z donc on a : vz = o et

∂
∂z

= 0, d'après l'équation 3.29 on trouve :

vx =
∂Az
∂y

, et vy = −∂Az
∂x

(3.32)

En identi�ant l'équation 3.31 avec 3.32, on obtient :

ψ = Az (3.33)

la fonction ψ(x, y) représente la composante du vecteur vitesse A⃗ suivant la direction

perpendiculaire au plan de l'écoulement.

En coordonnées polaire (r, θ), l'équation 3.31 s'écrit :

vr =
1

r

∂ψ

∂θ
, et vθ = −∂ψ

∂r
(3.34)

Propriétés :

• On a ∇⃗.v⃗ = 0, et d'après la relation 3.31 on trouve :

∂2ψ

∂x∂y
=

∂2ψ

∂y∂x
(3.35)

Donc, on conclut que dψ est une di�érentielle totale exacte 3, et on écrit :
dψ = ∂ψ

∂x
dx+ ∂ψ

∂y
dy

∫ B
A
dψ = ψB − ψA

(3.36)

3. d'après le théorème de Schwartz
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• la di�érence entre deux valeurs de la fonction de courant ψ représente le débit volu-

mique entre ces deux lignes de courant.

q̇v =

∫ B

A

v⃗.n⃗dl = ψB − ψA (3.37)

3.5 Écoulement irrotationnel - potentiel des vitesses

pour un écoulement irrotationnel on a : Ω⃗ = ∇⃗ ∧ v⃗ = 0⃗, posant v⃗ = ∇⃗ϕ, ϕ est

appelé potentiel des vitesses, on trouve : ∇⃗ ∧
(
∇⃗ϕ

)
= 0⃗, ∀ϕ.

Soit un écoulement plan, on peut donc écrire :
vx =

∂ϕ
∂x

vy =
∂ϕ
∂y

(3.38)

le �uide est incompressible :

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0 ⇒ ∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0 ⇒ ∆ϕ = 0 (3.39)

ϕ véri�e l'équation de laplace. De plus, la fonction de courant pour cet écoulement,

véri�e aussi l'équation de laplace ∆ψ = 0.

Les équipotentielles s'obtiennent en prenent : ϕ = constante ou dϕ = o :

dϕ =
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy = vxdx+ vydy (3.40)

Donc :
dy

dx
= −vx

vy
(3.41)

3.6 Expression de la circulation des vitesses

La circulation des vitesses est le long d'une courbe quelconque d'élément d'arc

d'orienté d⃗l vaut, par dé�nition :

Γ =

∫
v⃗.d⃗l (3.42)
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Et on a v⃗ = ∇⃗ϕ donc, on trouve :

Γ =

∫ B

A

∇⃗ϕ.d⃗l =
∫ B

A

dϕ = ϕB − ϕA (3.43)

On note que, pour un contour fermé d'un champ d'écoulement irrotationnel Γ = 0.

3.7 Exemples d'écoulements plans à potentiel des vi-
tesses

3.7.1 Représentation d'écoulements par des fonctions complexes

Un grand nombre d'écoulements classiques peuvent être représentés par des fonc-

tions complexes :

f(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y), où z = x+ iy (3.44)

f(z) : potentiel complexe des vitesses.

ϕ et ψ : fonctions potentielle et de courant, respectivement.

z : variable complexe associée à la fonction complexe f(z).

Donc, on peut écrire :

∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
= −i∂ϕ

∂y
+ i

∂ψ

∂y
⇒


∂ϕ
∂x

= ∂ψ
∂y

= vx

∂ϕ
∂y

= −∂ψ
∂x

= vy

(3.45)

Ce système d'équation 3.45 constitue les relations de cauchy-Riemann.

3.7.2 Écoulement parallèle uniforme

Considérons l'écoulemnt uniforme de vitesse v dans la direction x (voir �gure 3.6).

Dans le cas d'un écoulement à deux dimensions, les composantes de vitesse s'écrivent :
vx = v

vy = 0
(3.46)

D'après les équations ( 3.31 et 3.38), on a :
vx =

∂ϕ
∂x

= ∂ψ
∂y

vy =
∂ϕ
∂y

= −∂ψ
∂x

= 0

(3.47)
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Figure 3.6: Écoulement parallèle uniforme

On trouve : 
ψ(x, y) = vy

ϕ(x, y) = vx
(3.48)

les lignes de courant sont telles que : ψ(x, y) = Cste, donc ∀x, y = Cste, sont donc des

droites horizantales.

Les équipotentielles sont des droites verticales, ϕ(x, y) = Cste, donc ∀y, x = Cste.

Remarque :

• On peut modéliser cette écoulement par le potentiel complexe suivant :

f(z) = v(x+ iy) = ϕ(x, y) + iψ(x, y)

• On coordonnées cylindrique (r, θ, x), ici l'écoulement est dirigé suivant ox, on obtient :
ϕ = v.x

ψ = −v r2
2

(3.49)

Et on coordonnées sphériques (r, φ, θ), on obtient :
ϕ = v.r.cosφ

ψ = 1
2
v.r2sin2φ

(3.50)

Les lignes de courant : ψ = Cste, soit r = Cste en coordonnées cylindriques et r.sinφ =

Cste en coordonnées sphériques. Elles sont parallèles à la direction de la vitesse. Les

équipotentielles sont les droites perpondiculaires à cette direction.
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3.7.3 Écoulement plan autour d'une source ou d'un puits

Cet écoulement est modélisé par le potentiel complexe des vitesses :f(z) = Clnz

où z = x+ iy = r.eiθ, et C : constante réelle, on remplace z dans l'expression de f(z),

et d'après la relation 3.44 on trouve :

f(z) = Clnr + iCθ ⇒


ϕ(r, θ) = Clnr

ψ(r, θ) = Cθ
(3.51)

Les lignes de courant : ψ(r, θ) = Cθ = Cste =⇒ θ = Cste,∀r, ce sont les droites pas-

sant par l'origine. Les équipotentielles sont des cercles centrés sur l'origine ; ϕ(r, θ) =

Cste =⇒ r = Cste,∀θ.

On peut donc déterminer le champ de vitesse à partir des relations suivantes :

v⃗ =


vr =

∂ϕ
∂r

= 1
r
∂ψ
∂θ

vθ =
1
r
∂ϕ
∂θ

= −∂ψ
∂r

⇒

 vr =
C
r

vθ = 0
⇒ v⃗ =

C

r
e⃗r (3.52)

Où e⃗r est le vecteur unitaire suivant l'axe radial. C est une constante, si C > 0 l'écou-

lement est dirigé vers l'extérieur ; la source se trouve à l'origine. Si C < 0 l'écoulement

est dirigé vers l'origine ; le puit est à l'origine.

Pour déterminer C, on calcule le débit volumique :

qV =

∮
v⃗d⃗s (3.53)

Où ds = r.dθ.e⃗r, on obtient :

qV =

∫ 2π

0

C

r
r.dθ = 2π.C ⇒ C =

qV
2π

(3.54)

Donc, on écrit :

f(z) =
qV
2π

ln z (3.55)

qV est une constante réelle et z paramètre complexe, représente l'écoulement d'une

source pour qV > 0, et d'un puits pour qV < 0 (voir �gure 3.7).
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Figure 3.7: Écoulement plan autour d'une source ou d'un puits

3.7.4 Tourbillon

L'écoulement plan tourbillonaire est un écoulement autour d'un axe perpendiculaire

en O au plan xoy, modélisé par le potentiel complexe des vitesses :

f(z) = −i.C. ln z avec z = x+ iy = r.eiθ (3.56)

Donc, on a :

f(z) = Cθ − i ln r ⇒


ϕ(r, θ) = Cθ

ψ(r, θ) = −C. ln r
(3.57)

Les lignes de courant : ψ(r, θ) = −C ln r = Cste =⇒ r = Cste,∀ θ, ce sont des

cercles centrés sur l'origine. Les équipotentielles sont des droites passant par l'origine ;

ϕ(r, θ) = Cste =⇒ θ = Cste,∀ r. Le champ de vitesse :

v⃗ =


vr =

∂ϕ
∂r

= 1
r
∂ψ
∂θ

vθ =
1
r
∂ϕ
∂θ

= −∂ψ
∂r

⇒


vr = 0

vθ =
C
r

⇒ v⃗ =
C

r
e⃗θ (3.58)

Le champ de vitesse est orthoradial ; perpendiculaire à l'axe et au rayon vecteur. Pour

déterminer la constante C, calculons la circulation Γ, d'après la relation 3.42 et on a

d⃗l = r.dθ.e⃗θ, on trouve :

Γ =

∫ 2π

0

C

r
r.dθ = 2π.C ⇒ C =

Γ

2π
(3.59)
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Alors :

f(z) = −i
(

Γ

2π

)
ln z (3.60)

Γ est la circulation du tourbillon. Si Γ > 0 le tourbillon tourne dans le sens trigo-

nométrique et tourne dans le sens horaire, si Γ < 0 (voir �gure 3.8).

Figure 3.8: Tourbillon
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4.1 Introduction

La dynamique des �uides s'attache à décrire le mouvement des particules �uides

au sein d'un écoulement, en le reliant aux di�érentes forces en présence. Nous nous

limiterons dans ce chapitre aux mouvement des �uides parfaits (sans frottement ; la

viscosité est nulle), et nous supposons que l'écoulement incompressible et permanent.

On s'intéresse aux équations fondamentales : équation d'Euler et équation de Bernoulli

et nous dennons quelques exemples d'applications de l'équation de Bernoulli.

35
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4.2 Équations fondamentals pour un �uide parfait

Le principe fondamental de la dynamique exprime que la variation dans le temps de

la quantité de mouvement d'un système matériel à nombre constante de particules est

égale à la somme des forces extérieures qui lui sont appliquées. La dérivée particulaire

de la quantité de mouvement est égale à la résultante des forces extérieures appliquées

au domaine �uides.

Considérons un volume �uide V regroupant un ensemble donné de particules �uides

d'un écoulement quelconque. Au cours du mouvement, ce volume de particules �uides

va changer de position, de forme et de dimension mais la masse ne change pas.

• La variation dans le temps de la résultante des quantités de mouvement de particules

�uides du volume V et de vitesse v⃗ est :

d

dt

∫∫∫
V

ρ.v⃗.dV

 =

∫∫∫
V

ρ.
dv⃗

dt
.dV (4.1)

• Le bilan des forces qui s'appliquent sur cet élément de volume :

force de volume :
∫∫∫
V

ρg⃗dV

force de surface :
∫∫
S

−pn⃗dS = −
∫∫∫
V

∇⃗pdV

• Le principe fondamental de la dynamique s'écrit :

∫∫∫
V

ρ.
dv⃗

dt
.dV =

∫∫∫
V

ρg⃗dV −
∫∫∫
V

∇⃗pdV (4.2)

On peut écrire : ∫∫∫
V

(
ρ.
dv⃗

dt
− ρg⃗ + ∇⃗p

)
dV = 0 (4.3)

On obtient que :

ρ.
dv⃗

dt
= ρg⃗ − ∇⃗.p (4.4)

Cette équation est l'équation d'Euler pour un �uide parfait.

Et comme :
dv⃗

dt
=
∂v⃗

∂t
+
(
v⃗. ⃗grad

)
v⃗ (4.5)



4.3. DÉBIT MASSIQUE 37

Donc l'équation d'Euler pour un �uide parfait devient :

ρ
∂v⃗

∂t
+ ρ

(
v⃗. ⃗grad

)
v⃗ = ρ.⃗g − ⃗grad.p (4.6)

Exemple : Cas d'un écoulement unidirectionnel d'un �uide parfait incompressible.

Lorsque l'écoulement est rectiligne, on parle d'écoulement unidirectionnel ; la vitesse

parallèle à une direction unique �xe. Par exemple, le cas d'un écoulement dans une

canalisation cylindrique.

L'équation d'Euler s'écrit :

ρ
(
dv⃗
dt

)
= − ⃗grad.p+ ρ.⃗g

= − ⃗grad.p− ρ.g. ⃗grad.z

= − ⃗grad (p+ ρ.g.z)

Où z est l'altitude (comptée positivement suivant la verticale ascendante) et l'écoule-

ment suivant l'axe x ; v⃗ = v.⃗i.

L'écoulemnt est permanent
(
∂
∂t

= 0
)
, on peut écrire :

v
(
∂v
∂x

)
= − ∂

∂x
(p+ ρ.g.z)

0 = − ∂
∂y

(p+ ρ.g.z)

0 = − ∂
∂z

(p+ ρ.g.z)

Et d'après l'équation de continuité div.v⃗ = 0, on trouve que :

⃗grad (p+ ρ.g.z) = 0

Donc, dans tout l'écoulement unidirectionnel p+ ρ.g.z = Cste.

4.3 Débit massique

Le débit massique à travers une section de surface S est la quantité de �uide qui

traverse la section S par unité de temps noté par qm ou ṁ donné par :

qm = dm
dt

=
∫∫
S

ρ.v⃗.n⃗.dS

= ρ.v.S

(4.7)

où : v la vitesse moyenne du �uide à travers la conduite. L'unité du débit massique qm

est (Kg.s−1).
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4.4 Débit volumique

Le débit volumique est le volume de �uide par unité de temps qui traverse une

section S quelconque de la conduite par une vitesse moyenne v, noté par qV ou V̇ ,

donné par :
qV = dV

dt
=

∫∫
S

v⃗.n⃗.dS

= S.v

(4.8)

L'unité de qV est (m3.s−1).

D'après l'équation 4.7 et 4.8, on peut déduire la relation entre le débit volumique et le

débit massique :

qm = ρ.qV (4.9)

On note que :

• Les débits sont généralement comptés positivement dans le sens de l'écoulement.

• La résultante de débit massique et volumique à travers de surface S est nulle, c'est

la continuité de débit.

4.5 Équation de Bernoulli et ses apllications

La relation de Bernoulli permet de calculer la pression et la vitesse sur une ligne de

courant dans la con�guration d'un �uide parfait. Elle peut être considérée comme un

principe de conservation de l'énergie adapté aux �uide en mouvement. L'équation de

Bernoulli s'écrit :
v2

2
+
p

ρ
+ gz = Cste (4.10)

Démonstration :

Soit un écoulement stationnaire d'un �uide parfait incompressible et la force de gravité

peut s'écrire :−ρ. ⃗grad.(gz). L'équation d'Euler sécrit :

ρ.
dv⃗

dt
= ρg⃗ − ∇⃗.p

= −ρ. ⃗grad.(gz)− ⃗grad.p (4.11)
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Après division par ρ et mutiplions sclairement l'accération par v⃗, sachant que : v⃗ dv⃗
dt

=

d
dt

(
v2

2

)
, on trouve :

d

dt

(
v2

2

)
= −v⃗. ⃗grad.g.z − v⃗. ⃗grad.

p

ρ
(4.12)

Et on a :

d

dt

(
v2

2

)
=

∂

∂t

(
v2

2

)
+ v⃗. ⃗grad

(
v2

2

)
= v⃗. ⃗grad

(
v2

2

)
(4.13)

On a l'écoulement est stationnaire ∂
∂t

= 0.

On remplace l'équation 4.13 dans 4.12. Finalement, on obtient :

v⃗. ⃗grad

(
v2

2
+
p

ρ
+ g.z

)
=

d

dt

(
v2

2
+
p

ρ
+ g.z

)
= 0 (4.14)

On conclut que, la quantité entre parenthèse est constante sur chaque ligne de courant.

4.5.1 Interprétation physqiue de l'équation de Bernoulli

• Dans l'équation de Bernoulli, on a di�érentes formes d'énergie représentées par

les di�érents termes :

⋄ 1
2
ρ.v2 = 1

V

(
1
2
.m.v2

)
: énergie cinétique par unité de volume du �uide.

⋄ ρ.g.z = 1
V
(m.g.z) : énergie potentielle de l'unité de volume de �uide, due aux forces

de pesanteur.

⋄ p : pression statique, représente l'énergie potentielle due aux forces de pression.

⋄ Cste = Em

V
: énergie mécanique totale par unité de volume de �uide.

Alors, l'équation de Bernoulli exprime que lénergie mécanique totale est conservée le

long d'une ligne de courant.

• Dans le cas des liquides, on exprime les di�érentes termes de l'équation de Bernoulli

en hauteurs de liquide. on dévise tous les termes par ρ.g :

v2

2g
+

p

ρ.g
+ z = Cste
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⋄ z : est l'altitude.

⋄ p
ρ.g

+ z : est la hauteur piézométrique (charge piézométrique).

⋄ v2

2g
+ p

ρ.g
+ z : charge totale.

Donc, pendant un écoulement de �uide parfait, il n'y a pas de perte de charge (voir

�gure 4.1).

Figure 4.1: Lignes de charges pour l'écoulement en charge de �uide parfait.

4.5.2 Cas d'un écoulement avec échange de travail

Ce cas se rencontre lorsque, entre les positions 1 et 2 du �uide, il y a une machine ;

réceptrice ou motrice, par exemple, le �uide travers une pompe ou une turbine, il

échange le travail mécanique (W12) avec cette machine.

D'après l'équation 4.10, on écrit :

v2

2
+
p

ρ
+ gz = W12 (4.15)

• Si :

⋄ W12 > 0 : le travail est reçu par le �uide ; pompe.

⋄ W12 < 0 : le travail est fourni par le �uide ; turbine.

• Puissance nette : Pn = dW12

dt
= W12.qm, avec qm : débit massique. L'unité de la

puissaance nette est en Watts.

• Rendement : η = Pn

Pa
dans le cas d'une pompe et η = Pu

Pn
dans le cas d'une turbine.

⋄ Pn : puissance nette.
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⋄ Pa : puissance absorbée par la machine (pompe).

⋄ Pu : puissance utile sur la machine (turbine).

4.5.3 Applications

La relation de Bernoulli est à la base d'un grand nombre d'e�ets dans lesquels une

variation de vitesse dans un écoulement. Les exemples qui suivent présentent quelques

applications des e�ets. Nous considérons des écoulements permenents de �uides incom-

pressible.

1- Formule de Toricelli

Il permet de calculer la vitesse vB de vidange d'un réservoir à surface libre par un

ori�ce de section très petite devant celle de réservoir.

Appliquons le théorème de Bernoulli sur une ligne de courant entre un point A de

surface libre et un point B du jet (voir �gure 4.2).

Figure 4.2: Schéma de vidange d'un réservoir à surface libre.

pA + ρ.g.zA +
1

2

(
ρ.v2A

)
= pB + ρ.g.zB +

1

2

(
ρ.v2B

)
(4.16)

Et on a : pA = pB = patm et zA − zB = h, on écrit :

ρ.g. (zA − zB) = ρ
1

2

(
v2B − v2A

)
g.h =

1

2

(
v2B − v2A

)
(4.17)

le réservoir est grand, le rapport de section est su�samment élevé, la vitesse de des-

cente de la surface libre peut être considérée comme négligeable devant celle du �uide
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s'écoulant dans le jet : vA << vB. L'équation 4.17 s'écrit :

g.h =
v2B
2

(4.18)

D'où la formule de Toricelli :

vB =
√

2.g.h (4.19)

4.6 Étude des débitmètres

4.6.1 Tube de Pitot

Le tube de Pitot est un double tube très �ne que l'on place parallèlement aux

lignes de courant d'un �uide en ècoulement stationnaire incompressible. Ce dispositif

est constitue de deux tubes concentriques : le tube interieur est percé d'une ouverture

A à son extrémité, placée face à l'écoulement, et l'autre tube est percé d'une série de

petits ori�ces B répartis sur une couronne. Un manomètre di�érentiel relié à chacun

des deux tubes permet de mesurer la di�érence de pression ∆p entre les points A et B,

ce tube permet de mesurer la vitesse v du �uide à partir de la ∆p (voir �gure 4.3).

Figure 4.3: Schéma du tube de Pitot.

Appliquons l'équation de Bernoulli le long de la ligne de courant OA, le point A

est le point d'arrêt où la vitesse est nulle.

pO +
1

2
ρv2O = pA (4.20)
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On a l'écoulement en O et Ò est uniforme et les lignes de courant sont rectilignes et

parallèle : pO = pÒ. De même raison on a : pB = pB̀.

Appliquons l'équation de Bernoulli le long de la ligne de courant ÒB̀.

pÒ +
1

2
ρv2

Ò
= pB̀ +

1

2
ρv2

B̀
(4.21)

On peut alors faire l'hypothèse que l'écoulement est redevenu uniforme loin après

le font de l'objet :vB̀ = vÒ = vO = v, et d'après l'équation 4.21, on trouve :pÒ = pB̀.

On écrit : pO = pÒ = pB̀ = pB. Et l'équation 4.20 devient :

pB +
1

2
ρv2 = pA (4.22)

La vitesse de l'écoulement s'écrit :

v =

√
2

ρ
(pA − pB) (4.23)

4.6.2 Tube de Venturi

Le dispositif de Venturi permet de mesurer la vitesse de l'écoulement et de déter-

miner le débit du fuilde par la mesure de la chute de pression en conduite. Il consiste

à faire passer un écoulement par une contraction de façon à faire diminuer la pression

(voir �gure 4.4).

Figure 4.4: Schéma du tube de Venturi.

L'équation de Bernoulli le long de la ligne de courant passant par le point A et B,
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s'écrit :

pA +
1

2
ρv2A = pB +

1

2
ρv2B (4.24)

Par ailleurs, l'équation de continuité s'écrit :

SA.vA = SB.vB ⇒ vB =
SA
SB

.vB (4.25)

Supposant : σ = SA

SB
et ∆p = pA− pB, et d'après l'équation 4.24 et 4.25, on trouve :

vA =

√
2∆P

ρ. (σ2 − 1)
(4.26)

On déduit le débit massique :

qm = ρ.sA.

√
2∆P

ρ. (σ2 − 1)
= π

D2

4

√
2ρ∆P(
D2

d

)
− 1

(4.27)

où D est le diamètre de la conduite et d celui du rétrécissement.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, les �uides sont considérés comme réels, en incluant l'e�et des forces

de frottement c'est-à-dire, nous introduisons la contribution de la viscosité. L'existence

des forces de viscosité peut être démontré à partir de l'expérience de Couette 1 :

On considère un �uide visqueux placé entre deux plaques P1 et P2 tel que la plaque P1

est �xe et la plaque P2 est animée d'une vitesse v, placée à la distance L de la première.

1. Maurice Couette (1858-1943) : est un physicien français dont les travaux portèrent principale-
ment sur la mécanique des �uides et particulièrement sur la rhéologie.

45
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Les particules �uides en contact avec la plaque P2 se déplacent à vitesse v et celles

qui se trouvent contre la plaque P1 restent immobile (voir �gure 5.1). Les particules

Figure 5.1: Écoulement d'un �uide visqueux placé entre deux plaques, P1 est �xe et
P2 est mobile.

�uides se déforment et le mouvement du �uide peut être considéré comme résultant du

glissement des couches de �uide les unes sur les autres. La vitesse de chaque couche de

�uide est une fontion de L. Si F est la force nécessaire pour déplacer P2 à vitesse v et

S la surface de contact entre deux couches, pour un �uide newtonien la relation entre

F
S
et v

L
est linéaire et on écrit :

F

S
= µ

v

L
(5.1)

Où : µ est la viscosité dynamique.

5.2 Équation du mouvement

Au cours du mouvement, la particule �uides va changer sa position, sa forme et sa

dimension mais la masse se conserve au cours du temps. Le principe de conservation de

la masse est traduit l'équation de continuité : la variation de masse pendant un temps

dt d'un élément de volume de �uide dV doit être égale à la somme des masses de �uide

entrant diminuée de celle du �uide sortant.

• La masse d'un volume de �uide contenue dans le volume V s'écrit : m =
∫∫∫
V

ρdV .

• Les masses entrantes pendant dt avec une vitesse v⃗ à travers la surface S limitant le

volume V : me = −
∫∫
S

ρv⃗.n⃗.dS.dt.
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La variation de masse du volume V par unité de temps
(
dm
dt

)
est égale aux masses

entrantes dans V par unité de temps
(
dme

dt

)
, soit :

d
dt

∫∫∫
V

ρdV = d
dt

(
−
∫∫
S

ρ.v⃗.n⃗.dS.dt

)
= −

∫∫∫
V

div(ρ.v⃗).dV

(5.2)

Donc : ∫∫∫
V

[
∂ρ

∂t
+ div.(ρ.v⃗)

]
dV = 0 (5.3)

Et comme le volume de contrôle V est �xe, donc :

∂ρ

∂t
+ div.(ρ.v⃗) = 0 (5.4)

C'est l'équation de continuité. Cette équation est valable en tout point du �uide.Si :

• ∂ρ
∂t
> 0 le �uide est en phase de compression.

• ∂ρ
∂t
< 0 le �uide est en phase de dilatation.

• ∂ρ
∂t

= 0 le �uide est en volume constant (isovolume).

• Écoulement permanent ⇒ ∂ρ
∂t

= 0, l'équation de continuité se réduit à : div.(ρ.v⃗) = 0.

• Fluide incompressible ⇒ ρ = Cste, l'équation de continuité se réduit à : div.v⃗ = 0.

5.3 Équation de Navier-Stocks

Si le �uide est newtonien, son écoulement incompressible et sa viscosité constante,

la force de viscosité s'écrit : µ∆v. L'équation de continuité rest valable. L'équation

d'Euler devient l'équation de Navier-Stocks :

ρ
dv⃗

dt
= ρ

(
∂v⃗

∂t
+
(
v⃗. ⃗grad

)
v⃗

)
= ρ.⃗g − ⃗grad.p+ µ∆v⃗ (5.5)

ou encore :
∂v⃗

∂t
+

(
1

2
⃗grad.v2 + rot.v⃗ ∧ v⃗

)
= g⃗ − 1

ρ
. ⃗grad.p+

µ

ρ
∆v⃗ (5.6)

Et :

µ.∆v⃗ = µ

(
∂2v⃗

∂x2
+
∂2v⃗

∂y2
+
∂2v⃗

∂z2

)
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5.4 Écoulements et nombre de Reynolds

• Écoulemnt Laminaire : Il se produit dans le cas de �uide su�sament vis-

queux, avec une vitesse moyenne faible et dans une conduite de faible dimension. Le

mouvement des particules �uides se fait de façon régulière et ordonnée ; les trajectoires

des particules �uides restent parallèle à la paroi.

• Écoulemnt Turbulent : Le mouvement des particules �uides se fait de façon

irrégulier. Les trajectoires de la particules �uides s'enchevêtrent, s'enroulent sur eux

mêmes.

•Nomber de Reynolds : Le nomber de Reynolds Re est un nomber sans dimen-

sion qui permet de faire la di�érence entre écoulement laminaire et turbulent :

Re =
v.d

ν
(5.7)

Avec :

v : vitesse moyenne du �uide en m.s−1.

d : diamètre de la conduite en m.

ν : viscosité cinématique du �uide en m2.s−1.

Si :

Re < 2000 : l'écoulement est laminaire.

2000 < Re < 105 : l'écoulement turbulent lisse.

Re > 105 : l'écoulement turbulent rugueux.

5.5 Pertes de charges

5.5.1 Pertes de charges singulières

Quand la conduite subit de brusque variation de section ou de direction, il se produit

des pertes de charges dites singulières, elles sont généralement mesurable et font partie

des caractéristiques de l'installation. Par exemple, la présence des coudes, raccords,

robinets, etc..., tous ces éléments installés le long des canalistaions constituent des

obstacles qui freinent le passage du �uide et amènent des pertes de charges. On exprime
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par :

Js = −Ks.
v2

2
(5.8)

où :

s = 1, 2, 3, .. indice de l'accident de formes de la conduite.

Ks Coe�cient sans unité de pertes de charge. Ces valeurs données par les constructeurs.

5.5.2 Pertes de charges linéaire

C'est la perte d'énergie de �uide qui se déplace dans une conduite rectiligne de sec-

tion constante. Ils résultent du frottement exercé entre le �uide et la surface intérieure

de la conduite, s'exprime par :

JL = −λv
2

2

(
L

d

)
(5.9)

Où :

v : vitesse moyenne de l'écoulement m
s
.

L : longueur de la conduite (m).

d : diamètre de la conduite (m).

λ : coe�cient de perte de charge linéaire, dépend du régime de l'écoulement :

- Dans un régime laminaire : λ = 64
Re

; formule de Poiseuille.

- Dans un régime turbulent lisse : λ = 0.316.R−0.25
e ; formule de Blasius.

- Dans un régime turbulent rugueux : λ = 0.79
√

ε
d
; formule de Blench. avec :

ε : rugosité de la surface interne de la conduite (mm).

d : diamètre de la conduite (mm).

Parfois, on lit la valeur de λ sur une abaque établie par Nikuradse ou Moody.

5.6 Théorème de Bernoulli : cas général

Dans le cas général avec échanges d'énergie et pertes de charge le théorème de

Bernoulli prend la forme générale suivante :

1

2

(
v22 − v21

)
+

1

ρ
(p2 − p1) + g (z2 − z1) = J12 +

pn
qm

(5.10)
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Avec :

J12 : somme de toutes les pertes de charge linéaires et singulières entre les sections (1)

et (2) ; J12 = JS + JL.

Pn : puissance mécanique échangé entre le �uide et les machines éventuellement placées

entre (1) et (2).

qm : débit massique.

5.7 Résolution de quelques problèmes calassiques ins-
tationnaires

Les équations de Navier-Stockes sont complexes. Pour certaines con�gurations simples,

il est possible de résoudre analytiquement ces équations. Dans cette paragraphe, nous

allons étudier quelques problème calssique instationnaire.

5.7.1 Écoulement instationnaire sur plan en translation : pro-
blème de Stockes

Une plaque plane in�nie limite un demi-espace occupé par un �uide initialement au

repos. La plaque est mise en mouvement de translation uniforme avec la vitesse V . Le

problème consiste à calculer les fonctions du mouvement qui est induit, par viscosité,

dans toute le �uide en conséquance de ce déplacement. On supposera le champ de

pression uniforme. L'équation du mouvement se simpli�e dans ce cas :

∂U

∂t
= ν

∂2U

∂y2
(5.11)

avec U qui varie en fonction de t, x et y.

Les conditions aux limites sont :{
U(x, y, t) = 0 , t = 0
U(x, 0, t) = V , t > 0

(5.12)

L'equation 5.11 est identique à l'équation de la chaleur. On cherche des solutions simi-

laires.

Soient les transformations suivantes :{
U = V f(η)
η = y

2
√
νt

(5.13)
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On dérive : 
∂U
∂t

= −V f ′ y

4ν
1
2 t

3
2
= −V f ′ η

2t
∂U
∂y

= V f ′ 1
2
√
νt

∂2U
∂t2

= V f ′′ 1
4ηt

(5.14)

L'équation 5.11 devient :
V

4t
(f ′′ + 2ηf ′) = 0 (5.15)

La fonction f(η) est alors solution de l'équation di�erentielle :

f ′′ + 2ηf ′ = 0 (5.16)

avec les deux conditions aux limites : f(0) = 1 et f(∞) = 0. On obtient première

intégration :

f ′(η) = C exp(−η2) (5.17)

Une deuxième intégration donne :

f(η) = C

∫ η

0

exp(−η2)dη +B (5.18)

avec : {
f(0) = 1 = B
f(∞) = 0 = C

∫∞
0

exp(−η2)dη +B
(5.19)

La valeur de la constante C = −2√
π
, et la fonction f(η) prend la forme :

f(η) = 1− 2√
π

∫ ∞

0

exp(−η2)dη = 1− erf(η) (5.20)

erf étant la fonction erreur, et l'expression du champ de vitesse sous la forme :

U = V

(
1− 2√

π

∫ ∞

0

exp(−η2)dη
)

(5.21)

5.7.2 Écoulement instationnaire dans un tube

Soit un écoulement instationnaire d'un �uide initialement au repos dans un tube

de longueur L et de rayon R. On impose le gradient de pression constant :

∂p

∂x
= −G (5.22)
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On pose V = u.ex + v.er + w.eθ. L'écoulement est laminaire (v = w = 0) et axi-

symétrique (∂P
∂θ

= 0). La composante axiale de l'équation de mouvement s'écrit :

∂u

∂t
=

−G
p

+ ν

(
∂2u

∂t2
+

1

r

∂u

∂r

)
(5.23)

La solution instationnaire s'écrit :

u(r, t) = u∞ − v(r, t) (5.24)

Où u∞ est la solution stationnaire lorsque t −→ ∞ :

u∞ =
G

4µ

(
R2 − r2

)
(5.25)

En tenat compte de l'incompressibilité :

∂p

∂z
= µ

∂2u

∂z2
(5.26)

Le système à résoudre s'écrit :
∂v
∂t

= ν
(
∂
∂r

(
1
r
∂
∂r
(rv)

))
v(R, t) = 0
v(R, 0) = u∞

(5.27)

La solution génerale s'écrit :

u(r, t) =
G

4µ

(
R2 − r2

)
− 2GR2

µ

∞∑
n=1

J0(
λnr
R
)

λ3nJ1(λn)
exp

(
−λ2nνt
R2

)
(5.28)

Où J0 est la fonction de bessel de premier espèce d'ordre zéro et λn est la racine de

J0(λ) = 0
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6.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux écoulement où la compressibilité du �uide est à l'origine

d'e�ets majeurs, le cas des gaz. La masse volumique d'un gaz varie avec sa pression. La

gazodynamique est la branche de la dynamique qui étudie l'écoulement compressible des

�uides gazeux. Toute fois la théorie des écoulements compressible est assez compliquée,

c'est la raison de supposer un certain nombre d'hypothèses simpli�catrices (gaz parfait,

type d'evolution : adiabatique, isotherme,.....).
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6.2 Équation de Barré de Saint-Venant

L'équation de bilan énergitique d'un gaz s'écoulant à travers un volume de contrôle

entre deux points 1 et 2 est :

h1 + gz1 +
1

2
v21 +Q1 +W1 = h2 + gz2 +

1

2
v22 +Q2 +W2 (6.1)

Si on suppose un écoulement :

- sans échange de travail : W = 0.

- sans échange de chaleur : Q = 0.

- l'énergie potentielle est négligeable : gz ≤ 0.

L'équation de bilan énergitique devient :

h1 +
1

2
v21 = h2 +

1

2
v22 (6.2)

avec :γ = cp
cv

Donc, on peut écrire :

h+
1

2
v2 = Cste (6.3)

Si, la transformation isobare : à pression constante.

∆h = cp∆T =
γ

γ − 1
∆

(
p

ρ

)
(6.4)

Donc, l'équation 6.3 devient :

γ

γ − 1

p

ρ
+

1

2
v2 = Cste (6.5)

Entre deux point d'un écoulement, on obtient l'équation de barré Saint-Venant :

γ

γ − 1

(
p2
ρ2

− p1
ρ1

)
+

1

2

(
v22 − v21

)
= Cste (6.6)

Et pour un écoulement isentropique : p
ργ

= Cste, cette relation s'écrit :

γ

γ − 1

p1
ρ1

[(
p2
p1

) γ−1
γ

− 1

]
+

1

2

(
v22 − v21

)
= 0 (6.7)
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6.3 Nombre de Mach

La variation de la pression d'un �uide compressible assure dans tous les cas, la

propagation d'onde in�nitésimale de pression avec une célérité a dé�nie par :

a =

√(
dp

dρ

)
s

=
1

ρ.χs
(6.8)

Ou χs est le coe�cient de compressibilité isentropique :

χs = − 1

δp

(
δV

V

)
s

=
1

δp

(
δρ

ρ

)
s

(6.9)

La relation 6.8 montre que plus le �uide est compressible, moins la célérité de

propagation d'ondes de pression est élevée. probablement cette célérité correspond à la

vitesse de propagation des ondes sonores, en abrégé célérité du son. Pour un gaz parfait

s'exprime par :

a =

√
γ
p

ρ
=

√
γ.r.T (6.10)

Cette expression montre que la célérité du son pour un gaz parfait dépend des condi-

tions locales de température et de pression.

- r : constante spéci�que du gaz, r = R
Mg

, Mg : masse molaire du gaz et R constante

de gaz parfait.

- γ = cp
cV

: coe�cient isentropique (polytropique).

Le nombre de Mach est le paramètre dominant dans l'étude de l'écoulement com-

pressible. Ce paramètre est le rapport entre la vitesse de l'écoulement et la célérité du

son sous les mêmes conditions :

M =
v

a
(6.11)

Le nombre de Mach permet de distinguer les régions de l'écoulements :

- écoulemnt subsonique, M < 1.

- écoulement sonique, M = 1.

- écoulemnt supersonique, M > 1.
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6.4 Ondes de Mach

Lorsque la source est mobile dans un espace à trois dimensions, trois cas sont à dis-

tinguer selon sa vitesse est en module soit inférieure, supérieure ou égale à la célérité

du son.

- Cas M < 1 : les fronts d'onde se propagent à la vitesse (a−v) en amont, mais (a+v)

en aval de l'écoulement. par conséquent, l'intervalle entre les fronts d'ondes est plus

dense en amont qu'en aval (voir �gure 6.1-(b)).

- CasM = 1 : la vitesse de propagation (v−a) est nulle, et le son se propage seulement

en avale de l'écoulement, en produisant une onde appelée onde de Mach normale à la

direction de l'écoulement. Si un observateur est situé en amont de l'écoulemnt, il ne

peut pas entendre le mouvement s'approchant (voir �gure 6.1-(c)).

- Cas M > 1 : la con�guration devient alors du type illustrée au �gure 6.1-(d). L'en-

veloppe des ondes forme le cône de Mach et le son est con�né dans le cône. Le demi

angle (β) au sommet dit angle de Mach :

sin β =
a

v
=

1

M
(6.12)

6.5 État génerateur

Par dé�nition c'est l'état d'un �uide où les conditions dans cette état seront appelés

les conditions initiales, la vitesse est nulle. Soit un écoulemnt isentropique d'un gaz

parfait, les conditions initiales relative à cette état sont : p0, ρ0, T0, v = v0 = 0. En

appliquant la relation de Barré de Saint-Venant entre ce point et un autre point on a :

γ

γ − 1

p0
ρ0

=
γ

γ − 1

p

ρ
+

1

2
v2 (6.13)

D'après la relation 6.10, on peut écrire :

1

γ − 1
a20 =

1

γ − 1
a2 +

1

2
v2 (6.14)
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Figure 6.1: Propagations des ondes sonores et nombre de Mach : (a) repos, (b) sub-
sonique, (c) sonique et (d) supersonique.

En introduisant le nombre de Mach, on obtient :

a20
a2

= 1 +
γ − 1

2
M2 (6.15)

Donc la relation de Barré de Saint-Venant devient :

T0
T

= 1 +
γ − 1

2
M2 (6.16)

Et pour un processus isentropique ∆s = 0, on a :

T2
T1

=

(
p2
p1

) γ−1
γ

=

(
V2
V1

)1−γ

=

(
ρ2
ρ1

)γ−1

= Cste (6.17)

Donc, on peut écrire : (
p0
p

) γ−1
γ

=

(
ρ0
ρ

)γ−1

= 1 +
γ − 1

2
M2 (6.18)
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Pour établir la relation entre les caractéristiques de deux points (1) et (2) d'un même

écoulement :

- en (1) :
T0
T1

= 1 +
γ − 1

2
M2

1

- en (2) :
T0
T2

= 1 +
γ − 1

2
M2

2

Donc :
T1
T2

=
1 + γ−1

2
M2

1

1 + γ−1
2
M2

2

(6.19)

- Si M = 1, l'état de l'écoulement est appelé état critique :

T0
Tc

= 1 +
γ − 1

2
=

1 + γ

γ
(6.20)

6.6 Écoulement dans un convergent-divergent

On considère un écoulement dans une tuyère convergente-divergente (tuyère de La-

val), shématisé à la �gure 6.2, (a). Ce dispositif a pour objectif d'augmenter la vitesse

des gaz qui la traverse.

• Pour les cas A et B (voir �gure 6.2, (b)), l'écoulemnt est subsonique à travers l'en-

semble de la tuyère et la pression de sortie est pe = pb. Le jet est subsonique.

• Pour le cas C, le col devient sonique et l'écoulemnt dans le reste de la tuyère

est subsonique. Le rapport des sections Ae

Acol
est égale Ae

A∗ pour un nombre de Mach

subsonique à la sortie, A∗ est la section critique.

• Pour le cas H, l'écoulemnt dans le divergent est entièrement supersonique et pc = pb.

Le repport pb
po

correspond exactement au rapport Ae

A∗ .

• Pour un cas se trouve entre les cas C et H, le col reste su�oqué à la valeur sonique. La

valeur du débit massique est maximale. L'onde de choc normale apparaître à la sortie

de la tuyère au pression du cas F en aval. Dans le cas G, l'écoulement présentra des

séries complexes d'onde de choc obliques jusqu'il atteint la pression pb.
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Figure 6.2: Tuyère convergente-divergente : (a) Shéma de la géométrie de la tuyère ;
(b) variation de la pression statique dans la tuyère.

• Pour le cas I, pb est inférieure à celle du cas H, mais la tuyère est so�oquée. L'écou-

lement à la sortie s'étend en de complexes séries d'ondes supersoniques.

Rapport de la section de sortie à celle du col :

En utilisant les relation de lécoulement isentropique du gaz parfait et l'équation de

continuité. Le débit massique est conervé sous les conditions soniques :

ρV As = ρ∗V ∗A∗ (6.21)

Et d'après les relations isentropiques, on peut conclu que :

As
A∗ =

1

M

√[
2

γ + 1

(
1 +

γ − 1

2
M2

s

)] γ+1
γ−1

(6.22)

Qustions :

1- calculer le rapport ρ
ρ∗
.

2- calculer le rapport V
V ∗
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6.7 Écoulement supersonique

6.7.1 Ondes de choc normales

Les ondes de choc sont associées d'une augmentation de pression pour l'écoulements

supersoniques. La vitesse de propagation du choc est plus èlevée que celle du son et

la pression aussi. Les états amont et aval de l'onde de choc sont désigné par 1 et 2,

respectivement. Le nombre de Mach à l'aval du choc est lié à celui de l'écoulement

amont par :

M2
2 =

(γ − 1)M2
1 + 2

2γM2
1 + 1− γ

(6.23)

Le rapport de pression où bien le saut de pression est donné par :

p2
p1

= 1 +
2γ

γ + 1

(
M2

1 − 1
)
=

1 + γM2
1

1 + γM2
2

(6.24)

Le saut de masse volumique est :

ρ2
ρ1

=
(1 + γ)M2

1

(γ − 1)M2
1 + 2

=
v1
v2

(6.25)

Le saut de température est :

T2
T1

=
(
2γM2

1 + 1− γ
) [(γ − 1)M2

1 + 2]

(γ + 1)2M2
1

(6.26)

Et l'équation de Prandtl permet de calculer la vitesse en aval de l'onde de choc normale,

en connaisant les conditions en amont du choc s'écrit :

v1v2 = a2c =
2γRT1
γ + 1

(6.27)

où :

ac : est la vitesse du son critique, dont le nombre de Mach égal à l'unité.

La variation de l'entropie à travers le choc peut être calculée par la relation suivante :

∆s = s2 − s1 = cV ln

[
p2
p1

(
ρ1
ρ2

)γ]
(6.28)

En substituant dans cette relation les expressions 6.24 et 6.25, la variation de l'entropie

en fonction de nombre de Mach s'exprime :

∆s = cV ln

[
(2γM2

1 + 1− γ)

γ + 1

(
2 + (γ − 1)M2

1

(γ + 1)M2
1

)γ]
(6.29)
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6.7.2 Ondes de choc obliques

Les ondes de choc peuvent se former à un angle oblique σ par rapport au courant

supersonique, par exemple, lorsque l'on dispose un obstacle �xe dans un écoulement

de gaz en régime supersonique à l'in�ni. Ce type d'ondes dévie le courant d'un angle δ

dit angle de dé�exion. Donc, un choc oblique est causé par un écoulement tourne selon

un certain angle. Soit l'état 1 dénote l'état en amont et l'état 2 celles en aval. L'angle

de choc est σ, et l'écoulemnt en aval de vitesse v2 change de direction d'un angle δ qui

est fonction de σ et les conditions de l'état 1 (voir �gure 6.3).

Figure 6.3: Schéma de l'écoulement de choc oblique

La vitesse en amont a deux composantes tangentielle et normale :

v⃗1 = vt1u⃗t + vn1u⃗n (6.30)

De même la vitesse en aval :

v⃗2 = vt2u⃗t + vn2u⃗n (6.31)

ou :

u⃗t : vecteur unitaire de composante tangentielle.

u⃗n : vecteur unitaire de composante normale.

Et comme, qu'il n'a pas une variation de la vitesse tangentielle à travers un choc
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oblique : vt1 = vt2 = vt = Cste, ce qui fait que l'énergie cinétique 1
2
v2t est constante.

Les nombres de Mach normaux s'écrivent :
Mn1 = vn1

a1
= v1

a1
sinσ = M1 sinσ.

Mn2 = vn2

a2
= v2

a2
sin(σ − δ) = M2 sin(σ − δ)

(6.32)

Pour un gaz parfait, les équations 6.23, 6.24, 6.25, 6.26 s'écrivent :

M2
n2 =

(γ − 1)M2
n1 + 2

2γM2
n1 + 1− γ

(6.33)

Le saut de pression est :

p2
p1

= 1 +
2γ

γ + 1

(
M2

1 sin
2 σ − 1

)
=

1 + γM2
n1

1 + γM2
n2

(6.34)

Le saut de masse volumique est :

ρ2
ρ1

=
tanσ

tan(σ − δ)
=
vn1
vn2

=
(1 + γ)M2

1 sin
2 σ

(γ − 1)M2
1 sin

2 σ + 2
(6.35)

Le saut de température est :

T2
T1

=
(
2γM2

1 sin
2 σ + 1− γ

) [(γ − 1)M2
1 sin

2 σ + 2
]

(γ + 1)2M2
1 sin

2 σ
(6.36)

Et l'équation de Prandtl pour un choc oblique devient :

vn1vn2 = a2c −
γ + 1

γ − 1
v2t (6.37)

Une autre forme utile de l'équation 6.37 est :

p2 − p1
ρ2 − ρ1

= a2c −
γ + 1

γ − 1
v2t (6.38)

-ac : est la vitesse du son critique.
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