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Avant -Propos

AvAnT-PROPOS

Le présent manusCrit sur la mécCanique de point est destiné
prinCipalement aux étudiants de [a premiére année du systeme LMD des
licences en sciences et techniques (ST) et en sCiences de |a matiére (SM),
Ainsi guaux etudiants de la premiére année des filieres techniques.

Ce document répond au programme offiCiel du module « Physique
1 » enseigné en premiere année LMD des filieres Citées précédemment.

Ce manuel regroupe 'ensemble des rappels de cours avec des exercices et
des problémes avec solutions.

Ce manusCrit contient Cing Chapitres: [Le premier porte sur les
équations aux dimensions. Des rappels mathématiques et des notions sur
les vecteurs et sur les différents systemes des coordonnées sont
présentés dans e deuxieme Chapitre. [ e troisiéme Chapitre traite de la
Cinématique du point matériel avec et sans Changement de référentiel. [a
dynamique du point matériel est présentée au quatriéme Chapitre.
Finalement, |e Cinquiéme Chapitre est COnsacCré au traVvail et a 'énergie.

A la fin de chaque chapitre, hous proposons des exercices avec
leurs solutions détaillées.

Enfin, hous espérons que Ce manhusCrit sera bénéfique pour les
étudiants de premiére année ST et SM.

Dr. Fares SERRAD)
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DOMAINE SCIENCES | PROGRAMME "'Physiquel™ | 1°® ANNEE SOCLE

ET TECHNOLOGIE : _ _ COMMUN
Volume horaire semestriel 67h30min Cpe_f :03
Volume horaire hebdomadaire Credits : 06
4h30min

(3h cours et 1h30 min TD)
Semestre 1 (15 semaines)

Programme Nombre de
Semaines

Rappels mathématiques : 02
1- Les équations aux dimensions
2- Calcul vectoriel

Chapitre I. Cinématique : 05

1- Vecteur-position dans les systemes de coordonnées (cartésiennes,
cylindrique, sphérique, curviligne) - loi de mouvement - Trajectoire

2- Vitesse et accélération dans les systémes de coordonnées.

3- Applications : Mouvement du point matériel dans les différents systémes
de coordonnées.

4- Mouvement relatif.

Chapitre 11. Dynamique : 04

1- Generalité : Masse - Force - Moment de force — Référentiel Absolu et
Galiléen.

2- Les lois de Newton.

3- Principe de la conservation de la quantité de mouvement.

4- Equation différentielle du mouvement.

5- Moment cinétique.

6- Applications de la loi fondamentale pour des forces (constante,
dépendant du temps, dépendant de la vitesse, force centrale, etc).

Chapitre I1l. Travail et énergie : 04

1- Travail d’une force.

2- Energie cinétique.

3- Energie potentiel — Exemples de I’énergie potentielle (pesanteur,
gravitationnelle, élastique).

4- Forces conservatives et non conservatives - Théoreme de I’énergie
totale.




Syllabus Physique 1 ENS

Syllabus
Physique 1 (Mécanhique du Point Matériel)
Domaine de formation Sciences et Techniques (ST)

Objectifs :

La mécanique est une discipline des mathématiques. Mais, c¢’est aussi une approche de
la physique qui méne vers la science de la matiere, car c’est par excellence la science de base.
De ce fait, elle appartient a tous. Sa richesse est d’étre aussi bien théorique et formelle que
physique et sensible. C’est dans cet esprit que nous cherchons dans ce recueil a éloigner la
mécanique des rivages du formel, en nous appliquant a rendre, le plus tangible possible, des
principes d’usage universel, qui ont nécessairement une expression abstraite, mais dont,
précisément, 1’aspect forme, s’il devient irréel, rebute des étudiants qui sont souvent mal a

1’aise pour aller du général vers le particulier, mais sont habiles a la démarche inverse.

Objectif final du cours :

La mécanique que nous voulons enseigner est trés modeste dans son contenu et la
moins formelle possible, sans renoncer a ’abstraction nécessaire. Elle peut permettre une
utilisation, dans un domaine quelconque des sciences physiques, de principes universels. Elle
a été volontairement limitée a un aspect classique sans quantification ni relativité, parce que
nous pensons que le contenu si riche qui serait apporté par ces visions des choses ne pourrait
étre valablement que par un étudiant qui n’aurait pas digéré d’abord les choses simples que
nous avons intégré dans ce cours. Ainsi, nous incitons 1’apprenant a manipuler les cas
particuliers en résolvant les exercices proposés dans ce manuscrit.

Obijectifs intermédiaires et programme :

1) Les équations aux dimensions, les vecteurs.

2) Rappels mathématiques et repérage des évenements.

3) Cinématique du point: Mouvement rectiligne, mouvement dans I’espace, étude des
mouvements particuliers, étude des mouvements dans différents systéemes (cartésiennes,
polaires, cylindriques et sphériques), mouvement relatif.

4) Dynamique du point : le principe d’inertie et les référentiels galiléens, principe de la
conservation de la quantité de mouvement, définition Newtonienne de la force, lois de
force.

5) Travail et énergie dans le cas d’un point matériel : énergie cinétique, énergie potentielle de
gravitation et élastique, champs de forces.



Chapitre 01 Equations aux dimensions

O 1 Chapitre 01
Equations aux dimensions

1.1 Analyse Dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle est une méthode pratique permettant de vérifier
I’homogénéité d’une formule physique a travers ses équations aux dimensions, c'est-a-dire la
décomposition des grandeurs physiques qu’elle met en jeu en un produit de grandeurs de
base : longueur, durée, masse, intensité électrique, etc., irréductibles les unes aux autres.

1.2 Unités de base :

Actuellement, le systéme des unités est composé de sept unités de base :

Unite de longueur : le métre (m) ‘ Unité d’intensité électrique : I’ampére (A)

Unité de masse : le kilogramme (kg) | Unité de température : le kelvin (K)

Unité du temps : la seconde () Unité d’intensité lumineuse : la candela (cd)
Unité de quantité de la matiere : la mole (mol)

Tableau 1.1 : Les unités de bases
1.3 Equations aux dimensions
L’équation aux dimensions est celle qui ; relie la dimension d’une grandeur dérivée a aux sept
grandeurs de base. Dans une équation aux dimensions, la dimension de la grandeur dérivée G
est couramment notée [G].
1.4 Dimension d’une grandeur physique
La dimension d’une grandeur physique est définie par une expression de la forme :
[G]=LAT°MCINe@ )9
Ou:a,b,c,d, e, f, gsontdes entiers relatifs.
Le tableau 1.2 ci-dessus récapitulé les grandeurs physiques de base et leurs dimensions.

Grandeur physique Dimension
Longueur L
Temps T
Masse M
Température ]

Intensité électrique I
Quantité de la matiere N
Intensité lumineuse J

Tableau 1.2 : Grandeurs de base et dimensions du Sl
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Chapitre 01

Grandeur physique
Longueur

Temps

Masse

Température
Intensité électrique
Quantité de la matiére
Intensité lumineuse
Charge électrique
Potentiel électrique
Vitesse

Accélération
Fréquence
Inductance (L)
Champ électrique
Résistance

Capacite (C)

Force

Travail —Energie
Puissance
Résistivité
Permittiviteé
Perméabilité
Moment d’une force
Moment cinétique
Densité de courant
Flux magnetique
Moment magnétique
Moment dipolaire
Induction magnétique

Dimension
L

T
M
C

ML2T 2| 2
MLT 31 1
ML2T 3| 2
M 2T 412
MLT 2
MLZT -2
ML2T 3
ML3T 3 2
MLS3T42
MLT 2] -2
ML2T 2
ML2T 2
L2l
ML2T 21 1
L2TI
LTI
MT 2

Equations aux dimensions

On peut exprimer n’importe quelle unité en fonction des unités de base (Tableau 1.3).

Unité
m
S
kg
K
A
Mol
Cd
A.s
kg.m?s3.A
m.st
m.s
S—l
kg.m?.s2.A
kg.m.s3.Al
kg.m?.s3.A
kgt.m2s*A2
kg.m?.s2.A
kg.m2.s7?
kg.m?.s3
kg.m3s3A2
kgt.m3.s*A?
kg.m.s2.A2
kg.m?.s
kg.m.st
m2.A
kg.m?s2 A1
m2.s.A
m.s.A
kg.s2.A™

Tableau 1.3 Grandeurs physiques, dimensions et unités du Sl
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Chapitre 01 Enonceés des exercices

| - [ Enencés dos axercicas - |

Exercice 1
Donner la dimension des grandeurs physiques suivantes :

1/ L’énergie cinétique E¢ 4/ La résistivité électrique p

2/ La puissance électrique P | 5/ La constante R d’un gaz parfait

3/ La pression P d’un gaz 6/ La constante de la gravitation universelle G

Exercice 2
La période T d’un pendule simple est donnée par la formule suivante : T = 2z.1%.g#
D’ou : | est la longueur du pendule ; g est la pesanteur.

1) Trouver les valeurs des constantes « et f.

2) Donner I’expresssion de la période T d’un pendule simple.

Exercice 3
La fréquence f d’un ressort élastique est donnée par la formule suivante : f = Zi.m ak B
T

Avec : f est la fréquence, m est la masse du ressort, k est la constante de raideur.
1) Déterminer les valeurs des constantes « et f.

2) Donner I’expresssion de la fréquence f.

Exercice 4
Une goutte d’huile se déplace avec des vibrations, sa fréquence f de vibration peut s’écrire
sous la relation : f = k.R%p8¢7 .
Ou : R est le rayon de la goutte, p est sa masse volumique, £est la tension superficielle définie
par une force par unité de longueur, k est une constante sans dimension.

1) Déterminer par une analyse dimensionnelle les valeurs des paramétres «, Set y.

2) Donner I’expresssion de la fréquence f.

Exercice 5
La période T de la terre est donnée par la relation suivante : T = k. m® R G°.
Ou: m est la masse du soleil, R est le rayon du cercle décrit, G est la constante de la
gravitation universelle, k est une constante sans dimension.
1) Déterminer, par une analyse dimensionnelle, les valeurs de : a, b et c.

2) Déduire I’expression de la période T, lorsque : k = 2.

12



Chapitre 01 Solutions des exercices

| ) Solvitons des exercicas N |

Exercice 1
On détermine la dimension des grandeurs suivantes :

1/ Dimension de I’énergie cinétique E.

L’expression de I’énergie cinétique est : Ec= —é.m.v2 ; d’ou:m:lamasse, v: lavitesse.

1 1, 4 X g
Alors : [Ec] =] = |.[m].[V]? :[—} m].A5s =M.L2.T2
[E:1=| 3 me =[5 B
2/ Dimension de la puissance électrique P
L’équation de la puissance électrique P est : P = % ; d’ou : E : I’énergie, t : le temps.

2712
Alors: [P = [El=MLETZ_ 272
[t] T

3/ Dimension de la pression P d’un gaz
,s . , _F e — d’x 2
L’¢équation d’un gazest: P = S Sachantque:F=m.y, » :Wet S =x-.
Etd’ou: F: laforce, S : lasurface, m: la masse, g : I’accélération, x : la longueur.
, _[F] —[ml[A - [m][x] - [m] _ 172
Alors : p] = [l = [MIlA - ImIX] _ _[M]__ ;)17
[T P PP IXIP

4/ Dimension de la résistivité électrique o

La relation de la résistivité électrique est : p = é (1)
Ainsi : la relation du potentiel électrique est : U = R.I (2)
et la relation de la puissance électrique est : P = U.I (3)

2
Alors, d’apres les trois relations précédentes, on obtient : p = IE

2 2
T VYRS (R

[Pl M.L2T?2
5/ Dimension de la constante R d’un gaz parfait
L’équation d’état du gaz parfaitest : P.V =n.R.Tdonc: R= % .

D’ou : P : la pression, V: le volume, n: la quantité de la matiére, R : la constante du gaz
parfait et T : la température absolue.
On cherche la dimension de chaque parametre :

:[E]-:MM:MM:M: -17T -2
[P] [S] [X]z [X]2[t]2 [X] [t]z M.L—.T

13



Chapitre 01 Solutions des exercices

VI=[XP=L%[n]= N;[T]=0.

On obtient alors la dimension de la constante R du gaz parfait :
11723

Ry =PIM_ML T2l 272N 10

[n][T] N.®
6/ Dimension de la constante de la gravitation universelle G
2
La troisieme loi de Newton est définie par : F = G.mr'—zM , implique : G = nlj_K/l

D’ou: F: laforce, met M : les masses, r : la distance.

2
Alors - G = ﬁ—[ﬁ,\}ﬁ = M.LT 2L2M 2= M L1372

Exercice 2

La période T d’un pendule simple est donnée par la formule suivante : T = 2z.1%.g#

d’ou : I : la longueur du pendule ; g : la pesanteur.

1/ On détermine les valeurs des constantes aet g :

Nous avons : T = 2z.l%.g” (1)

L’équation (1) peut-étre écrite sous la forme dimensionnelle suivante : [T] = [27].[I]? [9]°
Telsque:[T]=T,[27=1,[1=L, [g] =L.T2

On remplace les dimensions des parametres de 1’équation (1) par ses expressions

dimensionnelles, on obtientalors : T = L “L.AT 2/

Soit: T = Le*AT 2 (2)
L’équation (2) est valide si les exposants des parametres de base sont nuls. C'est-a-dire :

/

f=-

{_Zﬁzl ce qui conduit a : z

2
2/ Expression de la période T d’un pendule simple :

Remplacons les valeurs des constantes « et £ dans 1’équation (1), on trouve :

T=2xlY2g Y2 alors T= 27:.\/%.

Exercice 3

On a I’expression da la fréquence d’un ressort elastique: f= 2L.m ak B (@8]
T

Sachant que : f est la fréquence, m est la masse du ressort, k est la constante de raideur.

1/ On détermine les valeurs des constantes aet §:

L’équation (1) est sous la forme dimensionnelle : [f] = [i}[m]“ [K])#

14



Chapitre 01 Solutions des exercices

Tels que : [f]=T {L} =1,[m] =M.
2n
Trouvons la dimension de la constante de raideur k.
La raideur, notée k, exprime la relation de proportionnalité entre la force F appliquée et

’allongement ou la compression X, donc : k = 5

Alors:[k]:%:%ﬂ:w:hﬂjz

On remplace les dimensions des paramétres de 1’équation (1) par ses expressions

dimensionnelles, on obtientalors : T 1= M “MAT 2/

Soit: T 1=Ma*AT 28 2)
Soit en identifiant les exposants des parameétres :

/

p=7

{_ B ==1 ce qui conduit a 2
a+f=0 q o !
2

2/ Expression de la fréquence f d’un ressort :

On remplace les constantes « et g dans 1’équation (1), donc 1’équation devient :
f=Lm12x12 giors: f= L K
21 2n \m

Exercice 4

On a: la fréquence f de vibration d’une goutte d’eau : f = k.R %p L7 (1)

ou : k : une constante sans dimension, R : un rayon de la goutte, o : la masse volumique, ¢ la
tension superficielle.

1/ Calcul des parameétres e, Bet y:

La forme dimensionnelle de I’équation (1) est donnée par : [f] = [K].[R]* [2)?[<]”

Sachant que : [f] =T 1, [K] = 1, [R] = L, la masse volumique p est définie par une masse par

unité de volume, donc: [p] = [m] =M.L3, et la tension superficielle ¢ est définie par une

[V]

—2
force par unité de longueur, alors : [{] = [[TF]I = mh[m = % = MT 2

On remplace les expressions dimensionnelles des parametres dans 1’équation (1), on obtient
alors : T 1=LeM AL M 7T 27

Soit: T = LefMAH T2 (2)

Soit en identifiant les exposants des parametres :

15
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Chapitre 01 Solutions des exercices

(_ 1

=5
—2]/: -/ ]
a-3f=0 ce qui conduit & : 3 ﬂ:—}
B+y=20 3
g3
§ 2

2/ Expression de la frequence f d’une goutte d’eau:
En remplacant les constantes «, fet y dans 1’équation (1), on aura :

f=k.R 32p 12712 on obtient finalement : f=k. Ejé
N R%.p

Exercice 5
La période T de la terre est donnée par 1’expression :
T=k m?R°G®
Ou: m est la masse du soleil, R est le rayon du cercle décrit, G est la constante de la
gravitation universelle, k est une constante sans dimension.
1/ On détermine les valeurs des constantes a, b et c :
Nous avons : T = k. m? R G (1)
m.M F.r
r2

,donc: G=——

Et: F=G.
t G m.M

L’équation (1) peut-étre écrite sous la forme dimensionnelle suivante :

[T] = [K].[m]* [R]° [G°

Telsque: [T]=T,[K]=1,[m]=M,[R] =L, [G] =M LL:T 2

On remplace les dimensions des paramétres de [’équation (1) par ses expressions

dimensionnelles, on obtient alors : T = M 2LPM ~€L3¢T -2

Soit : T = M &b+ 2 @)
L’équation (2) est validée si les exposants des paramétres de base sont nuls. C'est-a-dire :
(
c=—1
2
—x=1 .
a—c=0 quiapoursolution: § & =5
b+3 =0 . 3
L 2

2/ Expression de la période T, lorsque : k =27
En remplacant les valeurs des constantes a, b et ¢ dans 1’équation (1), on trouve :

T=27m ¥2R3¥%2G 12=27, R7
. \/Gm"
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O 2 Chapitre 02
Vecteurs et Systémes des coordonnées

2.1 Les vecteurs
2.1.1 Définition :
Un vecteur est une grandeur orientée dans 1’espace. Un vecteur d’origine A et d’extrémité

B, noté par : AB ou \7, est défini par quatre caractéristiques :
e Sonorigine : ou le point d’application A (voir figure 2.1). /B
e Sadirection : celle de la droite qui porte le vecteur. 7 v
e Son sens : celui indiqué par la fleche ou orientation.
e Son module : qui est la longueur du vecteur : ||ﬁ ||:||\7 - figure 2.1 : Un vecteur

2.1.2 VVecteur unitaire

>

Vi
N
v/

> > > >
On appelle vecteur unitaire u d’un vecteur V; de longueur V|| > 0, le vecteur u =

> >
Son module est égal a I’unité |u| = 1 et son sens est celui de V.

2.1.3 Opérations sur les vecteurs

> >
Vecteurs égaux : Deux vecteurs V; et V2 sont égaux s’ils ont méme module, méme direction

et méme sens, quelque soit leurs origines.
B i -> -> L. -> i ->
Vecteurs opposeés : soit V un vecteur, on note — V le vecteur opposé a V, en pratique — V est de
- N >
sens contraire a V.
-> > > >

_)
Somme ou résultante : soit V1 et V2 deux vecteurs, alors V1 + V2 = Vz qui est la diagonale issue

> >
du parallélogramme formé par les vecteurs V1 et V2 (voir figure 2.2).

"""""" - - -

figure 2.2 : Somme de deux vecteurs
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Ou bien : la somme de plusieurs vecteurs est un vecteur joignant 1’origine du premier vecteur

a I’extrémité du dernier.
. . . -> b d b d ->
Soustraire : la soustraction (la différence) de deux vecteurs Vi et V2, notée (Vi — V>)
L > ->
correspond a additionner V1 avec I’opposé (— V2).
- _) - _> - -
Produit : le produit d’un vecteur Vi , par un scalaire p est le vecteur p.Vi de méme direction
> ] >
que V1 dont sa norme est égale au produit de celle de V1 par la valeur absolue de p et dont son

_)
sens est identique ou opposé a celui de V1, selon que p est positif ou négatif (dépend du signe
de p).

2.1.4 Lois de I’algébre linéaire :

> > >
On considere les vecteurs V7, Vet Vs et les scalaires p et g, on aura :

loi de commutativite \71 + \72 — \72 + \71 Commutatif sur [’addition
loi d’associativité \71 + (V; + \73) — (\7[ + \72) + \73 Associatif sur I’addition

. N 5 5 5 . o
loi d’associativité 0.(9. V1) = (p.9). V2 = q.(p. V) Associatif sur la multiplication

> > >
e (p+0).Vi=p.Vi+q.V; —— -
loi de distribution Distributif sur la multiplication

p.(V/+V2)=pV/+p. V2

2.1.5 Projection orthogonale
Soit un vecteur V dans I’espace et une droite (A) faisant un angle « avec le vecteur V.
La projection orthogonale de V sur la droite (A) est : Proj (A)\7 = AH = ||\7 |.cosa =scalaire.

.. -> . S ee . E—— > —> —> ->
Le vecteur unitaire u sur la droite (A) est défini par : Proj V= AH = (|V|.cosa).u

B

Proj _«.)_I:'

figure 2.3 : Projection orthogonale d 'un vecteur
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2.1.6 Composantes d’un vecteur dans un repére orthonormé

Le repére orthonormé dans 1’espace est représenté par trois axes (Ox, Oy, Oz) orthogonaux,
. > 2P > . .
munis d’une base (1, J, K) . Les composantes du vecteur V sont les projections orthogonales

VX, Vy et Vz sur les axes (Ox, Qy, Oz). L’expression de V est donné par :

2, > > AR o
V =Vx.i +Vy. | +Vzk, ainsi son module est : [V [=~/Vx ? +Vy? +Vz?

D’autre part : VX =V cose, Vy =V cosf, Vz =V cos y
. > > > > > >
ou:a=(1,V), =, V)ety=K,V)
On appelle cosa, cosp et cosy les cosinus directeurs du support de V dans le repére (O,xyz).

.. > , >
Les composantes du vecteur unitaire de V, noté u, sont :

-> -> > >

G: V _VKi+Vy.|+Ve.k_ VX J+ Vy.T+VZ .K=c05a.7+cosﬂ.1?+c05y.f<>
> > -> > >
VI VI IvIEIvIE v

Remarque :

. . > .-
Les cosinus directeurs de V sont les composantes de son vecteur unitaire.

- - - - - _>
On en déduit la relation entre les cosinus directeurs, puisque |u =1 :
cos? a + cos? f+ cos? y=1
2.1.7 Produit scalaire

> >
Le produit scalaire de deux vecteurs : V, et V2 est défini par :

> > > >
Vi.Vz2=|Vi|. |Vz2].cosa; ou (0 < a < x).

Propriétés :
loi de commutativité |/ \/,— v/, v/, Commutatif
> > > > > > >
Vi.(V2+ V3)=V;. V2+ V. V3
. . . . e, > > > > > > . - -
loi de distributivité p.(V/.V2) = (p.V) V2=V, .(pV) Distributif
> >
=(V:.V2).p
<y > > > > T
orthogonalite Si:V,.V2=0=> Vet V- sont orthogonaux | C@s particulier

. rdirging
Dans la base directe (i, j ,k) d’un repére orthonormé, on a :

> S>> > > > >
ii=jj=kk=1 ij=jk=ki=0
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> >
Soient les deux vecteurs V; et V>dans un repere cartésien orthonormé :

- > 2 > - 2 2 e
Vi=x11 +y1j + 1k et V2= X2l + V2] + 22K

> > > >

Vi.Vi=Vi? = xi% + yi? + 71 Vi.V2= XX + Y1y2 +2122

2.1.8 Produit vectoriel

> >
Le produit vectoriel de deux vecteur V; et V> est défini par :

/4

Q

> > > > >
ViaVz=||Vi|. |Vz|.sincu , 0<

> -> ->
Ou : u est un vecteur unitaire indiquant la direction de V; A V2.

Propriétés :
> > > > H
loi de non commutativité : V;AV2=—-V2A V; non commutatif
. L . > > > > > > >
loi de distributivite : V/A (V24V3) =V, AV2+ VA V3 Distributif

>

p(\_;/ AV2) = (p\_;/)/\\_/)z = \71/\ (p\72) = (\71/\ \72).p

Dans la base directe (T, f ,9) d’un repére orthonormé, on a :
> 2. 7 7 2 2 57 2 > 2> 2 > 2 2> 2
IAT=JAJ=kAak=0;1A]=k; Jak=1; kai=]

> >
Soient les deux vecteursV; et V- dans un repére cartésien

- 2 2 > 2 2 >
orthonormé : V; = x1i + y1j + zik et V2= x2i + y2j + 22Kk
Utilisation du
> 7 2 déterminant
> > | J k
VinVz = X/ Vi z1
X2 Y2 12

> > >
= (Y1.22 ~Y2.21) | — (X1.22 —X2.21) j+ (X1.y2 —X2.y1) K

> > >

> > > o A
Si:ViAVz =0 ainsique:V,#0etVz+#0alors Vi V2 Cas particulier

> >

-> -> 4 gt
[VzA V2| estla surface d’un parallélogramme de cotés V;et V2 Sens geometrique

2.1.9 Produit mixte et double produit vectoriel

> > >
Le produit mixte des trois vecteurs V;,V2 et V;est défini par :
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X1 Y1 11
V1 (Vz/\V3) = X2 y2 22
X3 Y3 13
> > > > o> > > > > > > >

Ou:V/i=xui+yi.j+z.k ,V=%Xo.1 +y2.j + 22k, V5= Xa.1 +Vya.] +23k

>

> >
Vi.(V2AV3)

La valeur absolue de produit mixte représente le volume d’un parallélépipede

> >

_)
de cotés V;, Vet Vs.
. > > > > > > > > >
Onaaussi: V/.(V2AV3) =Va.(VaAa V) =V3.(ViAV2)
> > >
Le double produit vectoriel des trois vecteurs V;,V2 et Vs est défini par :
> > > > > >
V1/\ (Vz A V3) =(V:.V3)V2 — (V1. V2).V;3

> > > > > > > > >
Comme : (V/AV2)AV3=(V:.V3).V2a—(V2.V3).V;

> > > > > >
Il estclairque ViA (V2AV3)# (ViAV)AV;

2.1.10 Dérivés des vecteurs

> >
Si ¢(u) est une fonction scalaire et si V(u) et ’(u) sont des fonctions vectorielles, on a alors :

doV)_ dv 2 d A7 *dV’ av 2,
+v e +Vy
du_ Zdu” Vau - Var tau
> > R -> R
d(y/\V):V dV d AV
du du du

Opération habituelle en gardant le caractere scalaire ou vectoriel du produit :
2.1.11 Moment d’un vecteur par rapport a un point
Le moment de vecteur V par rapport au point A est défini par :

_)

> > —
Ma(V) = AB AV

>
Ou B est un point quelcongue de la ligne d’action de vecteur V.
De par les propriétés du produit vectoriel, le vecteur moment est perpendiculaire a la fois au

- — .
vecteur V et au vecteur AB. Son sens est donné par la régle du tourne-vise.
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tire -bouchon

\ J rotation

figure 2.4 : Moment d’un vecteur par rapport a un point

2.1.12 Moment d’un vecteur par rapport a un axe
—>
Le moment d’un vecteur V par rapport a un axe orienté (A) est défini par :
—>

> > > > — >
Mu(V) = U.Ma(V) = u. (AB A V)

OU U est le vecteur unitaire de Iaxe (A).

F‘i{@

1
I
s i |
1
1
i

figure 2.5 : Moment d’un vecteur par rapport a un axe

» -
Le moment d’un vecteur V par rapport a un axe, ¢’est donc une grandeur scalaire.

2.1.13 Gradient, divergence et rotationnel

> >
On considere une fonction vectorielle V = V(X ;Y ;Z) et une fonction scalaire ¢ (X, Y, z).

-> 8 -> a -> a ->
Soit ’opérateur vectoriel différentiel Nabla, définipar: V=— i+—= j+ = k
ox oy 0z

On définit les grandeurs :
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Gradient -> 8 -> a -> a -> a -> a -> a ->
. rad o =V. o=(Z.i+Z j+Z K).p=2Li+22 j +£2
(forme vectorielle) g ¢ ¢ (ax I oy J 0z )¢ ax' Oy J 0z
Divergence > > > > > > >
i div :V.V:(@,i+@,j+@,k)_vz‘2(+5_Y+5_Z
(forme scalaire) ox oy 0z ox 0oy Oz
- -> -> a -> a -> a —i; -> -> —l;
rotv=vavV=(—.i+—.] +=—. Xi+Y.)+Z
Rotationnel " (6x Oy Oz ) ( J )
(forme vectorielle) _ 8_Z_8_Y) ?— (a_z_a_X) > N (G_Y_Q()E
o o a2 T o

Il existe deux identités remarquables :

> > > >
div(rotV) =V.(VAV)=0

> > > >
rot( grad @)= VA (Vp) =0

2.2 Les systemes des coordonnées
2.2.1 Coordonnées cartésiennes
a) Définition

. . _— > — i > > >
Soient trois axes Ox, Oy et Oz dont les vecteurs sont respectivement : 1, J et k.

Les coordonnées cartésiennes d’un point M de I’espace correspondent aux projections du

— )
vecteur OM sur les trois axes.

ZA
z ‘\
M
L]
-I; >
> 0 VJ : Y >
5 '
T i i s i e G ~-7
m

figure 2.6: Repére cartésien.

Le repere cartésien est dit normé, lorsque les vecteurs
Ainsi, le repére est dit orthonormé, si de plus, les axes

> > A
I, J et k ont le méme module.

Ox, Oy et Oz sont perpendiculaires.

Oxyz est un triedre orthonormé direct, si la plus petite rotation qui amene Ox sur Oy se fait

dans le sens trigonométrique direct autour de Oz.

.72 > L. — >
Si i, ] et k forme une base cartésienne : OM =r = x.

2 2 >
i+y. J+zKk
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2.2.2 Coordonnées polaires
a) Définition

- -

figure 2.7: Repere polaire.

La position du point mobile M dans le plan (Oxy) est définie par les variables p(t) et &t), les

variables p, @ étant les coordonnees polaires de M.

p=0M p=0
— —
0 = (Ox, OM) 0<0<2x

> >
Le repere défini par la base (up, ue) est appelé repere polaire.
> 7 - - . - -
Up est porté par la demi-droite dirigé suivant les p croissants.

U, est tangent a la trajectoire suivant les & croissants.
b) Relations entre les coordonnées cartésiennes et polaires

{X:p.COSH PENE+Y)

y =p.cosé alors 0 =arc tan(g)

2.2.3 Coordonnées cylindriques
a) Definition
La position du point M est déterminée a 1’aide des variables p, @ et z. ces variables s’appellent

les coordonnées cylindriques de M.

p=0m p=0

—)
M 3 g—(0x, Om) 0<0<2z
z =Mm — o0 <z <40
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- -

-
-
--------

E

X

figure 2.8: Repére cylindrique.
La base cylindrique en M est : U, , Us, Us.
U, est porté par la demi-droite dirigé suivant les p croissants.
U, est tangent au cercle suivant les & croissants.

U, est suivant la droite mM, dans le sens des z croissants.
b) Relations entre les coordonnées cartésiennes et cylindriques

X = p.C0SO PN +Y)

y =p.cosé alors 6 =arc tan())f)
=z

Z=17

Remarque : le repere polaire est un cas particulier du repére cylindrique avec z = 0.

2.3.4 Coordonnées sphériques
a) Définition

figure 2.9: Repere sphérique.
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La position du point M est déterminée a 1’aide des variables r, 8 et .
r, 6 et gps’appellent les coordonnées sphériques de M. ¢ est appelé colatitude, & est appelé
azimut ou longitude.

r=0OM r=0
- —
M 60 =(0x, Om) 0<0<2r
— —>
¢ =(0z, OM) O0<p=<nrn

La base sphérique en M est : Ur, Uo, Uy,
Ur est radial suivant les p croissants.
Uo est tangent au cercle horizontal suivant les @ croissants.

—> . . .
Uy, est tangent au cercle vertical suivant les ¢ croissants.
b) Relations entre les coordonnées cartésiennes et sphériques

r =\X2 +y? +2°

X = r.Sl_ngo.CQSH 0 =arc tan(y)
y = r.sing.sing alors : X
Z="r.C0Sp @ =arc cos z

\/Xz +y° +7°
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|- Enoncés des exercices 4-|

Exercice 01
> >
Dans un systéeme (XOY) muni d’une base orthonormée (i, j) on consideére les deux vecteurs :
Vi 2 2 —- 2 e
Vi1i=2i1+3] , V2=—i+2]j.

—

—
1/ Représenter graphiquement les deux vecteurs V 1 et V 2dans le plan (XOY).

> —> —> _—> —>
2/ Calculer les vecteurs: S =V 1+ Vet D =V 1- V 2 puis les représenter.

— —

—
3/ Calculer le produit scalaire V 1. V' 2 ainsi que le produit vectoriel V 1 A V 2.

_)
4/ Donner la projection du vecteur S sur I’axe OX puis sur 1’axe QY.

Exercice 02

> >

Dans un systeme des coordonnées cartésiennes de base orthonormée (?, j, k), on donne les
points suivants : A(2,2,0), B(0,2,1), C(2,0,1).
—_— — —>

—> >
1) Déterminer le vecteur : S = OA + OB + OC et trouver son vecteur unitaire u.

—
2) Déterminer les cosinus directeurs du vecteur S .
3) Calculer la surface du triangle ABC.

Ve Ve - Y Ve _) _) _)
4) Calculer le volume du parallélépipede formé par les vecteurs : OA, OB, OC.
—
5) Donner la projection du vecteur S sur les axes OX, OY puis sur la droite (A) : y=x.
6) Calculer le moment du vecteur AB par rapport au point O, ainsi que par rapport a la
droite (A) définie par : y = X.

Exercice 03

: — > 2
Soit le vecteur : W =cosé.i +sind.j avec 8= w.t.

—>
1) Calculer le module du vecteur W , conclure.

—> —
2) Déterminer les vecteurs : W 1= ddﬂe et W 2= dd_VY

— —> — —>
3) Montrerque : W 2// W 1etW LW 1.
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Exercice 04
Une droite (A) définie par I’équation suivante : y = > X+ 1

Calculer les cosinus directeurs de la droite (A).

Exercice 05
Y 7 - - Y _) _)
Dans le systeme des coordonnées polaires, on considéere les deux vecteurs V 1 et V » tels

—> > . >
~J V 1=c0s8.up +sind. ue
que :

—> i > >
V 2=-sinf.up +C€0sH. Uy

Avec : 0= wt, o est une constante positive.

— —> — L — —> —
1) Calculerlasomme: S =V 1+ V zetladifféerence: D =V 1-V »
2) Calculer le produit scalaire : S .D et le produit vectoriel S A D .
ds _ dD
3) Calculer: — et —.
) déo dée

— —
4) Déduire la surface du parallélogramme formé par les deux vecteurs S et D .

Exercice 06

Soit (O ; ?, T, E) la base cartésienne d’un repére galiléen orthonormé direct (Oxyz).

N
A

On définit les trois vecteurs : g _ 2}‘_ J?‘_ R‘
>

Ou : x et z sont des nombres réels constants.
> > . .
1) Trouver x et z pour laquelle les vecteurs C et A soient paralléles.

2) Trouver x et z pour laquelle le vecteur ¢ soit orthogonal au plan (K.g).
3) On pose: x = 1, z = 1. Calculer le volume du parallélépipéde forme par les trois

—>

> >
vecteurs A, B et C.

Exercice 07
I) Soient trois points: A(1,0,2), B(-2,1,4) et C(0,3,5) repérés dans un repére cartésien

orthonormé R(O,xyz) muni d’une base directe (T; T K).
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—_— —> —>
1) Calculer la norme des vecteurs AB, AC et BC.
, ; . - > -> _—> —> —> N
2) Déduire les vecteurs unitaires us, Uz et us des vecteurs AB, AC et BC respectivement.
A ; —> —>
3) Calculer le produit vectoriel AB A AC.

4) Déduire la surface du triangle ABC.

I1) Soit un triangle quelconque PNQ (voir figure 2.10).
a) Démontrer la loi de sinus suivante :

sin(a) _ sin(p) _ sin)

a b C
b) Démontrer la relation suivante : N
c=+/a’+b?-2ah.cosy b

figure 2.10

Exercice 08

Un point M de I’espace peut étre représenté par :
, , - 2> 2 P
— Les coordonnées cartésiennes (x, Y, z) de base (i, J, k)
, . . -> > >
— Les coordonnées cylindriques (o, 6, z) de base (up, Us, Uy)
; L. > > >
— Les coordonnées sphériques (r, 6, ¢) de base (ur, Ug, Uyp)

. . > > > > > > i > > >
1/ Exprimer 1’expression des bases (Up, Ug, Uz) et (Ur, Us, Uy) en fonction de base (i, J, k).

2/ Calculer :
> >
du, due > > > L ) I
) d—g Y dans la base (i, J, k). En déduire leurs expressions dans la base (up, U, Uz).

dur dor di, du

la base T+I<> ainsi dans la base G G G
ng’de’d(D d0 (1J1 )! (I’, 6, (,0)

- . r r1r . rd H hY
3/ Déterminer I’expression du vecteur déplacement élémentaire dL dans les trois systémes de

coordonnées.

4/ Déduire la surface d’un disque de rayon R ; ainsi le volume d’une sphere de rayon r.
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| ‘ Solvtions des exercices - |

Exercice 01

> > —
Vv

— ) > >
On a deux vecteurs:V 1 =21 +3j, —i

_)
2 = + 2 j, dans un systeme (XOY) muni d’une
Prire
base orthonormée (i, j):

; . — —
1/ Représentation du deux vecteurs V 1 et V 2dans le plan (XQY).

J\Y

. - -

‘\f // D
o > X
figure 2.11

—_ s s = —

Vi+VoetD=V1-V >

—_— —>
La représentation graphiquement des vecteurs S et D est sur la figure ci-dessus.

. ; —_— —>
3/ Calcul du produit scalaire V 1. V »
— —> > -> > >
Vi.V2=Qi+3))(i+2j)=-2+6=4

A e —>
Calcul du produit vectoriel V 1 AV 2

> >
|

— — J
ViAnVay=|2 3
2

K
>
0 =7k
-1 0
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_}
4/ Projection du vecteur S sur I’axe OX puis sur OY.

_)_')

: Ay — O
Ona:Proj S /OX = =1

>

Il

— < 7
Proj S /OY:LL:S

?
Il

Exercice 02
Nous avons les points suivants : A(2,2,0), B(0,2,1), C(2,0,1) repérés dans un systeme des

> > >
coordonnees cartésiennes de base orthonormée (i, j, k).

, ) —
1/ On détermine le vecteur S :
Si le point O(0, 0, 0) est I’origine du repére cartésien.

— 2 — 0 — 2
Alors:OA|[ 2 |:0B|2|;:0C| 0
0 1 1

2 2 >
Donc:S = OA+0OB+0C=4i+4j+2k
>
Trouvons son vecteur unitaire u :

- EO - - e
S _4i+4j+2k_4i+4]+2k_

“?" \/]6+16+4 6

>
u=

+
Wik
=~

2
3

—
2/ On détermine les cosinus directeurs du vecteur S :

3/ Calcul de la surface du triangle ABC :
Par définition, la surface du triangle est donnée par la relation suivante :

— —>
S (triangle) = AB/;AC
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R
—  — ! > > >
ABAAC=1|-2 11 =2i+2j+4k
0 -2 1
N
Alors : S (triangle) = [AB /;AC | - \/2_4 unités de surface.

7 7 - Y 7 H _) _)
4/ Calcul du volume du parallélépipede formé par les vecteurs OA , OB et OC :
Le volume du parallélépipéde est donné par la relation suivante :

—_— — —>
V (parallélépipede) = |OA.(OB A OC)

> >

— —>

]
BAOC=1|0 2
2 0

v

> >
=21+ 2 -4k

P = XY

IR 3 =2 2 > 2> .2 > > ..,
V (parallélépipéde) = |OA.(OB A OC)‘ = ‘(2| + 2 )21+ 2 j—4k)| =8 unités de volume.

—_
5/ Projection du vecteur S suivant les axes OX, OY et OZ :

— >

S i

—»—)

Proj s /oY =21 -4

H

— >

S .k

>

I

_’
La projection du vecteur S sur la droite (A) : y=X.

Proj S /OX—

=4

.
Proj S /0Z = =2

On choisi deux points M et N appartenant a la droite (A) : y = X, qui sont M(0, 0) et N(1, 1)

—> P —> 2> e . , .

Donc le vecteur MN est défini par: MN = 1 + j , maintenant on détermine son vecteur
unitaire : G(A) i i +£_)

—>

|| N||

— <0 -> -> >
> >

Proj S /(A)= >—YO 47 4 4] +2|<)(22 - 22j)=4\/§

_>

Juw |
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6/ Calcul du moment du vecteur N?: par rapport au point O, ainsi que par rapport a la
droite (A) définie par : y =x:

Le moment du vecteur AB par rapport au point O est defini par :

—)
M (AB/O) = OA A AB

> > —lz
i
> —> —> —> J > > >
Alors: M (AB/O)=OAANAB=|2 2 0/=21-2)+4Kk
-2 0 1

Le moment du vecteur AB par rapport a la droite (A) définie par: y = x est :
_)

—> > —> > ) .
M (AB/A) = M (AB/O). u() ; Sachant que : O appartient a (A).

Alors : M (AB/A) = (21 —2 T+4E).(32@?+52éf)=0

Exercice 03
) —> > >
Soit le vecteur : W =coséd.i +sind.j avec 0= w.t
—
1/ Calcul de la norme du vecteur W :
—) -
W || =+/cos?6 +sin?6 =1

H
On conclut que la norme du vecteur W est constante par rapport au temps.

2/ On détermine les vecteurs : Wl—MetW dW.
dée dt
W dW =-—sing. | +COS€]
do
— W _do dwW > >
=——=— " =@.(-sind.i + N
W qtdt dg @.(—sind.i + coséb.j)

—_— —> —_— —>
3/ Montronsque : W 1// W et W LW 1:

—

En utilisant les propriétés du produit vectoriel : W 1AW =0 = W 1//W,

—  —>

Donc : on calcule le produit vectoriel : W 1 A W 3
>

— — . . — —
W 1A W 2= (- w.cosbsind+ w.cosfsingd) = 0; alors: W 1// W »

-g -7 Ve - - —) _> _> —)
En utilisant les propriétés du produit vectoriel : W . W 1=0 = W LW
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. . _—> —>
Donc, on calcule le produit scalaire W . W 1:
— — > 2 > . .
W . W 1= (cosd.i +sinf.j)(-sind.i + cosd.j)=—cosd.sind + cosd.sind =0

—_— —
Alors: W /W1

Exercice 04

Calcul des cosinus directeurs de la droite (A) définie par : y = 32Q X+1:

On a les deux points A(0, 1) et B(—\/E, 0) qui appartiennent a la droite (A).
- , - .2 2 2

Donc, le vecteur AB est écrit comme suit : AB = —\/5 I—]

- - - _>
Alors, les cosinus directeurs de la droite ou du vecteur AB sont :

a8 7
cosa =22t =_\[2

2
Il

—
COSIB = &J_:_]_

2
I3 1
AB. k
cosy = & =0
>
Ik |
Exercice 05

— -> ->
. ) . V 71 =c0s8.uUp +Sind .uUe
Dans le systéme des coordonnées polaires, on a : N R .
V 2=-sinf.up, +C€0sH.Ug
Ou : @= wt ; w est une constante positive

_— — — o _— — —
1/ Calculdelasomme: S =V 1+ V zetdeladifference: D =V 1—V »

—_— —> —> . -> . ->
S =V 1+ V2= (cos@-sinb) u,+ (sind+ cosb) ue
— —> — i > i >
D =V 11—V 2=(cosf+sinb) u,+ (sind—cosb) us

2/ Calcul du produit scalaire S .D et du produit vectoriel S A D :

v" Le produit scalaire

_)_) - - - -
S .D = (cosd-sind)(cosd+ sind) + (sin@+ cos@xsind— cosd)
_—> —> . .

S .D =(cos?8 —sin?@) + (in6 —cos?6) =0
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v" Le produit vectoriel

> > >
Up Ue u;

—
AND =1 cos@-sing) (cosd+sing) 0
(sin@+ cosd) (sind—cosd) 0

—
S

—> —> A ; N ; -
S A D =((cosd-sin@)sind— cosd)— (cos +sinG)Sind+ cosé) )u,
—> —> ; ; N ) ->
S A D =(-cos’8 —sin’0 + 2.cosfsind— cos’0 — sin’6 — 2.cosdsing )u;
— — >
S AD=-2u,
— —
3/ Calcul de : ds_ et db_
d d
ds _ . . » . N »
Y = (—sin@—cosé) u, + (cosf—sind) ug + (Cos@—sind) us — (SiNG+ cosb) up
.
dsS . > o
40 = —2(sin@+ cosé) u, +2 (cosfd—sinb) ue
dB) . > . -> A -> . >
40 = (—sin@+ cosé) u, + (cosd + sind) ug + (cosd+ siné) ug — (sin@— coso) u,
dD_ . > o
Y = 2(—sin@+ cos) u, + 2(cosd+ siné) ug

— —
4/ Déduction la surface du parallélogramme formé par les vecteurs S et D :

—_— —>
Par définition, la surface du parallélogramme est : S paraliélogramme = | S A D |

—> —> -> .,
Donc : S paraliglogramme = | S A D [|= |- 2.uz|] = 2 unités de surface
Exercice 06
> > >
Dans un repére galiléen orthonormé direct (Oxyz) d’une base directe (O, 1, j, k), on considére
> > > >
A=-21+]+3k
les trois vecteurs: § B — o7 _ T— K : X et z sont des valeurs constantes.
> > > >
C=x.1+4]+zk

> > . N
1/ Valeurs de x et z pour laquelle les vecteurs C et A soient paralleles :
> > . A .2 > > > >
Les vecteurs C et A soient paralleles lorsque le produit vectoriel C A Aestnul (C A A= 0).

> > > > > >
Onaura:CAA= (12-2)i - (3x+22)]+(x+8)k=20
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12-z=0
Implique: {3x+2z=0
X+8=0
X=-8

On obtient les valeurs de x et z : { _
z=12

> > >
2/ Valeurs de x et z pour laquelle le vecteur C soit orthogonal au plan (A, B) :

-

(@M
]

> . > > 0
le vecteur C soit orthogonal au plan (A, B), lorsque : {

>
B

Oy

0

> 2 > > > 2
A +4) +2kK)E20 +) +3k)=0

>4

= (X
E S - S S
= X1 +4)+2k)2i1-]-k)=0
+3z=0

X—4-2=

>

C.
On aura, donc : { S

C.

&~

Lo 2x+ z=
On obtlent.{2 0
X
yA

o N

=1
SR ] r -3
3/ Calcul du volume du parallélépipede formé par les vecteurs A, B et C.
Onpose:x=1,z=1.
Le volume du parallélépipéde est donné par la relation suivante :

V (parallélépipede) = | C.(A A é)‘
g > 2
i j Kk
> > > >
AANB=|-2 1 3|=2i+4]
2 -1 -1

Implique : V (parallélépipede) = ‘6(,& A §)‘ = ‘(T +4 I + _IE).(ZT + 4 T)

V (parallélépipede) = 18 unités de volume.

Exercice 07

—_— —>  —>
1/ Calcul de la norme des vecteurs AB, AC et BC :

-3
Ona:ﬁ[ lj;alors: |AB| =9+ 1+4 =+/14

2

-1
AC 3J;alors: ||Ké||= 1+9+9=1/19

3
2

— —

BC 2];alors:||B [=+4+4 +1=3
1
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L > > > —
2/ Vecteurs unitaires Uz ; U, et uz des vecteurs AB,

o AB 1431+ +2k)

—» 14
lAB]
> > >
5 AC _~[19¢i +3j +3K)
— 19
IAC]
— > > >
Oa = BC _(2i+2j+Kk)
—> 3
IBC|
3/ Calcul du produit vectoriel AB AAC :
> > >
i) k
— —> >
ABAAC =|-3 1 2/=-31
-1 3 3

4/ Déduction la surface du triangle ABC :

— —>

AC et BC respect

e
+7)—

— —
S (Triangle) = [AB A AC| = "1222 unités de surface.

2

11/ a) Montrons la loi suivante :

sing _sinf _siny.

b c
—> — ]
Ona: S(Triangle) = [QP A ON]| _c.bsina
2 2
—_— —> .
S(Triangle) = [PN ;PQ | - a.c.zlnﬂ @

—> —> .
) = INP ANQJ _ ab.siny

S(Triangle
( g > >

D’apreés les trois relations (1), (2) et (3), on obtient la loi du sinus :

@)

sing _ sing _ siny

a b

c

8 k.

Solutions des exercices

ivement :

b
figure 2.12

b) Démonstration de la relation suivante : c =+/a? +b 2— 2a.b.cosy

D’apreés la figure 2.12 ci-dessus et la relation de Chasles, on a :

—_— — - —> — —>
PN+NQ=PQ =>PQ= NQ-NP

Donc : (PQ )? = (NQ — NP)2 = PQ? = NQ? + NP? — 2.(NQ. NP)
PQ 2= NQ2+NP2-2(NQ. NP.cosy)

On obtient: ¢2= a2+b?2—-2.a.b.cosy

Alors : ¢ =+/a?+b2— 2a.b.cosy
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Exercice 08
i . > > > : - > > >
1/ Expression de la base cylindrique (up, ue, U;) en fonction de base cartésienne (1, J, K) :
-> re . re
Up =C0Sé. | +Siné. |
-> . e re
Ug=-sind. i +cosé. j
> >
u, =k
. > > > : . > > >
L’expression de la base sphérique (ur, ug, up) en fonction de base cartésienne (i, J, k) :
-> . re . . re >
Ur = cosésing i +sindsing. j +cose.k
-> . re re
Ug=—sind. i +cosd. |

-> e . 2> . ->
Uy = COSH.COSp 1 +SINB.coSe. | —Sing.k

2/ Calcul de :
»> d+ NN
a) dup . due dans la base (1, J, K) :

do ’ dé

>

dﬁ:—sina i+ cos@.f
déo

dd 2 >
UQ__ Z . Z

a0 (cosd. 1 +sind. j)

. : > > >
On déduit leurs expressions dans la base (up, Ug, U;) :

du, . -
aup _ |
a0~
>

dis_ >
do r

-> -> > >
dur dur dup . dug >
dp > do * dp ° d@ dans la base (1,

—

b) %) ainsi que dans la base (U, Ug, Uy) :

>

dur > > . > >
% = c0sd.cos@ i + sinf.cose. | —sing.k = Uy
>
dur . .7 . > . . 2> 2, . >
@:—smasmgol + cosé.sing. j =sing (—=sind. i + cosd. J) =sing. Ue
»
duy Lo P > >
E:—cosasm(p I —sin@sing. ] —cose.k =—ur
>
duy ; 2 2 L > >
do =—sind.cose i + €c0sH.c0S¢. | = CoSe.(—SIiNG. 1 + CcosH. J) = Cose. U
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>
3/ On détermine ’expression du vecteur déplacement élémentaire dL :

Dans le systeme des coordonnées cartésiennes :

. e —— 2 > >
Le vecteur-position est défini par : OM =x. 1 +y. J +z. k
Le point M se déplace dans I’espace, si on dérive I’expression du vecteur-position, on aura

. ] 14 : . — > > > >
I’expression du vecteur déplacement élémentaire suivante : dOM =dL =dx. 1 +dy. J +dz. k
Dans le systeme des coordonnées cylindriques :

7 - . -, . —> _> _>
Par définition, le vecteur-position est : OM = p. U, + Z. U;

De méme facon, si on dérive 1’expression du vecteur-position, on aura I’expression du vecteur

, L, . —> > -> > >
déplacement élémentaire, donc : dOM =dL =dr. u, + p.d6. u, + dz. u;
Dans le systéeme des coordonnées sphériques :

- P g ->
Le vecteur-position est défini par : OM =r. ur.
Alors, ’expression du vecteur déplacement élémentaire, sera :

—> > > ) > >
dOM =dL =dr. ur + r.sing. dé. ug + r.de. Uy

4/ Déduction de la surface d’un disque de rayon R

L’expression de 1’élément de surface en coordonnées polaires est la suivante : dS = p.dp.d@
Implique : Sqisquey = [ f'dS = [ [ p.dp.do

= =2r 2
Alors : Sisque) = fp " dp. =49 = Roz
p=0 6=0 2

S(disque)= 7.R?
Déduction du volume d’une sphére de rayon r :
L’expression de I’élément de volume en coordonnées sphériques est la suivante :
dVv = r2.dr.sinp.de.do
On intégre dV, donc : V(sphere) = fffdv = fffrf.dr.singo.dgo.de

V(sphére):jr_r r%dr.fwzﬁsingo.d(p. 7727 do

r=0 p=0 6=0
3

) 31 r T 27
On obtient : V(sphere) = [g} 0" [~ cosg] 0" [0] 0

4
V(sphere) = §.7Z'.I‘3
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03 Cbhapitre 03
Cinématique du Point Matériel

3.1 Définitions Geénérales
3.1.1 Cinematique

La cinématique est 1’étude du mouvement en fonction du temps indépendamment des
causes provocantes (les forces appliquées au point mateériel).
La cinématique doit donner la loi du mouvement qui permet de définir la position du mobile
et son état de mouvement a chaque instant, donc elle a pour but de preéciser les trajectoires et
les lois horaires.
3.1.2 Repere
I1 est nécessaire de définir un repére d’espace, pour repérer la position d’une particule.

> > > > > >

Cela consiste a choisir une origine O et une base (i, j, k). Le triedre (i, j, k) est le repere
d’espace.

3.1.3 Référentiel

Un référentiel est un repére spatial muni d’un repére temporel (repere + horloge). Il est donc
un objet par rapport auquel on étudie le mouvement.

Il existe plusieurs référentiels tels que : le référentiel galiléen, le référentiel terrestre, le
référentiel géocentrique, le référentiel de Kepler (ou héliocentrique), le référentiel de
Copernic et le référentiel barycentrique.

3.1.4 Point matériel

Un point matériel est un corps physique de masse m dont ses dimensions sont négligeables
par rapport a la distance sur laquelle on considére son mouvement.

3.1.5 Trajectoire

La trajectoire d’un point matéricl mobile dans un repere donné est la courbe formée par
I’ensemble de positions successives occupées par le point au cours du temps.

3.2 Cinématique sans changement de référentiel

3.2.1 Expressions de vecteurs position, vitesse et accélération dans les différents systémes
de coordonnees

X . - > > >
3.2.1.1 En systéme des coordonnées cartésiennes de la base (1, J, k)

. —_— 2 2 >
» Vecteur-position : OM =xi+yj+zk.

Son module : [JOM™ |=~/x? +y? + 22

. -> >
> Vecteur vitesse ;v =——=—=
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Son module : ||C|| =Wl +W +V72

dv _ d’OM _dxz, dy>, dz
dt dt? dt? dt?

7 7 - _)
» Vecteur accélération : y =

_dw vy, dviy
dt dt dt

Son module : ||7/|| = e+ +

3.2.1.2 En systeme des coordonnées polaires de la base (Gp : Go)

2 2 >
=nxl+pr]+nrk

.. —_— ->
» Vecteur-position : OM = p.up

—
Son module : [|JOM ||=p

—>
. > dOM .« > .« > > >
» Vecteur vitesse : v = . = pUp+p.6.Us= V) .Up+ Vo.Up
Son module : ||C | =vo? +vé =\ p? +(p.0F
-> —>
> _dv _ d°OM

» Vecteur accélération : y = (}5 - p¢'92 ).Gp +(2,b'0 + p’é?).ﬁg

Cdt a2

> >
= JpUp+ yoUo

Son module : ||;/|| =\l + = \/(p — PP +(2p0 + pOy
3.2.1.3 En systéeme des coordonnées cylindriques de la base (G,, , Je, Gz)

. —_— -> ->
» Vecteur-position : OM = p.upy + z.u;

Son module : |OM' ||=+/p? + 22

. >  dOM - > o« > .« > > > >
» Vecteur vitesse : v = . = pUp+p.0.Up+2.U; = Vp .Up+ Vo .Ug + V7 .Uz
-> . . .
Son module : V|| =/v,? v+ V.2 = \/p2 +(p.OF +7°
> —>
> _dv_d°OM _

.o .« > . ee > ee >
=(p — p&)up +(2p0 + pO).ug + 7.U;

» Vecteur accelération : y

Cdt g2

> > >
= Up+ yeUs + )z Uz

sonmodule : 71l =77 + 77+ 77 = \(p - p#F +(2p0+ pOF+ 72
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3.2.1.4 En systeme des coordonnées sphériques de la base (Jr , Je, J¢)

. _— > >
> Vecteur-position : OM =r =r.ur

—
Son module : [|[OM ||=r

. >  dOM .« > . .« > .« > > > >
» Vecteur vitesse : v = . =r.ur+rsing.Qug+ r.p.Uy = Vr .Ur+ Vo .Ug + Vp .Up

Sonmodule : V]| = V2 + v+ V2 = \[F2 # (F5ing. 8P + (r.F

> —>
dv _ d’OM
dt dt?

> Vecteur accélération : 7= = (F = r.¢? - rsin2p.%%) Ur

+ (2r.003go.g'o.'9+ 2P.singo.'9+ r.singo.'é)aa
o o .o . . >
+ (21.¢ + 1.0 +1.5iNP.COSP. ) Uy

-> -> ->
:]/rUr+]/9u9+}/(pU(p

Son module : ||?/|| =\’ + y+ 1

= \/ff—r(})2—rsin2¢.b2)2+ (2rC0S .. 0+2rSIN. 0+ ISiNQ. O F + (2¥ p+.+siN.cOS 0. F

3.2.1.5 En coordonnées intrinséques de la base de SERRET-FRENET (GT, GN, B)
A chaque point M d’une courbe (C), il est possible d’associer le triedre d’origine M qui est un

& 4 - N & - - - -> -> >
référentiel tangent a la courbe dont les axes sont définis par les vecteurs unitaires ur, un et b

-

—> >
GT:dOM:!
as v
avec: < dﬁT GN
ds R
> > >
b =utAun

figure 3.1 : Base de SERRET-FRENET
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_)
Ou : dS est la variation élémentaire de 1’abscisse curviligne, ur est le vecteur unitaire de la
. . -> .-
tangente, R est le rayon de courbure de la trajectoire, un est le vecteur unitaire de la normale
- - » - Y _) \ _)
principale, b est la bi-normale (orthogonale a ur et a un).
. ) ) > > > . "
Le triedre construit sur la base directe (uT, un, b) est dit triedre de Serret — Frenet, et le plan
> > ,

contenant les vecteurs ur et un est appelé plan osculateur.

» Abscisse curviligne : S(t) = S(M) = MM ; I’abscisse curviligne a I’instant t, notée S(t),

d’un point matériel M, est la longueur de I’arc MM de la trajectoire de M comptée a partir
d’une origine Mo a to = 0s.

ds~ >(dS
ar .Ut ; les composantes du vecteur vitesse sont v| —, 0, 0|.

i -> ->
> Vecteur vitesse : v =v.ur= dt’

Son module : ||v |=v==2

dv V2

dv~>  v2> _
R)'

_)
» Vecteur accélération : y—%—\{_EUT —.UN = 7T + ]/N (ou: yr = prlt

Les composantes du vecteur accélération sont 7/(74, m, 0).

Son module : [|7|= 712 amZ= (%)2

- > ’1r . . > 7
Le vecteur accélérationy est la somme d’un vecteur accélération tangentielle yr porte par la

tangente et d’un vecteur accélération normale ;/N porté par la normale principale.

3.3 Mouvement rectiligne

Un mouvement est rectiligne si sa trajectoire est une ligne droite.

3.3.1 Un mouvement rectiligne uniforme est le mouvement d’un corps ponctuel se déplacant
en ligne droite et a vitesse constante dans le référentiel de 1’observateur.

3.3.2  Un mouvement rectiligne uniformément varié est le mouvement lorsque la trajectoire
est une portion d’une droite, la vitesse est une fonction du temps. L’accélération garde

la méme direction, le méme sens et la méme valeur.

Mouvement rectiligne | Mouvement rectiligne
uniforme uniformément varié
. /
Position X= V.t + Xo X= 7B+ Vot + Xo
Vitesse V = Vo =cCte v=yt+vo
Accélération | y=0 y=7yo=Cte
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3.4 Mouvement circulaire

Un mouvement est circulaire si sa trajectoire est un cercle.

Nous repérons le point sur le cercle par I’angle ¢ que fait la droite OM avec 1’axe OX.

3.4.1 Un mouvement circulaire uniforme est le mouvement si I’angle ¢ croit d’une maniére

uniforme.

<4

M

figure 3.2 : Mouvement circulaire

3.4.2 Unmouvement circulaire uniformément varié est caractérisé par une
trajectoire circulaire et une accélération angulaire constante.

Mouvement circulaire | Mouvement circulaire
uniforme uniformément varié
Position o= (},_t + @ Q= —é 'g[).tz + g})o.t + @
Vitesse .. . e .
angulaire 9= po=cie 7=l g
Accélération | ., .
angulaire 9=0 y=go=cte

3.5 Cinématique avec changement de référentiel

3.5.1 Mouvements absolu et relatif :

Soit un réferentiel (&) fixe au cours du temps, (£°) un référentiel en mouvement (mobile) par
rapport a (&) et M un point qui se déplace par rapport a (%) et a (®) (figure 3.3).

Le mouvement de M par rapport a (%) est appelé mouvement absolu, par rapport a (%£’) est

dit mouvement relatif.
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: -
F
- ~ :
k' 2 Y
— J
r
—>
P ey K
I‘i‘
_> |- ?
i >

figure 3.3 : Mouvements absolu et relatif

3.5.2 Théoreme de composition des vitesses :
Le vecteur vitesse absolue est égal a la somme des vecteurs vitesses relative et

s " > > >
d’entrainement : Va = Ve + V.
Démonstration :
_>
i

>
v

On considére que (X, y, z) sont les coordonnées du point M dans le repére fixe (%£)(O, : K)
et (x’, y’, z’) sont les coordonnées du point M dans le repére mobile (£°)(0O’, ik , T , K)
. — —> —>
D’apres la figure 3.3,ona: OM = 00’ + O’M.
. S - - e e >
Or:OM=x.i+y.j+zk; OM=x"1"+y.] +z k"

7 - 7 —>
La dérivée du vecteur OM, donne :

*zdm:d@’+x’i+ ,g}_ de pdOT Ay g
T Tt dt Tat Y Tdt dt  dt atd T art

—
Le terme (dzto +x. dt +y _djt_ +z dt] est la vitesse d’entrainement (ve) et représente la

vitesse du repére mobile (%) par rapport au repére fixe (%) (vitesse du point coincidant).

Le terme (‘éx 1 +%J +‘2|Zt k ) est la vitesse relative (Vi) qui représente la vitesse du point

M dans le repére mobile ().
On peut démontrer que :

> _ oo’

—)
Ve = at + (De A O’M
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3.5.3 Théoréme de composition des accélérations :
Le vecteur-accélération absolue est égal a la somme vectorielle des vecteurs-accélérations

> > >
relative, d’entrainement et de Coriolis : ya = ya+ e+ .

Démonstration :

dv;,1

>
Par définition, I’accélération absolue 7aSera: ya = e

- Ve - _) - Ve 7 -
Si on dérive le vecteur va par rapport au temps, on obtient le vecteur-accélération
absolue définit dans le repere fixe (%) :

> dva_d?00°  dx’>,  dd e, d% dedi’ dz’ dk’
o= LVa - + R S w2 VS Y
dt  dZ | di at? a2 dedt dt dt dt dt

A Lk
+x 4 +z7 2
Yar Y et e

[ovo_o" g *J
Le terme + x’ +y —J— +z'——| est appelé accélération d’entrainement
e gz Y qe T ) St e
Le terme (d X7 dz d%z Ej est appelé accélération relative e
1’ g i ive 7.
a2 e i dt? PP "

2> > >
Le terme (2'[dt'dt + prn + e est appelé accélération de Coriolis .

H 7 \ . e, . -> -> -> -
Finalement, on trouve le théoréme de composition des accélérations : ya = ya+ e+ 7.

On peut démontrer que :

*:dZOO’ da)e
T dt

AOM +a)e/\(a)e/\OM)

> > >
Yo = 2. e A Vr
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| - Enoncés des exercices _ |

Exercice 01

Dans un repére cartésien orthonormé (XOY) muni d’une base cartésienne (O, T j?), un point M
est repéré par ses coordonnées cartésiennes M(at ; bt?) ; ol t représente le temps en (s). aetb
sont des constantes.

1) Déterminer les sens physiques des constantes a et b.

2) Exprimer les vecteurs, position, vitesse et accélération du point M.

3) Trouver 1’équation de la trajectoire du point M, et en déduire sa nature.

Exercice 02

Dans un repeére cartésien orthonormé (Oxy), on considére un corps M qui se déplace selon les
X=—-t+1

équations horaires suivantes : { y= %t— o ou:xetyenmetre etten secondes.

1) Trouver I’équation de la trajectoire du corps M.

2) Représenter la trajectoire dans les cas suivants: t € [0; 2] s; ¢ > 0Os, et en déduire sa
nature dans les deux cas.

3) Déterminer le rayon R de courbure.

Exercice 03
L’abscisse curviligne d’une particule en mouvement est donnée par la relation suivante :
S() =3+ 2.t2
La norme de son accélération est : y = 16.\/5 (cm.s2).
1) Trouver la norme des accélérations, tangentielle et normale a I’instant t = 2s.

2) Déduire le rayon de courbure a I’instant t = 2s.

Exercice 04

Le mouvement d’un point matériel M, se déplacant dans le plan (Oxy) de base (?, T), est

[z p - e 1 2 1\ 2
caractérise par son vecteur donné par : OM = (2t + 2)i + (Et +t+ 5) J

1) Donner 1’équation de la trajectoire de M. Quelle est sa nature ?
2) Calculer la vitesse de M et donner sa norme.
3) Calculer I’accélération de M et donner sa norme.
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4) Déterminer les composantes tangentielle et normale de I’accélération du mobile M.

5) Déduire le rayon de courbure R de la trajectoire en point M.

Exercice 05
Un point M se déplace dans 1’espace (figure 3.4).

En coordonnées cylindriques, ce point M est repéré par M(p, 6,z).

1) Exprimer I’expression du vecteur-position OM.

. ->
2) Trouver le vecteur vitesse v.
3) Montrer que le vecteur-accélération est donnée par la relation :

> oo ) > oo co > oo >
y=(p—pO°)p+ (2p0+ pOus +z.u .
figure 3.4
Exercice 06

Les coordonnées cartésiennes d’un point matériel M qui se déplace dans le repére orthonormé

(XQY) sont données par les équations : {);::e:,;_cs?rslz
Ou: #= wt.
1) Exprimer les vecteurs, vitesse et accélération dans la base cartésienne, et trouver leurs
modules.
2) Trouver I’équation de la trajectoire du mouvement en coordonneées polaires.
3) Exprimer les vecteurs, position, vitesse et accélération en coordonnees polaires.
4) Déterminer le module de 1’accélération tangentielle yr et normale .

5) Déduire le rayon de courbure de la trajectoire a I’instant t = 0s.

Exercice 07

Dans le plan (XOY), On considére un mouvement d’une particule M définit en coordonnées
x =L. (t-sin(at))

y =L. (/- cos(at))

Ou : L et @ sont des constantes positives.

cartésiennes par les équations : {

1) Déterminer 1’expression des vecteurs, position, vitesse et accélération de cette

particule dans le systeme des coordonnées cartésiennes.

. -> L, R ->
2) Calculer I’angle formé par les vecteurs : vitesse v et accélération .
3) Déterminer les modules des accélérations tangentielle et normale.
4) Déduire le rayon .# de courbure de la trajectoire a I’instant t.

On donne : sin(wt) = 2.sin(%t).cos(%t).
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Exercice 08

Un mouvement d’un point matériel M est repéré par ses coordonnées polaires (o et 6):

{p:(l—sinﬁ)
0=wt

1) Exprimer les vecteurs, position, vitesse et accélération dans le systéme polaire.

ou : @ est une constante positive.

2) Déterminer la norme du vecteur, position, vitesse et accélération.
3) Représenter la trajectoire du mouvement du mobile M dans I’intervalle € € [0 ; 27].
4) Déduire le rayon de courbure de la trajectoire a I’instant t = 0(5).

5) Trouver I’angle o formé entre le vecteur-vitesse et le vecteur-accélération.

Exercice 09

. . . . .
Dans le systeme des coordonnées polaires de base polaire (u, , Ug). Une particule M de masse

p=re

® |~

m se déplace dans le plan. Son mouvement est décrit par les équations :

D
<
]

t
a
Ou : ro et a sont des constantes positives, et t représente le temps en (s).
: > > : r e L
1) Exprimer les vecteurs u,, Ue en fonction de vecteurs i et j de la base cartésienne.

> >
2) Déduire I’orthogonalité des vecteurs unitaires Uy et Ug.

>
3) Déterminer les vecteurs : position Cﬁ?l vitesse v et accélération ;/de cette particule.
, -> -> . . , -> -
4) Calculer I’angle « formé par les vecteurs v et ug, ainsi I’angle S formé par v et .

5) Déduire le rayon de courbure de la trajectoire a I’instant t = 0s.

Exercice 10
Un point M se déplace dans 1’espace. Son mouvement est donné par :

X =a.cosd
y = a.sind
z=h.0

Ou : aest le rayon de la base du cylindre de révolution sur lequel est tracée I’hélice, h est une

— —
constante positive et & =t est I’angle que fait avec Ox la projection de OM’ du vecteur OM
sur le plan (Oxy).

I/ En coordonnées cartésiennes de la base directe (T, T _IE),
a) Déterminer équation de la trajectoire du point M, et en déduire sa nature.
b) Trouver la nature du mouvement du point M suivant 1’axe vertical Oz.
¢) Conclure la nature de la trajectoire du mobile M dans le I’espace.
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Ve - - - _) _> _>
11/ En coordonnées cylindriques de la base directe (up, Ug, Uz),
-, . —) - _) Ve Ve - _)
a) trouver les vecteurs : vecteur-position OM, vitesse v et accélération .
- - - - _>

b) montrer que le vecteur-vitesse fait avec le vecteur unitaire ug un angle constant.

c) calculer le rayon de courbure de la trajectoire.
Exercice 11

> > >
Les coordonnées d’une particule M dans le référentiel (%) muni d’un repére fixe (O, i, j , k)

X() = t*+ 4t IR
sont: | Y(t) =2t et dans le référentiel (£ ’) muni d’un repére mobile (O, i’, j, k’) par

2(t) = t2
() =t2—t+2
rapport a (#) sont: { y'(t) =-2t3+ 1
z()=1t-1
> > > > > >
Onsupposeque:i=i’, j=j’et k=k’

- - _) - _) -
1) Exprimer le vecteur vitesse v dans () et le vecteur vitesse v’ dans (£ ).
2) Deduire la vitesse d’entrainement.

> ) .

3) Exprimer I’expression de ’accélération y dans (#) et le vecteur I’accélération y’ dans
(£ ).

4) En déduire les accélérations d’entrainement et de Coriolis.

Exercice 12

—>
On considére un repére relatif (4 °) tourne avec une vitesse angulaire o par rapport a un
repére absolu (%) fixe dans I’espace.

_)
La vitesse angulaire o est donnée par la relation suivante :
- > 2 -> >
o=2H1 -t j+(t+1)k
Un point matériel M se déplace, ou son vecteur-position est donneé par la relation suivante :

—> > > > >
OM=r=(t+1)i —tj+t?k
1) Déterminer la vitesse absolue du point M, ainsi son module a I’instant t = 1s.
2) Trouver la vitesse relative du point M, ainsi sa norme a I’instant t = 1S.

3) Trouver I’accélération Coriolis du point M a I’instant t = 1s et en déduire sa horme.
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Exercice 13

Dans une compétition de natation, les nageurs veulent parcourir 500 m pour atteindre la ligne
d’arrivée.

A I’instant t = 0s, un nageur se trouve au point O. Il nage perpendiculairement a I’écoulement

d’eau, avec une vitesse constante 4 km/h par rapport a I’eau. La vitesse de 1’écoulement d’eau

par rapport au sol est 3 km/h (voir figure 3.5).

Sol

e
4
<

eau

0)

£

figure 3.5

1) Calculer la vitesse du nageur par rapport au sol.

2) Représenter, sur la figure 3.5, au point O les différents vecteurs vitesses (relative,
d’entrainement et absolue).

3) Déduire la direction de la vitesse du nageur par rapport au sol.

4) Calculer la distance parcourue par le nageur pour atteindre la ligne d’arrivée.

Exercice 14

On considére un repeére relatif R(O, xyz) qui tourne uniformément autour du repére absolu
Ro(Oo, Xoyozo) de telle sorte que leurs origines O et Op et leurs axes Oz et Oozo restent
confondus a tout instant t. Soit I’angle 8= wt entre les axes Ox et OgXo.

Soit une barre (D) fixee dans le repére R, paralléle a I’axe Oz et passe par le point A ou :

e 2 e
OA = «.] (figure 3.6).
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-
[EN]

-]
=

g X figure 3.6

Un point matériel M se déplace sur cette barre selon la relation suivante : AM=¢e % k
1) Déterminer la vitesse et I’accélération relatives du point M.
2) Trouver la vitesse et I’accélération d’entrainement.
3) Calculer I’accélération Coriolis.

4) Déduire la vitesse et I’accélération absolues du point M.

Exercice 15
Un point matériel M de masse m, glisse sans frottement sur une tige rigide (D) (figure 3.7).
La tige (D) tourne dans un plan horizontal (Oxy) autour de 1’axe vertical Oz avec la vitesse

. > 2 2
angulaire constante do _ 6 = wou: O représente 1’angle orienté (i ; i’) et i’ un vecteur

dt
unitaire de la tige (D).

N1 -]
>

figure 3.7
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Le point matériel M se déplace sur la droite (D) selon la relation :
—> > > >
OM=r=r.1"=ro(l+sinat). i’

Ou ro est une constante positive.

1) Déterminer la vitesse et I’accélération relatives.
2) Calculer la vitesse et 1’accélération d’entrainement.
3) Calculer I’accélération de Coriolis.

4) En déduire la vitesse et 1’accélération absolues.

53



Chapitre 03 Solutions des exercices

| ‘ Solutions des exercices - |

Exercice 01

. : X =at
On a les équations horaires du mouvement : {y —pt?

1/ On détermine le sens physique des constantes aet b :
En utilisant I’analyse dimensionnelle, on obtient :

[X] =[a].[t] donc : [a] = ] - L.T; alors a : représente la vitesse.

[t]
[y] = [b].[t]? donc : [b] = %ty]]z- = L.T 2; alors b : représente ’accélération.

2/ Vecteurs : vecteur-position, vitesse et accélération :

.- s —— e e 2 e
Le vecteur-position OM : OM =x 1 +y | = (a.t).i + (b.t?).]

_)
Le vecteur-vitesse v : v = dg—tM = (a).T + (2.b.t)._j)
>
> > >
Le vecteur-accélération y: y= ?j_\t/ =(2.b).]

3/ Equation de la trajectoire :

Ix=at (1)
Ona: {y — b2 2)

D’apres la relation (1) ona:t= g , remplacant dans (2), on obtient 1’équation de la trajectoire

suivante : y = a% X2 (3)

La derniere équation (3) est une équation d’une parabole. Alors la trajectoire est un arc

parabolique.
Exercice 02
X=-t+1 (1)
Nous avons les équations horaires suivantes : y= % t_ 2 )
1/ Equation de la trajectoire :
D’apreés la relation (1) on a: t = — x +1, remplacant dans (2), on obtient I’équation de la

trajectoire 1y = — % X —% :
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2/ On représente la trajectoire dans les cas suivants : t € [0; 2] s; > 0s.
1¥rcas:te€[0; 2] s
Lorsque:t=0s mmp X=lety=-2
t=2s mmp x=—lety=-1
La nature de la trajectoire est un segment d 'une droite.
2°Mecas:t>0s
Lorsque:t=0s mmp X=lety=-2
t——> 40 wmpyxy - _wety——w

La nature de la trajectoire est demi-droite.

Ay A

o o

S~

J

<

"
~
=y

g g

1°" cas 2°™ cas
figure 3.8
3/ Déterminons le rayon R de courbure :
Premiérement, on trouve les composantes de la vitesse et de 1’accélération :

. — > > > 1 >
Le vecteur-position : OM =x1+yj=(-t+1).1+ (EI—Z).j

—)
Le vecteur-vitesse : v = doMm _ G+1 T
dt 2
_)
& rati > _dv_~>
Le vecteur-accélération : y = i 0

On calcule, maintenant, I’accélération tangentielle et normale :

_)
Par définition : yr :ﬂtlj\t/_u tel que lanorme de veest: [V [=~ [ 7+ % :32@ donc:jr =0
Ainsi : y2= 112+ n? alors : m?=y2— yr2, on obtient: mw =0

2
Le rayon de courbure est défini par : Rc = ¥
N

V2
Alors:Rc = — =+ .
h
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Exercice 03

L’abscisse curviligne d’une particule est donnée par : S(t) = t + 2.t%

La norme de son accelération est : y = 16.\/_2 (cm.s2).
1/ Norme des accélérations, tangentielle et normale a ’instant t = 25

La norme de vitesse : v = (é—‘;’ =32+ 4t
Implique : a ’instant t = 2s : v(2s) = 20 cm/s
L’accéleration tangentielle : yr= % =6t+4

Implique : a linstant t = 25 : »7(2s) = 16 m/s?

L’accélération normale :  (25)= /72— yr? = 16 cm/s?

2/ Déduction du rayon de courbure Rc a ’instant t = 2s.

2
Le rayon de courbure est défini par : Rc = ¥
N

v2_ 20°

Alors : Re=—==——=25¢cm.
ors: Rc o 16 5c¢
Exercice 04
., [x=2t+2 (1)
Les équations paramétriques du point matériel Msont: OM =9, _ 1., 1
y= 2.t +t+ > (2)

1/ Equation de la trajectoire du point matériel M :

Pour déterminer 1’équation de la trajectoire on élimine le temps't :

Donc, d’aprés 1’équation (1) ona:t= X;—Z (3)

En remplacant 1’équation (3) dans 1’équation (2), on obtient :

2
=l-(Xf2)+Xf2 +l:l.X2 (4)

Y= 2 27 %

La nature de la trajectoire :

L’équation (4) est une équation d’une parabole, donc la trajectoire est un arc parabolique.
2/ Calcul de la vitesse du point matériel M et sa norme :
—)
: o 2> dOM 2 2
Le vecteur-vitesse est par définition : v = at =21+ (t+1).]

Sanorme: [[V|=+/4 + (C+12 =€+ 21+5m/s

3/ Calcul de ’accélération de M et sa norme :

>
Le vecteur-accélération est par définition : ;/= ((jj—\t/
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Donc:?x d(2|+étt+1) j)_

_>
Sa norme est, alors : || ||= 1 m/s?

4/ Composantes, tangentielle et normale de I’accélération de M.

_d|v] _daf@+2i+5)_  2t+2  _  t+1
dt

dt 2P +2t+5 A[P+2t+5

N o s S t+1 S A+’ +4-t+ )
N7 EA T Ev2ies | Ve oiea

5/ Rayon de courbure de la trajectoire a I’instant t = 0s.

. VZ
Par définitionona: Rc =—
N

2 2
AIors:Rc:V—: +2t+5
Mmoo+ +4-(t+ 1)

m

Alinstantt=0s:Rc(0) = 55 _ S (5 ++/5)m

Eoieie
NE

Exercice 05
1/ Vecteur-position en coordonnées cylindriques :

. P v > >
Le vecteur-position est défini par : OM = p.up, + z.u;
2/ Vecteur vitesse en coordonnées cylindriques :

dOoM’ dmup + 7. Uz)_

_)
V=" at

pup +p. 6’Ue+z Uz

Solutions des exercices

3/ Expression du vecteur-accélération en coordonnées cylindriques :

> — .« > « > e
dv _d“OM _ d(p.up +p.0us +2.uz)
dt dt? dt

-
Ona: y=
-> .o « > . ee > 0o >
Alors : y=(p — p&F)up +(2p0 + pB).ug + 7.,

Exercice 06

x =efcosf

y —efsing ou: 6= wt.

Ona:{

1/ Vecteurs vitesse et accélération dans la base cartésienne :

->

—
OM =x.1 + yJ = (egCOSQ)I + (eesme)J
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> . 2 . 2
v="—"——=w.el(cosd —sind) i +w.e’(sind +cosb) j

—>
7 ((jj_\t/ = w2e%(c0s0 —sin6) | — e’ (sin@ + cosO) 1

+ &’.e?(sin@+ cose)T + w’.e%(cosO — sin@ﬁ
7= (2.0%e%in0) 1 + (2.0°e%c0s0) |

On déduit la norme des vecteurs v et 7/ :

IV||= \@2e?.cos0 — sindF + ae?.6ind + cosOF = 2.c.e?

||;/||: \E2.07e0Sin0F + (2.0P.e%cos0F = 2.0 .e?

2/ Equation de la trajectoire du mouvement en coordonnées polaires :
Ona:p=1x2+y?=1/(€%c0s0)? + €’sing)-
p=e’

3/ Vecteurs position, vitesse et accélération en coordonneées polaires :

. —_— > >
Le vecteur-position : OM = p.u, = e’.u,

—
. > > >
Le vecteur-vitesse ;. v = dfj)—tM = w.elu,+ w.e%up
-
> _dv

Le vecteur-accélération : y = qt = 2.0e%U0

4/ Module de I’accélération tangentielle yr et normale m.

ona: |V[=2we et |7]|=2.0%°

_)
L’accélération tangentielle : yr = Q(Ij\t/—u = \/_2 w’.e?

L’accélération normale : w = \[y2— yr2 =\/4.0".e% — 2.0 e%

N = \/_Z.a)z.ee

5/ Rayon de courbure de la trajectoire a ’instant t = 0s.

2
Le rayon de courbure est défini par : Rc = v
N

2 20
Implique : Re= L= Zore? _ \/_Z.e"
N \/_2.a)2.e9

A P’instant t = 0s : Rc(0) = \/_Zm.
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Exercice 07

X =L(w.t - sin(at))
y =L(7 - cos(at))
1/ Vecteurs : position, vitesse et accelération dans le systéme des coordonnées

On a les équations horaires : { , L et @ sont des constantes positives.

cartésiennes :

ey —_ 2 2 . 2 e
Le vecteur-position : OM =x.1 +V.] = L(w.t—sinwt) i + L(/—cost) |

—

. > _dOM > . >
Le vecteur-vitesse : v = T =Lw(/-cosat) I + (La.sinat) |

>

Le vecteur-accélération : y— av

. = (Lw? .sinwt) H +(Lw? COSa)t)j

. . > cas P
2/ Calcul de I’angle a forme par les vecteurs : vitesse v et accelération y:

> >
La norme des vecteurs v et V4

IVl = \L2e? (7 — cosat P + LasinatP = 2.Lwsin(Z2 )

171 = VLo sinat? + Lo cosatf= Lo

En utilisant le produit scalaire :

in)cos )
2siné),
cos o _ (2wsingt) _ singat) _ Sin()c0s() - cos(@ )

||*|||| || (2L2aﬁsm(“’t) 2sm(“’t 2.sin(%t)

<~l«

Alors devient: o = %t

3/ Module des accélérations tangentielle et normale :

L’accélération tangentielle : yr = M = L. Cos(wt)

L’accélération normale : v = \[y°— 17 = \/Lz.aﬁ’ + L% o COSZ(%[)= L.a)z.sin(%t)

4/ Rayon Zc de courbure de la trajectoire a I’instant t :

P 4.L2c02.sin2(ﬂt)
_9?02 V— = = 4Lsm(%t)
W L.aﬂ.sin(ﬂt)
2
Exercice 08

. L L p =(1-sinB)
Un mouvement d’un point matériel M est repére par : 0= wt

Ou : w est une constante positive, t le temps en (s).
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1/ Vecteurs, position, vitesse et accélération dans le systéme polaire:

L. —> -> . ->
Le vecteur-position: OM = p.u, = (1 + sind).u,

A > dOM > . >
Le vecteur-vitesse : v = “qt =c0sé. Up + w.(1 + sind).ug
L, . > d;/) N > >
Le vecteur-accélération : y = e =— ’.(1 +2. siné).up+ 2.07.cos6.Ug

2/ La norme des vecteurs, position, vitesse et accélération :
—> — .
Lanormede OM : |[OM | = p =1 +sin@

> >
Lanormedev: V]| = @./2+2 sing

Lanorme de 7: ||| = o2 \[5 + 4. sino

3/ Représentation de la trajectoire du mouvement de M dans P’intervalle 8 € [0 ; 27].

T T | Sr 7t | 3n | llrx
010 51215675126 |27
1 1 3 3
pllS5l0 5|1 52|35 |1
AT
Sr I~ 2 e z
6 67
S
T i .?Jr’
] ™~
/’1 F‘\
7z 1ix
& &
\_‘_ B /
37
2
figure 3.9

4/ Calcul du rayon de courbure de la trajectoire :

2
Le rayon de courbure est défini par : Rc = ¥ ;

Nous avons : y2= yr2+ y? alors : ’=y%— yr2

>

dt  \/2+2sing
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2
Donc: = .~ | 5+4. sing——C050
2+2.sind

Alors : Rc——— @’.(2+2sin6) - 2 +2sin@

2 2
4 a’. 5+4.sin—-——— cos¢ 5+4. sine—L?
2+2sin@ 2+2.sIn@

On déduit sa valeur a I’instant t = 0s : R¢(0) = %Q (m)

5/ Calcul du produit scalaire 3; :

V.7 = (0.c0sO) (P (1 + 2.5in6) + (w.(1 + sin@)(2.a?.cos6) = *.cosd

Exercice 09

@ |

0-1

p =
o) =

Un mouvement d’une particule est décrit par :

® |~ @

Ou : ro et a sont des constantes positive, et t représente le temps en ().

> > . > 2> .
1/ Vecteurs up, Ug en fonction de vecteurs i et j de la base cartésienne :

AV
e M
N _?J\ . ,0
ug \J Up
e
> : » X
o > X
i
figure 3.10

. . L. > .2 ..
D’apres la figure 3.10 ci-dessus, le vecteur unitaire u, dans le repere (i, j), s’écrit :
> > > > >
Up = [lupx]l- 1+ Jlupyl ]

—)

Sachant que : cosd= Jue] = [[Gpx ] = ||y [l.cos@ = coso
_)
lu |

_)
sing=1920 — 3,1 = [G, [.sino= sine

up |

> > 2
Alors : up =cosé.i +siné.|
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> > >
De méme pour le vecteur unitaire ue, il s’écrit dans le repere (i, j) :

> > > > 2>

Uo = —[luox.t + Juay] J

_)

Sachant que : sing= Jua] = ||ng|| = ||Ga |.sin@=sin@
_)
lue |

>
coso= ol — |Uay|l = [[de |.cos6= coso
—)
lua |

-> . 2 e
Alors : ug =—siné.i + cosd.]

4 ; s . > >
2/ Déduction I’orthogonalité des vecteurs unitaires Uy et Ug:
D’aprés les relations des vecteurs unitaires de la base polaire en fonction des vecteurs
unitaires de la base cartésienne :

-> re . re
Up =C0S6. 1 +Sind. |
> . re re
Ug =—sind. i +cosd. |
. . > >
Calcul du produit scalaire up. ue:
> > e . 2, . e 2. . .
Up.Ug= (COSH. 1 +sind. j).(~sind. i + cosd. J) =—cosé. sind + cosd. sind=0
- . . > > .
Puisque le produit scalaire est nul, alors les vecteurs u, et ug sont orthogonaux 1’un a I’autre.
T A > ST o
3/ Vecteurs, position OM, vitesse v et accelération y :
t

.. —> -> -— >
Le vecteur-position : OM = p.u, = r,.e 2.Up

t t
> M ro — )
Le vecteur-vitesse : v—dL —lea up+g e 2 .Us

dt a

t t t
> _dv_[ro 2 ro |2 ro |2
Le vecteur-accélération : y = d Lea_Leally+|-22e2|ug
dt ~ (a2 a’ a’

2/ Norme des vecteurs, position, vitesse et accélération :

t

— — —
Lanorme de OM: |[OM| = r,e @

2t t
N | VS U S ) U/
Lanorme de v : |v | = \/ e + 2 \/E.a e

Lanormede 7: ||7] = 2— eg
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> >
4/ Calcul de I’angle a forme par les vecteurs v et ug :
On utilise le produit scalaire pour calculer 1’angle « formé par Vetls:

> > > > . .
V. Ug=|Vv|.|ue|.cose ; implique :

ro t ELENNN

ro
> > (——eaUp+—eaU€)U9
. a a
cosq = — =40 _ :i;alors:azgrad
> > ro t 2 4
VI luell \/E'E e

5/ Rayon de courbure de la trajectoire a I’instant t=0s.

2
Le rayon de courbure est défini par : Rc = ¥ ;
N

Nous avons : yr = ——\/5 2 a

2t
o _ re’ —. LIo ;
Et.}/n—\/}/Z—}/‘rZ—\/él.y.e —2.—4 —\/E

2t
5 Ziz e
Alors : Re= L = ——\/§ he?

AN ;g e

On déduit sa valeur a I’instant t = 0s : Rc(0) = \/E.ro (m)

Exercice 10
X =a.cosd
Les équations d’un mouvement est donnée par : |y = a.sinéd
z=h.0

a rayon du cylindre ; h une constante positive et &=t est I’angle que fait avec Ox la projection

— —
de OM ’ du vecteur OM sur le plan (Oxy).

I/ En coordonnées cartésiennes de la base directe (T, T K),
a/ Equation de la trajectoire du point M’ dans le plan (xOy) ainsi sa nature :

. . , . ] x=a.cosé
Les coordonnées du point M " dans le plan (xOy) sont : { y —asing
[ x? =a’.cos’0 (1)
Donc : { y? =a’sin’g 2)
Nous combinons les deux relations (1) et (2), on obtient : x> + y? = a? (3)

L’équation (3) c’est une équation d’'un cercle de rayon a et de centre O(0, 0).
Alors la trajectoire est circulaire.
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b/ Nature du mouvement du point M suivant I’axe Oz.
L’équation horaire suivant 1’axe (Oz) est : z = h.d, avec h est constante positive.
Alors le mouvement est rectiligne uniforme suivant 1’axe vertical (Oz).
¢/ Nature de la trajectoire de M dans I’espace : ‘
La trajectoire est une hélice (voir figure 3.11). C
Le mouvement hélicoidal ¢’est une composition d’un mouvement s
circulaire dans le plan (Oxy) et rectiligne uniforme suivant 1’axe

vertical Oz. C

11/ Dans le systeme des coordonnées cylindriques :

. — > > .
al Expression des vecteurs : OM, v, ¥ du point M

_)
Le vecteur-position OM :ona: p= \/x2 +Yy? = a = constant.

—_— > > > >
Alors: OM = p.up+ z.u; = a.up, + Z.U; .

figure 3.11

—)
-> -> dOM -> >

Le vecteur-vitesse v : v = it =a.ug+ h.u;
_)
L . > > dV >
Le vecteur-accélération y: y=—=-alp
t

->
Les modules des vecteurs : OM, v, ;:

— —

Le module de OM : [[OM || =+/a? + h.67
> >

Le module de v : |v] =+/a? + h?
> >

Le module de y: ||| =a

. . L. ->
b/ On montre que le vecteur vitesse fait un angle constant avec le vecteur unitaire ue :

> >
Calcul de ’angle o formé par les vecteurs v et ue :

> >

>
On a le vecteur-vitesse : v = a.ug+ h.U; et sa norme : [Iv] =&+ h?

En utilisant la relation du produit scalaire :

> > > > . .
V. Ug=|Vv|.|ue|.cose ; implique :

> > > > 7
V.Us  (a.ug+h.up.ug _

cosa = = =
2 2
> \/a + h
V- uel

a
JZ+ 1

. . .
Alors : le vecteur vitesse fait un angle constant avec le vecteur unitaire ue.
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¢/ Rayon de courbure de la trajectoire :

2
Le rayon de courbure est défini par : Rc = ¥ ;
N

7 a2 + e
Nousavons:;fr:dllj\t/":d( adt+h)zo

e

2 2 2 2
Alors : Rc:V—:m :a+h—.
VAl a a
Exercice 11
X(t) = 2+ 4t
Le mobile M est repéré dans le référentiel () par : § y(t) = -2t
() =12
x()=t2—t+2
Et repéré dans le référentiel (%) par: | y'(t) = -2t3+1
z’()=12-1

. -> i >
1/ Vecteur vitesse v dans () et le vecteur vitesse v’ dans (%) :

rvxz%zztw
3‘(%) = 9 Vv:%)ti:—dtz
L V; :$:2.t
(v’x:ddxt’:z.t—l
|y =4 vy =2 -
L v’zz%:zt

_)
2/ Vitesse d’entrainement ve :
Vx=Vx+5
Ona: y W=Vy
V: =V’
. . .. . > > >
D’apres la loi de composition des vitesses : Va = Vr + Ve

> > > >
On trouve que : Ve = Va—Vr = 5.1

Solutions des exercices

Conclusion : Le repére relatif (4 °) se déplace avec une vitesse constante égale a 5 m/s par

rapport au repere absolu (£).

Le déplacement du repére relatif (& ) est suivant le vecteur 1 de I'axe (Ox).

65



Chapitre 03 Solutions des exercices GG

. hai P N s P
3/ Expression de vecteur accélération y dans le repére () et de vecteur accélération y’
dans le repere (%£°) :
(o _dw

(#) = 4 == =_ /2t

+
v

N N ,_dvy
(% —< yy= dt == 121

’

vy
\}/z— dt =2

()

Alors, on remarque que : 5 |(#) =

4/ Accélérations, d’entrainement et de Coriolis :
_)
) 14 . ) A . - — dVe —_ -
L’accélération d’entrainement : ye = v 0

_) - - -, = Ve Ve -
Pour déduire 1’accélération Coriolis jc, on applique la loi de composition des accélérations :

> > > >
Ya= yrtyetye

. > > > > >
Alors : L’accélération Coriolis : c= ya — % — =0

Exercice 12

>

. . 2 2 >
Ona: lavitesse angulaire : = (2.t) 1 — 2] + (t+1) K

le vecteur-position :OM =r=(t"+1)i — t] + t°k

1/ Vitesse absolue du point M, ainsi que son module a ’instant t = 15 :

_)
Va= d(g_t'\/' @) =201 -] +@Hk

: > > 2 >
Alinstant:t=1s:va=2.1 — J + 2. k; alors son module est : va = 3 m/s
2/ Vitesse relative du point M, ainsi que sa norme a P’instant t = 1s :

_) _> _> - -, . -
On a: va = V¢ + Ve (loi de composition des vitesses).
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> > >
i J k

. . > > —> )
La vitesse d’entrainement : Ve = w AOM =| 2t -t t+

SR+ (CCHRHtH1) ]+ -k
. > 2 2
Alinstant:t=1s:ve= 1+ 2. ] ; alors son moduleest:ve:\/g m/s
. > > > > 2 > > >
Alinstant :t=1s:Vvr=Va —Ve=(2.1 — J+2.K)—(1 +2.))

Vr =7-3 T +2.K ; alors son module est : vr =+/14 m/s

3/ Accélération Coriolis du point M a P’instant t = 1s

> > > > > >
re=2(wAvy)= 8.1 - 4.]-10.k

On en déduit sa norme : jc = 61/5 m/s?

Exercice 13

Le repére absolu (fixe) c’est le sol, le repére relatif (mobile) c’est 1’eau, le mobile c’est le
nageur.

1/ Calcul de la vitesse absolue (la vitesse du nageur par rapport au sol) :

L. . -> -> ->
D’aprés la loi de composition des vitesses : Va = Vr + Ve

Et d’aprés le théoréme de Pythagore on a : Va = \/Vr + Ve = \[4% + 32= 5 km/h.
2/ Représentation des vecteurs vitesses relative, d’entrainement et absolue :
En utilisant 1’échelle : 1 cm —— 2 km/h.

La vitesse relative est : vi = 4 km/h, alors elle représente 2 cm.

La vitesse d’entrainement est : Ve = 3 km/h, alors elle représente 1,5 cm.

La vitesse absolue est : va= 5 km/h, alors elle représente 2,5 cm.

el ol
_ e _ m&f
SR o U,

-
3‘?’\ -"’ -
7, —

K

cau

vy

figure 3.12
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3/ Direction de la vitesse absolue :

D’apres la figure 3.12 ci-dessus on a : tand = Ye_ % , donc: @=arctan G) = 36,87°.

Vr
La vitesse absolue faite un angle &= 36,87° par rapport au sol.
4/ La distance parcourue par le nageur pour atteindre la ligne d’arrivée :

D’apres la figure 3.12, ona : tangd = ))% ;alors : y = x. tan@ = 500. % =375m.

Alors, d’aprés le théoréme de Pythagore, on calcule la distance parcourue par le nageur :
D =+/x? + y?> =+/500% + 375 = 625 m.

Exercice 14
1/ Vitesse et accélération relatives :

—> > —> >
Ona:O0A=a.jetAM=¢ %k
L. . . —> ) —> —> 2> ->
Le vecteur-position dans le repére relatif : OM (#) = OA+AM =a. j +e %k

—

Le vecteur-vitesse relative : Cr = dg_M (A= —we " K
t

—
Le vecteur-accélération relative : 74 = dZOZM (A = ate®. 4
d

2/ Vitesse et accélération d’entrainement :

> 2 l‘(’
|
: N > _doO > = 2 .
Le vecteur-vitesse d’entrainement : Ve = T +woANOM =0+0 0 w
0 a e’
> >
Ve =— ..l

_}
Ao . > _d00 do, =0 =
Le vecteur-accélération d’entrainement : ye = +—AOM+ o A(w N OM)

dt? dt
-> > >
i j k
> > > >
7%=0+0+| 0 0 o =-d.aj
-wa 0 0
3/ Accélération de Coriolis :
> > >
i k
> > > >
r=2(wonv)=2.10 0 w | =0
0 0 —we™?
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4/ Vitesse et accélération absolues :

> > > > 07
Va=Vr+Ve= —w.a.l —we %k

_])/a:_])/r+_;/c+_})/e:—0)2.a.])+ 0)2.6_0._‘2
Exercice 15

1/ Vitesse et accélération relatives :

Ona:r=ro(l+sinat) ; o= ((jj—tg: constante

Le vecteur-position dans le repére relatif : OM =r =rp.(1 + sincot).T’

> dOM >,
Le vecteur-vitesse relative : vy = gt = (ro.w.coswt). 1
Le vecteur-accélération relative : _})/r ddOZM =(- ro.wz.sina)t).T’
2/ Vitesse et accélération d’entrainement :
/TR
dOO ~ _ A
Le vecteur-vitesse d’entrainement : Ve T AOM =0+ 0 0 w
r,(1+sinewt) 0 O

> . 2
Ve = ro.a.(1 + sinat).]’

- . _> 2
Le vecteur-accélération d’entrainement : y = d OO da) A

OM + a)/\(a)/\ OM)

dt? dt
> > >
u, uy, K
> -> -> B >
7%=0+0+|0 0 | =—ro.a’.(1 + sinat).1’
0 r,ol+sinet) O
3/ Accélération de Coriolis :
> > ->
u u, Kk
> > > L >
7e =2.(0 A V) = 2. 0 0 | =(2roet.cosat).]’

r,.wcosot 0 O

4/ Vitesse et accélération absolues :

> > > 2 , >

Va=Vr+ Ve= (ro.@.COSwt).1’+ ro.w.(1 + sinwt). |’

7a = 7r + 7c +7e (~ ro.a@’.sinat). T+ (2.roa?.cosat). j —ro.a”(1 + sinwt). ik

}a: —ro.c?1 + 2.sina)t).7’ + (2.roaf.coswt)-T’
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Chapitre 04 Dynamique du point matériel

O 4 Chapitre 0¢
Dyhamigue du Point Matériel

4 Dynamique du point mateériel
4.1 Définition :

La dynamique est une discipline de la mécanique classique. Elle est 1’étude des causes
qui provoquent les mouvements des corps solides (les forces et les actions appliquées).
4.2 Référentiel Galiléen ou d’inertie
Un référentiel galiléen ou d’inertie est un référentiel pour lequel un point matériel de masse m
isolé ; soit au repos, soit en mouvement rectiligne uniforme.
Tout autre référentiel au repos, ou en mouvement rectiligne uniforme par rapport a un
référentiel d’inertie, est identique un référentiel d’inertie.
4.3 Lois de Newton :
Les lois de Newton sont a la base de la mécanique classique. Elles ont été postulées sans
démonstrations mais elles sont en bon accord avec les expériences.
Les énoncés des trois lois de Newton sont les suivants :

» Premiére loi de Newton (loi d’inertie): Dans un repere galiléen, un point matériel reste
immobile ou en mouvement rectiligne uniforme (sa vitesse est constante), lorsque la

résultante des forces qui s’exercent sur lui est nulle.

> - > > > —
ZFext:02>7:0:> v= cte .

» Deuxiéme loi de Newton : Lorsqu’un point matériel de masse constante est soumis a des
forces dont la résultante est non nulle, alors le point matériel acquiert une accélération

> >
absolue donnée par I’expression suivante : 2 l, Fext = m.y.

» Troisiéme loi de Newton : Tout corps A exercant une force sur un corps B subit une force

d’intensité ¢égale, de méme direction et de sens opposé, exercée par le corps B.

; . ; s > Lo s > >
Cette loi est parfois appelée principe d’action — réaction. Alors : Fag = — Fga.

4.4 Quantité de mouvement :
On considére, dans un repére galiléen, un point matériel M de masse m animé du vecteur

vitesse v. La quantité de mouvement du point M est le vecteur P définit par la relation :

> >
P=myv

4.5 Principe fondamental de la dynamique (P. F. D) :

Dans un repere galiléen, le principe fondamental de la dynamique (P. F. D) s’annonce sous la

forme :

70



Chapitre 04 Dynamique du point matériel

- 7 _) - - Ve
En I’absence de force, le vecteur de la quantité de mouvement P est invariant, en présence

Z o e dP_2
d’une force F, il évolue conformément a 1’équation : e =F.
> dP_dmv)_ . dv . dm>
OUF:_P:M:m_V +_m.v
dt dt dt dt
> >
. . .z _dP _ dv _ > _. .
On peut écrire cette expression sous forme: F = v m.a = m.y, si la masse du point
matériel est constante au cours du mouvement @—T = 0).

4.6 Types des forces dans la nature

4.6.1 Forces a distance :

Les forces a distance peuvent s’exercer sans que les corps ne soient en contact. Parmi
lesquelles on peut citer :

> Force électrostatique : F = k.q’r';pﬁ = 41 .qfr-g%a; ol : g1 et gz sont des charges
TTE0

électriques des deux particules, r est la distance entre les charges,  est la permittivité

/

y = 9.10° N.m%.C? est la constante de Coulomb, U est le vecteur
TTE0

du vide, k =

.- 2
unitaire de F.
L. -> -> > N , . .
» Force magnétique : Fm = q.v A B. ou: qest la charge électrique de la particule en
mouvement, V est la vitesse de la particule, Bestle champ magnétique.
, L. > > -> > R , .
» La force électromagnétique : F = g.(E + v A B). ou : qest la charge électrique de la

_)
particule en mouvement, v est la vitesse de la particule, E est le champ électrique, B
est le champ magnétique.

m:;mz>

- - _) Y
» Force de gravitation (d’attraction) universelle . F = G. = .U ou : my et mysont des

masses des deux particules, r est la distance entre les masses, G= 6.67. 10 ' N.m?.kg?,

-> . . >
u est le vecteur unitaire de la force F.

4.6.2 Forces de contact :
C’est des forces qui nécessitent des contacts. Elles se manifestent lorsqu’un corps est en
contact avec un autre corps. Parmi ces forces, on distingue principalement :

» Les contraintes mécaniques.

» Les forces de frottements.
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> Les forces de cohésion de la matiere.
» Les liaisons chimiques.
» Les interactions nucléaires.

4.7 Moment cinétique

4.7.1 Moment d’une force par rapport a un point

Le moment d’une force F par rapport au point fixe A est déefini par :

-

> > —>
Ma(F) = AB A F

M ,(F)

tire -bouchon

- rotation
figure 4.1 : Moment d’une force par rapport a un point

Ou B est un point quelcongue de la ligne d’action de la force F.
De par les propriétés du produit vectoriel, le vecteur moment est perpendiculaire a la fois a la

force F et au vecteur AB. Son sens est donné par la regle du tire-bouchon.
2.1.12 Moment d’une force par rapport a un axe

Le moment d’une force F par rapport a un axe orienté (A) est defini par :
> > > > > > —> >
Mu(F) = U.Ma(F) = u. (AB A F)

_)
Ou u est le vecteur unitaire de ’axe (A).

MA(F)‘ ~

o U

figure 4.2 : Moment d’une force par rapport a un axe

> :
Le moment d’une force F par rapport a un axe, ¢’est donc une grandeur scalaire.
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4.7.3 Moment cinétique par rapport a un point fixe
Le moment cinétique d’un point matériel M, par rapport a un point fixe A de I’espace noté par

_) - 7 _) Ve - -
La, est le moment de sa quantité de mouvement p. Il est donné par la relation suivante :

>

La=AM A p
4.7.4 Théoreme du moment cinétique
Dans un repére galiléen, la dérivée par rapport au temps du moment cinétique par rapport a un
point A fixe, est égale au moment par rapport a A de la résultante des forces extérieures
appliguées au point M.

dLA _M (Z Fext).

Démonstration :

oo o[, ),
dt dt

Sachant que: (dg—tM A Bj VAMV=0

Les points O et A sont fixes, OA est un vecteur constant, sa dérivée par rapport au temps est

dOA >|_7>
nulle, alors : (dt /\pJ

s - — dp|_ 5 N
D’apres le théoréme de la quantité de mouvement : | AM A at =AM A Fext

dla _ dAM A D)
Alors : # AM A MA(Z Fext)

Remarques :

. —> > Em— N L, . .
- Si: MA(Z Fext) = cte = le mouvement est plan a accelération centrale et le point A

consiste le centre des accélérations.

— Si: I\7IA(Z ?:ext) =0 = le mouvement est rectiligne, la trajectoire du point matériel

est une droite.
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| ) Enoneés dos oxorcices | (|

Exercice 01
Dans le plan (Oxy) du repere Galiléen R(O, xyz), on s’intéresse au mouvement d’une particule

- “ Py . 2 7 - 7
A, de masse m, soumise a ’action de la force F. Le mouvement est décrit en coordonnées
. iy . . > > >
polaires (p et 6) et en utilisant la base cylindrique (up, U, Uz).

1) Déterminer les composantes de 1’accélération ;/(A)/R en fonction de p, @ et de leurs
dérivées.

2) Montrer que : p2.6 = C (on considére C, constante des aires).

3) a— Exprimer le moment cinétique de A au point O : I\7Io(A)/R.

- 7" % Ve Ve -
b— Montrer que ce moment cinétique Mo(A)r est conserve et en déduire que son

module peut s’écrire : |[Mo(A)r| = m.2.8= m.C

Exercice 02
Une particule ponctuelle M de masse m est en mouvement dans un plan (xOy). Cette particule

N > > > —
est soumise a deux forces F1 =m.v et F2 =— 2.0M.

Dans le systeme des coordonnées polaires de la base (Gp, Ge).
1/ En utilisant le principe fondamental de la dynamique :
— Trouver les équations différentielles du mouvement de la particule.
— Ondonne: al’instantt =0 p= A, et on suppose que : @ = wt oU : @ et A sont des
constantes. Montrer que 1’équation horaire du mouvement est donnée par : p = A.e!”2
2/ En utilisant le théoreme du moment cinétique :

— Retrouver I’équation horaire du mouvement : p= A.e'?

Exercice 03

Un mobile M de masse m =150 g, supposé ponctuel, peut glisser sur une trajectoire curviligne
(demi-cercle) dont la forme est donnée par la figure 4.3 ; le mouvement a lieu dans un plan
vertical. Le mobile M est lancé en A avec une vitesse nulle va = 0 m/s et dirigée vers la-bas. Il
glisse sans frottement ou actions motrices.

On donne : le rayon du demi-cercle R = 1,36 m, g = 10 m/s?.
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AV

A
M
0
R
> X

0

figure 4.3

Répondre aux questions ci-apres, en utilisant les deux methodes suivantes :
I- Le principe fondamental de la dynamique (P.F.D)
I1—- Le théoréme du moment cinétique (T.M.C)
a) Etudier le mouvement du mobile dans le repere de Frénet (les coordonnées intrinseques).
b) Trouver I’expression de la vitesse, ainsi de la force de réaction du trajet.
¢) Trouver la position (I’endroit) ou le mobile quitte la trajectoire circulaire.
d) Calculer alors la vitesse du mobile a cette position.

Exercice 04

Une particule M de masse m, se déplace sur 1’axe Ox sous 1’action d’une force : F= (at- b)T
D’ou : a et b sont des constantes positives.

AVlinstantt =05, x =0 metvo= 0 m/s.

1/ Déterminer 1’expression de 1’accélération et de la vitesse de la particule M.

2/ Déduire I’expression de la quantité de mouvement ainsi que de 1’équation de mouvement.

3/ Retrouver ’expression de 1’accélération, de la vitesse, de la quantité de mouvement et de

I’équation de mouvement, si la force prend la forme : F = (Fae™%).7 ; avec : Fo et k sont des

constantes positives.

Exercice 05
Un pendule simple (figure 4.4) est constitué¢ d’une masse m, accrochée a un fil inélastique et
de masse négligeable de longueur .

figure 4.4
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A I’instant t = 0s, on abandonne la masse sans vitesse initiale, lorsque le fil forme un angle &
avec la verticale.

1/ Trouver 1’équation différentielle du mouvement a 1’aide du principe fondamental de la
dynamique en coordonnées polaires.

2/ Ecrire I’équation différentielle du mouvement a 1’aide du théoréme du moment cinétique.

3/ Trouver I’expression de la vitesse du pendule.

4/ Déduire I’expression de la force de tension T du fil.

Exercice 06
Un mobile M de masse m est lancé a la vitesse vo a partir du point Ag situé au bas d’une
trajectoire demi circulaire de rayon R (figure 4.5). On néglige toutes les forces de frottement.

figure 4.5

1/ Etablir les équations de mouvement du mobile dans le systtme des coordonnées
intrinseques.

2/ Déterminer I’expression de la vitesse angulaire et la force de contact exercée par la piste
sur le mobile au point A.

3/ Trouver la condition sur vo pour que la particule arrive au point B.

4/ Calculer I’angle @ dans le cas ou la vitesse initiale du mobile est vo = 1/3.R.g.

Exercice 07
Deux corps A et B de masse ma et mg respectivement, sont reliés par un fil inextensible et de
masse négligeable passant par la gorge d’une poulie de masse négligeable (figure 4.6).
Initialement le corps B se trouve a une hauteur h du sol, il est lache avec une vitesse initiale
quasi-nulle. Le contact entre le corps A et le plan horizontal est caractérisé par des coefficients
de frottement statique us et glissement .
On donne :

us=0,5; ug=0,3; my=0,4kg; h=02metg=10 m/s2
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A

figure 4.6

1/ Trouver I’expression de la masse maximale mg du corps B en fonction de ma et us pour que
le systéeme des corps soit en équilibre.
2/ On prend maintenant une masse mg= 0,3 kg, le systeme (A et B) se met en mouvement.
En considérant les deux phases du mouvement du corps A jusqu’a son arrét :

a) Etablir la nature du mouvement du corps A.

b) Calculer I’accélération du corps A dans la premiere phase du mouvement.

En déduire la vitesse du corps A a la fin de cette phase du mouvement.
c) Calculer I’accélération dans la deuxiéme phase du mouvement.
d) Déduire la distance totale D parcourue par le corps A.

Exercice 08
Un mobile M, de masse m, se déplace sans forces de frottement sur une tige. Il part du point O
avec une vitesse initiale quasi-nulle. Le mobile est soumis en plus de son poids P & la force de

réaction N de la tige et a une force F définie par la loi : F= m.Wo ; ou : Xo est un point fixe
situé a I’abscisse a sur I’axe horizontal (Ox) (voir figure 4.7).

A J
My
M
Jo
x| A7 t
0 a X,
figure 4.7
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1/ En utilisant le principe fondamental de la dynamique (P.F.D):

Etudier le mouvement du mobile M dans la base polaire (Gp, Ge).

2/ Trouver I’expression de po pour le mobile atteindre le point Mo.

3/ La tige, est la droite OMo. Le point Mo est defini par ses coordonnées polaires (p, €) dans le
plan (Oxy).

7 = . 7 - _} -
Déterminer I’expression de la force de réaction N de la tige.
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| I [kt dos iiEutnay | | (|

Exercice 01

+
1/ Composantes de I’accélération y(A)r :

, R -> ->
En systeme des coordonnées polaires de base (u,, Uo) :

- > o > dO_A) .« > .« > .
On a: (OA)Rr= p.U, (le vecteur-position) et v(A)r = Tl p.Up +p.0.Ug (le vecteur vitesse).

Ce qui donne le vecteur accélération : HA)r = (b — p@2)Up +(2p0 + p0).Us

2/ On montre que : %6 =C :

Le mouvement est central, donc : F= F(p).ﬁp
En appliquant le principe fondamental de la dynamique (PFD) au point A, on aura :

m. AA)R = F(p) = F(p).Uy

Ce qui implique que : (o — pf?2) = F(p) (1)
(200+p0)=0 )

(2) implique : Z. %(pzb):o — #9=Cte =C
0

3/ a— Moment cinétique de A au point O : h7lo(A)/R :
. > —> > - >
Le moment cinétique Mo(A)r = OA A M.V(A)r = M.p 26. U,
b/ On montre que le moment cinétique I\7Io(A)m est conservé :

d (—> p) =2 > > > >
4t Mo(A)r) = OA A m. /(AR = pp A F(p)Up = 0

D’autre part, comme :

> —
= Mo(A)r = Cte

Donc le moment cinétique est conservé (constant).

Soit : |||\_7|O(A)/R | =m.2.0

_)
On en déduit encore que : pz.b = ﬂw =Cte=C.
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Exercice 02

. . . > > > —>
Une particule M soumise a deux forces F1 =m.v et Fo =—2.0M.
1/ Equations différentielles du mouvement de la particule :

En utilisant le principe fondamental de la dynamique :
> > > > >
ZFext:my; donc: Fi+Fo=my 1)

Anpi z 2 T I
On peut écrire les forces F1, F2 et I’accélération ¥, dans la base polaire (up, us) :

-> > « >

Fi=m(p.up +p.6. ug) (2
> >

F2 = —2.p.Up (3)
> P " - P oo —>

v = (p—pOBH) U, + (200 + pb) ue (4)

En replacant les équations (2), (3) et (4) dans 1’équation (1), on obtient :
Mm.p— 2,0)[;,3 + m.p.bae = (p- p6? Uy + (200 + pb) Uo
Alors, on a deux équations : radiale et ortho-radiale, qui sont :
m.p—2p = m(;é — p¢'9 2) (I’équation radiale)
{ m.p.<.9 = m(2/3f9+ p'é) (I’équation ortho-radiale)
Sachantque: 0=t =0 =0 = 0=0.
On trouvera les équations différentielles du mouvement de la particule M :
{m-p—Zp:m(}o'—péz) )
p=2p ©)

Montrons que I’équation horaire du mouvement est donnée par : p=A.e " :

Pour trouver I’équation horaire du mouvement, on cherche la solution de I’équation
différentielle (6).

Ona:p = 2p=> %’?=2.p:>gf=?ldt )

On integre 1’équation (7) :

Jgﬂ:—lfdt —Inp=—t+Ink=p=ke
o 2 2

D’apres les conditions initiales : a I’instant t =0 : n= A=>k=A

On trouvera I’équation horaire du mouvement : p = A.e ‘22
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2/ Equation horaire du mouvement p = A.e' en utilisant le théoréme du moment
cinétique :
Par définition, le théoreme du moment cinétique est : dLo = Mo(z Fext) = Z OM A Fext

- - - - 7" _) —) _>
Ainsi, on a la relation du moment cinétique : Lo = OM A mv

> > > .« > o« >
Donc : Lo = p.Up A M(p.Up + pB.Us) = M.~ 6.U;

dLo dp>
Alor =2.m.
ors : o ®.p Uz (8)
On a deux forces exercées sur la particule, donc, on aura deux moments de force :
—> > > ( > .« > ) >
OM A F1 = p.Up A \m(p.Up + p.6. Ug)) = Mawp?.Us )
—> > > -> >

Si I’équation (8) = 1’équation (9), alors :

2.m.a).p%£Uz ma)pz.az = Z%t =p = dp = %.dt
Yo,

En intégrant la derniére relation, on trouve :

Jg’f=?1fdt:>Inp=?1t+ Ink = p=k.e 2= p=Aet?.
Alors, nous avons obtenu le méme résultat précédent.
Exercice 03

I/ En utilisant le principe fondamental de la dynamique :
a/ Etude du mouvement du mobile M :

figure 4.8

Le mobile M de masse m est soumis a deux forces : son poids P et la réaction du support N
On applique le principe fondamental de la dynamique :

> > > > >
ZFethm]/ =>P+N=my 1)
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- 2 > r1r . > \ 7
On peut écrire les forces P, N et I’accélération y, dans le systéme des coordonnées

intrinseques (la base de Frénet) (voir figure 4.8), comme suit :

( > A -> ->
P = mg.sinf.ur + mg.cosé.un

> >
X N = — N.un

> > 2 >
4 %.UT +V§.UN

\

En remplagant les expressions de I3, N et?/ dans la relation (1), on obtient :

. > > dv > Ve -

mg.sind.ur + (mg.cosd — N).un = M. uT + M. U (2
D’apres la relation (2), on a deux équations :
L’équation tangentielle : mg.singd = m.% = % =g.sind 3)

o , V2 N V2
L’équation normale : mg.cosé — N =m. R —> g.cosd “m°R 4)
b/ Expression de la vitesse :
D’apreés I’équation tangentielle (3), on a: dv_ g.sind = dv do _ g.siné@ ;

dt de dt
. .do_ . _ v

dol: =—==0=—

ou pm 0 R

v dv . .

Alors : Rdo " g.sind = v.dv =R.g.sin6.d@ (5)

On integre la relation (5) :

v 0 . V2 0 V2
f v.dv :R.g.f sinddd = —~= R.g.[-cosd]! == R.g.(1 -cosb)
0 0 2 2

Alors la vitesse du mobile est donnée par 1’expression :
v=1/2R.g( - cosb) (6)
On détermine la relation de la force de réaction N :

En remplagant 1’équation (6) dans (4), on obtient I’expression de la force de réaction :
N = mg.(3cosé- 2)

¢/ Position du mobile en quittant la trajectoire :

Le mobile quitte la trajectoire circulaire, lorsque : N = 0.

D’apres la relation de la force de réactionon a:

mg.(3cosd—2) =0 = (3cosf-2)=0= cos@zé d’ou: 0=48°

Alors : le mobile quitte la trajectoire si ’angle : 8= 48°
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11/ En utilisant le théoreme du moment cinétique :
a/ Etude du mouvement du mobile :

Par définition, le théoreme du moment cinétique est : ddlj[ = Mo(z Fext) = Z OM A Fext

—

Ainsi, la relation du moment cinétique est : Eo =OM AP

> — > > -> >
Alors: Lo= OM A mv =—R.Un A MV.Uur = R.m.v.U, (7)
Si on dérive I’expression (7), on obtient : d sto R.m. ?j\t/ (8)

Nous avons deux forces exercées sur le mobile, donc, on aura deux moments de force :

— > > ( .o —»0 . >

OM A P =—R.un A \mg.sin@.ur +mg.cosé.un/ = R.m.g.siné.u; 9)
— >

OM/\N——RUN/\ NUN—O (10)

b/ Expression de la vitesse :
D’apreés les relations (7), (8) et (9), on aura :

dv _ dvdo _
at g.sind :>d6?dt g.sind ;
do_ - _v
D’ou: a H—R
v dv
Alors : ﬁd@ g.sind = v.dv =R.g.sin6.d@ (11)

Si on integre la relation (11) :

fov v.dv :R.g.f; sin6.dé@

V2 _ 0 V2_
=5 = R.g.[-cosd]; =5 = R.g.(1 - cosé)

Alors la vitesse du mobile sera: v = \/Z.R.g(]— cos6b)

On détermine la relation de la force de réaction N :

En remplagant 1’équation (6) dans (4), on obtient : N = mg(3coséd— 2)
¢/ Position du mobile en quittant la trajectoire :

Le mobile quitte la surface lorsque : N = 0 ; alors : cos@= % d’ou: 0=48°

d/ Calcul de la vitesse lorsque le mobile quitte la trajectoire :
Le résultat de la vitesse est :

V= \/2.R.g(]— cosf) = \/2. 1,36. 10(1- cos48°) =2 m/s
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Exercice 04

Ona:F= (at-— b).T ,d’ou : a et b sont des constantes positives.
1/ Expression de I’accélération du point M en fonction du temps :

. R > ->

D’apreés le principe fondamental de la dynamique : Z Fext =my
> > > > > ] >

Donc:F =m.y = m.y=(at-b).i = }/Ia(a.t—b).l

Expression de la vitesse du point M en fonction du temps :
>

Par définition : 7= % = dv = 7.dt = (é(a.t b ).Tj.dt )

R . Vo> ty >
Alors on integre larelation (1) : J, dv = E(a.t— b).i [.dt

0

2

2/ Expression de la quantité du mouvement :

2
On obtient : V = mi(ﬂ — bt).T

La quantité du mouvement est définie par : P=mv

2
Donc: I3 = m.g = (%— bt).T

Equation du mouvement :

> ) R
Par définition : v = Of't—r = dr=v.dt= (i.(ﬂ - btj. ij.dt @)
r t 2
On intégre la relation (2) : fo dr = J (m—](% - bt).?j.dt
0

3
On obtient ; ? = i.(ﬂ - b—tZ)T
m\ 6 2

> >
3/ La force prend la forme : F = (Fo.e™®).1.

1/ Expression de ’accélération du point M en fonction du temps :
. . - _> _>
D’aprés le principe fondamental de la dynamique : Z Fext =my
Donc: F =m.y = m.y=(Fae*)i = 7= %(Fo.e*"-t).f
Expression de la vitesse du point M en fonction du temps :

R
Par définition : 7= f'j—‘t’ = dv = ydi= (al(Fo.e‘k't).T).dt 3)
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v t
Si on intégre la relation (3) : fo dv = J (%(Fo.ek-t).f).dt
0

On obtient : v = mi Fo1—e*y}

Expression de la quantité du mouvement :
Ona:P=mv= P= F?o.(l _e*y

Equation du mouvement :

-

ona: v=ar — dr=vdi= (r% Fo1—ey, ) )

dt
r
Si on intégre la relation (4) : fo dr :J G I:0(1 ey, )

0

On obtient : T = i FO 9 (et +kt — /).

Exercice 05
1/ Equation différentielle du mouvement a 1’aide du principe fondamental de la
dynamique en coordonnées polaires :

figure 4.9

En utilisant le principe fondamental de la dynamique, et d’apreés la figure 4.9, on a :
> > > > >
Fex=my =P+ T=my

Dans les coordonnées polaires, on peut écrire les relations suivantes :

> > . >

P = mg.cosé. up —mg.siné. ueg

>
=-T. Up

—¥

+

y=-1.62 Up+ 1.9, 0o
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Implique les équations du mouvement du mobile sont :
mg.cosd — T = —m.192 (1)
—mg.sind= m.l.9 (2)
D’apres 1’équation (2) on obtient I’équation différentielle du mouvement :
0+ Ig.sinez 0.

2/ L’équation différentielle du mouvement a I’aide du théoréme du moment cinétique :

_)
Le théoréeme du moment cinétique est défini par : %’ = I\7Io(z ?:ext) = Z OM A ﬁext

. . N > - 2
Ainsi, la relation du moment cinétique est : Lo = OM A P
Sachant que dans les coordonnées polaires on a :
—> -> > . >
OM= lLup et v=1.60.u¢
> — > -> .« >
Alors: Lo=OM Amv = LUpAm.LO. Us = Lo=12m.0 .0, (3)

On dérive I’expression (3), on obtient : d stO 12m.6. Uz 4)

—> > —> >
On aura deux moments de force (OM A P) et (OM A T):

— > > ( > . —>> .o

OM A P = L.up A \mg.cosé. u,—mg.siné. ug/ = — I.m.g.sin6.u; (5)
oA =) n C10,)=7 ©)
D’aprées les relations (4), (5) et (6), on obtient : 12m.o = - I.m.g.sin@

= 0+ —Ig—.sin9 = 0 (I’équation différentielle du mouvement).

3/ Expression de la vitesse du pendule :

La relation entre la vitesse v et la vitesse angulaire @ est :

v=10;donc: =15
dt
Et d’apres 1’équation (2) on obtient : 1.6 = ((]jl\t/ —g.sind = %tegv —g.sind
jeg—é—gsm@:vdV—lgsmede (7)

Si on intégre I’équation (7) : on aura :

f v.dv=—lg. S|n0d¢9 = 5_ 1.g(cos® — coséh)
0

Alors I’expression de la vitesse sera : v = \/2.I.g.(C050— cosdy)
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4/ Expression de la force de tension T du fil.

v

La relation (1), devient : 7 = mg.cosé + mlo2 = T = mg.cosé + m.I.I2

= 7 =m.g.coséd+ 2.m.g(cosé — coséb)

= T =m.g.(3.cos8— 2.coséh)

Exercice 06
1/ Equations du mouvement du mobile en coordonnées polaires :

En utilisant le principe fondamental de la dynamique: Z ?:ext = m}

figure 4.10

R , R -> -> ->
D’apres la figure 4.10 on a deux forces exercées sur le mobile, donc: P+ N=my
Dans le systéeme des coordonnées intrinséques, on a :

> . > >
P =—mg.siné. ur —mg.cosé. un

> ->
N= N. un
2
_;/: % GT + VE . GN
Implique les équations du mouvement du mobile sont :
. dv

—mg.sinf = m.— 1

gsi T (1)

VZ

—mg.cos@ + N = m.ﬁ 2)

2/ Expression de la vitesse angulaire du mobile au point A :
On cherche I’expression de la vitesse v :

On sait qu’en mouvement circulaire : Vv = R.0, et d’aprés 1’équation (1), on obtient :

dv_ dodv _ adv_
i g.sinf = dt'do g.sinfé = ad@ g.sin@
= v.dv=-R.g.sin6.d@ 3
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Si on intégre I’équation (3) : on aura :

2 2
f "vadv = - R.g.f “singdo = L VO = R.g(cosé — 1)
Vo 0 2 2

Alors : v =1/ve? + 2R.g(€c0s6 — 1)
Finalement, I’expression de la vitesse angulaire du mobile au point A devient :

n=V _ \JVZ + 2R.g(cos8 — 1)
"R R

Force de contact exercée par la piste sur le mobile au point A.

D’aprés 1’équation (1) on obtient : N= mg.cosd+ m.RH2
Ve’ + 2R.g(€os6H — 1))

R
3/ Condition sur vo pour que la particule arrive au point B.

Alors : N= m(g.cos@ +

Pour que le mobile M arrive au point B, il doit: vg = 0 (m/s) et: &= r (rad)
Donc : vo? + 2.R.g(-1-1) >0 =>vo? > 4.R.g = vo? > \[4Rg

Alors la condition sur vo pour que la particule arrive au point B est : vo = 2.\/R_.g
4/ Angle @dans le cas ou la vitesse initiale du mobile est vo = \/B—Rg :

Ona:v=1/vi+ 2R.g(osd — /).
Si le mobile s’arréte, donc : v =0 (m/s)

On obtient : vo? + 2.R.g(cos@ — 1) = 0 = v¢?> = — 2.R.g(cosé — 1)
— 3R.g=—2Rg(cos — 1) = 3=—2.(cosf — 1) = _g: cosd — 1

= cosf=1 2:>cos¢9 2:>9 3(rad)

Exercice 07
1/ Expression de la masse maximale de mg pour que le systtme des corps soit en

équilibre en fonction de ma et us :

R,T F 3 Y
}:’s A T
A >
v ;E;A T3
B
7 -33 ‘ h
vy

figure 4.11
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En appliquant le premier principe de Newton, sur le systéme de deux corps (A et B) :

On a a I’équilibre : D Be=0

Sur le corps A:

D’apres la figure 4.11, les forces appliquées sur le corps A sont : 5;\, 'T'A, N et ?s.

Donc : I_D)A+:|-)A+ KI +?S: 5

La projection de ces forces sur I’axe (xx’) s’écrit : Ta+f; =0 1)
La projection de ces forces sur I’axe (yy ) s’écrit: —Pa+ N =0 2
Sur le corps B :

D’apres la figure 4.11 ci-avant, les forces appliquées sur le corps B sont : BB et -T-B.

> > -
Donc:Pg+Tg=0

La projection de ces forces sur I’axe (yy’) s’écrit : Ps—Tg =0 3)
Etcomme : Ta=Ts 4)
Sachant que, le frottement statique est par définition : fs = us.N (5)

D’apres les relations précédentes, on a :
Pe=mg.g=Tg=Ta="fs = 1s.N = 15.Pa = ps.ma.g
Donc, I’expression de la masse maximale de mg pour que le systeme des corps soit en
équilibre en fonction de ma et ussera :
Mg max = Ls.MA
Alors, Memax = 0,5. 0,4 =0,2 kg

2/ Le systeme (A et B) se met en mouvement lorsqu’on prend une masse mg= 0,3 Kg.
a/ Nature du mouvement du corps A :

N4 '
> -
A T,
oo Je ) " s
S
v l‘f,‘{ Tz
B
Y
4 = h
PB v
L J ,}‘
figure 4.12
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On a deux étapes de mouvement du corps A jusqu’a son arrét :

Durant la premiere étape, les forces exercées sur le corps A sont constantes, I’accélération est
constante mais la vitesse augmente, donc, il s’agit d’un mouvement rectiligne uniformément
accelére.

Durant la deuxiéme étape, avec la présence des forces de frottement ainsi I’absence de la
masse mg, la vitesse diminue donc, il s’agit d’un mouvement rectiligne uniformément retarde.

b/ Calcul de I’accélération dans la premiére phase du mouvement :

En appliquant le principe fondamental de la dynamique : Z |_:>ext = m.?x

Sur le corps A :

Ona: 5A+T'A+KI+?g:mA;1

La projection de ces forces sur I’axe (xx’) s’écrit : Ta—fg = ma.p1 (6)
La projection de ces forces sur I’axe (yy’) s’écrit: N—Pa=0 (7)
Sur le corps B :

> > ->

Ona:Pg+ Tg=mg. )1

La projection de ces forces sur I’axe (yy’) s’écrit : Pg — Tg = mg.1 (8)
D’apres les relations (6) et (8), on obtient :

(6)+(8) = PB—fg: (mA +mB)7l:> n= PB— fg — n= Mg — f@mA g
Mma + Mg Ma +Ms

Alors : = W.m = 2,57 m/s?

Déduction de la vitesse vi1du corps A a la fin de la premiére phase :

On a I’expression suivante : v1% — vo? = 2.71.h

=>vi=1/2y.h=+/2.257.0,2 = 1,01m/s
c/ Calcul de I’accélération dans la deuxiéeme phase du mouvement :
Durant la deuxiéme étape le mouvement du corps A est rectiligne uniformément retardé.
En appliquant le principe fondamental de la dynamique, sur le corps A :

. > > > >
On obtient: Pa + N + fg= ma.»
La projection de ces forces sur I’axe (xx’) s’écrit : —fg = ma.» 9)

La projection de ces forces sur I’axe (yy’) s’écrit : N—Pa =0 (20)
D’apres les relations (9) et (10), on aura :

— g .N=Ma.)p = — g .Ma.g = Ma.p2

= p=—13.9=-03.10=-3 m/s?
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d/ Distance totale D parcourue par le corps A :
La distance d parcourue durant la deuxiéme phase est donnée par :

2 1,012
0-vi?=2pd= d=— YL =_ 4
LT 2y 2.(3)

Donc la distance totale sera: D=h+d=0,2+ 0,17 =0,37 m

=0,17m

Exercice 08

1/ En utilisant le principe fondamental de la dynamique :
Etude du mouvement du mobile M dans la base polaire :
Par définition et d’aprés la figure 4.13, on a :

F 9 }
N M;
M
Po R
& P x
0 a Xo
figure 4.13
> > > > > >
ZFext:m.]/ —>P+N+F=m.y
s s 4OM
Donc: mg+ N + m.MXo=m. pTE
La projection des forces sur I’axe Gp s’écrit :
m.p = —mg. siné + m.(a.cosé — p) 1)
La projection des forces sur 1’axe Ga s’écrit :
=-mg cosé + N —m.a.sink (2)

2/ Expression de po pour que le mobile atteint le point Mo

Le mobile atteindra le point Mo si la condition po <2(— g.siné + a.cosé) est réalisée.

d?—> d_) > > —
oM =m% = mg + N + m.MXo

@] m. =
na-m=e =M
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> > 1 2 > > —> —>
= mv.dv=d (Emv ) =(mg + N + m.MXy).dOM

. 1 2 > > — — .
Soit : d(zmv ) =(mg + N + m.MXy).dOM =-mg.sinéh.dp —m.pdp + m.a.cosé.dp

Si on intégre (en tenant compte des conditions aux limites), on obtient :

%mv2 = (m.a.cosé — mg.sin&o).p—% m.

Le mobile atteindra le point Mo si, sachant qu’en ce point la vitesse v = 0.
= (m.a.coséh —mg.siné).po —% m.pp?> 0 = po<2.(a.cos6p —g.sinéh)

3/ Expression de la force de réaction N de la tige :
D’aprés la relation (2), on trouve :

N = mg.cosé + m.a.siné = N = m(g.cosé + a.siné)
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O 5 Chapitre 05
TraVvail et Energie

5.1 Travail d’une force

5.1.1 Travail d’une force constante
_>
Le travail d’une force constante F appliquée a un point matériel M dans un mouvement
ags 7 e = - - > 7 -
rectiligne est defini par le produit scalaire entre F et le vecteur de déplacement AB :

> > —>
WA_>B(F) = F.AB
5.1.2 Travail d’une force variable — travail élémentaire :

Pour un petit déplacement rectiligne ou curviligne di du point d’application M de la force ﬁ,

. : > . . > > oo
le travail élémentaire de la force F est le produit scalaire : SW = F.dl = F.v.dt.

5.2 Puissance instantanée d’une force
- - Ve _) - 7 \ - Ve - - 7 Y
La puissance instantanée .#” d’une force F appliquée a un point matériel M qui se déplace a

une vitesse v est définie par la dérivée du travail de cette force WA—»B(I_:)) par rapport au
AW, p@)_2dl _ 2>
temps: = %2: F'E =F.v
5.3 Forces conservatives et non conservatives
» Force conservative : une force est dite conservative si le travail ne depend pas du
chemin suivi le point matériel.
» Force non conservative : une force est dite non conservative si le travail dépend du
chemin suivi le point matériel.
5.4 Energie
5.4.1 Energie cinétique
Dans un réferentiel (), I’énergie cinétique d’un point matériel M de masse m et de vitesse de

_) - -
mouvement v a I’instant t est définie par : Ec = é.mvz.

5.4.2 Energie potentielle
L’énergie potentielle d’un systéme physique notée E, est 1’énergie liée a une interaction, qui
possede un potentiel se transformant en d’autres énergies.

- s y . s . 9 . .
On dit qu’une force F dérive d’un potentiel, s’il existe une fonction Eptelle que :

—_—

_)
F=- grad Ep
La fonction scalaire E, est alors appelée énergie potentielle.
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Une force qui dérive d’un potentiel est dite conservative (centrale), c’est-a-dire que son
travail le long de n’importe quel trajet AB dépend uniquement de la position initiale A et
finale B.

> >
Soit un point matériel M soumis a une force F dérivant d’un potentiel Ep. Le travail de F sur
le trajet AB est indépendant du chemin suivi, donc :

WA—>B(|_:>) = fﬁa’) - — dep

>
W.i—5(F) = Epa) — Ep) =AEp
Ou: Epn) et Ep) sont les énergies potentielles du point M respectivement en A et en B.

5.4.3 Energie mécanique
L’énergie mécanique ou totale Ey d’une particule M est la somme de 1’énergie cinétique et de
’énergie potentielle : Em = Ec + Ep.
5.4.4 Théoréme de I’énergie cinétique
> Cas général : Dans le référentiel galiléen (%), le travail de toutes les forces
(conservatives et non conservatives) extérieures appliquées au point matériel M, entre
la position initiale (i) et la position finale (f), est égal a la variation de 1’énergie

cinétique de M : Z Wit (I_Eext): AEc = Ec — Ecj)
» Cas des forces conservatives : L’énergie mécanique totale est conservée, lorsque la
conservation des forces extérieures appliquées.
Ec + Ep = Em = constante.
5.5 Impulsion

L’impulsion de la force ﬁext appliquée a la particule, notée T, est la variation de la quantité de
mouvement AP de cette particule durant I’intervalle de temps [ti — t¢], alors :

> > > > > >

| = fdP =P(t) - P(t) = 4P = fFext.dt.

5.6 Centre d’inertie d’un solide

Un corps solide est caractérisé par son centre de d’inertie G (appelé aussi centre de masse ou
centre de gravité).

Le centre d’inertie G est le barycentre défini par son vecteur position OG tel que :

H_f(ﬁ)/l.dm_ /
m
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Ou: M est un point du solide affect¢ de 1’élément de masse dm, O est un point fixe
quelconque dans un repére galiléen, m est la masse totale du solide.

5.7 Moment d’inertie

5.7.1 Moment d’inertie d’un point matériel

Le moment d’inertie | d’un point matériel M de masse m par rapport & un axe (A) est défini
par : 1 =m.r?, ol : r est la distance du point M a ’axe (A).

5.7.2 Moment d’inertie d’un solide indéformable

Le moment d’inertie | d’un solide indéformable est défini par : | = [r2dm. ou: r est la

distance de I’élément de masse dm a I’axe (A).

5.7.3 Moment d’inertie par rapport a un axe de symétrie

Tige mince de | Cylindre plein | Sphére creuse de | Sphére pleine de
longueur L de rayon R rayon R rayon R
(Ag) 4 (A (4c)
G //-'—"—‘\ G/ G
C p-
c N
I G R
~_ |
_1 2 1 _2 2 _2 2
lag = 12.mL e 2.mR lac 3.mR e 5.mR

Tableau 5.1 : Moment d’inertie par rapport a un axe de symétrie
5.7.4 Théoréme d’Huygens
Le moment d’inertie l(4 d’un solide par rapport a un axe (4) est défini par :
l(4) = l(ac)+ m.d?
Ou : l(ac) est le moment d’inertie du solide par rapport a un axe (Ag) passant par G, d est la
distance entre (A) et (4s), m est la masse du solide.
(Ac) (4)

N

7

figure 5.1 : Théoreme d’Huygens
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|-, Enoncés des exurcices _|

Exercice 01

I/ Un point matériel est soumis a une force F de composantes cartésiennes suivantes :
Fy =xy
F, =x.z
a) Calculer le travail de la force F entre les points O(0, 0, 0) et A(2, 4, 4) le long de la
courbe C d’équations paramétriques : X =t;y =t? etz = t2

. . R 2 , -
[1/ Une particule est soumise a une force F de composantes cartésiennes : Fx =y et Fy = x.
b) Déterminer le travail de cette force lorsque le point se déplace sur sinusoide

d’équation : y = a.cos(2x) lorsque x varie de 0 a 7.

Exercice 02

1/ Calculer en coordonnées cartésiennes les composantes du vecteurs moment cinétiques
(Lx; Ly ; L) c’est a dire les moments par rapport a Ox, Oy, Oz.

2/ Exprimer ces composantes en fonction des coordonnées cylindriques p ; 6 et z.

3/ Calculer les composantes (Lx ; Ly ; L;) en coordonnées sphériques.

Exercice 03

Un chariot est lancé avec une vitesse initiale vo est soumis a une force de freinage constante
F1 = a>.k.m et a la résistance de I’air F2 = k.m.v?; ou : m est la masse du chariot, a et k sont
des constantes positives. On donne la loi de variation de la vitesse du chariot :

v(t)= a.tan(¢g— a.k.t) avec go = arctan (VEO )

1) Calculer I’'impulsion des forces appliquées entre les instants t = 0s et t.
2) En déduire la durée du parcours nécessaire a 1’arrét complet du chariot.

Exercice 04

Un mobile se déplace dans un champ de force F selon la relation :
> 2 2
F=(X-Ay)i+(2y-3X) ]

1) Déterminer la valeur de A pour que la force F dérive d’un potentiel U.

2) Trouver I’expression de 1’énergie potentielle U.
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Exercice 05
< s 2 e 2> 2 e
On considére deux champs de forces : F1 = (2.xy).1 + (x> + y2).j, F2 = (y? + xy).].

1) Calculer le travail effectué par : Iél, |_:>2 et F = Iél + Iéz pour aller de I’origine a A(1,1)
en suivant le trajet (C1) défini par la ligne droite y = x, puis le trajet (C2) défini par la
parabole y = x2,

2) Est ce que les forces Fiet Fodérivent elles d’une énergie potentielle ?
3) Sioui, quelle est donc cette énergie potentielle ?

Exercice 06

Un mobile M de masse m se déplace sur le trajet représenté sur la figure 5.2 ci-dessous.
C

figure 5.2

A l’instant t = 0 s, il est placé au point A, sans vitesse initiale. On suppose que le mouvement
sur le parcours AB soit sans frottement, mais sur BC, il existe une force de frottement

constante f .
1) Donner I’expression de la vitesse vm au point (M) a I’aide du théoréme de 1’énergie
cinétique.
2) La particule s’arrete sur le parcours BC au point A°. Calculer la distance d parcourue
par la particule.

On donne : Le coefficient de frottement dynamique @4 =0,3;R=0,16 m; a = Z rad.

Exercice 07
Dans le plan (xOy), un point matériel M de masse m se déplace sur la trajectoire définie par :

{x =a.sin(wt)
y =2.a.cos(wt)

Ou : a et w sont des constantes positives.

1) Quelle est la nature de la trajectoire du mouvement ? Justifier.

. 1z . ;- 2 2
2) Trouver les vecteurs vitesse et accélération, dans la base cartésienne (i, J).
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3) Montrer que la force agissant sur le point matériel M est centrale.
4) Exprimer 1’énergie cinétique du M en fonction du temps, en déduire la valeur maximale
de I’énergie cinétique.
5) En utilisant les coordonnées cylindriques :
a— Calculer le travail lorsque le mobile se déplace de A(2a,0) a B(0, a).
b— Retrouver ce résultat en utilisant le théoréme de 1’énergie cinétique.
6) Déterminer I’expression de la puissance instantanée et calculer le travail lorsque le point
materiel a fait un tour. Conclure.

7) Déterminer 1’énergie mécanique du point matériel.

Exercice 08
Dans un repere cartésien fixe R(Oxyz), on considére une particule M de masse m qui se trouve
dans le plan horizontal (xOy) et tourne autour de 1’axe vertical (Oz) sur un cercle de rayon R.
La position de la particule M est repérée en coordonnées polaires selon la relation suivante :
v2 = Vo?(1 —sind), Vo est la vitesse initiale positive.

1) Trouver la vitesse angulaire o = &de M en fonction de vo, R et 6.

2) Exprimer dans la base des coordonnées polaires, les composantes de 1’accélération
de M en fonction de vo, R et 6. En déduire la force F appliquée a la particule M.

. . , =2
3) Calculer la puissance instantanée de la force F.

4) En déduire 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle du mobile en supposant que

I’énergie potentielle est nulle en A car : 6h = — 12[ rad.

5) Calculer le travail de F lorsque le mobile se déplace de A a M.

6) Montrer que I’énergie mécanique totale est conservée. Conclure.

Exercice 09

On se propose d’étudier le mouvement, sur un axe horizontale Ox, d’une particule M de
masse m accrochée a un ressorts de masse négligeables, de méme raideur k et de méme
longueur & vide lo. Les deux autres extrémités des ressorts sont fixées aux points A et B de
I’axe Ox (on suppose que : OA = OB = a). Les frottements de M sur Ox sont supposés

négligeables (voir figure 5.3). On note x le déplacement de M sur 1’axe (OT\?I = x.T).
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aY
4 j" M B
0 i
figure 5.3

1) En utilisant le théoréme de 1’énergie cinétique :
a— Etablir I’équation différentielle du mouvement sous la forme :
X+ o?x=0
b/ Donner I’expression de I’impulsion ax et de la période To.
La particule M est maintenant soumise (en plus de son poids et de la réaction de I’axe OX) a

> -> .
une force d’amortissement visqueux fv = — a.v (@ : coefficient d’amortissement positif).
2/ En utilisant le principe fondamental de la dynamique :
Ecrire I’équation différentielle de M dans le cas ou les extrémités A et B sont fixes sur I’axe
Ox.

Onpose:ﬂ:ieta)&:z—k-
2m m
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| ‘ Solutions des exercices _ |

Exercice 01
—->
I/ Un point mateériel est soumis a une force F de composantes cartésiennes :
Fy =xy
F, =x.z

a/ Calcul du travail de la force I% entre les points O(0, 0, 0) et A(2, 4, 4) le long de la
courbe C d’équations paramétriques : x =t;y=t?etz =1?:
Ona:dx=dt;dy=2tdtetdz =2.t.dt

—

L’expression du travail élémentaire est : dW = F.dl = Fx.dx + Fy.dy + Fz.dz

Alors : W(r:) = fz Fx.dx + f4 Fy.dy + f4 F,.dz
0 0 0
W(IE) = foz (t°—t)dt + 2.[04 t“.dt + 2.f04 t%.dt
> [ 9] 2 57 4 57 4
W(E) = [5_3} . 2.H o+ z.H :

32 2048 L 2048 _ 12232
5 5 5 15

W(IE) = %— joules.

. . R 2 , - .
11/ Une particule M est soumise a une force F de composantes cartésiennes suivantes :
Fx=yetFy=x.

b/ Travail de la force F lorsque le point se déplace sur sinusoide d’équation :
y = a.cos(2x) lorsque x varie de 0 a .
On a:y = a.cos(2x) alors on obtient : dy = — 2.a.sin(2x)dx.

L’expression du travail élémentaire est : dW = F.dl = Fx.dx + Fy.dy
Donc : W(F) = f” y.dx + f” x.dy
0 0
W(IE) =a. f” COS(2X Jdx —2.a.f” X.Sin(2x Jx
0 0
2 1. u 1 1. u
Alors : W(F) = a.[i .sm(2x)} 0 —2.a.[—§ X.COS(2X) + 1 .sm(2x)} 0

W(I%) = mz.a joules
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Exercice 02
1/ Calcul des composantes du vecteur moment cinétiques (Lx; Ly; L;) c’est a I’air les
moments par rapport a ox ; oy ; 0z en coordonnées cartésiennes :

>

> >
Le moment cinétique est défini par : L=fAP=rAmv.
Dans la base des coordonnées cartésiennes :

.. L 2 2 >
Le vecteur position s’écrit: r =X. 1 +Yy. ] +z. k , ainsi

Le vecteur vitesse s”écrit | V = X. | T+ y T +72.k
> > 2
i J k
> > >
Donc:L =rAamv=] X y z -m(yz—zy)|+m(zx xz)J+m(xy yx)k

m.x my m.z

LX =m.¢y 7-1 y)
Onobtient: § Ly =m.@zx-xz)
Lz =m.X y -y >'<)
2/ Composantes du vecteur moment cinétiques en fonction des coordonnées cylindriques

p.0etz:
En coordonneées cylindriques on a les transformations suivantes :
X = p. c0SH X = p cosd — p.6.sind
y =p.sing = y p sin@ + p.0. cosd
=z
=1

Substituant dans 1’expression de L en coordonnées cartésiennes, on obtient :
Lx =m.[p. sin6.z —z.(p. sin@ + p.6. cosb)]
Ly =m.[z.(p. cos@ — p.B. sin6) — p. c0s6.Z]
Lz =m.[p. cose.(,b. sind +p.b. cosd) — p. sin@.(,b. cosd —p.b. sing)]

3/ Composantes du vecteur moment cinétiques en fonction des coordonnées sphériques
r;fete:

De la méme maniére en coordonnées sphériques (r, 6, ¢) :

On a les transformations suivantes :

X = r.sing.cosd

y = r.sing.sing

Z=r.C0S¢

X =T.5iN@.COSO + I.0.cO5p.cosO — I.0sing.sing
= y:F.singo.sine + r.fp.cosqo.sine + r.'asin(p.cose

i:f.cow — r.(}).sin(p
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On trouvera :

Lx = m.[(r.singo.sin&)(?.cosw - r.g'o.singo) - (r.cos@(f.singo.sine + r.gb.COSgo.sine +

r.'H.singo.cose)]

Ly = m.[(r.cos@)(r.sing.cos® + r.¢.c05¢.c0s6 — r.0.sinp.sind) — (r.sing.cosd )(r.cose

— r.fo.singo)]

Lz = m.[(r.sing.cosO)(r.sinpsingd + r..cospsingd + r.0sing.cosd) — (r.sing.sind)(r

Sing.cosé + r.g'o.cosw.cose - r.b.singp.sinH)]

Exercice 03
On a les forces exercées sur le chariot : F1 = a2.km et Fo = k.m.v?

La vitesse du chariot est donnée par : v(t)= a.tan(¢o— a.k.t) avec ¢o = arctan( %’ .

1/ Calcul de impulsion des forces appliquées entre les instantst=0s et t :

PP . . t
Par définition, I’'impulsion d’une force est: | = j Fat).dt
0

La résultante des forces appliquées au chariot est :
F=—Fi1—-F,= —a’km—km.v?=—a’km.[1 + tan’(go— a.k.1)]
Donc I’impulsion de cette force entre les instantt = Os et t est :

1= [ "Fe)dt= —atkm.[ [ +tan?(po—akt] dt = [matan(po-aky)] ;
0 0

Alors : | = m.a.[tan(pv— a.k.t)— tan(pg)] = m.a.tan(po— a.k.t) — m.vo
2/ Durée du parcours nécessaire a I’arrét complet du chariot :
L’arrét du chariot est obtenu a I’instant t ou :

| = 6P =—m.vo soit : tan(pv—a.kt) =0 t= a_.]k' Qo= a—llk.arctan(vg”)

C’est bien la valeur que I’on trouve directement en annulant 1I’expression de la vitesse v(t).

Exercice 04
Un mobile se déplace dans un champ de force selon la relation : F= x—A4y) T+ (2y—-3.X) T
1/ Valeur de A pour que la force Ié dérive d’un potentiel U :

Pour que la force F dérive d’un potentiel, il faut que la relation aé_li/x = %(X soit vérifiée.

LOFX _ oky _
Ona: Py A et Ew 3

Donc, on obtient lavaleurde 1: 1=3

: > > 2 >
L’expression de la force Festalors : F=(x—-3.y) 1 + (2y—3.X) ]
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2/ Expression de I’énergie potentielle U :

> _—> . R . . N
Nous savons que: F = — grad U(x, y); d’aprés a cette relation, nous aboutissons a
I’expression du potentiel dont dérive la force ci-dessus :

_5_U:Fx:x—3.y = —U:%.x2—3.y.x+f(y)

OX
—a—U:FyZZ.y—S.x = —3.x+m=2.y—3.x :>m:2.y
oy y y

Si on intégre la derniére relation, on trouve : f(y) = y?—cte
Finalement on aura I’expression de 1’énergie potentielle :

U, y) = —% X2+ 3.y.x—y? + cte

Exercice 05
> > > 2 >
On a les forces : F1 = (2.xy).1 + (x> + y?).], F2 = (Y + xy).j.

) B > > > > >
1/ Calcul du travail effectue par : F1, F2 et F = F1 + F2 pour aller de I’origine a A(1,1) en
suivant le trajet (C1) défini par la ligne droitey = x :

L’expression du travail ¢lémentaire est : dW = F.dl = Fx.dx + Fy.dy + Fz.dz, donc :

Woi (Fr) = fo " (2.xy).dx + fo L@+ yA)dy = fo " (2.X0).dx + fo " (2.42).dy
it (5],

2v_2,2_ 4.
Wo_4 (F1) = 3 + 3-3 joules.

2 1 1
Wo_4 (F2) = fo (y? + xy).dy = fo (2.y?).dy

> 37 1

> 2 .
Wo_4(F2) = 3 joules.

> > > 4 .
Wo—ia(F) =Woo4(F1) + Wo—4(F2) = 3 + = =2 joules.

WIN

Calcul du travail effectué par : Iél, _|£2 et I% = Iél + _IEz pour aller de I’origine a A(1,1) en
suivant le trajet (C.) défini par la parabole : y = x?:
Ona:y=x? donc:dy = 2.x.dx.

Wo-.4 (ﬁl) = fol (2.xy).dx + fol (X2 + y?).dy = fol (2.x3).dx + fol (x? + x%).2x.dx
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Wo—4 (I_:)l) = J;l (2.x3).dx + fol 2.(x3 + x°).dx

2.X 2x47 1 2x87 1
Wo- (P =| 2 }o B %

2 2
Wo-4 (F1) = 2 + =+

INNTNY
DIN

:% joules
Wo-.4 (ﬁz) = f ' (y? + xy).dy = f ' (x* + x3).2.x.dx = f ' 2.(x5 + x*).dx
0 0 0

o B [ 2] 2 [22]

11

22,2
Wo_4(F2) = T joules.
Wo-4 (E) =Wo-4 (F1) + Wo-4 (Fz) _ﬂ i—é— —é joules.

> >
2/ Est ce que les forces Fiet Fzdérivent elles d’une énergie potentielle ?
Pour que la force F dérive d’une énergie potentielle, il faut que la relation aaFyX %X soit

vérifiée.

> > >
Ona:Fi=(2xy).i + (X +Vy?.]

Implique : % =2Xx et %}iﬂ =2X
On obtient : oFX; — %}zﬂ , alors la force Iél dérive d’une énergie potentielle.

.. =2 e
Ainsi,ona: F2=(y>+ xy).j

OFXo _ -0 et yz_y

Implique : 6 —= Py Ew

Devient : %;/(2 # %}2’—2 alors la force ﬁz ne dérive pas d’une énergie potentielle.

3/ Calcul de I’énergie potentielle Ep :
. d 1 1 1
On sait que: F = — grad Ep(X, y); d’aprés a cette relation, on arrive a 1’expression de

_)
I’énergie potentielle dont dérive la force Fi:

_65: Fa=2xy = —Ep=yx2+1(y)

L RV N X2+m:x2+y2 :af(yzzyz
oy oy oy

3
Si on intégre la derniére relation, on trouve : f(y) = };— —Cte
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Finalement on aura I’expression de 1’énergie potentielle :

3
Ep(X, y) = —y.X2 — % + cte

Exercice 06

1/ L’expression de la vitesse vv au point M a I’aide du théoréme de 1’énergie cinétique :

figure 5.4

En utilisant théoréme de 1’énergie cinétique entre les points Aet M :

AEc = Z W('_:)ext) = W(I_:)ext)
> >
AEc = Ecm — Eca = Wamm(P) + W4 p(N)
Ecm = WA—»M(l_S) =m.g.h =m.g.R.sin@(d’apres la figure 5.4 ; ona: h = R.sin@d).

%.m.vm2 =m.g.Rsind = vm=1/2g.Rsind

2/ Calcul de la distance d parcourue par la particule sur BC :
On calcule la vitesse de la particule au point B :

AEc = Ecs — Eca = Wo_s(P) + Was(N)
Ecs = WAHB('E;) =m.g.h’=m.g.R
%.m.vB2 =mgR = vg=+/29R

On suppose que la particule s’arréte au point M’ sur le parcours BC.
En utilisant le théoréeme de I’énergie cinétique entre les points Bet M’ :

AEc = Ecy— Ecg = WB—»M’(I_S) + WA—»B(N)) + WA—>B(?)
Ecs =mgh’ +fd
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figure 5.5

D’aprés la figure 5.5 on obtient : 2"’ = d.sina

Ainsi, on sait que : f = gq. N ; sachant que : N = P.cosa = m.g.cosa

On aura, donc : %.m.vBZ: m.g.d.sina + pg.m.g.cosa.d

= vg2 = 2.9.(sina + u4.cosax).d

— 4= Vg’ _ 2.9.R
29.6ina + mg.cosa)  2.9.65ina + 14.coSx )
— d= — R _ 0,16 ~021m
(Sina + u4.cosa ) sinZ + 0.3.cos”
6 6
Exercice 07

1/ Nature de la trajectoire du mouvement :
2

X2 iz
2 =sin?(wt
Ona: {X —osinget devient : y “w
. _ ' 2
y = 2.a.cos(wt) 21% =cos?(wt)

XY
Donc: =+ Ad 1
Alors : La trajectoire est une ellipse.
. . - > >
2/ Vecteurs vitesse et accélération, dans la base cartésienne (1, J).

.- - . 2 2
On a le vecteur position : OM = a.sin(wt).i + 2.a.cos(at). ]

: > _ dOM > : >
Alors le vecteur vitesse est : v = T a.w.cos(at).1 — 2.a.@.5in(wt). ]
-> d_) > >
Et le vecteur accélérationest : y = d_\t/ = —a.@?sin(wt).1 — 2.a.0°.cos(wt).
7 = — . OM
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3/ On montre que la force, agissant, sur le point matériel M est centrale :

L’application du principe fondamental de la dynamique (P.F.D) permet d’écrire :
> > ) > — > —
Z Fext =M.y ou bien: F=—m.w20M car: y= — o> OM
Ve - —) _)
En coordonnées polaires ona : OM = p.up

- _’ _> - 7 - - Y
On obtient : F =—m.w2.p.u, ; alors : le point matériel est soumis & une force centrale.
4/ On exprime I’énergie cinétique du M en fonction du temps :

L’¢énergie cinétique est définie par : Ec = é mv?

La norme de la vitesse est : |V =v = a.wAlcosZ(@t) + 4sinZ(at)
= a.wA/ 3sin’(wt) + 1

Donc : Ec = —é mv? = —é m.a?.a?.(3.sin*(awt) + 1)

On déduit la valeur maximale de I’énergie cinétique :

L’énergie cinétique Ec est maximale si : sin?(wt) = 1

d’ou : Ecmax = é m.az.wz.(3 +1)= 2.m.a%.af

5/ En utilisant les coordonnées cylindriques :

a/ Calcul du travail lorsque le mobile se déplace de A(2a, 0) , B(0, a)
> —>

Le travail élémentaire s’écrit : OW = F. dI

= 2 2
WA_J;(I%):IPB;1 —-m.a’.p.dp :—m.af.[az—%‘}donc:
PA=

->
W,—p(F) = g.m.aﬂ.azjoules.
b/ Calcul du travail en utilisant le théoréme de I’énergie cinétique :

W.is(F) = AEc = Ecs — Eca= % m.aZ.a”.(3. sinz(g) +1) —%. m.a?.a”.(3.sin?(0) + 1)
2\ — _ _ 2 1.2
W,—5(F)= AEc = Ecg — Eca = 2. m.a%.a’ —E.m.a aF

WA—»B(I_:)) = AEc = Ecg —Eca= g.m.az.wz joules.

. —->
Alors on retrouve le méme résultat du travail de la force F.
6/ L’expression de la puissance instantanée :

- - 7 7 - - _) _)
La puissance instantanée est définie par : .= F.v

> 5 2
F=—mo-pu,
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V= plp+ pw. U ol p= an[3.cos’(@t) + 1 et p=— 6.3.0.CoS(at)sin(wt)
27/ 3.cos?(at) + 1

> > > . > > .
Alors: Z=F.N = (=m.o2puUp).(p.Up + p.@. Ug) =—m.a’.p.p

=-m.ea.(\[3cos?(wt) + 1) .(— 6.8.0.C08(w)sin (@t ))

2~/ 3.cos’(wt) + 1

= 3.m.w’.a%.cos(at).sin(wt)
Calcul du travail lorsque le point matériel fait un tour :

Le travail élémentaire s’écrit ainsi: W = .22dt

Sachant que : fdt=do = dt= d’—ez de
g o

We_5(F) = LZ” (3m.@”.a’cossind).do = 3.m.a)2.a2.[5in22(2”)— sin;(O)} =0

Conclusion :

WBHB(Ié) ; le travail est nul dans un cycle, donc la force F est conservative.
7/ Calcul de I’énergie mécanique du point matériel :

La force F dérive d’une énergie potentielle Ep ; donc : F=— grad Ep

Alors : Ep = %.m.az.a)z.(&cosz(a)t) + 1) + cte

Par définition :

EmM=Ec+Ep= %.m.az.a)z.(&sinz(a)t) +1) + %.m.az.wz.(&cosz(cot) + 1) + cte
Em=Ec+ Ep= g.m.az.a)z+ cte

L’énergie mécanique est indépendante du temps donc, elle est constante.
Exercice 08

Une particule M de masse m repérée en coordonnées polaires, sa vitesse est donnée par la

relation suivante : v2 = vo?(1 — siné), o est la vitesse initiale positive.

1/ Déterminons la vitesse angulaire @ = @ de M en fonction de vo, Ret 8:
- - -, . _> _> - - -
Dans un mouvement circulaire, le vecteur position est : OM = R.u, , ainsi le vecteur vitesse
> « > N .
est:v=R.0up;dol:v=R.O=R.w

Donc la vitesse angulaire : @ = 0= % = Yo ]R_ sind @
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2/ Composantes de ’accélération de M en fonction devo, Ret @ dans la base des
coordonnées polaires :

> . -> oo >
Le vecteur accélération d’un mouvement circulaire s’écrit : ¥ =—R.02.U, + R.6.Ug

V¢2.coS 6O
2R?

Si on dérive la relation (1), on obtient : §=—

D’ou:;:— [2(1 S|n0)up+c059uJ

2R

Vo= ‘%2. (1-sin6)u,

Alors les composantes de 1’accélération sont : )

Jp=_Yo cos@u
}/(9——2R o0

On déduit la force IE appliquée au mobile M.
Le principe fondamental de la dynamique (P.F.D) permet d’écrire :

> > > >
ZFext:m.y = F=my

>

= F= 2R [2(1 S|n6?)up+cos€u(9]

. . , >
3/ Calcul de la puissance instantanée de la force F.

> >
Par définition, la relation de la puissance instantanée de la force est : .= F.v

2 2 .
Alors : & = —%.[2(1— sine).ﬁp + cosaaej [R HUa] %.cos&.R.e

3 -
?]’:—%200590 m.;/o .cos@.“]_RS'nH

4/ L>énergie cinétique et I’énergie potentielle de la particule :

L’énergie cinétique s’écrit : Ec = %.m.vz = %.m.voz.(l —siné).

En supposant que I’énergie potentielle est nulle en position A ; sachant que : 6a = — g

L’énergie potentielle s’écrit alors : Ep = %.m.voz.(l + sind).

5/ Calcul du travail de F lorsque la particule mobile se déplace de Aa M :

Le travail élémentaire s’écrit ; OW = .Z.dt

Donc:WAHM(lé):( m;’”zcosee dt
dé

Sachant que : Odt=do = dt==2
0
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2

[
On obtient:WAﬁm(lé): J (—M.cose).de

z
2

Alors : Wau(F) = —%.m.VOZ-(l +siné).

6/ On montre que I’énergie mécanique totale est conservée :
L’énergie mécanique est : Em = Ec + Ep

1

Em= 1.m.v02.(1 —siné) + 5

2

Alors : 1’énergie mécanique totale est conservée.

.m.vo?.(1—sind) = m.ve? = constante.

Conclusion : L’énergie mécanique est constante si la force F est conservative.

Exercice 09
1/ En utilisant le théoréme de I’énergie cinétique :
a/ Equation différentielle du mouvement :

Ay

|-..0000000000

figure 5.6

. . > , . 2 .
Les forces exercées sur la particule M sont : le poids P, la réaction du support R, les tensions

> >
du ressort Ty et To.
D’apres la figure 5.6, on a :

N >
P=-mg. ]
R=R.]
g e
> > >
Ti=—k.(AO +x—1lg). i =—k.(a+x—1o). 1
> > >
\T2=—k.(OB-x—1lo). (—i1)=+k(a—x—1o). i

Par définition 1’énergie cinétique est : Ec = %.mvz
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1 ‘o > . >
Donc: Ec = =.m x“; tel que : v(M) = x(M). i

2
Si on dérive I’éxpression de 1’énergie cinétique, on obtient 1’équation (1) :
dEC .o
—= = M.X.X 1
. (1)

Et d’aprés le théoréme de 1’énergie cinétique, défini par : dEC ﬂFext)

A > ; > > >
Sachant que la puissance . Fex) est donnée par : . AFext) = Fext.V
> > . > > . > > > .« > > > . > > e >
Donc: AFex) = (P.x. 1)+ (R.x. 1)+ (Ti+T2) X. 1 =(Te+T2) X 1= (<2.kx. 1).(x. 1)

AFex) = -2k X. X @)
D’apres les relations (1) et (2), sachant que : (1) = (2)

Onobtient: mx.X = —2kx.Xx = mX +2kx=0 = X +%kx—0

On pose : wo?= 2k
m

On aura I’équation différentielle du mouvement de la particule M :
X + wo2x=0

b/ Expression de I’'impulsion ax et de la période To

Ona: wo?= %k = wo = \/% (I'impulsion ax)

To = =27 = To =27~ |0 (la période To)
o 2.k

2/ En utilisant le principe fondamental de la dynamique :
Equation différentielle de M ou les extrémités A et B sont fixes sur I’axe OX :

\ I . > ->
D’apres le principe fondamental de la dynamique : Z Fext =m.y

> > > > >
Donc:P+R+Ti+To=m.y
La projection des forces suivant 1’axe (0x) :

_2KkX—a X =m. X = X +—>'<—2—kx 0
m m

w2 = 2K

On pose : 1 =-% et
2m m

Alors, 1’équation différentielle de M sera :

X +2.2.X— @?X=0 A3)
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