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Résumé

Le phénomeéne de l'interaction dynamique entre les dalles de roulement et
les véhicules mobiles est trés complexe dans la réalité car plusieurs facteurs
entre en jeu. Les facteurs les plus importants intervenant dans cette interaction
dynamique sont : la dalle de roulement, le véhicule comme source d'excitation et
I'état de la chaussée comme interface entre le véhicule et la dalle de roulement.
C'est un syjet d'extréme importance qui a fait 'objet de réflexion auparavant et
continu d'étre d'actualité, vu le nombre d'ouvrages réalisés, 1'augmentation du
trafic routier et 1'augmentation du tonnage par essieu. Les véhicules traversant
les dalles de roulement a grandes vitesses peuvent engendrer des effets
dynamiques 1mportants. Ces effets doivent étre ¢tudies en simulant

effectivement les réponses dynamiques des dalles de roulement et des véhicules.

Dans ce contexte, nous avons ¢tudi¢ le comportement dynamique des
dalles de roulement des ponts routiers multi-travées a supports €lastiques, sous
la sollicitation des camions a essieux tandem et tridem. Ce travail est intéressant
et ambitieux car, il concerne une structure d’importance majeure que sont les
dalles de roulement. Il ne peut que contribuer dans la compréhension des
phénomenes dus aux charges dynamiques mobiles, résonances, amplification

dynamique et autres.

Dans cette étude, la dalle de roulement est modélisée par une plaque
mince orthotrope multi-travées a supports ¢lastiques. Le profil de la chaussée est
mod¢lisé par une densité spectrale de puissance. Le camion est modélisé par
quatre modeles dynamiques discrets tridimensionnels a essieux tandem et tridem

dont deux mode¢les sont avec semi-remorques.

Les équations de mouvement de chaque modéle sont obtenues en
appliquant la loi fondamentale de la dynamique. L.’équation de mouvement de la
dalle de roulement est résolue en utilisant la méthode de superposition modale

en bénéficiant des propriétés d’orthogonalité des modes propres pour obtenir a
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la fin un systeme d’équations modales découplées. Les équations de mouvement
du systeme dalle de roulement-camion sont couplées. Ils sont intégrés

numeériquement par la méthode de Newmark avec un processus de calcul itératif.

Nous avons €laboré deux principaux programmes en langage FORTRAN
capables de simuler le passage du camion sur la dalle de roulement. Les
fréquences propre de la dalle de roulement sont calculées appart en utilisant le
logiciel MATHEMATICA. Des résultats concernant les fréquences et les
modes propres d’une dalle de roulement orthotrope a deux travées, sont
présentés et comparés avec le code de calcul ANSYS et la littérature. D’ autres
résultats de plusieurs simulations numériques de passage d’un camion a onze
degrés de liberté sur une dalle de roulement a deux travées sont présentés et

interprétés et comparées avec ceux d’un camion a neuf degres de liberte.

Mots clés : Comportement dynamique / Dalle de roulement / Camion /

Interaction dynamique / Supports ¢lastiques / Essieux tandem et tridem.
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Abstract

The dynamic interaction phenomenon between bridge decks and moving
trucks is very complex in reality because several factors come into play. The
most important factors involved in this dynamic interaction are: the bridge deck,
the truck as excitation source and the state of the roadway as an interface
between the truck and the road surface. This is an extremely important subject
that has been the subject of reflection before and continues to be topical, given
the number of works carried out, the increase in road traffic and the increase in
tonnage per axle. Vehicles crossing road slabs at high speeds can cause
significant dynamic effects. These effects must be effectively studied by

simulating the dynamic responses of bridge deck and truck.

In this context, we studied the dynamic behavior of multi-span bridge
deck with elastic supports, under the solicitation of truck with tandem and
tridem axles. This work is interesting and ambitious because it concerns a
structure of major importance that is the bridge deck. It can only contribute to
understand the phenomena due to mobile dynamic loads, resonances, dynamic

amplification and others.

In this study, the bridge deck is modeled by a multi-span orthotropic thin
plate with elastic supports. The pavement profile is modeled by a power spectral
density. The truck is modeled by four three-dimensional discrete dynamic
models with tandem and tridem axles of which two models are with semi-

trailers.



Abstract 2022

The equations of motion for each model are obtained by applying the
dynamic fundamental law. The equation of motion of the bridge deck is solved
using the modal superposition method, taking advantage of the orthogonality
properties of the mode shapes to obtain at the end a decoupled modal equations
system. The equations of motion of the bridge deck-truck system are coupled.
They are numerically integrated by Newmark's method with an iterative

calculation process.

We have developed two main programs in FORTRAN language capable
to simulate the passage of the truck on the bridge deck. The natural frequencies
of the bridge deck are calculated apart using the MATHEMATICA software.
Results concerning the frequencies and the mode shapes of an orthotropic two
spans bridge deck are presented and validated with the ANSYS calculation
software and the literature. Other results of several numerical simulations of
passage of a truck with eleven degrees of freedom on a bridge deck with two
spans are presented and interpreted and compared with those of a truck with

nine degrees of freedom.

Keywords: Dynamic behavior / Bridge deck / Truck / Dynamic interaction /

Elastic supports / Tandem and tridem axles.
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Principales notations et symboles

Excentricités

Amplitudes modales

Paramétres de fréquences
Constantes d’intégration a déterminer par les conditions aux

limites et de continuités

Largeur de la dalles de roulement

Epaisseur de la dalle de roulement

Longueur de la dalles de roulement

Masse volumique de la dalle de roulement

Rigidités de flexion la dalles de roulement selon x et y
Rigidité de torsion du pont

Module d'¢lasticité

Modules d'¢lasticité selon x et y respectivement

Ccefficients de Poisson

Facteur d'Amplification Dynamique

Module de cisaillement

Rigidité équivalente la dalle de roulement
Caractéristiques de la section de la poutre raidisseur
Fréquences modales de la dalles de roulement
Parametres de stabilité de la méthode de Newmark
Masses modales

Rigidités modales

Amortissements modaux

Forces modales

Amortissement dans le pneu i du camion
Amortissement dans la suspension i du camion
Rigidité dans le pneu i du camion

Rigidité dans la suspension i du camion
Matrice de masse du camion

Matrice d'amortissement du camion
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(K] Matrice de rigidité du camion

At Pas du temps

b Modes propres de la dalle de roulement

@i Modes propres de la dalle de roulement selon x

g Accélération de la pesanteur

€ Tolérance de convergence

Zy 0y 6y Le brandissement , le tangage et le roulis du camion
respectivement

m; Masses des roues 7 avec essieux

m,, 1y, Masse et moment d'inertie du bloc du camion respectivement

m,, 1, Masse et moment d’inertie de la barre pivotante
respectivement

Iy .1, Moments d'inertie de tangage et de roulis du bloc rigide du

camion respectivement
w Déplacement vertical de la dalle de roulement du pont
w; Déplacement vertical de la dalle de roulement du pont au point

de contact i

A, Coefficient de rugosité spectrale

7 Rugosité du profil statique au point de contact i

{Z,} Vecteur des degrés de liberté du véhicule

{Fg} Vecteur des forces de pesanteur

{F i“‘} Vecteur des forces d’interaction en chaque point de contact i
F Force d'interaction entre la £ roue du véhicule et la dalle de

roulement du pont

oy Pulsations propres de la dalle de roulement du pont
Wk Nombre d’ondes

Wy Fréquence de discontinuité

Ok Variable aléatoire

Q, Fréquences de passage

q; Déplacements généralisés (coordonnées modales)
ki, ki, ki Rigidités des appuis élastiques de la poutre

[ Longueur du pont
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Introduction générale

Le passage des camions a grandes vitesses sur les dalles de roulement des ponts routiers
peut engendrer des effets dynamiques importants et doit étre étudiée en simulant
effectivement le déplacement de la dalle de roulement et du camion. Ce dernier aspect, li¢ au
fonctionnement des dalles de roulement, a fait l'objet de réflexions auparavant et continue
d'étre d'actualité. Le probléme de I'amplification des efforts pour des effets dynamiques reste
sensible et préoccupant du fait de l'augmentation du trafic routier, tant sur le plan des
intensités et de la fréquence de passages, que sur celui des vitesses de circulation. Dans ce
contexte, nous présentons une modélisation vibratoire d'une dalle de roulement d’un pont de
la chaussée multi-travées, a supports élastiques, lors du passage d’un camion avec la prise en
compte de l'interaction dynamique dalle — camion et des irrégularités aléatoires du profil de la

chaussée.

Dans le premier chapitre, nous avons fait une recherche bibliographique de plusieurs
articles publiés récemment dans le domaine. Nous avons expliquée la nature des vibrations
des dalles de roulement et leurs caractéristiques, les caractéristiques des camions et du profil
de la chaussée. Nous avons donnée une définition du Facteur d’ Amplification Dynamique et
de son importance dans la conception des dalles de roulement. A la fin du chapitre, nous
avons expliquée le phénomeéne d’interaction dynamique dalle-camion et les méthodes de

résolution existent dans la littérature.

Au chapitre deux, nous avons présenté une méthode semi-analytique pour calculer les
fréquences et les modes propres d’une dalle de roulement orthotrope multi-travées a support
rigides. Ce travail, réalis¢ auparavant, est trés intéressant pour le développement du troisieéme
chapitre. Cette méthode est basée sur I’approche modale et tient compte du couplage
intermodal, généralement négligé dans la littérature. A la fin du chapitre, nous avons présenté
et comparé¢ les résultats de deux exemples numériques avec ANSYS. Une excellente
concordance est observée.

Pour étudier les vibrations d'une dalle de roulement d’un pont de la chaussée multi-
travées, reposant sur des appareils d’appui, nous avons commencé au chapitre trois par le
calcul des fréquences et des modes propres d’une dalle de roulement multi-travées a supports
¢lastiques. La méme approche développée dans le deuxieéme chapitre est utilisée ici. Deux

exemples numériques sont présentés et comparés. Une excellente concordance est observée.
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Au quatrieme chapitre, nous avons développé les équations du mouvement de quatre
modeles tridimensionnels de camion. Deux modéles a essieux tandem a neuf et a onze degrés
de liberté respectivement et deux autre modeles semi-remorques a essieux tandem et tridem a
dix-huit et vingt degrés de liberté respectivement. C’est travail originale de cette thése. Sur la
base de certaines hypothéses simplificatrices, les équations de mouvement de différents

modeles sont obtenues en utilisant la méthode de Newton.

Au cinquieme chapitre, nous avons étudié¢ le phénomene de I’interaction dynamique de
la dalle de roulement et du camion avec la prise en compte du profil de la chaussée. La dalle
est modélisée par une plaque orthotrope multi-travées a supports €lastiques linéaires. Le profil
de la chaussée est modélisé par une densité spectrale de puissance, caractérisée par un
coefficient de rugosité et une variable aléatoire. A la fin du chapitre, nous avons présenté la
méthode d’intégration numérique de Newmark pour la résolution des équations de
mouvement couplées. Le calcul s’effectue en utilisant un processus itératif. Sur la base de la
modélisation et l'algorithme proposés pour résoudre les équations du mouvement couplées
dalle-camion d'une maniere découplée, nous avons élaboré deux principaux programmes de
calcul en Langage FORTRAN.

Finalement le chapitre six est focalisé sur I’analyse des réponses dynamique d’une
dalle de roulement orthotrope a deux travées a supports élastiques, sollicitée par le passage de
deux mod¢les de camions a neuf et a onze degrés de liberté. Dans cet exemple, nous avons
présenté les réponses dynamiques de la dalle et du camion, nous avons étudié notamment
I’influence de la vitesse de passage, de 1’état de la chaussée, de la masse du camion et du type

de camion sur le facteur d’amplification dynamique et les forces d’interactions.
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Chapitre 1

Recherche bibliographique

1.1 Etat de ’art

La compréhension des vibrations libres des dalles de roulement des ponts routiers
multi-travées est une étape essentielle pour étudier les vibrations forcées sous la sollicitation
de chargement mobile. Plusieurs types de sections de tablier de ponts routiers ont été
homogénéisés avec précision par des plaques orthotropes avec des propriétés équivalentes
[1,2]. Parmi celles-ci, nous motionnons les premiéres importantes contributions de
Timoshenko et Woinowsky [3] et Leissa [4] sur les plaques rectangulaires continues, les
plaques sur fondations élastiques et la flexion des plaques anisotropes.

Plus récemment, Zhu et Law [5] ont identifiés des charges mobiles sur une poutre
d’Euler-Bernoulli multi-travées, continue sur des appuis élastiques. Dans ce travail, chaque
appui élastique a été modélisé par une rigidité verticale et une rigidité torsionnelle. Pour
quantifier les charges en mouvement, une méthode basée sur la superposition modale a été
combinée avec une technique de régularisation en utilisant différents types de réponses
mesurées. Les auteurs ont conclu que la rigidité verticale de I’appui influe fortement sur les
charges identifiées lorsque la rigidité en flexion de la poutre est faible.

Lin et Chang [6] ont adopté une méthode hybride analytique/numérique pour étudier la
vibration libre d'une poutre de Timoshenko a plusieurs travées, continue sur les appuis,
simplement supportée aux extrémités avec des appuis intermédiaires élastiques. Dans ce
travail, deux séries d'équations du mouvement ont été écrites pour chaque travée : 1’'une pour
le déplacement vertical et I’autre pour la pente. L'application des conditions aux limites et de
continuités aboutie a un polyndme caractéristique dont le degré n'augmente pas avec
I’augmentation du nombre d’appuis intermédiaires.

Li, et al [7] ont développé une méthode analytique pour déterminer les fréquences et
les modes propres d'une plaque mince isotrope rectangulaire a une seule travée dont tous les
bords sont des appuis élastiques uniformément distribuées. Le déplacement vertical de la
plaque est exprimé par une combinaison de plusieurs développements en série de Fourier, qui
satisfont a la fois 1'équation du mouvement et les conditions aux limites sur tous les bords.
Cette méthode générale s’applique a une grande variété de cas classiques, comme démontrer,
avec un grand accord, la modélisation par ¢éléments finis précédemment publiée par
Takabatake et Nagared [8]. Li et al, ont affirmé que cette méthode pouvait étre étendue a des
points restreins non uniformes, des supports partiels et des combinaisons de ceux-ci.

Takabatake et Nagareda [8] ont développé une méthode analytique simplifiée pour
analyser les fléches statiques, les vibrations libres et forcées d'une plaque rectangulaire mince
isotrope avec des poutres sur touts les bords. Les conditions aux limites d'une plaque
supportée par des poutres de bord (telles que précédemment résolues par Vinson [9]) ont été

3
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remplacées par des bords retenus élastiquement par des rigidités en translation et en rotation.
Ils ont utilis¢ la méthode Galerkin pour I'analyse statique de la plaque. Un bon accord a été
observé lorsque I'approximation de forme fermée a été comparée a un modele éléments finis.

Cheung et Zhou, ont aussi étudié les vibrations libres de plaques rectangulaires minces
orthotropes avec des appuis ¢lastiques intermédiaires linéaires dans les deux directions et des
ressorts de torsion sur les bords. Cette étude est basée sur des fonctions de poutres statiques
le long des directions x et y dans la méthode de Rayleigh-Ritz. Notons que cette
décomposition n'a pas pris en compte le couplage intermodal causé par les dérivées mixtes qui
apparaissent dans la formulation des conditions de bord libre des plaques comme le montre
Gorman et Garibaldi [11].

Une approche semi-analytique pour déterminer les fréquences et les modes propres
d’une plaque orthotrope multi-travées avec des supports linéaires rigides a été introduite par
Rezaiguia et Laefer [12] et Rezaiguia et al. [13], basé sur la superposition modale avec la
prise en compte du couplage intermodal. La comparaison des fréquences et des modes propres
avec les résultats de la méthode des ¢léments finis donne une erreur inférieure a 2%. Cette
approche a été utilisée pour étudier l'interaction dynamique entre les dalles de roulement et les
véhicules mobiles.

Ma, et al [14] ont étudié I’interaction dynamique des ponts routiers poutres a caisson
multi-travées avec un camion HS20-44 & onze degrés de liberté pour identifier les Facteurs
d’ Amplification Dynamique (FAD) de 15 ponts poutres. Ce dernier est influencé par de
nombreux parametres, notamment la rugosité de la route, les interactions véhicule/dalle de
roulement et la vitesse de passage. Les résultats indiquent que les FAD augmentent
considérablement lorsque des phénoménes de résonance se produisent. La résonance
véhicule/dalle de roulement est étroitement liée a la fréquence fondamentale du véhicule, a la
fréquence fondamentale de la dalle et a la fréquence de perturbation causée par le mouvement
vertical du véhicule. La vitesse de déplacement exerce une influence importante sur la
résonance. Dans la plupart des cas, la valeur max du FAD est obtenue dans la plage de
vitesses de 40 a 60 km/h. La résonance véhicule/dalle de roulement peut étre causée par le les
deux premiers modes propres de la dalle de roulement. Les formules empiriques utilisées dans
les codes de calcul pour la conception des ponts actuels ne tiennent pas compte de l'influence
de la résonance et de la vitesse de déplacement sur les FAD des dalles de roulement des ponts
routiers. Le FAD maximal peut dépasser 1,7.

Oliva et al [15] ont présenté une méthode couplée pour étudier l'interaction dynamique
véhicule/pont routier dans laquelle des modeles d'éléments finis sont utilisés pour la structure,
des modeles dynamiques discrets pour les véhicules et l'interaction sont représentées au
moyen d'un contact avec la méthode de pénalité linéaire. Ce modele peut reproduire les non-
linéarités de la structure, du véhicule et de l'interaction dynamique. Il a été implémenté dans
un logiciel commercial d'¢léments finis existant. En ce qui concerne les irrégularités de la
route, une méthodologie pour générer des profils la route est développée et une expression
pour la fonction de cohérence des revétements routiers, qui simplifie la génération de tels
profils, est proposée. Ces méthodes sont appliquées a deux ponts différents. Les résultats
montrent la pertinence de considérer une définition de surface compléte lorsque la réponse
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dynamique des ponts routiers et des véhicules est analysée. Une attention particuliére est
également accordée aux vibrations du véhicule car elles sont également influencées par la
surface de la route.

Yin et al [16] ont présenté une méthode pour analyser la réponse aléatoire non
stationnaire des ponts en utilisant 1'équivalence d'une technique de covariance. Pour cela, ils
ont utilis¢ un modele du véhicule a deux essieux et analysé trois modéles de ponts typiques.
Les résultats numériques ont indiqué que 1'amplitude de réponse aléatoire non stationnaire des
roues est proportionnelle a la vitesse du véhicule. Ils ont également montré que l'utilisation
d'un processus stationnaire pour modéliser le profil de la route a différentes vitesses peut a la
fois sous-estimer et surestimer les effets dynamiques.

Dans I’article de Harris et al [17] une nouvelle approche pour minimiser les réponses
dynamiques des dalles de roulement ponts a courte portée lors du passage de véhicules est
présentée. La réduction est obtenue grace au réglage du coefficient d'amortissement de la
suspension du véhicule juste avant le passage a niveau. Il est montré qu'un seul coefficient
d'amortissement optimal peut étre déterminé pour une vitesse donnée et tout profil routier
spécifié. Cette approche peut faciliter la mise en ceuvre puisque 1'amortissement optimal est
sélectionné en amont du pont et qu'il n'est pas nécessaire de faire varier en continu le
coefficient d'amortissement lors de la traversée.

Tarighi et Wang [18] ont étudié I’influence des camions longs combinés sur le facteur
d’impact d’une chaussée. Le facteur d’impact du pneu ici est plus important et il peut étre
utilisé comme indicateur de la contrainte exercée sur la chaussée. Dans cette recherche, trois
types différents de camions plus longs combinés a sept, huit et neuf axes ont été modélisés et
les résultats ont comparés avec celles des camions simples. Les équations de mouvement des
différents camions ont été dérivées et ces camions ont été soumis a différentes conditions de
surface de la route. La réponse dynamique des camions due a l'irrégularité de la surface de la
route a été calculée et comparée aux résultats des autres types de camions tels que les camions
a simples et les camions a remorques. De plus, les effets d'un seul choc sur la route, lorsque
différents camions circulent, ont été étudiés. Les résultats présents peuvent également
préparer la premiere étape pour étudier les effets des camions lords plus long sur les ponts
routiers. Les résultats de cette étude montrent que les facteurs d'impact des pneumatiques dus
au passage des camions plus long sur les chaussées sont quasiment dans la méme fourchette
que les autres types de camions de sorte que la prise en charge des camions plus long ne
nécessite pas de considérations particuliéres en ce qui concerne les chaussées.

Les dalles de roulement en Polymére a Fibres Renforcés (FRP) deviennent plus
populaires et il est nécessaire de comprendre leur comportement. Les caractéristiques des
dalles de roulement en FRP (telles que la masse, la rigidité et I'amortissement) sont tres
différentes de celles des dalles de roulement en béton traditionnels. Zhang et Cai, [19] ont
¢tudi¢ la réponse dynamique des dalles de roulement multi- travées en FRP sous la
sollicitation d’un camion tridimensionnel HS20-44. La méthode des ¢éléments finis est utilisée
pour étudier la répartition de la charge et la réponse dynamique sur la dalle. L'interaction
dynamique est obtenue dans le domaine temporel en considérant la rugosité de la chaussée
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comme une excitation verticale du camion a cause de la vitesse. La répartition de la charge et
la réponse dynamique de la dalle FRP est comparée avec celle d’une dalle en béton.

Une défaillance importante des ponts due a l'effondrement complet des piles a été
observée lors de chaque événement sismique majeur. Roy et Dash [20], ont étudié¢ le
comportement dynamique d'un pont poutres continues précontraint avec appareils d’appui en
caoutchouc de plomb (LRB). Une analyse temporelle modale et non linéaire modale ont été
effectuées avec et sans appareil d’appui. Un modele élastique simple a été appliqué pour
modéliser les différents composants du pont. Les piliers et les tétes de pieu sont modélisés
comme des éléments rigides. Les cinq premiers modes propres, les caractéristiques modales,
le décalage des périodes de temps, le cisaillement de la base, le déplacement de la
superstructure et I'accélération de la dalle sont présentés. Les modifications du cisaillement de
la base sont également étudiées en raison du décalage de la période de temps conformément
aux codes disponibles. L'avantage qui peut étre dérivé de l'utilisation de 1’appareil d'appui
d'isolement dans la réponse dynamique du pont a été quantifié dans cet article avec
l'incorporation de l'effet de consolation du sol qui peut se produire pendant les tremblements
de terre.

L'effet dynamique des véhicules mobiles sur les ponts est généralement traduit par un
facteur d'impact dans de nombreux codes de conception. En raison de la dégradation de la
surface de la route des ponts existants, des études ont montré que les facteurs d'impact
calculés a partir des mesures expérimentales pourraient étre supérieurs aux valeurs spécifiées
dans les codes de conception qui ciblent principalement la conception de nouveaux ponts.
Deng et Cai [21], ont développé un modéle dynamique couplé pont- véhicule 3D pour simuler
l'interaction dynamique entre un pont et des véhicules et étudie le facteur d'impact pour les
ponts multi-poutres en béton. Ils ont étudié 1’influence de la longueur de la portée du pont, de
la vitesse de passage du véhicule et de 1'état de la surface de la route sur le facteur d'impact.
Des tests expérimentaux sont ensuite effectués sur les facteurs d'impact. Ils ont constaté que
les facteurs d'impact obtenus pour le méme état de surface de la route suivent la distribution
khi quarrée [21]. Enfin, des expressions simples pour le calcul des facteurs d'impact sont
proposées et peuvent étre utilisées avec confiance considérable et vérifiées pour cinq états de
chaussée différents. Les expressions proposées pour le facteur d'impact peuvent étre utilisées
comme une modification des spécifications AASHTO lorsqu'il s'agit de ponts courts et de
ponts anciens avec un mauvais état de la chaussée pour lesquels les spécifications AASHTO
peuvent sous-estimer le facteur d'impact.

Les ponts poutres sont les plus populaires dans le monde. Bien que beaucoup d'efforts ont
été faits pour étudier le facteur d'impact des ponts simplement appuyés en raison de la charge
des véhicules, moins de travaux ont été signalés sur les ponts continus. De plus, la plupart des
recherches précédentes sur les facteurs d'impact se sont concentrées sur l'effet du moment
fléchissant, alors que trés peu d'études se sont concentrées sur l'effet de cisaillement. Deng et
al [22], ont réalisé des simulations numériques pour étudier les facteurs d’impact dynamiques
des ponts simplement appuy¢ et continus traversés par un véhicule mobile a 12 degrés de
liberté. Les facteurs d’impact dynamiques pour le moment de cisaillement et de flexion ont
été ¢tudiés. Des résultats intéressants ont €t€¢ obtenus concernant les relations entre les
facteurs d’impact dynamiques des ponts simplement appuyés et continus a la fois pour le
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moment de cisaillement et de flexion. Ces résultats peuvent étre utilisés comme références
supplémentaires pour les codes de conception.

Des études antérieures ont montré que les facteurs d'impact dynamiques des ponts causés
par le freinage des véhicules peuvent dépasser ceux prescrits dans les codes de conception des
ponts. Alors que des modeles simples de véhicules et de ponts ont été utilisés dans la plupart
des études précédentes, un modele tridimensionnel couplé véhicule-pont a été développé par
Deng et al [23], pour étudier les facteurs d'impact dynamiques des ponts dus au freinage des
véhicules. Ce modele est capable de traiter des structures de pont plus complexes que la
plupart des modéles existants dans la littérature et peut produire des résultats plus
raisonnables. Des effets dynamiques considérables ont été observés sur les réponses du pont
ainsi que sur les forces de contact entre le pont et le véhicule dues au freinage du véhicule.
Les effets de plusieurs parametres importants, y compris la position de freinage du véhicule,
le taux de décélération, la vitesse initiale du véhicule et I'état de la surface de la route, sur les
facteurs d'impact dynamiques ont été étudiés. De plus, une comparaison a été faite entre les
facteurs d'impact dynamiques causés par le freinage et 'accélération du véhicule.

Yu et al [24], ont étudié l'effet d'impact local des charges des véhicules sur les dalles de
tablier des ponts poutres a caissons en béton précontraint. Un modele couplé pont-véhicule a
¢té adopté pour calculer les facteurs d’impact locaux et globaux. Les facteurs d’impact locaux
et globaux obtenus ont été comparés et une relation entre le facteur d’impact et trois
parametres importants, notamment 1'état de la surface de la route, la vitesse du véhicule et la
longueur de la portée du pont, a été étudiée. Les résultats ont montré qu'il n'y avait pas de
forte corrélation entre les facteurs d’impact globaux et locaux ; cependant, les facteurs
d’impact locaux étaient bien corrélés avec I'état de la surface de la route et la longueur de la
travée du pont. Une discussion sur les dispositions d'impact dans différents codes de pont a
¢galement été présentée. Les effets de plusieurs parametres importants, y compris la position
de freinage du véhicule, le taux de décélération, la vitesse initiale du véhicule et I'état de la
surface de la route, sur les facteurs d'impact dynamiques ont été étudiés.

Zhong et al [25], ont étudié¢ ’influence de I'existence d'une précontrainte dans les ponts
sur les réponses dynamiques des ponts et des véhicules qui les traversent. Dans cet article, le
pont est modélis¢ comme une poutre continue avec une précontrainte excentrique, et un
modele de demi-véhicule a 4 degrés de liberté est utilisé pour représenter le véhicule
traversant le pont. Un nouveau modéle pont-véhicule tenant compte de l'effet de
précontrainte est créé par le principe des travaux virtuels pour étudier les ponts précontraints
et les réponses d'interaction du véhicule. L'exactitude et la précision du modéle sont validées
avec les résultats de la littérature et le logiciel d’élément finis Abaqus. Sur la base du modele
créé, des simulations numériques ont été menées a l'aide de la méthode d'intégration de
Newmark pour effectuer une étude paramétrique sur les effets du nombre de travées de pont,
de la longueur de la travée, de l'excentricité et de l'amplitude de la précontrainte. Il est
démontré que la précontrainte a un effet significatif sur l'accélération verticale maximale des
véhicules, ce qui peut fournir un bon indice pour détecter le changement de précontrainte.

Dans D’article de Li et al [26], la propriété dynamique d'un pont a poutres hybrides de
forme spéciale avec des arcs en tubes d'acier remplis de béton est étudié¢e sur la base de
méthodes expérimentales et numériques, en particulier sous des véhicules en mouvement.
Avant la construction de ce pont, un essai dynamique sur le terrain a été effectu¢. Un modele
d'éléments finis tridimensionnel raffiné est construit pour représenter la propriété mécanique
structurelle complexe du pont. Le modele de vibration couplé véhicule-pont avec un modele
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de véhicule a 16 DDL est établi pour simuler le comportement dynamique du pont avec des
véhicules en mouvement. Le modele éléments finis est mis a jour et le modele véhicule-pont
du pont est vérifié, en tirant parti des données mesurées susmentionnées. Le résultat indique
que le modéle numérique véhicule-pont proposé peut reproduire fidélement la réponse
mesurée et peut étre utilis€ pour simuler le comportement dynamique du pont dans diverses
conditions. L'effet d'impact, le confort de conduite et des piétons et 1'analyse des paramétres
associés pour le pont avec des véhicules en mouvement sont étudiés par des simulations
numériques et des tests expérimentaux. Les résultats indiquent que la formule du facteur
d'impact des normes de conception sous-estime considérablement l'effet d'impact dynamique,
ce qui peut avoir une influence défavorable sur la sécurité du pont. Plusieurs conclusions sont
tirées pour ce pont, et des recherches supplémentaires nécessaires pour ce nouveau type de
pont sont discutées.

Nunia et al [27], ont étudi¢ l'effet de la vitesse du véhicule, de I'état de la rugosité de la
surface de la route et de la longueur de la portée du pont sur le facteur d'impact. La réponse
dynamique d'un pont simplement supporté chargé de véhicules indien de classe A et de classe
B est prisent en compte pour l'¢tude. Pour simplifier, les véhicules sont modélisés par une
série de systémes masses-ressorts-amortisseurs mobile. L'interaction entre le pont et le
véhicule est réalisée en couplant I'équation du mouvement en utilisant la force d'interaction au
point de contact de la roue et du pont. L'équation couplée du mouvement est résolue a l'aide
de la méthode de Newmark. Le modele est validé avec la littérature. Le véhicule se déplace a
une vitesse constante entre 20 et 100 km/h. L'excitation causée par la présence de la rugosité
de la surface de la route a différentes vitesses de véhicule sur la réponse du pont avec des
longueurs de portée variant entre 20 et 100 m est étudiée. Des études paramétriques sont
¢galement menées en utilisant le rapport de fréquence. Les auteurs ont observé que la réponse
du pont soumis au véhicule de classe A est 40% supérieure a la réponse du pont soumis au
véhicule de classe B. Il est également observé a partir de I'é¢tude paramétrique que la réponse
du pont devient critique lorsque le véhicule se déplace a la vitesse de résonance et I'amplitude
augmente avec la dégradation de I'état de la surface de la route.

Une méthode entierement couplée pour reproduire l'interaction dynamique véhicule
routier-pont a été présentée par Oliva et al [28], dans laquelle des modeles d'éléments finis
sont utilisés pour la structure, des modéles dynamiques discret a plusieurs degrés de liberté
pour les véhicules et l'interaction est représentée au moyen d'un contact avec la méthode de
pénalité linéaire. Ce modele peut reproduire les non-linéarités de la structure, du véhicule et
de l'interaction et a été¢ implémenté dans un logiciel commercial d'éléments finis existant. En
ce qui concerne les irrégularités de la route, une méthodologie pour générer des paires de
profils paralléles sur la méme route est développée et une expression pour la fonction de
cohérence des revétements routiers, qui simplifie la génération de tels profils, est proposée.
Ces méthodes sont appliquées a deux ponts différents. Les résultats montrent la pertinence de
considérer une définition de surface compléte lorsque la réponse dynamique des ponts routiers
et des véhicules est analysée. Le comportement dynamique induit par le trafic sur les ponts est
le principal probleme de cette étude ; une attention particuliere est également accordée aux
vibrations du véhicule car elles sont également influencées par la description de la surface de
la route. Les capacités du modele de décollage sont illustrées en considérant une bosse sur la
surface du pont.
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1.2 Nature des vibrations des dalles de roulement

La compréhension du phénomene d’interaction dynamique entre les dalles de roulement
et les véhicules revient a bien détailler la représentation de la charge qui s’exerce sur la dalle
par le véhicule et réciproquement. Une description détaillée de la nature des vibrations
générées dans les dalles de roulement par le passage des véhicules est présentée dans la thése
de doctorat de Claude Brouquet [29].

Considérons en premier lieu, la situation ou un véhicule mobile représenté par une force
constante traversant une poutre simple a une vitesse constante v. La poutre est caractérisée par
la portée, la rigidité, I’amortissement et la masse linéaire. A chaque instant # la force mobile
se trouve a l'abscisse x = vt le long de la poutre et provoque une déformée différente. Pour
passer d'un état déformé a un autre durant un intervalle de temps Az, chaque élément
infinitésimal de la poutre subit une accélération. En plus des forces élastiques, la poutre est
donc sollicitée par des forces d'inertie et des forces d'amortissement. Les forces d'inertie
causent des oscillations de la poutre qui, aprés le passage de la force mobile, retrouve peu a
peu sa position de repos par l'entremise des forces d'amortissement [29].

La situation décrite ci-dessus correspond au cas ou la masse du véhicule mobile est trés
faible devant de la masse de la poutre. Dans le cas contraire, les effets d'inertie 1iés a la masse
mobile doivent étre prisent en compte surtout a grande vitesse de roulement. Cette masse
mobile, lors de son parcours sur la poutre, modifie les fréquences et modes de la poutre en
régime forcé [29].

Considérant en deuxiéme lieu qu’un véhicule traversant une dalle de roulement
parfaitement lisse avec une vitesse constante. Le véhicule est idéalis¢ par un modele
dynamique mobile & deux degrés de liberté (Fig.1.1). Au fur et & mesure que le véhicule
progresse sur la dalle, cette derniere subit une déformation différente. Ceci provoque un
déplacement relatif différent des extrémités des ressorts et des amortisseurs du véhicule, et par
la suite ’amplitude de la force d’interaction développée sous chaque pneu est modifiée. Sous
ces nouvelles sollicitations, la dalle de roulement se déforme de nouveau et occupe une autre
forme d’équilibre dynamique, et elle modifie de nouveau I’amplitude de la force d’interaction
sous chaque pneu, et ainsi de suite. Ce processus d’équilibre dynamique se poursuit jusqu’a ce
que le véhicule quitte compleétement la dalle de roulement qui revient au repos a cause de son
amortissement.
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Fig. 1.1. Véhicule modélisé avec un systéme masses - ressorts —amortisseurs a 2 ddl

Supposons maintenant qu’un véhicule modélisé par un modéle dynamique tridimensionnel
a plusieurs degrés de liberté traversant une dalle de roulement avec une vitesse constante, et
qu’il reste en contact permanant avec une chaussée non parfaitement lisse. Au fur et a mesure
que le véhicule progresse sur la dalle de roulement, cette derniere subit une déformation et la
forme de la dalle alors modifiée. Ceci provoque un déplacement relatif des extrémités des
ressorts et des amortisseurs du véhicule, et par la suite ’intensité de la force d’interaction
développée sous chaque pneu est modifiée. Sous ces nouvelles conditions, la dalle de
roulement se déforme de nouveau et occupe une autre configuration d’équilibre, et elle
modifie de nouveau I’intensité de la force d’interaction de chaque pneu et ainsi de suite. En
plus des forces d’inerties et d’amortissements, les irrégularités de la chaussée perturbent le
mouvement du véhicule a chaque instant par I’intermédiaire des suspensions. Ce processus
d’ajustement de la position des masses en vibration du véhicule et de la dalle se poursuit
jusqu'a la sortie du véhicule de la dalle de roulement qui revient au repos a cause de
I’amortissement.

La situation réelle est similaire a celle décrite ci-dessus avec, en plus, d'autres sources
d'excitation pouvant affecter la vibration du véhicule. Les conditions initiales de vibration des
véhicules a I'approche de la dalle de roulement, la présence d'autres véhicules simultanément
sur la dalle de roulement, les forces causées par l'accélération, le freinage ou l'action du vent
sont des facteurs qui génerent une variation de l'intensité des charges appliquées sur la dalle
de roulement. Le véhicule et la dalle de roulement sont considérés comme deux systémes
vibratoires couplés [29].
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1.3 Caractéristiques d’une dalle de roulement

On sait que chaque dalle de roulement a un comportement dynamique particulier a cause
de ca géométrie particuliere dont les principales caractéristiques sont : la masse, la rigidité et
I’amortissement.

La masse est un facteur important pour calculer les fréquences de vibration de la dalle de
roulement. Elle comporte les masses de : la structure porteuse, le revétement, les parapets, les
trottoirs et de tous les autres équipements de dalle de roulement.

Le type de matériau, les dimensions et le type de section de la dalle de roulement
déterminent la rigidité de cette dernicre.

L'amortissement caractérise la dissipation d'énergie lors des vibrations d’une dalle de
roulement. On distingue l'amortissement matériel et 'amortissement structural. La différence
dépend essentiellement de la maniere dont les limites sont fixées entre chacun.
L'amortissement matériel correspond aux pertes d'énergie au niveau moléculaire dans le
matériau. L'amortissement structural est de nature principalement frictionnel et correspond a
I'énergie dissipée aux interfaces entre les parties distinctes d'une structure, telles que les joints,
les appuis, les liaisons. L'amortissement global est généralement de type visqueux, c'est-a-dire
que I’amplitude de vibration diminue d’une maniére exponentielle avec le nombre de cycles.
L’amortissement diminue les oscillations surtout en hautes fréquences. [29].

éléments secondaires lr -

géométrie de la section

—

trottoir

¢léments porteurs

” ” Il amortissement structural

| amortissement matériel

\4

MODES DE VIBRATION

Amortissement

Fig. 1.2. Défirent Eléments caractérisant les dalles de roulement [21]
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Les principales catégories des dalles de roulement sont illustrées dans le tableau 1.1.
On distingue les dalles plaines d’épaisseurs constantes ou variables, les dalles de section
ouvertes, les dalles a caisson a sections constantes ou variables, des dalles composites,... etc.

La plupart des dalles de roulement sont orthotropes a cause de la nature orthotropique
de leurs composantes (dalle, grillage,...etc.) Les dalles de roulement sont regroupées dans
quatre différents types selon Les leurs sections transversales (Tableau 1.1). Le type de section
transversale est dépendant de la portée des ponts. Les ponts de courte portée, ou les ponts de
portées inférieures a 25 m, tels que les ponts-cadre des passages inférieurs sont formés de
dalle dont les sections pleines. Pour les ponts de portées plus longues, entre 30 et 70 m, les
dalles a section caisson dont la hauteur de la section est constante, sont bien adaptées. Les
portées plus importantes sont franchies avec des dalles qui ont des sections a hauteurs
variables [29]. Les dalles de roulement en formes de caissons sont les plus résistants a la
flexion.

La plupart des tabliers des ponts peuvent étres homogénéisés a des plaques orthotropes
avec des propriétés équivalentes [30].

Type de section transversale

Section pleine ——

Section ouverte 'I' T "' y

Section & caisson & hauteur constante -U-
Section a caisson a hauteur variable E‘

Section composite m

Tableau 1.1. Types de sections transversales

1.4 Caractéristiques d’un véhicule

Dans le cadre d'une étude sur le comportement dynamique des dalles de roulement, les
véhicules qui retiennent le plus l'attention sont les poids lourds a cause de leur masse élevée.
La connaissance de leur comportement dynamique est donc essentielle.

La géométrie des poids lourds définit le nombre et I'espacement des essieux et influence la
répartition des masses. Ces parametres déterminent la position et l'intensité des charges
statiques appliquées sur la dalle.

Les systemes de suspensions des véhicules sont classés dans deux catégories principales
qui sont d'une part, les systeémes composés de lames d'acier et d'autre part, les systémes
pneumatiques. Les suspensions a lames d'acier sont les plus répandues, mais la tendance
actuelle est plutot favorable aux systémes pneumatiques qui sont opérationnelles pour toutes
intensités de l'amplitude des vibrations.

12



Chapitre 1 : Recherche bibliographique 2022

Les pneus influencent également les mouvements vibratoires des véhicules. Ils sont
caractérisés par le nombre et la disposition des bandes de caoutchouc qui les constitue ainsi
que la pression d'air de gonflage, ces caractéristiques influencent la rigidité et I’amortissement
des pneus.

L'ensemble des parametres cités ci-dessus déterminent les propriétés modales du véhicule
(Figure 1.3), on distingue quatre types d'oscillations caractérisant le mouvement du véhicule
lorsque ce dernier roule sur une chaussée:

e Le bondissement
Le bondissement correspond au mouvement vertical de la masse du véhicule.

e Le tangage
Le tangage est le mouvement du véhicule autour d'un axe perpendiculaire a son axe
longitudinal et ses effets sont couplés a ceux des oscillations verticales (bondissement).

e Le roulis
Le roulis représente le balancement de la masse du véhicule autour de son axe longitudinal et
provient de 'effet de roulement.

e Le sautillement
Le sautillement caractérise le mouvement vertical des essieux.

nombre d'essicux

distance entre essieux
geometrie

vitesse masse

O

1)

rigidité

/ S E

2 ////7, e Z
pneus
rigiditeé
charge statique ;
amortissement

\4 \4 \4 \4

| BONDISSEMENT | | TANGAGE | |ROULIS | | SAUTILLEMENT |

amortissement

suspensions

Fig.1.3. Défirent Eléments caractérisant les véhicules [21]

Il faut également mentionner comme éléments importants, le nombre et la vitesse des
véhicules circulant sur le pont. Le nombre de véhicules qui chargent simultanément la dalle de
roulement modifie le comportement vibratoire de cette derniere. La vitesse détermine la durée
du régime de vibrations forcées auquel la dalle est soumise.
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1.5 Caractéristiques d’un profil de la chaussée

Le profil de la chaussée est un élément d'un grand intérét pour I'étude du comportement
dynamique une dalle de roulement. On distingue le profil statique qui représente les
irrégularités de la chaussée en fonction de la position et le profil dynamique qui correspond
aux déflexions causées par les charges appliquées sur le pont. Le profil statique est déterminé
par le profil en long de la route auquel est superposé les dénivellations aux appuis, les
tassements différentiels des fondations ou les défauts d'alignement des travées, les contre
fleches, les fleches dues aux effets différés et la rugosité du revétement (Figure 1.4). Ces
différentes composantes proviennent des tolérances de construction, des conditions
d'exploitation ou des effets du temps. Les irrégularités du profil statique de la chaussée ont
pour effet d'induire et d'entretenir les oscillations de la charge sur le systéme de suspension du
véhicule.

dénivellation contre-fleche non
"saut" rugosité du revétement compensée
J B

: '

défaut d'alignement déformée due ‘ tassement d'appui ‘
(discontinuité) au fluage

Fig.1.4. Profil statique d'un pont [21]

1.6 Facteur d’amplification dynamique FAD [21]

1.6.1 Définissions

Le Facteur d’Amplification Dynamique (FAD) est un paramétre trés important dans
I’analyse et la conception des dalles de roulement des ponts routiers. C’est une valeur qui
majore les effets statiques d'une dalle de roulement causés par la charge statique d'un véhicule
mobile, pour tenir compte des effets dynamiques provoqués par le passage de ce méme
véhicule. Cette définition est quelque peut différente selon les auteurs et les pays.

L’Amplification Dynamique résultant du passage d’un véhicule sur une dalle de
roulement est donnée par :
A D — Rdyn _Rsta
R

sta
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Ou R,, est la réponse dynamique maximum (déplacement, effort tranchant, moment

fléchissant, ...), R, est la réponse statique maximum.

Le facteur 1+AD représente le FAD qui est le rapport entre la réponse dynamique sur la
réponse statique :

R,
FAD=-""
Sta
La notion du facteur d'Impact ou d'incrément dynamique exprimé en pour-cent est
¢galement utilisée dans la littérature :

R
1(%) = [ R”’y” —1}100%

Sta

Des divergences plus marquées existent dans la définition des facteurs d'amplification
dynamique calculés a partir d'un enregistrement des réponses statiques et dynamiques d'une
structure. La réponse statique utilisée pour définir le facteur d'amplification dynamique est,
dans certain cas, celle obtenue a l'instant z,, ou la réponse dynamique maximale est obtenue,
ou encore a l'instant #,, ou la réponse statique maximale est obtenue.

Les réponses maximales statiques et dynamiques ne surviennent généralement pas pour
une méme position de la charge (Fig.1.5). De plus, la section critique ou se produit la réponse
statique maximale n'est pas nécessairement la méme que celle ou se produit la réponse
dynamique maximale le long du pont. Les réponses statiques obtenues par le traitement des
réponses dynamiques au moyen d'une série de filtres créent encore de nouvelles distinctions
entre les définitions du facteur d'amplification dynamique [29].

camion

7 T F
mesure

t t

sta dyn

- (emps

nﬂﬂﬂﬂn
TR

Rsm(tsm) Rsm(tdyu)
Ry

réponse (fléche verticale)

Fig.1.5. Réponse statique et dynamique
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1.6.2 Importance du facteur d’amplification dynamique

L’importance du facteur d’Amplification dynamique peut étres résumé dans les points
suivants :

e Présenter les effets dynamiques dans les dalles de roulement qui sont provoqués
par le passage des véhicules. Ces effets sont déterminés par rapport a une
référence statique,

e Déterminer la sensibilité des dalles de roulement aux sollicitations dynamiques
provoquées par le trafic routier,

e Définir les endroits jugés important sur les dalles de roulement selon un
chargement donné,

e Déterminer quelles sont les types des dalles de roulement les plus sensibles aux
sollicitations dynamiques.

1.7 Fréquence de passage et vitesse critique

La premiére fréquence de passage est définie comme étant la fréquence de circulation
d’un mobile a une vitesse constante v sur une dalle de longueur L. cette fréquence s’exprime
par [29]:

o ="r
L

Le paramétre de vitesse S, utilisé pour exprimer la réponse de I’interaction dynamique
dalle de roulement / véhicule, est défini comme étant le rapport de la fréquence de circulation
(d'excitation) du véhicule mobile et la premiére fréquence propre de la dalle w; [29]:

g TV
Lo,

La premicre vitesse critique de passage d’un véhicule sur une dalle de roulement c’est la
vitesse qui correspond au maximum de déplacement verticale de la dalle. Elle est déterminée
en égalisant la premiére fréquence de passage a la premiere fréquence propre de la
structure ;= ®;, avec ;=27 f;. Dans ce cas, la premicre vitesse critique s’€crit alors :

Vl,cr = 2Lﬁ

1.8 Interaction dynamique

Considérons une roue d’un véhicule mobile sur une dalle de roulement avec la prise en
compte des irrégularités de la chaussée (Fig.1.6). Le pneu peut étre modélisé par un ressort de
raideur k , et un amortisseur visqueux de coefficient d’amortissement ¢, . La masse de la roue

avec essieu est notéem,, z, est le déplacement vertical de la massem, , w, et r, sont

respectivement le déplacement vertical de la dalle et I’irrégularité de la chaussée évalués au
point de contacti.
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Profil de la chaussée déformée Profil de la chaussée non déformée

Position initialg

Position finale

Ligne moyenne

Fig.1.6. Mod¢lisation de I’interaction dynamique dalle-roue d’un véhicule et évaluations des déplacements
relatifs.

La force d’interaction entre la roue du véhicule et la dalle de roulement au point de
contact i est exprimée par (Fig.1.7) :

F =y (a0 #0)) 6, (=it )

(1.1)

ow ow oOr
=k |z.—(w,+r)|+c | zi-| —+V| —+—
p [Z' v, r’)] | ot v(@x GxJ

X5 Viol

oF

F;i?t :kpi (Zi _(Wi +I/;'))+cpi(z-i_(vvi+};;jj

W, + 71,

Fig.1.7. Représentation de la force d’interaction a un point de contact i.
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1.9 Méthodes de résolution des problémes d’interaction dynamique

Il y a deux méthodes de simuler l'interaction dynamique entre une dalle de roulement
et un véhicule mobile (Fig.1.8) [30]. La premicre est basée sur une méthode itérative
découplée, dans laquelle chaque systeme d’équations de mouvement pour la dalle de
roulement et pour le véhicule est résolu séparément et un processus de calcul itératif a chaque
pas de temps est nécessaire pour chercher 1'équilibre dynamique entre la dalle de roulement et
les pneus du véhicule. La deuxiéme méthode consiste a coupler les équations du mouvement
du véhicule avec ceux de la dalle de roulement et de construire ainsi un super-systéme
d’équations. La solution est obtenue a chaque pas du temps sans aucune itération. Cette
méthode présente des avantages et des inconvénients. Parmi les avantages, on peut citer : le
temps de calcul est réduit en comparaison avec la méthode itérative découplée; mise en place
numérique facile; mémoire de stockage réduite; aucune factorisation de la matrice globale;
aucune itération dans le procédé de calcul. Cependant, les principaux inconvénients sont : la
projection modale dans le sous-espace est indispensable, et si les haute fréquences de la dalle
de roulement participent dans la réponse, ceci créera un probléme dans la réponse dynamique;
cette méthode est bien adaptée seulement pour un nombre de véhicules moins important
présentant en méme temps sur la dalle (cette remarque s'applique également a la méthode
itérative découplée).
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Modéle éléments finis de
la dalle de roulement

Rugosité de la surface de
roulement

Modéle de véhicule

Interaction dalle de roulement/véhicule

v
.

AR\

[— ° e
50660
[ ]
o “, “n "

Meéthode couplée (super-systéme
dalle/véhicule)

\

Méthode de résolution : méthode
de différences finies sans
itérations

Y

Convergence sans itérations ; pas
de temps At est trés petit

Meéthode découplée (chaque
systéme dynamique de la dalle et
du véhicule est résolu
séparément)

l

Meéthode de résolution : méthode
implicite de Newmark pour
chaque systéme avec un
processus itératif

Yy

Convergence dans 2 ou 3
itérations ; pas de temps At est
large

Solutions pour les degrés de
liberté dalle de roulement et
véhicule

Fig.1.8. Différentes procédures pour la résolution des problémes d’interaction dynamique

dalle de roulement /véhicule.
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1.10 Facteurs importants influencant I’amplification dynamique

Les principaux paramétres et leur influence ont été établis sur la base des essais
expérimentaux et des analyses numériques effectués par le passé.

Les imperfections de la chaussée et les irrégularités sont désignées comme étant le
facteur principal influencant la réponse du pont. Les facteurs d’amplification dynamique sont
dépendants de type véhicule ou chaque camion avec sa géométrie, sa masse, ses suspensions,
ses pneus, sa position sur le pont et sa vitesse est excité différemment par le profil de la
chaussée.

Le poids du véhicule influence les facteurs d’amplification dynamique. Dans la
plupart du temps 1’augmentation de la masse du véhicule entraine une diminution des facteurs
d’amplification dynamique, cependant, dans certaines situations difficiles a identifier,
I’inverse se produit. Les véhicules simples générent des facteurs d’amplification dynamique
plus importants que ceux produits par les véhicules articulés.

Les facteurs d’amplification dynamique obtenus a partir de points de mesure éloignés
de la position du véhicule sont plus grands que pour les points de mesure placés directement

sous la charge du véhicule.

1.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait une recherche bibliographique de plusieurs articles
publiés récemment. Nous avons présenté la nature des vibrations des dalles de roulement et
leurs caractéristiques, les caractéristiques des camions et du profil de la chaussée. La
définition du Facteur d’Amplification Dynamique et de son importance dans la conception
des dalles de roulement sont également présentés. A la fin du chapitre, nous avons expliqué le
phénomene d’interaction dynamique dalle-camion et les méthodes de résolution existantes

dans la littérature.
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Chapitre 2

Détermination des fréquences et des modes propres d’une dalle de

roulement orthotropes multi-travées a supports rigides

2.1 Introduction

L’étude du comportement dynamique des dalles de roulement des ponts routiers sous
la sollicitation des véhicules mobiles commence par la détermination des fréquences et des
modes propres de vibration de la dalle de roulement. La plupart des dalles de roulement sont
orthotropes a cause de la nature orthotropique de leurs éléments. Plusieurs types de sections
des dalles de roulement peuvent étre homogénéisés a des plaques orthotropes. Aussi la théorie
des plaques orthotropes joue un réle important dans I'analyse statique et dynamique des dalles
de roulement. Il existe trois méthodes pour l'analyse dynamique des dalles de roulement : la
méthode des éléments finis, la méthode des bandes finies et la méthode basée sur la théorie

des plaques orthotropes.

Dans ce chapitre, on présente une approche semi-analytique permettant de déterminer les
fréquences et les modes propres d’une dalle de roulement orthotrope multi-travées a supports
rigides. Cette approche est basée sur la méthode modale dont la particularité réside dans la
décomposition de la fonction définissant les modes propres. Elle tient compte aussi du
couplage intermodal généralement négligé dans la littérature. Les avantages de 1’approche
proposée sont nombreux notamment sa simplicit¢ de mise en ceuvre, sa rapidité et sa
précision. Des exemples d’application numériques sont présentés afin d’illustrer la fiabilité de

I’approche proposée.

2.2 Fréquences et modes propres des dalles de roulement orthotropes a

supports rigides

La dalle de roulement est modélisée par une plaque rectangulaire mince de matériau

orthotrope, de longueur /, de largeur b, d'épaisseur /& et de masse volumique , (Fig. 2.1).

Tous les appuis sont rigides et perpendiculaires aux bords libres, Les vibrations libres sans
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amortissement de la dalle de roulement sont régies par 1’équation différentielle homogene

suivante :

2 4 4 4
haaz+D aax4+2Hafzg;2+DyZ);V=0 (2.1)

Dans I'équation (2.1), w(x, y,t) est le déplacement vertical de la dalle de roulement,

D, :Exh3/12(1 vxyvyx) est la rigidit¢ de flexion suivant la direction x, p =p £ /£, est la

rigidité¢ de flexion suivant la direction y, g —v,D,+2D,, st la rigidité de flexion équivalente,

v, Ctv,  sont les rapports de Poisson selon les directions x et y respectivement, p_ - G_h* /12

est la rigidité de torsion, G, est le module de cisaillement, E; et E, sont les modules d"Young

selon les directions x et y respectivement.
En utilisant la méthode modale, le déplacement vertical de la dalle de roulement en vibration

libre s’écrit [31] :

W y.0)= 3 a,, (x, y)e’™" 2.2)

=1 j=

Avec oy et Wj(x,y) sont respectivement, les pulsations et les modes propres de la dalle de

roulement multi-travées, a;; sont les amplitudes modales et, _ /7 est I'unité imaginaire.

z
A
y h
A/b /ﬂ / / / l
o 1 1 ,I/Zx
= o o % = =
l; I A L Ip Ir
“—»
l
Fig. 2.1. Mod¢le mathématique de la dalle de roulement multi-travées a supports rigides
On remplace l'expression (2.2) dans l'équation (2.1), on obtient :
n o'w, o'W, o'w, , ot
ZZa e — L +2H —5+D, ——pho W, | =0 (2.3)
i1 o Ox“ 0y oy '
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Pour déterminer les modes propres de la dalle de roulement, on doit donc résoudre 1’équation
spatiale suivante :
84WU o'W

o'w, .
—~+2H +D,——- - pho W, =0 (2.4)

D 2Ty
* ox* ox*0y’ Y0y

Dans la présente étude, on considére que selon la direction x, les modes propres de la dalle de

roulement sont ceux d'une poutre multi-travées en appuis simples rigides notée ¢, (x) et selon
la direction y, les modes propres sont présentées par une fonction A ; (y) vérifiant les

conditions aux limites d'une plaque aux bords libres y = 0 et y = b de la dalle de roulement

pour tenir compte le couplage intermodal [31] :

Wij(x’y):(Pi(x)hij(y) (25)

2.2.1 Fréquences et modes propres des poutres multi-travées a supports rigides
2.2.1.1 Cas d’une poutre a deux travées

La détermination des fréquences et des modes propres d’une poutre a deux travées
consiste a déterminer les modes propres de chaque travée avec la prise en compte les conditions
aux limites et de continuité au niveau de I’appui intermédiaire. L’expression du mode propre

dans la travée r est donnée par (on omet I’indice i) :
¢,(x,)=4,sinBx, +B, cosBx, +Cshpx, +D.chBx, ; r=12 (2.6)

Avec Ar , Br , Cr et Dr sont des constantes d’intégration a déterminer par les conditions aux

limites et de continuités .

0,(x) 0,(x,)
A A
X7 X2
— —
0 >

X
11 % lz éa

< T >

~

Fig.2.2. Poutre a deux travées en appuis simples rigides
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A P’extrémité gauche de la poutre, le déplacement et le moment fléchissant doivent étres nuls :

¢ _, =0 (2.7)
_EI dzqil :O (2.8)
dx, 1m0

Pour assurer la continuité, le moment fléchissant et la pente de la travée gauche au niveau de
I’appui intermédiaire doivent étre égaux a celui de la travée droite et les déplacements doivent
étre nuls :

EI dz(\Zl —EI dquZ (2.9)
dx, - dx; | _,

do,| _do, (2.10)

dx, - dx, | _,

o, =0 2.11)

Py, =0 (2.12)

A P’extrémité droite de la poutre, le déplacement et le moment fléchissant doivent étres nuls :

f,, =0 (2.13)
& (2.14)
dx, n,

Remplagons les conditions (2.7) jusqu’a (2.14) dans I’expression (2.6), apres simplification et
regroupement, on obtient le systéme suivant :

[F]{4}={0} 2.15)

Avec les éléments de la matrice [F] et du vecteur {A} sont présentés dans I’annexe 1.

Pour une solution non triviale, il faut que le déterminant de la matrice du systéme (2.15) égal
a zéro ce qui permet d’obtenir 1’équation aux fréquences. Les racines de cette équation sont

les paramétres de fréquencesf ,i = 1,2,...n. L’utilisation du logiciel de calcul

« mathématica » nous permet de tracer les graphes de I’équation aux fréquences et de

déterminer les valeurs de 3 .
1

2.2.1.2 Cas d’une poutre a trois travées
La détermination des fréquences et des modes propres d’une poutre a trois travées (fig. 2.3)

s’effectue de la méme maniére qu’une poutre a deux travées.
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Le mode propre d’ordre » dans la travée d’ordre r est donné par la méme expression précédente

(2.6) pourr = 1,2,3.

¢,(x) ¢,(x,) 05(x3)
A A A
X7 X2 X3
> (SN L,
0 | > X
[ ﬁ’a I i‘é I; @
< > i» .
- l »

Fig. 2.3. Poutre a trois travées en appuis simples rigides

A P’extrémité gauche de la poutre, le déplacement et le moment fléchissant doivent étres nuls :

¢, =0 (2.16)
LAY (2.17)
dx, 0

Les conditions de continuité et les déplacements au niveau des deux appuis intermédiaires
sont illustrés comme suit :

EI dz(\Zl —EI dquZ (2.18)
dx, - dx; | _,
do,| _do, (2.19)
dx, - dx, | _,
¢, =0 (2.20)
Py, =0 (2.21)
k%l g de (2.22)
22 xy=ly dx; x;=0
de,|  _do, (2.23)
dxz 2=h dx3 x;=0
¢l =0 (2.24)
s, =0 (2.25)
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A P’extrémité droite de la poutre, le déplacement et le moment fléchissant doivent étre nul :

¢, =0 (2.26)
LA (2.27)
dx

3 =1y

Remplagons les conditions (2.16) jusqu’a (2.27) dans I’expression (2.6), apres simplification
et regroupement, on obtient le systéme (2.15). Les éléments de la matrice [F] et du vecteur
{A} sont présentés dans I’annexe 1.

2.2.1.3 Généralisation au cas d’une poutre a multi- travées

Pour déterminer les fréquences et modes propres d’une poutre multi- travées (Fig. 2.4), il est
nécessaire de déterminer les fréquences et les modes propres de chaque travée. L’expression du
mode 7 dans la travée r est donnée par (on omet I’indice i) :

0, (x)= A sinBx +B cosBx +C shrx +D chpx r=12,.,R (2.28)

Avec 4 , B, , C.et D, sont des constantes d’intégration a déterminer par les conditions aux

limites et de continuités et R est le nombre de travées.

(pl('xl) (pz(xz) (P3(x3) (pr(‘xr) (pr+l(xr+l) (pR—l(‘xR—l) (pR('xR)
A A A A A A A
X7 X2 X3 Xy Xp+1 XR-1 XR
> BN

\/
=

—> —> > > —»

U B BB B 4

(> I—— P>
l

>
»

Fig. 2.4. Poutre multi-travées en appuis simples rigides
Les conditions aux limites et de continuités sont les suivantes :

A P’extrémité gauche de la poutre, le déplacement et le moment fléchissant doivent étre nul :

¢ ()], , =0 (2.29)
2
prde@l (2.30)
dx;

x=0
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Les conditions de continuité et les déplacements au niveau des deux appuis intermédiaires
sont illustrés comme suit :

2
péeato)l  _ pde) o, R 2.31)
dx o dx; o
d(Prfl(xr) — d(Pr(xr) , y = 2’ ..... ,R (2.32)
dx"*I X =1 dx’ x,=0
o), , =0 , r=2..R (2.33)
, r=2,...R (2.34)

A P’extrémité droite de la poutre, le déplacement et le moment fléchissant doivent étres nuls :

(2.35)

2
_Ezd‘gyﬂ =0 (2.36)
R

xp=lp

Remplagons les conditions (2.29) jusqu’a (2.36) dans I’expression (2.6), apres simplification
et regroupement, on obtient le systéme (2.15). Les éléments de la matrice [F] et du vecteur
{A} sont présentés dans I’annexe 1.

2.2.2 Fréquences et modes propres d’une dalle de roulement orthotrope libre-libre
L’équation différentielle (2.4) doit étre vérifié quelque soit x mais ca résolution pour chaque
valeur de x est pratiquement impossible. Pour cette raison nous proposons de remplacer
I’expression (2.5) dans (2.4) puis multiplions par @, (x) et intégrons sur la longueur de la dalle
de roulement :

4
d’h !
2 2 2 _
Dy " 2 j@ dx+2H I(p(pd)C+( —phwi)hijjowi dx=0 (2.37)

o
Divisons (2.37) par D, Ocpiz dx, on obtient (@ = _Bf\l’[ ):

4 4 2
d™h.. d? h; [3 D B —pho’
j 2H 11 L X ij hij=0 (2.38)

4 2
dy Dy dy D
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l )
Avec: B, = Bi\/.[ow i(pidx/IOQi dx (2.39)

La solution générale de 1’équation différentielle (2.38) est sous la forme suivante

Sy
hl.j(y) = Ae’ (2.40)
Remplagons (2.40) dans (2.38) nous obtenons :
2HB? DB*-pho’

Si/4_ D . Si/‘2+ - lD ==0

' v y (2.41)
Les racines de (2.41) sont :
P \/HBZ +\/HZB4—D (D [34—;7@2) —+r

| D i Li y xFi ij) Tl

y (2.42)

1 2 204 4_ =2 _
s =] \/HBIZ. —\/H Bt-D, (Dxﬁl. —mcol.j) = w0y,
VT
Les paramétres de fréquences ry;et ry; sont liés par les pulsations w;. Remplacons (2.42)
dans (2.40) et remplagons les fonctions exponentielles par leurs expressions trigonométriques

et hyperboliques, nous obtenons (on omet les indices i et ) :
h(y) = Csinr,y + Dcosr,y + E shry + Fchry (2.43)
C, D, E et F sont des constantes d’intégration qui sont déterminées par I’application des

conditions aux limites aux bords libres de la dalle de roulement y = 0 et y = b. Sur ces bords,

le moment fléchissant et I'effort tranchant sont nuls ;

2 2
[ D T(x0,0)+v D2 W(x,O,t)J=0
’ X

y ayZ 2
3 3
D, ¥ (x0.0)+{ D, +4D_ )00 (x,O,t)J =0
oy ' Oy (2.44)

y

2 2
(0,22 b, ZTVZV(x,b,t)J ~0

3 3
-|'D a%(x,b,m WD+ 4ny)a—w(x,b,t)J =0

y ax 2 ay
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En tenant compte des expressions (2.2) et (2.5), apres dérivation, les conditions aux limites

(2.44) deviennent :

2
d“h
b, dy_z(o) _VnyxBIZh ) =0

23 , dh
D, —(0)- Q D+ 4D_ )[31 — () =0
T dy J Y dy (2.45)
2
d*h
D, =) =v  DBh () =0
dy
D, dy—3(b)— Dy + 4D B W(b) =0

En appliquant les conditions aux limites (2.45) a I’expression (2.43), on obtient le systéme

suivant :
0 o 0 0 C 0
0 0 D 0
.y X = (2.46)
o sin rzb o cos rzb 6shr1b Gchrlb E 0
Y cos ryb —y sin ryb xchr b xshrib || F 0
Avec :
2 2
o = —Dyr2 —vnyxB1
_ 2 2
0 = Dyr1 vnyxB1 (2.47)
3 2
v= _Dyr2 B (vnyx + 4ny)r2[31

_ 3 _ 2
X = Dyrl (\/nyx + 4ny)r1[31

L’annulation du déterminant de la matrice du systéme (2.46) permet d’aboutir a 1’équation

aux fréquences propres suivante.
200y x(coirzb)ch(rlb) - 1) + (927 2 _ a2x2 ) sin(rzb)yh(rlb) =0 (2.48)

Pour chaque valeur de f; (;-1.. ), on calcul la valeur de f;;. a laide du logiciel

« Mathématica », on détermine les racines »; ou r, de I'équation aux fréquences (2.48). Les

expressions (2.42) permettent de calculer les pulsations®; .
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Pour déterminer les expressions des constantes d’intégration C, D, E et F, on simplifie le
systeéme (2.46) par la normalisation de la premi¢re composante C = 1. On aura donc quatre

équations avec trois inconnus. On choisit trois équations parmi les quatre :

o 0 0 D 0 0
0 X 0 E; + Y =<0 (2.49)
o cos rzb Gshrlb Gchrlb F o sin rzb 0

D’ou on obtient les expressions des constantes D, E et F':

D =(a sin (r)) - ro sinh (b)) / o (cosh (rb) — cos (b)) (2.50)
X
E=-y/y (2.51)
F = (~osin(rp) + vo sinh(r)) /@ cosh(rb) — 8 cos(r;b) (3.52)
X

2.3 Exemples numériques
2.3.1 Cas d’une dalle de roulement a deux travées

Considérons un tablier d’un pont a deux travées égales ; issu de la référence [30] ; constitué
d’une dalle de roulement en béton et de cinq poutres raidisseurs en acier (Figs. 2.5 et 2.6). La

dalle de roulement est de longueur / = 40m ; de largeur b = 11m ; d’épaisseur 4 = 0.2m ;

de masse volumique p = 23O(ch/m3 ; de rapport de Poisson v = 0.33 et de module d’

Young £ = 2.1 x 10" N / m*. Les caractéristiques de la section de chaque poutre raidisseur

sont : hauteur de I’ame n o= 1.13m ; ¢paisseur de 1’ame m = 0.175m ; largeur de la

semelle 0.55m ; €épaisseur de la semelle 0.18m (Fig. 2.7). La distance entre deux raidisseurs

adjacents est b = 2.25m . Le rapport de rigidité s = 0.01255 ; le coefficient du moment

d’inertie de torsion équivalent o= 0.3 [30].

La superstructure du pont est remplacée par une plaque orthotrope mince de propriétés

équivalentes suivantes voir (Annexe 2) :
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Masse volumique p = 4546085kg/m3; épaisseur /& = 0.3358 m ; rigidités

D_ = 1.1153523><109N/m2;Dy — 1401919x 10’ N / m?;  H=2.1527522x10"N/m?;

D, = 8:450594x 10°N / m?; de rapport de Poisson v = 033,
3
A

—»! lg—
P

X
z 1,=20m 1,=20m
A
Fig. 2.5 : Tablier du pont
2.125m 2.25m 2.25m 2.25m 2.125m .
................................................................................................................................................................................................................................. > y

I I I I I %

b4
4
S !
',:3 v 0.4m
Sy !
A i
A '
5 . ?
E g G ; ___________________ » y
Y m;=0.175m
A 4
A
°§ P 0.55m R
N' >
S

Fig. 2.7. Caractéristiques de la section du raidisseur
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Pour calculer les fréquences propres ®; de la dalle de roulement orthotrope, on calcul

tout d’abord les valeurs de f;, solutions du polyndme caractéristique de la matrice (2.15), en

utilisant le logiciel MATHEMATICA (Fig.2.8) . Puis on calcul les parameétres de fréquences

Bii en utilisant Iexpression (2.39). Par la suite, on calcul les paramétres de fréquences r;; ,

solutions du polynéme caractéristique de la matrice (2.49) en utilisant le logiciel

MATHEMATICA (Fig.2.9). Finalement, les fréquences propres ®; sont calculées par

I’expression (2.42). Les parameétres de fréquences f; et f;; sont regroupés dans le tableau 2.1.

Tableau 2.1 : Valeurs des parametres de fréquences B; et B;

i

1

2

3

4

5

6

10

Bi

0.1571

0.1963

0.3141

0.3534

0.4712

0.5105

0.6283

0.6675

0.7853

0.8246

Bui

0.1571

0.1767

0.3141

0.3341

0.4712

0.4914

0.6283

0.6485

0.7854

0.8057

Détermnent

100

300

200

-100

—200

-300

T

T

r

Fig. 2.8. Graphe du polyndme caractéristique de la matrice (2.15)
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04

0.6
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Déterminant Déterminant
100 100
50 L 50 L
[ n (\ 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 n 1 r] 1 1 L n n 1 1 1 r]
0.4 0.6 8 1.0 12 14 r 4 0.6 08 1.0 12 14
50 F =50 L
~100 L -100 L
i=1 i=2
Déterminant Déterminant
100 100 -
50 L 50 [
L TR EE - L L rJ IR ‘1“‘1“‘1“‘1“77
4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 r 0 6 0.8 1.0 2 14
-50 L ~50 L
~100 - -100 L
i=3 i=4

Fig. 2.9. Graphes du polyndme caractéristique de la matrice (2.49) pour différents valeurs de i

La figure 2.10 représente les huit premiers modes propres de la poutre a deux travées a

supports rigides.
1
0.5
0 : ,
05 10 20 30 40
-1
Mode 1 : B, =0.1571

0.5

205 10 20 30 40

Mode 2 : B, =10.1963
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1 1
AN ANEA

0 0 T T
-1 -1

Mode 3 : B;=10.3141 Mode 4 : B,=0.4712

SAWAWAN WA
SRVAVAVE RV VAV

Mode 5 : B5=0.4712 Mode 6 : B5=0.5105
1
SAWAWAWANET AWAWAWA
0 : ,
05 10 20 0
SRAVAVAVAVEIRVAVAVAY
Mode 7 : B7=10.6283 Mode 8 : Bs=0.6675

Fig. 2.10. Huit premiers modes propres de la poutre a deux travées a supports rigides

Le tableau 2.2 montre une comparaison entre nos dix premieres fréquences propres de la dalle
de roulement orthotrope et celles calculées par ANSYS. La dalle de roulement est modélisée
par éléments finis de type ‘shell 63’ a quatre nceud avec six degrés de liberté par nceud
(Fig.2.11). Nous avons utilis¢ trois niveaux de maillages 200x55, 240x66 et 280%x77
¢léments. L'analyse de la comparaison des résultats obtenus montre une bonne concordance

pour toutes les fréquences.
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Tableau 2.2 : Comparaison des fréquences propres (Hz) de la dalle de roulement.

Numéro du ANSYS Présente
mode 20055 240%66 280x77 approche
1 3355 3355 3355 3.356
2 3.553 3.553 3.553 3.553
3 5.026 5.025 5.024 5.022
4 5242 5242 5242 5.243
5 5.392 5.392 5.392 5.404
6 6.515 6.514 6.513 6.559
7 9.270 9.264 9.260 9.248
8 10.214 10.208 10.204 10.268
9 13.422 13.422 13.423 13.426
10 13.622 13.622 13.623 13.623
ELEMENTS AN
MAE 19 2019
19:55:11

Fig.2.11. Mod¢le éléments finis congu dans ANSYS pour calculer les fréquences et les modes

propres de la dalle de roulement orthotrope a deux travées

La figure 2.12 représente les six premiers modes propres de la dalle de roulement calculés par

la présente approche. Chaque mode est définit par un double indice ij selon x et y
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respectivement. Le premier mode de plus basse fréquence f;; = 3.356 Hz est un mode de
flexion qui ne présente aucune ligne nodale. Tous les points de la dalle vibrent en phase dans
ce mode. Le deuxi¢me en fréquence (f;> = 3.553 Hz ) est un mode de torsion qui présente une
ligne nodale a y = 5.5 m. c’est une caractéristique des solutions qui sont obtenues sous forme
de variable séparables d’espace. Notons que les modes de flexion sont de rang j = 1. Les
autres sont des modes de torsion. Plusieurs modes de torsion apparaissent devant les modes de
flexion a cause de la rigidité faible de torsion devant celle de flexion selon x. I’augmentation
de 'ordre du mode implique une augmentation dans le nombre des lignes nodales. On
constate aussi que les amplitudes max des modes de torsion restent faibles devant les
amplitudes max des modes de flexion. La figure 2.13 montre les six premiers modes propres de

la dalle de roulement calculés par ANSYS.

%
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258742585
SR
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RBe5505500550555555
RSB
%

SOOI

$255%
525855555 ORISR
LSO TRIALA LIRS NSRER e
2553525 ettt e
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N
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SRS N

RIS N

R RIS
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IR RSO
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Mode 1,3 : ;3= 5.022 Hz Mode 2,1 : f>,=5.243 Hz
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Mode 2,2 : f5,=5.404 Hz

RN
SRR
O s
W \\\\“‘\“‘\“\‘o,»,o
AR
RS
N
AR
R W i
SO0 \\\:&3:83“\8:&\\\‘ SRR “\\\\\\\\\\\\\“‘
TR

W

AW

WA
WS
i

AW

Mode 2,3 : f5;=6.559 Hz

Fig.2.12. Six premiers modes propres de la dalle de roulement calculés par la présente approche

DISPLACENENT

ATER=1

S8 =1
FRE(=3. 355
DI =.001807

DISPLACENENT

ATEP=1

B =3
FREQ=5.024
DI =. 003364

Mode 1,1 : f;;, =3.355 Hz

Mode 1,3 : f;;=5.024 Hz

AN

HiR 19 2019
a0;02:4L

AN

MAR 19 2019
20:03:45

DIPLACEMENT AN

ol R 19 209
i o 20:03:22
FREQ=3. 553

DIX =. 002945

Mode 1,2 : f;,=3.553 Hz

DISPLACEMENT AN

HAR 19 2018
2004l

STEP=1
SUB =4
FREQ=5. 242

DI =.001937

Mode 2,1 : f5;,=5.242 Hz
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DISPLACEHENT AN DISPLACEMENT AN
i 1R 19 2019 e 1 19 2019
:gl):; 20:0477 g 20:05:00

FREQ=5.392 TREQ=6.513
DT =.003134

DHX =.003566

Mode 2,2 : f>,= 5.392 Hz Mode 2,3 : f5;= 6.513 Hz

Fig.2.13. Six premiers modes propres de la dalle de roulement calculés par ANSYS

2.3.2 Cas d’une dalle de roulement a trois travées

Considérons le cas d'une dalle de roulement orthotrope a trois travées dont les propriétés
équivalentes sont [21]: /=78 m, [; = 3=24m, [, =30m, b=13.715m, h=0.21157 m, p =
3265.295 kg/m’, D, = 2.415 x 10° Nm, D, = 2.1807 x 10’ Nm, D,, = 1.1424 x 10° Nm, v,, =

0.3, E, = 3.0576x10"> N/m’, E, = 2.7607 x 10'° N/m®, G,, = 1.4475 x 10" N/m’.

Pour calculer les fréquences propres de la dalle de roulement orthotrope a trois travées, nous

avons calculé tout d'abord les valeurs de f3; , racines du déterminant de la matrice du systéme

(2.45), puis en calcul les valeurs de B;; en utilisant I'expression (2.69). En calcul par la suit, le

les racines r;; ou bien r,; de I'équation aux fréquences (2.78). Finalement les fréquences

propres du pont (, sont calculées par les expressions (2.72). Les parametres de fréquences f; et

L1 sont regroupés dans le tableau 2.3.

Tableau 2.3 : Valeurs des paramétres de fréquences [3; et B, pour la dalle a 3 travées

I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B; |0.1178 | 0.1455 | 0.1614 | 0.2304 | 0.2736 | 0.2857 | 0.3410 | 0.4002 | 0.4128 |0.4519
By | 0.1145] 0.1368 | 0.1335 | 0.2206 | 0.2679 | 0.2649 | 0.3245 | 0.3981 | 0.3967 | 0.4294
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Deéterminant
1.0 -

T T T

T

0.5

T T T

0.1 0.2 Uos 0/4 os ”

T T T

—-0.5

T

| L ——

-1.0

Fig. 2.14. Graphe du polyndéme caractéristique de la matrice du systéme (2.45).

La figure 2.15 montre les huit premiers modes propres de la poutre a trois travées associés a leurs

paramétres de fréquences J.

B, =0.1178 B2 = 01455

Ps=0.1614 B4=0.2304

15 4 2

15 - 2 A

Bs=0.2736 Bs=0.2857
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Déterminant
0.10 1

B,=0.3410

Déterminant
0.10 1

Bs=0.4002

Figure 2.15. Les huit premiers modes propres de la poutre a trois travées

0.05 | 0.05 |
L . L — 7y R Ll N ey
0.3 10 15 2.0 0.5 1.0 1.5 2.0
—0.05 -0.05
—0.10 L -0.10 -
i=1 i=2
Déterminant Déterminant
0.10 1 0.10 1
0.05 0.05
n 1 n 1 n n 1 n n 1 rZ n 1 n n 1 n n 1 rZ
0.5 1.0 1.5 2.0 0.5 1. 15 2.0
-005 | -005 |
-0.10 * -0.10 *
i=3 i=4

Fig. 2.16. Graphes du polyndome caractéristique de la matrice (2.78) pour différents valeurs de i

Nous comparons les valeurs des dix premicres fréquences propres obtenues par la présente
approche avec celles calculées par la méthode des éléments finis en utilisant le logiciel

ANSYS. Pour calculer les fréquences et les modes propres par le logiciel d’élément finis
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ANSYS, nous avons introduire tout d’abord toutes les propriétés mécaniques et géométriques
de dalle de roulement. La dalle de roulement est modélisée par des éléments coques de type
‘shell 63° a quatre nceud avec six degrés de liberté par nceud. Nous avons étudié tout d’abord
la convergence des fréquences en fonction de la densité du maillage. Nous avons retenu un
maillage fin de 468 x 60 = 28080 ¢léments. Le tableau (2.4) résume les différences sur les
valeurs des 10 premieres fréquences propres. L'analyse de la comparaison des résultats

obtenus montre une excellente concordance pour toutes les fréquences.

Tableau 2.4 : Comparaison des fréquences propres de la dalle de roulement

Mode Ordre des Présente ANSYS Erreur
fréquences approche
1 1.1 4.13 4.13 0.00
2 1.2 5.45 5.45 0.00
3 2.1 6.30 6.30 0.00
4 2.2 7.59 7.59 0.00
5 3.1 7.75 7.76 0.01
6 32 8.77 8.79 0.02
7 1.3 9.08 9.05 0.03
8 2.3 11.26 11.29 0.03
9 33 11.97 12.06 0.09
10 1.4 15.07 15.09 0.02

Les figures 2.17 et 2.18 montrent les huit premiers modes propres de la dalle de roulement
¢tudiée obtenus par la présente approche et par le logiciel ANSYS respectivement. On

constate une excellente concordance entre tous les modes.
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Figure 2.17. Huit premiers modes propres calculés par la présente approche
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prsBACEET AN pTspLACEET AN

JAN 26 2019 i JAN 26 2019
STEP-1 STEP=1 £.20
SUE =7 17:15:51 SUB -8 17:16:24

FREQ=9.046 FREQ=11.292
DIEC =.00444L DI =.003732

Figure 2.18. Huit premiers modes propres calculés par ANSYS

2.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode semi-analytique pour calculer les
fréquences et les modes propres d’une dalle de roulement orthotrope multi-travées a supports
rigides. Ce travail est trés intéressant pour le développement du troisiéme chapitre. Cette
méthode est basée sur I’approche modale et tient compte du couplage intermodal,
généralement négligé dans la littérature. Les avantages de I’approche proposée sont nombreux
notamment sa simplicité de mise en ceuvre, sa rapidité et sa précision. Nous avons présenté et
compar¢ les résultats de deux exemples numériques avec ANSYS et la littérature. Une

excellente concordance est observée.
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Chapitre 3

Détermination des fréquences et des modes propres des dalles de
roulement orthotropes multi-travées a supports élastiques

3.1 Introduction

Lors de la construction des ponts routiers, un appareil d'appui en élastomere fretté est
intercalé entre les poutres raidisseurs et les supports rigides pour apporter plus de souplesse a
I’ouvrage (Fig.3.1). L’¢lastomeére est généralement en caoutchouc naturel qui présente une
bonne résistance a la traction, un excellent allongement a la rupture, un bon comportement
aux sollicitations dynamiques, au froid, au vieillissement et une bonne résistance au
déchirement. Dans la grande majorité des cas, 1’appareil d’appui peut étre considéré comme
infiniment rigide en direction verticale et infiniment souple en rotation [33]. Il est donc
primordial de les prendre en compte dans le modéle dynamique. En théorie, ce matériau peut
étre modélisé par un modele dynamique de raideurs et d’amortisseurs. Les rigidités doivent
étre tenues en compte dans les vibrations libres et les amortisseurs dans les vibrations forcées.

\ Appareils dappuis /H //

Fig.3.1. Coupe longitudinale d’un ouvrage avec appareils d’appuis

3.2 Fréquences et modes propres des dalles de roulement orthotropes multi-travées
a supports ¢élastiques

La dalle de roulement (Fig.3.2) est modélisée par une plaque rectangulaire mince
d’épaisseur constante /1, de matériau orthotrope et de R travées. Les supports sont modélisés
par des ressorts €lastiques de grandes rigidités k., » =1, 2, ..., R+1. En utilisant la méthode de
superposition modale, les vibrations libres harmoniques de la plaque mince sont générées par
I’équation différentielle suivante (voir chapitre 2) :

o'W, o'w, o'w,
l))C 4'1 +2H2—'2+Dy T —OJi/phWi/ =0 (31)
ox ox~0y oy ' '

Avec w, (x, y) sont les modes propres de la dalle de roulement décomposés comme suite :

Wij(x’y):(pi(x)hij(y) (32)

Dans I’expression (3.2), & (y) sont les modes propres vérifiant les conditions aux limites aux
ij

bords libres de la dalle de roulement, ¢ (x) sont modes propres d’une poutre multi-travées a

supports ¢élastiques.
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Le calcul des fréquences et des modes propres de la dalle de roulement s’effectue de la méme
maniere que dans le chapitre deux. La seule différence réside dans la détermination des
paramétres de fréquences B, et des modes propres ¢ (x).

Z

A y
e Al
/ ; / ﬁ:{ -

7 L

o -1 ]
ki ,;E" k; 377 k3”,7’,§7’ k, kr+1775;7?” kg kr kg1
Il L I I )
)

< I
>

Fig.3.2. Modé¢le mathématique de la dalle de roulement multi-travées a supports élastiques

3.2.1 Fréquences et modes propres des poutres multi-travées a supports élastiques

Pour déterminer des fréquences et les modes propres d’une poutre multi-travées a supports
¢lastiques (Fig.3.3), il faut déterminer les modes propres pour chaque travée. L’expression du

mode i dans la travée r est donnée par :
¢, (x,)=A,sinPx, +B, cosPx, +C, shp,x, +D,chP.x, ;r=12,..,R (3.3)

A., B
limites et de continuités, B est un paramétre de fréquence du mode i de la poutre multi-travées.

. » B, , C.et D, sontdes constantes a déterminer par I’application des conditions aux

(pl(xl) (pz(xz) (P3(x3) (Pr(xr) (pr+1(xr+1) (pR_1(xR_1) (pR(xR)

A A A A A A A
X7 X2 X3 X Xp+1 XR-1 XR
—> —> —> —> > —> —>
0 f if - X
s k; kzjﬁ ks %77 kR_I%W kg kr+1 %ﬂ
7 77 77 77
I I Ip1 Ig
< >l » P

Fig.3.3. Mod¢le mathématique de la poutre multi-travées a support élastiques

3.2.1.1 Cas d’une poutre a une seule travée

La figure 3.4, montre une poutre a une seule travée a supports élastiques. Le mode propre
de la poutre s’écrit (on omet I’indice i ) :

@, (x,) =4 sinB x, +B cosP x,+Cshp x, + Dichp x, (3.4)
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?,(x,)
A
— X7
o > X
ki3 ky 3
s 2
I

Fig.3.4. Poutre a une seule travée a supports €lastiques

Aux extrémités de la poutre, I’effort tranchant doit étre égale a la force de rappel dans le
ressort qui modélise le support alors que le moment fléchissant doit étre nul :

4o (3.5)
EJ—  =—kg(0) :
dxl_“g o Y1
d’o 3.6
~EI° S =0 (3.6)
1 x=0
d'o (3.7)
EI—M  =ko, (L) :
dxf . P4
R 3.8
EIZ0 =0 (3.8)
1y =

Reportons les quatre conditions aux limites (3.5 a 3.8) dans I’expression (3.4), apres
regroupement on obtient le systéme suivant :

EJIp’ k ~EIp’ k 4] [0

0 EIB’ 0 ~E 1B’ 51_]0| (3.9
E IR’ cosBl +k,sinBl  —EIB*sinpl,+k,cosBl, —EIP°chBl +k,shBl, —EIB*shBl,+kchpl, ||C [ |0
EIB*sinBl, E_1B*cos B, —E IB’shBl, —E IB’chBl, DJ |0

Pour une solution non-triviale du systéme (3.9), il faut que le déterminant de la matrice soit égal a zéro
ce qui permet d’obtenir 1’équation aux fréquences. Les racines de cette équation sont les parameétres de
fréquences B,,i=1,2, ..., n.

3.2.1.2 Cas d’une poutre a deux travées

Considérons maintenant le cas d’une poutre a deux travées a supports élastiques (Fig.3.5). Le

mode propre i de la poutre dans la travée » s’écrit (on omet I’indice i) :

¢, (x,)=4,sinB x,+B,cosp x, +C,shp x, +D,ch x, r=1,2 (3.10)
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¢,(x)) (Pz(xz)
A A

—» X7 —> X2

11 12

A
v

Fig. 3.5. Poutre a deux travées a supports €lastiques

A D’extrémité gauche de la poutre, I’effort tranchant doit étre égale a la force de rappelle dans
le ressort qui modélise le support alors que le moment fléchissant doit étre nul :

d3
EXI (‘21 :_k1‘~P1 0 (3.11)
1 x=0
2
_Exléil,q;l =0 (3.12)
: xl x=0

Au niveau de 'appui intermédiaire, I’effort tranchant résultant des deux travées doit étre égale
a la force de rappelle dans le ressort qui modélise le support intermédiaire :

3
ke, + E149 (3.13)

x =1 2

3
EXIL‘I?

1 x,=0

Pour assurer la continuité, le moment fléchissant, le déplacement et la pente de la travée
b
gauche au niveau de I’appui intermédiaire doivent étre égaux a celui de la travée droite :

2 2
Erldqzl _E“1d€2 (3.14)
dx, - Todx, 0
Pil,oy = Pal, g (3.15)
do | _do, (3.16)
dxl x =, dxz x,=0

A P’extrémité droite de la poutre, I’effort tranchant doit étre égale a la force de rappelle dans
le ressort qui modélise le support alors que le moment fléchissant doit étre nul :

d’p (3.17)
EI 2 =— ko,| .
) dx; - 3%2 x,=l,
2
Exldq;z _0 (3.18)
dx; nl
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Remplagons les conditions (3.11) jusqu’a (3.18) dans I’expression (3.10), apres simplification
et regroupement, on obtient le systéme suivant :

[F]{4}={0} (3.19)
Avec les éléments de la matrice [F] et du vecteur {A} sont présentés dans I’annexe 2.
3.2.1.3 Cas d’une poutre a trois travées

Considérons maintenant le cas d’une poutre a trois travées a supports élastiques

(Fig.3.6). Le mode propre i de la poutre dans la travée r s’écrit (on omet I’indice i) :
¢, (x,)=4,sinB x, +B,cosP x, +Cshp x,+D,chpx, r=1,2,3 (3.20)

A Dextrémité gauche de la poutre, I’effort tranchant doit étre égale a la force de rappelle dans
le ressort qui modélise le support alors que le moment fléchissant doit étre nul :

dp (3.21)
EISN = ko :
i d)(fl3 =0 ! 111*0
2
ElI ‘;;21 =0 (3.22)
1 x=0

Les conditions de continuité au niveau des deux appuis intermédiaires sont illustrées comme
suit :

3 3
E1% _pol o+ E1%% (3.23)
‘ dxl x =/ e ‘ de x,=0
2 2
EXI d (IZI — E‘I d (p22 (3.24)
dxl x =l de x,=0
Pl = Pl (3.25)
do | _do, (3.26)
dx, - dx, om0
3 3
£1%% ko, + E1LY .27
2 lx, =1, o x3 x3=0
2 2
E,Cld (‘22 ZEYId (‘23 (3.28)
‘ dxz Xy =l ‘ dx3 x3=0
Palyc, = Pl (3.29)
49,1 _de, (3.30)
dx, e, dx, s

A P’extrémité droite de la poutre, I’effort tranchant doit étre égale a la force de rappelle dans
le ressort qui modélise le support alors que le moment fléchissant doit étre nul :
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3
Erldq;?s :k4(.[)3 B (3.31)
todxy | 5=h
2
E’Cldq;} :0 (3.32)
Todx

x3=ly

3

Remplagons les conditions (3.21) jusqu’a (3.32) dans I’expression (3.20), aprés simplification
et regroupement, on obtient le systéme (3.19). Les éléments de la matrice [F] et du vecteur
{A} sont présentés dans I’annexe 2.

?,(x)) (Pz(xz) (P3(x3)
A A A
X7 X2 X3
— > >
[/ » X
2k k g
™ ! ? k377L77 k47777
11 lz 13
l »|

Fig.3.6. Poutre a trois travées a supports €lastiques
3.2.1.3 Généralisation au cas d’une poutre multi-travées

La figure 3.3 représente le cas général d’une poutre a R travées a supports élastiques.
L’expression du mode i dans la travée » est donnée par (3.3). A I'extrémité¢ gauche de la
poutre, I’effort tranchant doit étre égale a la force de rappelle dans le ressort qui modélise le
support alors que le moment fléchissant doit étre nul :

d’p (3.33)
EI“  =— ko :
2 dxl_“g o 11 x,=0
2
EXI 6;;21 — 0 (3.34)
1 x=0

Les conditions de continuité au niveau des appuis intermédiaires sont illustrées comme suit :

3 3
e I RO oA e (3.35)
xr_l X, =l fra T r x,=0
EYI dz(‘pr—lz(xr—l) — EYI dz(pr (zxr) (3'36)
’ dx; ol ’ dx; =0
¢ (x ), o, =00 (3.37)
de, \(x,)) _ de,(x,) (338)
dx, | o dx, | _,
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A P’extrémité droite de la poutre, I’effort tranchant doit étre égale a la force de rappelle dans
le ressort qui modélise le support alors que le moment fléchissant doit étre nul :

EELATIC N (3.39)
) dx - =l

gl (3.40)
’ dx; ety

Remplagons les conditions (3.33) jusqu’a (3.40) dans I’expression (3.3), apres simplification
et regroupement, on obtient le systéme (3.19). Les éléments de la matrice [F] et du vecteur
{A} sont présentés dans I’annexe 2.

3.3. Exemples de validation numérique
3.3.1. Cas d’une poutre a une seule travée

Concéderons une poutre d’Euler Bernoulli a deux supports élastiques (Fig.3.4), dont les
caractéristiques sont [24]:

El = 25x1019Nm? ; pA=5x10*kg/m ; I, = 30m

1

La méthode d’obtention des paramétres de fréquences . et par conséquent les fréquences

propres (oal, =BEI/ pA), proposée dans ce chapitre est celle basée sur la recherche d’une

solution non triviale du déterminant de la matrice du systéme (3.9), pour différents conditions
aux limites. C’est une équation algébrique non linéaire qui peut étre résolue par le logiciel
MATHEMATICA présentée sur la figure 3.7, pour des conditions aux limites libre-libre
(k1 =k, =ON/m).

Déterminent
10

05

0.2 0.4 0.6 .8 110

—05 +

—10L

Fig.3.7. Graphe de I’équation aux fréquences du déterminant de la matrice du systeme (3.9)

Le tableau 3.1 présente une comparaison entre les dix premiers parametres de fréquences
calculés par la présente approche et celle présentés dans la référence [32] pour différentes
combinaisons de conditions aux limites. Notons que B/, dans notre formulation correspond a

B, de la formulation présentée dans la référence [32]. Une excellente concordance est

observée.
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Tableau 3.1: Paramétres de fréquences (Bil1 =0, \JEI/pA )
Ordre de paramétres de fréquences
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Simple- 3.142 6.283 9.425 12.566 15.708 18.850 21.991 25.133 28.274 31.416
Simple 3.142 6.283 9.425 12.566 15.708 18.850 21.991 25.133 28.274 31.416
Libre- 0 4730 7.853 10.996 14.137 17.279 20.420 23.562 26.703 29.845
Libre 0 4730 7.853 10.996 14.137 17.279 20.420 23.562 26.703 29.845
Simple- 0 3.927 7.069 10.210 13.352 16.493 19.635 22.776 25.918 29.060
Libre 0 3.927 7.069 10.210 13.352 16.493 19.635 22.777 25.918 29.060

Remarque : Les valeurs en gras sont celles de la référence [32], Simple-Simple :

Libre-Libre : k;=k,=0 N/m.

k=k;=10" N/m,

La figure 3.8 montre I’influence de la rigidité des supports sur les quatre premiers modes
propres de la poutre. Pour une rigidité nulle des supports (k,=k,=0 N/m), on obtient exactement
les modes d’une poutre libre-libre. Pour de grande rigidité des supports, les modes propres
passent directement vers les modes d’une poutre en appuis simples.

° =t
g o :
5 g0 k
: s 30
& 1 2
-1 k=k,=0
2 ) mmememwos 4 ) - — rd
k;=k,=10° N/m 1} = k==10°Nm
® @ ®«=Kk110°Nm ¢t B 8 @K=k=10°Nm

3 2 4

2 39

1 2 '

)
’

Q L] 1 -
-8 0 -g ! l’
2 =k E ’
g 370 T o 2 o’
B3 ;g 0 ky @ f " k2
Z 4 ' § N ¢ 0
& 114 <

....... k=k,=0
k;=k,=10"° N/m

® ® @&K-=k=10°Nm

’ ~_
) mmammom-a k,=k,=0
k,=k,=1010N/m

® ® @K-=k=10"Nm

Figure 3.8. Influence de la rigidité des supports sur les quatre premiers modes propres de la poutre a
une seule travée
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3.3.2. Cas d’une poutre a deux travées

Concéderons maintenant une poutre d’Euler-Bernoulli a deux travées identiques a
supports élastiques (Fig.3.5) dont les caractéristiques sont issues de la référence [33]. La
poutre est de longueur / = 5 m; de largeur b = 0.05 m; d’épaisseur # = 0.05 m; de masse
volumique p = 7800 kg/m’ ; de rapport de Poisson v = 0.3 et de module d’ Young E =
2.06x10'"" N/m’. La figure 3.9 représente le graphe du déterminant de la matrice du systéme
(3.19) pour k; = k3= 10" N/m et k>= 0 N/m.

Déterminent
10

05 |

—05 F+

-10 -

Fig.3.9. Graphe de I’équation aux fréquences du déterminant de la matrice du systéme (3.19)

Le tableau 3.2 présente une comparaison entre les quatre premieres fréquences propres de la
poutre, calculées par la présente méthode avec celles présentées dans la référence [35]. Lin et
Chang [35] ont utilisés la théorie de la poutre de Timoshenko pour calculer les fréquences et
les modes propres d’une poutre continu multi-travées, simplement supportée aux extrémités
avec des supports intermédiaires flexibles, en utilisant une méthode hybride
analytique/numérique. La comparaison montre une légere différence entre les fréquences cela
peut étre due aux différences entre la théorie et la méthode (Les valeurs en gras sont celles de
la référence [35]).

Tableau 3.2 : Fréquences propres de la poutre f; = B’+/EI/pA/2n en[Hz].

Ordre des
fréquences k> =0 N/m k;=10" N/m k,=10° N/m k; =10 N/m
7 4.661 18.643 18.643 18.643
______ 18.738 18.738 18.614
7 18.642 27.884 29.000 29.123
______ 28.004 29.143 29.122
V2 41.946 74.570 74.570 74.570
______ 74.802 74.802 74.566
14 74.570 80.251 93.052 94.377
------- 80.317 93.306 94.362
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La figure 3.10 présente les quatre premiers modes propre de la poutre pour différentes valeurs
de rigidité du support intermédiaire k. Les supports extrémes sont supposés infiniment
rigides (k; = k3 = 10 N/m). Pour k, = 0 N/m, les fréquences et les modes propres sont les
mémes d’une poutre sur deux appuis simples. Lorsque la rigidité 4 est plus grande, la poutre
peut étre regardée comme une poutre avec support intermédiaire rigide.
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Figure 3.10. Influence de la rigidité du support intermédiaire sur les quatre premiers modes propres
de la poutre a deux travées

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre le calcul des fréquences et des modes propres
d’une dalle de roulement multi-travées reposant sur des appareils d’appuis. Ces derniers sont
modélisés par des ressorts linéaires ¢lastiques. Nous avons utilis¢é la méme approche
développée dans le deuxiéme chapitre. Ce chapitre est intéressant pour étudier les vibrations
d'une dalle de roulement d’un pont de la chaussée multi-travées a supports élastiques lors du
passage d’un camion. Deux exemples numériques sont présentés et comparés. Une bonne
concordance est observée.
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Chapitre 4

Développement de modéles analytiques de véhicules
tridimensionnels a essieux tandem et tridem

4.1 Introduction

Ce chapitre traite de I’obtention des équations de mouvement de modeles de camions
tridimensionnels simples et semi-remorques, a essieux doubles (tandem) et triples (tridem) a
I’arriere. Ces modeles de véhicules sont utilisés par la suite pour étudier le phénomene
d’interaction dynamique entre la dalle de roulement du pont et le camion qui la traverse.

Selon la configuration des essieux tandem a I’arriere, deux modeles de camions
tridimensionnels sont développés. Le premier modele possede neuf degrés de libertés, soit le
sautillement de six groupes de roues ainsi que le bondissement, le tangage et le roulis du bloc
rigide du camion. Le deuxiéme modele possede onze degrés de liberté, soit le sautillement de
six groupes de roues, la rotation des deux barres pivotantes ainsi que le bondissement, le
tangage et le roulis du bloc rigide du camion.

Selon la configuration des essieux tandem et tridem a [Darriere, deux modeles
tridimensionnels trés réalistes de camions semi-remorque sont proposés et développés. Le
premier modele posséde dix-huit degrés de liberté, soit le bondissement et le roulis de six
essieux avec roues de ’avant et de I’arri¢re ainsi que le bondissement, le tangage et le roulis
des blocs rigides du véhicule tracteur et de la remorque. Le deuxieme modele possede vingt
degrés de liberté, soit le bondissement et les roulis de six essieux avec roues de I’avant et de
I’arriére, la rotation des deux barres pivotantes ainsi que le bondissement, le tangage et le
roulis des blocs rigides du véhicule tracteur et de la semi-remorque.

Sur la base de certaines hypothéeses simplificatrices, les équations discrétes de différents
modeles sont obtenues en utilisant la seconde loi de Newton a tout les corps formant les
modeles, soit aux roues, aux essieux et aux blocs rigides représentant le camion, le véhicule
tracteur et la semi-remorque, car elle est simple est facilement applicable aux cas considérés.

4.2 Hypotheéses simplificatrices de modélisation

Pour les quatre modeles tridimensionnels développés, les hypothéses suivantes sont
émises pour établir les équations du mouvement.

- Le comportement ¢élastique des différents raideurs et amortisseurs est supposé linaire,
car dans le cas contraire, le probléme devient trés compliqué ;
- Les cadres des différentes parties des modeles sont supposés infiniment rigides ;
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- Chaque attelage en parallele ressort-amortisseur de la suspension est lié en méme
point soit au bloc rigide ou a I’essieu. Les déplacements de ces points ne peuvent étre
que verticalement ;

- Les déplacements suivants x et y, causés par les rotations, sont négligés ;

- Les rotations (tangage et roulis) sont considérées faibles ;

- Pour les deux premiers mode¢les, les suspensions sont considérées indépendantes, pour
les modeles semi-remorque, sont liées par les essieux ;

- Les pneus restent en contact permanant avec la chaussée ;

- Le contact entre le pneu et la chaussée est supposé¢ ponctuel. Le déplacement vertical
au point de contact noté k, de coordonnées (xi, yx) s’écrit :

wkzw(xk,yk,t)+ r(xk,yk) (4-1)
avec w(xx, yi) et r(xx, yi) sont respectivement le déplacement vertical de la dalle de
roulement et la rugosité du profil de la chaussée au point de contact 4.

4.3 Systémes de suspensions et de liaisons a essieux tandem

Les modeles de camions a essieux tandem et tridem représentent fidelement la
distribution des forces d’interaction sur la dalle de roulement. Il existe plusieurs
configurations d’essieux tandem pour équiper les camions simples ou semi-remorque. Les
trois variantes avec des suspensions a lames d’acier les plus utilisés pour équiper les camions
sont présentées sur la figure (4.1).

Fig. 4.1. Quelques systémes de suspension des essieux tandem.

Pour le premier type d’essieux tandem (Fig.4.2), le pivot ce déplace essentiellement
verticalement par rapport au chassis. Ce mouvement dépend de la flexibilité de la suspension.

Dans le modele mathématique, chaque groupe de lammes d’acier est modélisé par un ressort

56



Chapitre 4 : Développement de modeles analytiques de véhicules tridimensionnels

a essieux tandem et tridem 2022

ks> et un amortisseur visqueux ¢,z qui représente la suspension et est lié en un méme point,
d’un coté avec le bloc rigide et de I’autre coté avec la barre pivotante (walking beam). Chaque
essieu est divisé en deux parties. Chaque partie est représentée par une masse ponctuelle m; , y
compri la masse de la roue. Les masse m; et m, sont attachées chacune des extrémités de la
barre pivotante. Les pneus des roues de chaque essieu sont modélisés par un montage en

aralléle de ressort k,; et d’amortisseur visqueux c¢,;.
P 14

kS 2 CS 2
axe < m m
: pivot 3 2
"walking beam" / k c k c
3 p3 p2 p2

Fig.4.2. Premier type d’essieux tandem et son mode¢le mathématique.

Dans le deuxiéme type d’essieux tandem (Fig.4.3), la suspension et la liaison constituent
un seul élément aux extrémités duquel sont fixés les axes. Le mouvement de chaque essieu
par rapport au chassis est un mouvement de rotation autour du pivot et un déplacement
vertical du a la flexibilité de la suspension. La rotation de ’ensemble est représenté par le
mouvement d’une barre pivotante infiniment rigide de masse m; attachée au milieu du

chassis. Chaque pneu est présenté par un ressort et amortisseur visqueux en paralleles.

Pivot

Fig.4.3. Deuxi¢me type d’essieux tandem et son modele mathématique.
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Dans ce dernier type d’essieu tandem (Fig.4.4), chaque essieu est fixé directement dans la
suspension a lames d’acier. Chaque suspension est attachée aux extrémités du corps rigide
dont la liaison intermédiaire est pivotante. Le mouvement de la suspension est essentiellement

vertical. Chaque pneu est modélisé par un ressort et un amortisseur visqueux en paralléle.

Fig.4.4. Troisiéme type d’essieu tandem et son modele mathématique.

4.4 Systémes de suspensions et de liaisons des essieux tridem

Ce systéme de suspension a essieux tridem est utilisé pour équiper les camions semi-
remorque a l’arriére. Un seul modele est retenu. Il est similaire au troisiéme type d’essieux
tandem en ajoutant seulement un troisiéme essieu avec une suspension a lame d’acier
(Fig.4.5).

Fig.4.5. Systéme de suspension a essieu tridem

4.5 Modéles de camion a essieux tandem
4.5.1 Modé¢le a neuf degrés de liberté
4.5.1.1 Schéma du modéle

Le camion est modélisé par un modéle dynamique masses-ressorts-amortisseurs a neuf

\

degrés de libert¢ a trois axes (Fig.4.6). Le bloc rigide posséde trois degrés soit le
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brandissement z, , le tangage o, et le roulis a, . Le sautillement des masses des roues avec
essieux de I’avant et de I’arriere de masses m;, i= 1,2, ..., 6 , est présenté par six degrés de
liberté: z; , z2, ...., zg. Dans la figure 4.6, m,, I,,, I, sont respectivement la masse et les
moments d’inertie du bloc rigide, kyx, cpr, k=1,2, ..., 6, sont respectivement les rigidités et les
amortissements des pneus, k; , ¢y , i =1, 2, .., 4 sont respectivement les rigidités et les
amortissements des suspensions avant et arriere.

Le champ de déplacement de ce modéle de camion est défini a chaque instant ¢ par neuf
variables indépendantes :

{zv}={zv,ev,av,zl,zz,23,24,25,26} 4.2)

4.5.1.2 Schéma d’équilibre dynamique

La figure 4.7, représente le bilan des forces et des moments agissant sur le modéle de
camion. Les forces d’interaction entre la chaussée et le camion sont les forces dans les pneus:

Fy =k, [z ~(w+n) [*e, | 2-(h+5) ] 5 k=1 ... 6 (4.3)

o (éw drj
+V| —+—
ol Ox  dx

Avec :

L k=L .6 (4.4)

XYk

W T =—

Dans les expressions (4.3) et (4.4), wr = w(xx ,yx,t) est le déplacement vertical de la dalle
de roulement au point de contact k, r(xx, yx ) est la rugosité du profil du chemin de roulement
évaluée au point de contact k, v=x est la vitesse de passage du camion.

Les forces agissantes dans les suspensions sont exprimées en fonction des déplacements
relatifs ainsi que des vitesses de déplacement des roues et du bloc formant le systeme. Elles
sont exprimées comme suit :

fi=ky(z,—2)+c, (2, —2)
fr =k, (2, —(az, +azy)) +c, (2, —(a,z, + aZy))
fi=ks(z5—2)+c3(25-2,)

Ji=ky (2, —(azs +az,)) +c, (2, —(a,2; +a,2))

(4.5)

Pour rendre les forces dans les suspensions homogenes avec les degrés de liberté retenus,
il faut exprimer les déplacements z,,, z,», z,3 et z,4 en fonction de z,,, 6,, et a, comme suit :

Zvl = Zv + alslev _b2s3a‘v
ZvZ = Zv _aZSlev _bZSBG‘v (46)
Zv3 = Zv + alslev +bls3a‘v

Zv4 = Zv _aZSlev +bls3a‘v
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On remplace les expressions (4.6) dans (4.5), o obtient :
fi :ksl (Zv +alslev _b2S3a‘v _Zl)+csl (Zv +a1S16v _b2S3d’v _Zl)
Sy =k,(z,—as0, —bys0, —a,z, —ayz;) +¢, (2, _azslév —b,s0, —a,z, —aiz;)
f; = ks} (Zv +alslev +b1S3av _Z4) +Cs3 (Zv +a1S16v +bls3d’v _Z4)

_ 4.7)
Ji=ky(z,—as0, +hs0, —a,z, —az )+ ¢ (2, —a,s0, +hs0, —a,z —aZ,)

Le vecteur des forces dues aux efforts de la gravité distribué sur les points de contacts est:

{Fg} :{mlg +mvga1b2 s Myg +mvga2b2a3 ;Mg +mvga2b2a4; myg +mvga1b1 ; 48
T .
msg +m ga,bjay s meg+ mvga2b1a4}

En rajoutant la contribution statique, le vecteur des forces d’interactions de la dalle
agissant sur le camion devient :

GRS (49)
Avec :

{Fri)nt} ={ Fint Fint Fint Fint Fint Fin

t
pl >"p2 2" p3 i pd > ps 2t p6 (410)

4.5.1.3 Equations du mouvement

Les équations du mouvement du modele de camion a neuf degrés de liberté sont obtenues
on appliquant le principe de Newton pour chaque degré de liberté, on obtient :

Pour z, : mzZ +fi+f,+f,+/,=0 (4.11)
Pour0,: L0 +as(fi+f)—as,(fo+1,)=0 (4.12)
Poura,: LG +bs,(f; + 1) —bs,(fi+£,)=0 (4.13)
Pourz;:  mZ +Fi—f=0 (4.14)
Pourz;:  myZ,+F)—a,f,=0 (4.15)
Pourzz;:  myZ+Fy —af,=0 (4.16)
Pourz,:  myZ+F) —f,=0 (4.17)
Pourzs:  myZ+FY—a,f,=0 (4.18)
Pourzs:  mgZ +Fyg —a,f, =0 (4.19)
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On remplace les expressions des forces (4.3) et (4.7) dans les équations de mouvement
(4.11 2 4.19), apres réarrangement et regroupement, on obtient le systéme suivant :

P 2L e I e =] 420

Avec [fint] est le vecteur des forces d’interaction appliquées sur le véhicule, [My], [C,],
. ppliq

[K,] sont respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de rigidit¢é du camion
(voir annexe 4).
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Fig.4.6. Modgele de véhicule tridimensionnel a neuf ddl.
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Fig.4.7. Schéma d’équilibre dynamique des forces et des moments
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4.5.2 Modé¢le a onze degrés de liberté

4.5.2.1 Schéma du modéle

Le camion est modélisé par un seul modele dynamique masses-ressorts-amortisseurs a
onze degrés de liberté¢ a trois axes (Fig.4.8), conformément au deuxiéme type d’essieux
tandem. Le bloc rigide possede trois degrés de liberté z, , o, , a, . Le sautillement des masses
m;,i=1,2,.., 6 est présenté par six degrés de liberté z; , z> , ..., zs . Les rotations des barres
pivotantes my; , mr> sont présentés respectivement par deux degrés de liberté o1, , o612. Le
champ de déplacement de ce modéle est défini a chaque instant ¢ par onze variables physiques
indépendantes :

{Zv} ={Zv,ev,ocv,ell,612,21,22,23,24,25,26}T (4.21)

Dans la figure 4.11, my;, mr> et L, I,.> représente respectivement les masses et les
moments d’inertie des barres pivotantes.

4.5.2.2 Schéma d’équilibre dynamique

Dans la figure 4.9, on présente le bilan des forces et des moments de ce modele. Les
forces dans les suspensions du camion sont exprimées en fonction des déplacements relatifs
des extrémités des suspensions :

Ji=h 2 =2) 46, (G, =2) 5 i=1 2 ..,6 (4.22)

Pour rendre les force dans les suspensions homogénes avec les ddl retenus, il faut
exprimer les déplacements z,;, i=1, 2, ..., 6 en fonction de z, , 6, et a, comme suit :

z, =z, +asP, —bs,
z2,,=2,— a0, —bs,0, + a9,
z,;=2,— 4,50, —bs,0, —a,5,0,, (4.23)
z,=2,+asP, +bsa,
Z,5 =2, 4,80, +hs,0, +a,5.0,,
Z,6=2,—a80, +bs0, —a,8.9,,
On remplace les expressions (4.23) dans les expressions des forces des suspensions
(4.22), il vient :
Ji=ky(z,+as,—bs0o, —z)+¢,(Z, +alslév —bys0,—7)
S =ko(z,—aysP, —bs, + a9, —2,) +¢, (2, _azslév —bsq, +a3S26L1 —Z)
Ji=ky(z,—as8, —bys 0, —a,s9,, —z) +¢,5(2, _%S1év —bysq, _a4S26L1 —Z) (4.24)
Ji=ku(z,+asP, +hs0, —z,)+¢, (2, +alSlév +hsa, —z,) ‘
Js=ks(z,—asP, +bs, +ays9,, —z5)+¢5(2,—as lév +hs, _a4S29L2 —Z5)

Jo=k(z,—asP, +bso, —a,s0,, —z)+c (2, —asP, +bso, —as0,, —Z,)
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Le vecteur des forces dues aux effets de la gravité distribuées sur les points de contacts :

{Fg} = {mlg +m gaby ; myg+m gasbyay+myay ;s myg+m gaybya, +myiay; 4.25)

m4g+mvga1b1 ; m5g+mvga2bla3 +myaay s Mg +mvga2b1a4 +mL2a4}

4.5.2.3 Equations du mouvement

Les équations du mouvement du modele de camion a onze ddl sont obtenues en utilisant
I’équilibre dynamique des forces et des moments.

Pourz,: mZz +fi+f,+f+f,+f+f =0 (4.26)
Pour 0,: L0 +as(fi+f)—as(f,+/)=0 (4.27)
Pour o, : 1,0 =b,s,(f,+ 15+ 1) +bs,(f, +f,+/,)=0 (4.28)
Pour 6, : 19“9““ +a,s,f,—a,s,f;=0 (4.29)
Pour 0, : Ie“ean +a,s,fs—a,s,f, =0 (4.30)
Pourz: mZ+F"-f=0 ;i=1.,6 (4.31-4.36)

On remplace les expressions des forces (4.3) et (4.24) dans les équations de mouvement
(4.26-4.36), apres réarrangement et regroupement, on obtient le systéme suivant :

[, 2, e, ), b, iz () w57

Avec [M,], [Cy], [Ky] et{F‘ifnt} sont données dans I’annexe 4.
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Fig.4.8. Mode¢le de véhicule tridimensionnel a onze ddl
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Fig.4.9. Schéma d’équilibre dynamique des forces et des moments
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4.6 Modéles de camion semi-remorque a essieux tandem et tridem
4.6.1 Modele a dix-huit degré de liberté
4.6.1.1 Schémas du modéle

Le camion est a six axes composé d’un tracteur et d’'une semi-remorque (Fig.4.10 et Fig.
4.11). Le comportement de la remorque est influencé par celui du véhicule tracteur et vis-
versa. Les forces sont transmises de 1'un a I’autre via une connexion représentant le point
d’ancrage situé¢ au centre des structures sur I’axe longitudinale. Ce dernier est représenté par
un amortisseur ¢, et un ressort k, mis en parallele. Les suspensions du véhicule tracteur ou de
la semi remorque ne sont plus indépendantes par contre elles sont reliées entre-elles par les
essieux. L’essieu tandem du véhicule tracteur est similaire a celui de modele a neuf degrés de
liberté. Le véhicule tracteur posséde neuf degrés de liberté : z,, 6,, o/, z;, 01, 2,02, 23, 03 .
La semi-remorque posse¢de aussi neuf degrés de liberté : z,, o,, 0, , z4, 0y, Z5, A5, Z5, Os . Le
champ de déplacement de ce modele est défini a chaque instant ¢ par dix-huit variables
physiques indépendantes :

T
{Zv} = {zt,et,oct,zr,er,ocr,zl,ocl,Zz,az,z3,a3,z4,a4,zs,oc5,26,(16} (4.37)

4.6.1.2. Schémas d’équilibre dynamique

Les figures 4.12 et 4.13 représentent le bilan des forces et des moments agissants sur les
différentes masses et sur les blocs rigides du modé¢le. Les forces d’interaction dans les pneus
sont :

Fot =k [z, +bys,04 —( + 1K)+, 2, 45,50 — (04 +7)]

1‘;3 =k [z, +b,510, =W, +1)]+C 02, +by5100, — (W, +75) ]

Fy =k 5l 2, +by5,006 — (W + 1)+, 2 +Bysy 0, — Ok +75)]

Fo =k [z, + By, =, + 1)1+ C il 2, +Bys 0y — 00 +75)]

Ft =k ol 2 +Bys, 065 — (W5 +15)]+C 5[ 25 +bys, 0 — (g +75)]

Fog =k o[z +bysi 0t — (W, + 1)+l Z +bys,0 — (i, +7;)]
Fit =k [z =Byt =0ty +1) ][ —bis gy =0 +72)] (4.39)
i =k gz, ~bysiot, (0w + )]+ €[ 2,~Bys, 0, — (i +7)]

E}h;t =k o[z, =D5,00% —(Wy +75)]+C o[ 2, —Bis) 0, — (W5 +75)]
Fo = o2 =y8i0t =W +710)]4+C [ 2, =Bys, 0y = Okt +770)]

Fi=k

il pll[ZS —bys, 0 —(W, +’11)]+Cp11[25 =B, 0 —(W, +7;))]

int . . . .
F;;Hllz = kplZ[Z6 =By, 0t —(W, +77,)] +Cp12[Z6 =B, 0l —(W, +7,)]
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Fig.4.10. Modé¢le de camion tridimensionnel a six axes a essieux tandem et tridem a 18 ddl, vue de face.
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Fig.4.11. Modé¢le de camion tridimensionnel a six axes a essieux tandem et tridem a 18 ddl, vue de droite.
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Fig.4.12. Schéma d’équilibre dynamique des forces et des moments, vue de face.
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Avec :
.. oW ow dr
Wk +’7{ :Ex]pyk +V(ax+dxjx y», k:l, ey 12 (4'40)

Les forces agissantes dans les suspensions sont déterminées en considérant les positions
relatives ainsi que les vitesses de déplacement des roues et des cadres formant le systéme.
Ils sont calculés comme suit :

5= kvl 2, —(z, +bys, o) 1+c, 2, — (£ +b,s,0,)]

[sz (a,z, +az; +bys, (a0, tao,)) ]+,
3123 —(2, +hys o) +c5(2,; — (2, +bysy 01)
[

|—|

Z,, —(a,z, +a;z, +b,s, (a,0,1a0,))]

—_

2,4 —(25+D,5,06) 1+ ¢y [ 2,4 — (25 +by5, 05)

—_—

Z,s —(25 0,8, 04 )]+ s[2,s — (2, + D5, 1d6) @41)
7 [Zv7 (a,z, +a,z;—b;s, (a0, Ta0,)) ]+, [Zv7 —(a,z, +a;z, - bs, (a,0,1a0,))]
=kylz,s —(2, =B, 0]+, — (2, =S, 04)]
klz,o —(25 =B, 05)]+C ol 2,0 —(25 =S, 0]
f kaolz,10 = (26 =D, 106 )]+ ¢l 2,10 —(Z5 —BiS,,04)]
La force au point d’encrage est fonction des ¢lévations, des vitesses de bondissement, des

positions angulaires ainsi que des vitesses de rotation des cadres formant le véhicule tracteur
et la semi-remorque. Elle est donc calculée de la maniére suivante :

f.=k[(z,—s0,)—~(z,+sO)+c (G —59,)—(, +s9,)] (4.42)

Pour rendre les équations de mouvement homogenes avec les degrés de liberté choisis, il

faut exprimer z, , i=1,..., 10, en fonction de z,0,,0,,2,,0, e 0, comme suit :

2, =2, —asP, +bs,a,

z,=2+a,s0, +bs 0,

Z,=2+50, +bs,0.

z,=2+50, +bs,,

zs=2+58. +bs 0.

(4.43)
Z6=% _alslez _blS‘)az
z, =2, +a,50, —bs,,
Ze=2+50. —bs,0.
Zo=2,+59, —bs,a,
2, =2, +59, —bs, 0

”

73



Chapitre 4 : Développement de modeles analytiques de véhicules tridimensionnels

a essieux tandem et tridem 2022

On remplace (4.43) dans (4.41), on obtient :

1=k, [z,—asP,+b,8,0, —z —b,s,0, 1+, [Z, — a5, +b,8,0, —Z —b,s,0,]
S =kolz, +a,50,7bys,0, —a,2, —a,2, — bysy (a0, Fa,0,)]

+e,lZ,+ azsléz th,8,,0, —a,2, —ayz, —bys, (4,0, Ta,0,)]
Ji=kglz, +59,1b,8,0, =z, =b,s, 0, ]+ [ 2, + S36r 1h,8,0, —Z, —b,8,,0,]
Jo=klz, +59,10,8,0, —z5—bys, 0 ]+ [Z, +S46r th,8,,0, —Z5 =D, 0]
Js =kslz, +58,1b,5,0, -z —b,s, 0]+ 5[Z, +S56r 1h,8,,0, —Z; —b,8, 0] (4.44)
1 =k [z, —as8, —bs0, —z+bs,0 1+¢,o[Z, — @50, —bsyd, — 2 +bsd, ] '
Jr=kglz, +a,s0, b, 0, —a,2, —a,z, +bs, (4,0, Ta0,)]

+eglz+ azsléz —bs, 0, —a,z, —ayz, +bs,, (a0, Ta0,)]

Sy =kglz, +58, b, 0, —z, b8, 04 ]+c[Z, +536,- —bs,a, —z,b;s, 0]
Jo=kolz, +58, —bs; 0, —z51bss, o5 ]+l 2, + 546,- —b;s, ., —ZHb;s, 0]

Joo =kgolz, +58,=bs, 0, —ztbs 0 ]+¢ o [Z, +50, —bjs, 0, —Ztb;s, 0]

4.6.1.3 Equations de mouvement

Les équations de mouvement des blocs rigides suspendues du tracteur et de la semi-
remorque ainsi que des masses des essieux avec roues sont déterminées en appliquant la
deuxie¢me loi de Newton en translation et en rotation par rapport a leurs centres de masses.

Pour le véhicule tracteur, trois équations de mouvement sont déterminées comme suit :
- Equation de mouvement pour le bondissement :
M AS A fyt fy =0
Soit :
mz, +k [z, —asP, 10,50, —z —b,5,04,1+¢,[Z, —a,50,+,5,0, —2 —bysyd, ]
+holz, +ays0, 10,80, —a,2, —a;z, —a,bs, 0, —ab;s, o]
+c,lz, +a2Slét 1b,8,0, —a,2, —a,z, —a,bs, 0, —a;b;s,0,)]
+h [z, — 59, S0, —2, 08,0, 1+C,[2, — @58, —bsyd, —2+bs,0,] (4.45)
+h,[z, +aysP, b, o, —a,z, —ayz; +a,bs 0, A0S, 04)]
+e,l2, +a2Slét —bs, 0, —a,z, —a;z; +a,bs, A, abs, 0, ]
+h [z, —58, —z,—s 0, ]+ [2,—s8, —z —s,0,]=0

- Equation de mouvement pour le tangage :

Ie,é; —as,(f,+f)+as,(f,+1)—s.f, =0
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Soit :
I, 0, —as,k [z, —asP, b5, —z —b,s,0]
—as.c, [z, —alslét +b,5,01, —Z, —b,s,0, ]
—ask [z —asP, —bso, —z,1bs,]
—as,C, [z, —asP, —bs,0, —z+bs0, ]
+a,sk,[z +a,s0,b,s, o, —a,z, —a,z,—bs, (a0, Ta.0,)] (4.46)
+a,5,C, 2, +a,50,+b,8, 0, —a,Z, a2, —bs, (a0, 20,)]
+a,s,k [z, +a,s0,—bs, o, —a,z, —a,z, +bs, (a0, Ta,0,)]
+a,5,C.[2 +a,s9, —bs, 0, —a,z, —az, +bs, (a,0,+2,0,]
—sk [z —s0_—(z,4s,0,)]—sC.[2,—50, —(2,+s,0,)FO
- Equation de mouvement pour le roulis :
Ialdét +b,5,f; +0,5,, 1, —bSo f, =8, f; =0
Soit :
Ia, o, +bsyk, [z, —as0,1b,5:0, —z, —b,sgy |
+h,5,Cy[Z, — 50, 0,550, =2, —b,5,01 ]
+b,s,0k [z, +a,50,1b.s,.0, —a,z, —a,z, —b;s, (a0, Ta0,)]
+hy8,,Col2, +a,50,4b,5, 0, —a,2, —a,z, —bys, (4,0, 2,0,)] 447)
s,k [z, —asP, —bs, —z, b s, ]
~bsyC, oz, —as, —bs,0, —2bs,0, ]
—bs, k.2 +a,s0, —bs, o, —a,z, —a,z, +bs, (a0, ta,0,)]
by CalZ, + a5, —bys, A, —a,2, —a,z, +bs, (a0, a,0,] =0
Pour la semi-remorque, trois équations de mouvement sont déterminées comme suit :

- Equation de mouvement pour le bondissement :

mZ +fitfotfithtthot).=0

Soit :
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mz +k [z +s9 +b,s,0, —z, —b,s,0, ] +c[Z, +50, b5, 0, —2, —b,s,d,]
v4[Zr +50,1b,8, 0, — bzsuas J+¢ul2, +50, 40,80, —% _b2sl s ]
kslz, +58, 108,01, — 2, =b,8, 0, ]+ [ Z, +58,1D,8,0, —Z, —b,8,,0]
+hglz, +59, —bs 0, —z,tbs o, ]+ c4[2, +59, —bs, 0, —2,tbs ] (4.48)
tholz, +50, —bs, o, =z b8, 0 ]+ Z, +5,9, —bs, 0, —Z, s, 0]
tegolz, +58, =By, 0, 2 Hbys; 0 [ +¢ 2, +56, _blsl (0, —Z b8, 0i ]
+ke [Zr _S7er S6at +C _S7e _Z S6at]
- Equation de mouvement pour le tangage :
1,6, +S3(f3 + 1)+, (fy + 1) +55(fs + fip) 5./, =0
Soit :
1 ar_er +85k5(2, +59, 10,80, —2, —bys, o, [+5:¢,5[Z, +59, 1,80, —2, —b,s, a, ]
+8:kgz, +50, —bs, 0, —z, 108, 0, | +55¢4[2, +50, —bjs 0, —Z, b8, A, |
+8,k[2, 50,108, 0, =25 =0,8,,05]+5,6,[Z, +5,8, 0,80, —Z5 —b,s; 0L ]
ts,kolz, +50, —bs 0, =z 1S, 05 ] +5,0[Z, +5,0, —bjs 0L, —Z1D;s; 04 ] (4.49)
+55ks[2, +50, 10,80, =2z, =b,8 0 ] +55¢,5[2, +59, 10,8, 0, — 2 —b,8, 0]
+85k0[2, +59, —bys 0, =z tbs o ] +55¢,0[2, +5.0, —bs, 0, —Z,1b;s, 0]
S,k [z 50 —z —sa)]—-s.c [z —s0, —Z+s0,]=0
- Equation de mouvement pour le roulis :
[ar(xr +bys, ([ + /4 +15)—bs, (g + /o + /1) =0
Soit :
Ia,.ar +b,8, k[, +56,1b,8, 0, =z, —b,s, 0, ]+bys €[ 2, +56, 10,8, 0, —Z, —b,s, 0, ]
+bzsuks4 [Zr +S4er +b251 10 —2Zs _b2sl 10 ] +bzs1 1Ca [Zr +S4er +b2s1 1, _25 _bzsl 1a5]
+b,3, k [z, +50,1b,8,00. =2, —b,s, 0 ]+b.s, ¢ s[Z, +58,1bs, 0. —Z, —b,s, d] (4.50)

—bys, klz, +56, —bs, 0, —z,+bs, 0, ]-bs ¢4l 2, +50, —bs, 0, —Z,4bs, 0, ]
b8, kylz, +58, —bs; o, —ztbs, 0 ]-bys ¢ [Z, +59, —bys, 0, —Z by, 0]

;s kyolz, +50, —bys, o —ztb;s 04, 1-bis ¢ [Z, +50, —bys 0, —Z+bs, 0 ] =0

Pour les équations de mouvement des essieux du véhicule tracteur et de la semi-

remorque, seul deux équations sont nécessaires pour chaque essieu, puisque les mouvements
possibles sont le bondissement et le roulis. Les équations de mouvement pour le premier

essieu sont les suivantes :
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- Equation de mouvement du bondissement :

mz +F;11ﬁ +F;r7ﬁ —fi—/=0

Soit :
mZ +k, [z +byson —(w +1)]+c,2 4050, — 04 +7)]
+k , [z, = Bisgon — (W +1)]+¢,,[Z, = Disy0y — (W, +75)]
—ky [z, —as0, b5, —z, —b,sgo, ] ¢, [Z, - alslét 1b,8401, =2 —b,s,01 ] (4.51)

—k[z, —a,s0, —bsg, —z, D804 ] — ¢ ([, _alslét —bsy0, —zbs0,] =0

- Equation de mouvement pour le roulis :
1,6, +b2s8117;‘11t —blSSFl'i’;t —bys,f, +bs,f, =0
Soit :
L, 0y +bysek, [ 2, +Dysgay — (W +17)]+Dy55¢, (2 +Dy530 — (W) +77)]
—blsgkp7 [z, =bso, —(wy +r7)]—blsgcp7 (2, =bisya, —(Wy +75)]
“bysyk, 2, — @50, tb,8,0, — 2, —b,8,0 1-by8,c, [2, — 4,50, +by5,0, — 2 —b,500,] (4.52)

+b8oke[z, —ais0, —bsg, —z,b s Hbsec 2, —a50, —bjsya, —2+bsqa, ] =0

Pour les essieux 2 et 3, les forces de suspensions sont remplacées par des forces
agissantes sur les essieux. Par exemple, f; est remplacée par deux force asf> et a f; (Fig. 4.14).

Finl

p2

Fig.4.14. Forces et mouvements agissants sur 1’essieu tandem
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Les équations de mouvement pour le deuxieéme essieu sont les suivantes :
- Equation de mouvement du bondissement :

mz, +Fy +F —a,f,—a,f, =0
Soit :

mz, +kp2[22 +bysi0, —(wy +15)] +sz[22 +b,5100, —(W +7,)]
+kp8 [z, D50, —(W; +1;)] +Cp8[z'2 —bs,0, —0% +5;)]
—a,k [z, +a,s0,tbs o, —a,z, —a;z, —bs, (a0, ta0s)]
—8,C,[Z, + 50,1080, —a,2, —a;z; by, (a0, Ta0,)]
—a,k,[z, +a,50, —bs, 0, —a,z, —a,z; +bs) (a0, Ta,0,)]
—a,¢,[Z, +a2S16t -bs, 0, —a,z, —a,z; +bs, (4,0, 1a,0,)] =0

(4.53)

- Equation de mouvement pour le roulis :
1,6, +b2S10F;‘; —blst;‘;‘ —ab,s, f,+abs, [, =0
Soit :
Iazdz +b2s10kpz[z2 +b,s,.0, —(W, +1,)] +bzslocp2 (2, +bys,,0,, — (O, +7)]
B0k 5[ 2, =B51000 =04 +17) 1=y 52, —isio0 = (Vg +73)]
-a,bs, k,[z +a,s0,1b,s, 0, —a,z, —a,z, —bs, (a,0,Ta,0,)]
—a,b8, ¢l 2 +a,50, 8,0, —a,2, —aiz, —bs, (a6, 2,0, )]
+a,bs, k,[z +a,s0, —bs, o, —a,z, —a,z, +bs,,(a,0,ta,0,)]
+a,bs,.C,[Z, + a0, —bs, 0, —a,2, —a;z, +hs, (a0, 2,0,]=0

(4.54)

Les équations de mouvement pour le troisiéme essieu sont les suivantes :

- Equation de mouvement du bondissement :
- int int
mZ+ 15 +Fg —arf, ~a.f; =0

Soit :
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mz, +kp3[z3 +b,5,40,, —(W +r3)]+cp3[z'3 +b,s5,,0,, —(W3 +73)]
ko[ 2; =Dy8i00 = (Wy +15)]+€ o[ 2, = bys oy = (i +75)]
—a.k [z +a,s0,1bs, o, —a,z, —a,z, —b,s (a0, Ta,0,)]
—a,c,[Z, +a2s19't +b,s, 0, —a,2, —a,z, —b;s,, (a,0,Ta,0,)]
—ak,[z, +a,s0,—bs, 0, —a,z, —a,z, +bs,, (a0, Ta,0,)]
—a.c. [z, +asP, —bs,d, —a,z —az, +hs, (a0, a0, =0

(4.55)

- Equation de mouvement pour le roulis :

1.5 +b2S10F;§t ~bsyo 1;9t —ahs, f, +abs, f, =0

Soit :

1, 0 +by50k 15[ 25 +y510005 — (W +73)]+Dy8C 5[ 25 +Dy85100 — (W3 +73)]
5oLz~ 0 — (0% +15)] =B, 2~ 5~ +is)]
—a;b,s,,k [z, +a,50,1b,s, 0, —a,z, —a,z, —bs, (a0, Ta,0,)]

—a,bys, c.[2 +a,5P,1b,s, 0, —a,2, —az, —bs, (a0, 12,0, )]

+a,bs, k,,[z, +a,s0,—bs, o, —a,z, —az, +bs, (a0, Ta,0,)]

tabs, ¢, [Z, +as0, —bs, 0, —a,z, —az, +bs, (a0, a.0,)] =0

(4.56)

Les équations de mouvement pour le quatriéme essieu sont:
- Equation de mouvement du bondissement :

mz,+Fy +F —fi—f; =0
Soit :
Mz, +k,[z,+bys,00, —(W, +1) 1+, 2, + b5 0, —(W, +73)]
+kp10[Z4 =800, —(W +’”10)]+C',r;10[z'4 —bisi0, — (W +7ip)]

} 4.57
—kglz, +50,1b,8, 0, —2, —bs, 0, ]—c5[2, +50,1bs, 0, —Z, —b,s, 0, ] ( )

—kslz, +59, b0, -z, b0, ] ¢l Z, +50, —bs,a, —Z,+bss; 0, ] =0

- Equation de mouvement pour le roulis :
- int int _
Ioc4(x4 +b2S10F;2 —bs, P10 —bys, f;+bs,,fs =0

Soit :
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1,04 +b,8,0k [ 24 +D,8, 00, = (W, +7)] 4,8, a2, + D55, 00, — (W) +75)]

—bsk plO[Z4 bis,60, — (W +10)]=bis ¢ 10[24 —by,40, — (Mo +7ip)]

(4.58)
—b,8, klz, +50,7b,8,0. —z, =b,8,,0, ] -bys, ¢ [Z, +S3er+b25110(r —z,—b,8,0,]
+b8, kglz, +59, —bs, 0, —z,tbs, o, [Hbs, ¢ [Z, +50, —bss 0, —2,1bs, 0,] =0
Les équations de mouvement pour le cinquiéme essieu sont :
- Equation de mouvement du bondissement :
.. t t
mz +Fm +1‘?;‘111 —fi—/f=0
Soit :
mz;+k 5[25 +b,500L5 — (W +’3)]+Cp5[25 +bys100Ls — (W5 +75)]
+kpll[25 —bs,os —(W, +77)]+ Coit (2, —Disi0s — (4, +73)] (4.59)
—k [z, +50,1b8, 0, —z—b,s, o] ¢, [, +S49 1,80, —Z5—b,s; 0]
—kolz. +58,—bs, 0, —z51bss, o] - [ 2, +549 —bs, 0, —Z1b;s, 0] =0
- Equation de mouvement pour le roulis :
I (x +b SloFm bSIO i bys,Jfy +bs,fo =0
Soit :
1, Os +by810k 5[ 25 +by510Ls —(W5 +15) 145,581, Z5 +bys0s — (5 +75)]
_bISIOkaI[ZS =By 05 —(wy, +17)] _Cp11[25 —bys, 05 — (W, +7;))] (4.60)

b8, k2, +50,1b,8 0 =25 —b,8, 05 ]-b,8, ¢, [ 2, +5,0, b8, 0, —Z5 —b,s, 0]

108, kolz, +58, —bs, 0, —z+bs, 0 b8, ¢ [ Z, +59, —bjs 0, —Z+b;s 0] =0

Les équations de mouvement pour le dernier essieu sont :
- Equation de mouvement du bondissement :

m626+Fm+F;‘11t2 —fs= /=0

Soit :
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Mz +kp6[26 +b,5100t —(W; +7;)] +cp6[Z'6 +by500k —(W; +7;)]

+kp12[26 —bysy 0t — (W, +112)]+cp12 (26 —Di51004 — (W, +7i,)]

. - . . (4.61)
—ks[z, +58, 1080 =z, —b,s, 0 ] ¢ 5[Z, +50,1b,8, 0, —Z, —b,8,,04]
—kolz. +58, b8 0, —Z,1b;s, 04 ] —¢ 2, +56, —bjs, 0, —Z1b;s; 6, ] =0
- Equation de mouvement pour le roulis :
.. " it " it
Iaﬁ% +b2510F;g _b1S10F;T2 —b,s,, f; +bis,,f1, =0
Soit :
1, G5 +D55,0k 6 26 + D550 — (Wi + 1)1 +52810C, [ Z +by5;0 = (W +7)]
_blSIOkplz[Zé —b;5,00t —(W, +712)]_blslocp12[26 =Dy g0l —(W, +17,)] (4.62)

b8, k2, +50,1b,8, 01, =2, b8, 0, ]-b,s, ¢ s[Z, +58,1b,3, 0, —Z, —b,s, 0]

1oy8, kg ol2, +59, —bs o, —Z,bs, 0, ;s ¢ [Z, +58, —bs, 0, —Z+b;s 0] =0

Apres regroupement, on obtient le systéme suivant (voir Annexe 4) :
(M, ]z, )+ e, )z, ok, )iz, b= {rim) (4.63)

4.6.2 Modele a vingt degré de liberté

Ce modele est similaire au modele précédent de la figure 4.10. La seule différence réside
dans l'essieu tandem dont le deuxieme type est utilis€é (voir Fig.4.3). La rotation est
représentée par le mouvement d'une barre pivotante infiniment rigide de masse m;, et d’inertie
Ioz, , attachée a 'extrémité du corps rigide du véhicule-tracteur (Figs. 4.15 -.4.18). La méme
chose pour lautre coté. Les rotations des barres pivotantes my; , my, sont présentés
respectivement par deux degrés de liberté or; , o1, . La flexion de chacun des porte-a-faux
formant la suspension est modélisée par un ressort et un amortisseur visqueux liés a chaque
extrémité de la barre pivotante et aux essieux deux et trois. Le champ de déplacements de ce
modele de véhicule est défini a I'instant ¢ par 20 variables physiques indépendantes :

T
{Zv} Z{Zt’et’at’zr’er’ar’eLl ’9L2 ,zl,Ocl,zz,ocz,z3,a3,z4,oc4,25,OLS,26,0L6} (4.64)

Les équations de mouvement des blocs rigides suspenues du véhicule-tracteur et de la
semi-remorque ainsi que des masses des essieux avec roues et des deux barres pivotantes sont
déterminées de la méme manieres que dans le modele précédent en utilsant la deuxieme loi de
Newton en translation et en rotation (voir annexe 4).
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Fig.4.15. Modéle de camion tridimensionnel a six axes a essieux tandem et tridem a 20 ddl, vue de face.
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4.6.2.1. Schémas d’équilibre dynamique

Les figures 4.17 et 4.18 représentent le bilan des forces et des moments agissants sur les
différentes masses et sur les blocs rigides du modé¢le. Les forces d’interaction dans les pneus
sont :

F =k \[2,+bys0l —(w + 1)+, [2 +bysdy — (04 +7)]

E}h;t ko2, +D,8,00, =Wy +15) ]+ 5[ 2, +D,5,00, =04y +55)]
B =k gLz s, 0 = (W +75)]+ € ol 2 Dy, 0 = 0 +75)]
Foy =k [2, 4 bys, 0, — (W, +7)] 42, by, — (00, +73)]
Fot =k gl 2 +bys, 0 —(Ws +13)]+C 5[ Z5 +bys, 05 — (g +75)]

F;;H;t k [ 25 + 0581004 — (W + 7)1+ [ 26 + 055,04 — (W +7)]

B =2~y — 0y + 5]+l ~bis gl — iy 4] (%:63)
P [, st — O )]+ 0l ~ysyti O )]
P e[z, — 0 1)+l By s — g +5)]
B =k 2,5yt — (i + 1)1+~ By~ +)]
P =k 2~ s~y + )1+ [~y s — G, +ii)]
P =k [0~y g — Oty 1)1+l —ysyig— ity +72)]
Avec : W, +7, :aav:wk +v(Z§+ijm; k=1, .., 12 (4.66)

Les forces agissantes dans les suspensions sont déterminées en considérant les positions
relatives ainsi que les vitesses de déplacement des roues et des cadres formant le systéme.
Ils sont calculés comme suit :

S =kylz, =z, +bysgou)]+c, (2, = (2 +by5,0,)]

b =kolz, = (2, +bs o)l +c,l2, — (2, +bs5,0,)]
Sy =kglz,,— (2 +b:500) ]+ ¢ (2,5 — (2 +b55,04)]
Jo=kylz,, (2, +bs,0,)]+c, (2, —(2, +bys, 0]

Js =kslz,5 = (25 +b5,06) ]+ C 5[ 2,5 = (25 +by5,,005)]

Js =kiglz,6 = (25 +bo5,,04) ]+l 2,6 = (26 +Dy5,,06)] 4.67)
Jr=kglz,, = (2, =bsgou)+c[2,, —(E —bsy(@)] '

Sy =kglzs—(2, =bs,0u) ]+ ¢z, (2, —Ds,0,)]

Jo =kylz,9—(2;=B85,0)]+C 2, — (25— Dis,,05)]

f le[Zvlo _(24 _blSl 10L4)] +Cv10[2v10 _(24 _blSl 1d4)]

S =kalzn —(25=bs,0)]+¢,[2,, = (2 +bys,,05)]

o=

k(2,15 = (25 =B, 0 ]+ Cypol 2,1 —(Zs =S, 04)]
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La force au point d’encrage est fonction des ¢lévations, des vitesses de bondissement, des
positions angulaires ainsi que des vitesses de rotation des cadres formant le véhicule tracteur
et la semi-remorque. Elle est donc calculée de la manicre suivante :

f.=k[(z,—s0,)~(z,+sO)+c (G —59,)—(, +s9,)] (4.68)

Pour rendre les équations de mouvement homogeénes avec les degrés de liberté choisis, il

faut exprimer z, , i=1,..., 12, en fonction de z,0,,0,,2,,0, e 0, comme suit :

2, =2, —asP, +bs,0,

Z,, =2y~ a8, =z,+a,sP, +bys, 0, —azs P,

Z5 =2, +a,80, =z,+a,s0, +b,s5,,0, +a,.9,

z,,=2,+s9, +bs 0,

zs=z +50 +bs 0,

z,=2+50 +bs (4.69)
277 _alslet _bls9az

Zg =Zp— a0, =2, +a,50, b5, 0, —a;5.9,,
Zy =2 +a,80, =2z +a,s0, —bys, o, +a,5.9,,
Zyo =2, +59, —bs,0,

z,, =z, +59,—bs, @,

Zv12 :Zr +S56r _blsllar

Avec
z, =z,+bys 0, +a,s6,
z, =2,—bs 0, +a,s6,

On remplace (4.69) dans (4.67), on obtient :

87



Chapitre 4 : Développement de modeles analytiques de véhicules tridimensionnels

a essieux tandem et tridem 2022

S =kalz, —as, 10,500, =z —bysgay J+¢[2, _a1516z +h,840, —Z, —b,8,0,]
=k lz,+a,50,1b,8,0, —a;8.0, -z, —bs; 0, ]
+eplz, + 02519[ th,s,,0, — El3526'11 —2,—bys, 0, ]
Sy =kylz, +a,50,1b,s, 0, 1a,8,0, —z, —bys, 0, ]
+cylz, +a2sléz tb,s,,0, +a452611 —Z;—bys, 0]
Jo=kylz, +59,1b,s,0, =z, =b,s, 0, [+ ¢ [Z, + S36r 1h,8,,0,, —2, —b,s,,0,]
Ss=kglz, +50,70,5,0, —z5—bys, 05 ]+¢5Z, +S46,~ +h,8,,05 —Z; —b,8, 0]
Js =kilz, +58,10,8,0, =z, —bys, 0 ]+c [ 2 +556z 1,80, —Z, —b,s,,04]
Jr =kglz, +as0, =bs,0, =z, +bsyo ] +¢,Z, +a1S161 —b;sya, =z, +Bs,0,]
Jy =kglz, +a,50,—bs, 0, —a;80, —2z,1b;s 0, ]
+cglz, +02519z —bs, 0, _a3széu —Z,1b;s, 00, ]
Jo =kylz, +as0,—bjs, 0, —z,tbs, 04 ]+c[Z, + 0251ez —bys; 0, —Z;tbys, 04 ]
Jo=kyolz, +59, b0, —z,4b;s, 04 ]+¢ 2, +S36;~ —bs, 0, —Z,1bs, 0]
Ju=k[z,+58, —bs 0, —zstbys, s ]+ [2, + 346,» —bs, 0, —Z5tb;s, 0s] (4.70)
Jo=kplz, +59, =bs; 0, —zHbs, 0 ]+¢,,[2, + Sséi~ —bss, 0, —Z;tb;s; 0]
4.6.2.2 Equations de mouvement
Les équations de mouvement des blocs rigides suspendues du tracteur et de la semi-

remorque ainsi que des masses des essieux avec roues sont déterminées en appliquant la
deuxi¢me loi de Newton en translation et en rotation par rapport a leurs centres de masses.

Pour le véhicule tracteur, trois équations de mouvement sont déterminées comme suit :

- Equation de mouvement pour le bondissement :
M S LS fy =0
Soit :
mz +k [z, —as0,+b,5,0, —z, —b,s,0, ]+¢,[2 —a,s0,+b,5,0, —2, —b,s0, ]
+hy[2, +a,50,10,8,0, —a,2, —a;z, —a,bs, 0, —abss, 0]
+e,lZ +a2Slét 1b,8,,0, —2,2, —a;z,—a,bs, 0, —a,bss, ;)]
+ho[2, — .50, —bisg0, —2,tbs,0 1+¢,o[Z, — 50, —bsyd, — 2 +b5,0,] (4.71)

+h [z, +a,50, —bs, 0, —a,2, —a;z; +apbs, o, tabs, 0,)]

+c, (2, +a,50, —bs, 0, —a,z, —a,z; +a,bs, 0, tabs, 0 ]

+h[z —50 —z —so,]+c[z —5.0 —z —s0,]=0

- Equation de mouvement pour le tangage :

Ie,e"t —as(fi +f)+as(L+ i+ i+ )5/, =0

88



Chapitre 4 : Développement de modeles analytiques de véhicules tridimensionnels

a essieux tandem et tridem 2022
Soit :
I, 0, —as,k [z, —asP, b8, —z —b,s,0,]
—as.c, [z, —alslé +b,5,01, —Z, —b,s,0, ]
a]slkyé[ —a,50, —b,s,0, —z,+bs, |
—as,C, [z, —asP, —bs,0, —z+bs0, ]
+a,s,k [z +a,50,1b,s,0, —a,z, —a,z, —b;s, (a,0,,1a,0,)] (4.72)
+a,5,C, 2, +a,50,+b,8, 0, —a,Z, —a;z, —bs, (a0, 20,)]
+a,s,k [z +a,s0, —bs, o, —a,z, —a,z, +bs, (a0, tao,)]
+a,8,¢,.[2, + @58, —bs 0, —a,z, —az, +bs, (a,0,+ad,]
sk [z —s0, —(z+s0,)]—sc.[Z, —s0, —(Z,+sa,)]FO
- Equation de mouvement pour le roulis :
Ialdt +b,s,(fi + 15+ 1) =bs,(f; + fo + 1) =0
Soit :
Ia, o, +bsyk, [z, —as0,1b,5:0, —z, —b,sgy |
+h,5,C,[2, —asP,b,5,0, 2, —b,s .0, |
+b,8,0k [z, +a,50,1b.s,0, —a,z, —a,z, —b;s, (a0, Ta0,)]
By, Col2, +a,50,4b,5, 0, —a,2, a2, —bys, (4,0, 2,0,)] 473

s,k [z, —asP, —bs, —z, b s ]
~Bs,c. 2, —asP, —bs,d, —2+bs,0,]
b5kl +a,s0, —bs, 0, —a,2, —a,z, +bs, (a0, a,0,)]

—hsiCqlz + azslet —bs, 0, —a,2, —a;z, +bs, (a,0,1a,0,] =0

Pour la semi-remorque, trois équations de mouvement sont déterminées comme suit :

Equation de mouvement pour le bondissement :

Soit :

mz +f,+fi+fotfot /=0
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mz +k [z +s9 +b,s,0, —z, —b,s,0, ] +c[Z, +50, b5, 0, —2, —b,s,d,]
v4[Zr +50,1b,8, 0, — bzsuas J+¢ul2, +50, 40,80, —% _b2sl s ]
kslz, +58, 108,01, — 2, =b,8, 0, ]+ [ Z, +58,1D,8,0, —Z, —b,8,,0]
+hglz, +59, —bs 0, —z,tbs o, ]+ c4[2, +59, —bs, 0, —2,tbs ] (4.74)
tholz, +50, —bs, o, =z b8, 0 ]+ Z, +5,9, —bs, 0, —Z, s, 0]
tegolz, +58, =By, 0, 2 Hbys; 0 [ +¢ 2, +56, _blsl (0, —Z b8, 0i ]
+ke [Zr _S7er S6at +C _S7e _Z S6at]
- Equation de mouvement pour le tangage :
1,8, +s5(fo + f) +s,(fs + /i) +55(fs + f) =5,/ =0
Soit :
1 ar_er +85k5(2, +59, 10,80, —2, —bys, o, [+5:¢,5[Z, +59, 1,80, —2, —b,s, a, ]
+8:kgz, +50, —bs, 0, —z, 108, 0, | +55¢4[2, +50, —bjs 0, —Z, b8, A, |
+8,k[2, 50,108, 0, =25 =0,8,,05]+5,6,[Z, +5,8, 0,80, —Z5 —b,s; 0L ]
ts,kolz, +50, —bs 0, =z 1S, 05 ] +5,0[Z, +5,0, —bjs 0L, —Z1D;s; 04 ] (4.75)
+55ks[2, +50, 10,80, =2z, =b,8 0 ] +55¢,5[2, +59, 10,8, 0, — 2 —b,8, 0]
+85k0[2, +59, —bys 0, =z tbs o ] +55¢,0[2, +5.0, —bs, 0, —Z,1b;s, 0]
S,k [z 50 —z —sa)]—-s.c [z —s0, —Z+s0,]=0
- Equation de mouvement pour le roulis :
1, 6, +bys,,(fu + s+ J)=bis, (fo + /i /) =0
Soit :
Ia,.ar +b,8, k[, +56,1b,8, 0, =z, —b,s, 0, ]+bys €[ 2, +56, 10,8, 0, —Z, —b,s, 0, ]
+bzsuks4 [Zr +S4er +b251 10 —2Zs _b2sl 10 ] +bzs1 1Ca [Zr +S4er +b2s1 1, _25 _bzsl 1a5]
+b,3, k [z, +50,1b,8,00. =2, —b,s, 0 ]+b.s, ¢ s[Z, +58,1bs, 0. —Z, —b,s, d] (4.76)

b,k
b8, kolz +59,

—bys, kslz, +56, —bs, 0, —z,+bs, 0, ]-b;s ¢4l 2, +50

oz, +50. —bs o, —z+bs, 05]-bs, [ 2, +5,0, —bs, 0, —Z1b;s 0]

Pour les équations de mouvement des barres pivotantes
Ie“en —as, f,+a,s,/,=0

[e,zeuzz —as, fy +a,8,f, =0

, —bis, 0, —2,bss, ]

—bs, @, —ztb;s 0 1-bs, ¢ [Z, +50, —bs, ., —Z+bs, 0, ]=0

(4.77)

(4.78)
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Pour les équations de mouvement des essieux du véhicule tracteur et de la semi-
remorque, seul deux équations sont nécessaires pour chaque essieu, puisque les mouvements
possibles sont le bondissement et le roulis. Les équations de mouvement pour le premier
essieu sont les suivantes :

- Equation de mouvement du bondissement :
mz +F;11ﬁ +F;r7ﬁ —h=/f=0
Soit :
mz, +kpl[z1 +b,so, —(W +1)] +e,[z +b,s0, —(W +7;)]
+kp7 [z, —Disoy —(w, +7)]+ Cp7 [2,—Disg0, —(, +7;)]
—ky[z, — 56,1050, —z, —bsgon ] —c, [Z, — alslét 1h,s540, —Z, —b,8,0 ] 4.79)

—k[z, —a,s0, —bsgr, —z,tbsg0y - ¢ [ 2, — alslét —bsy0, —ztbs0,] =0

- Equation de mouvement pour le roulis :
1,6, +b2s8117g'i‘1lt —blng;’;‘ —bs,f, +bs,f, =0
Soit :
1, 0y +bysek, [ 2, +Dysgay — (W +17)]+Dy55¢, [ 2, +Dy530 — (W +77)]
—blsgkp7 [z, =bso, —(wy +r7)]—blsgcp7 (2, =bisya, —(Wy +75)]

—b,8ok [z, —a50, 10,8501, —z, —b,s,0, | -b,sqc, [Z, — @50, Tb,s,0, — 2, —b,sya, ] (4.80)

+b8oke[2, —ais0, —bsg, —z,1b s Hbsec([Z, —a50, —bjsya, —2+bsqa, ] =0

Les équations de mouvement pour le deuxi¢me essieu sont les suivantes :
- Equation de mouvement du bondissement :

mz, +Fy +F —f,— £, =0

Soit :
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mz, +kp2[22 +b,5,00,, —(W, +15)] +e,lz, +b,5,00,, —(W, +75)]
+hs[2, =Disi0 =W + )]+ €5l 2, =8 G = (g +7)]
-,k [z +a,s0,1bs, o, —a,z, —a,;z,—bs, (a0, ta,0,)]
—,C,,[Z, +a2s19't +bs, 0, —a,z, —a,z, —bs,, (a,0,ta0,)]
—a,k [z, +a,50, —bs,o, —a,z, —a,z, +bs, (a0, ta0,)]
—a,c.[2,+asP, —bs,d, —a,z, —az, +bs, (a0, +a0,)] =0

(4.81)

- Equation de mouvement pour le roulis :
1,6, +b2s81‘?}'i‘;t —lqng;‘;t +bys, f, —bs,f; =0
Soit :
Iazdz +b2s10kpz[z2 +b,s,.0, —(W, +1,)] +bzslocp2 (2, +bys,,0,, — (O, +7)]
—BiSi0k 5[ 2, =B51000 =04 +17) =181 52, —ysio0 = (Vg +73)]
-a,bs, k,[z +a,s0,1b,s,0, —a,z, —a,z, —bs, (a,0,Ta,0;)]
—a,b8, Co[Z, +a50, 10,8, 0, —a,2, —az, —bs, (a0, Ta,0,)]
+a,bs, k,[z +a,s0, —bs, o, —a,z, —a,z, +bs,,(a,0,a,0,)]
+a,bs,.C,[Z, +a,s0, —bs, 0, —a,2, —a;z, +hs, (a0, 2,01 =0

(4.81)

Les équations de mouvement pour le troisiéme essieu sont les suivantes :

- Equation de mouvement du bondissement :

mz, +F;§t +F;gt —fi—1,=0

Soit :
mz, +kp3[z3 +by810 — (W +7§)]+Cp3[23 +by51005 =W +13)]
+kp9[Z3 =500 —(W, +75)] +Cp9[Z'3 —bys,005 =0 +7;)]
-k, [z, +a,s0,1b,8, 0, —a,z, —a,z, —bys; (a,0,1a0,)]
—AC,[Z, +a,50,1b,8,0, —a,2, —a,z,—b;s, (4,0, Ta,0,)]
—ak [z, + a5, —bs, o, —a,2, —a,z, +bs; (4,0, Ta,04)]
—a,¢,[Z, +a2slét —bs, 0, —a,2, —a;z, +bs, (a0, 12,0, ] =0

(4.82)

- Equation de mouvement pour le roulis :

L.a, +szgF;§t _hSSFn];Qt +b,5,f, =By f, =0

Soit :
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1, 0 +by50k 15[ 25 +Dy510005 — (W +73)]+Dy81C 5[ 25 +Dy8100 — (W3 +73)]
b5 oLz, ~ 0 — (0%, +15)] =B, 2~ 5~ +is)]
—a;b,s,,k [z, +a,50,1b,s, 0, —a,z, —a,z, —bs, (a0, Ta,0,)]

—a,bys, c.[2 +a,5P,1b,s, 0, —a,2, —az, —bs, (a0, 12,0, )]

+a,bs, k,,[z +a,s0,—bs, o, —a,z, —az, +bs, (a0, 1a,0,)]

tabs, ¢, [Z, +as0, —bs, 0, —a,z, —az, +bs, (a0, a0,)] =0

(4.83)

Les équations de mouvement pour le quatriéme essieu sont:
- Equation de mouvement du bondissement :

mz, +F;]I +F;Ill:) —fi=/0=0
Soit :
Mz, +k [z, +b:5,00, =W, +1)]+C 42, +by510, — (0, +75)]
+kp10[24 —bis;04 —(W +’”10)]+C',r;10[z'4 —bysi0, =Wy +7ip)] 4.84)
—k [z, +58, 10,80, =2z, —bs, 04 ]—c5[Z, +S3elr b8, —2,—b,s, 0] ’

—kglz, +50, —bs, 0, —z,1bs, 0, ] -l Z, +59, —bs, 0, —Z,+bs,; 0,]=0

- Equation de mouvement pour le roulis :
Ioc4d4 "'Z72*5‘10F;ftt _Z%SloF;% +bys,,f, s, /1, =0
Soit :
1, Oy + D380, [ 2, + D510t = (W, +7)14-Dy80C [ 2, +Dy5300L, = () +73)]
_blsl()kaO[Z4 =B g0, —(W +10)] _b1slocp10[24 —bys,40, — (Mo +7ip)] (4.85)
b8, klz, +59, 108,01, =2, —bys, 04 ]-b,s; ¢ [ 2, +S3e.r—'-b2slld‘r —z,—b,s, 0, ] ’

+bs, kglz, +50, —bs 0, —z,4bs, 0, tbs, ¢ 5[ 2, +58, —bs a, —Z,+bs 0, ] =0

Les équations de mouvement pour le cinquiéme essieu sont :
- Equation de mouvement du bondissement :

myZs +F;§t +F2111t1 —fs—=f,=0
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Soit :

Mgz +kp5 [25 +b,81005 —(w +75)] +C,5025 +b,5,05 — (W5 +75)]
+kpll[25 —bs105 (W, +’11)]+Cp11[25 —bsi0s —(W, +7;,)] (4.86)
—ka[2, +50, 108,01, =2, =b,8, 05 ] ¢, [Z, +58,7b,8,,0, —Z5 —b,s, 0]

—kolz, +50, —bs 0, =z b8 0] —c[Z, +58, —bys 0, —Z+bs, 0] =0

Equation de mouvement pour le roulis :

IO(SdS +bZSIOF;‘;t _blsl()Fm +b2S11ff; _blsllf; =0

pll

Soit :

1, Os +by810k 15[ 25 +by510Ls = (W5 +15) 145,581, Z5 +bys0s — (W +75)]

_bISIOkaI[ZS —bys,0s —(W, +7;,))] _Cp11[25 —bys, 0L — (W, +7;))] (4.87)
b8, k,l2, +59, 10,80, =25 —b,s, 05]-b,s; ¢, [ 2, + 546-;' +hy8,,0, —Zs —b,s, 0is] ’
+bys; kolz, +50, =bjs; 0, —zb;s, 0 by, €[ 2, +S46r —bs; 0, —Ztbys, 5] =0

Les équations de mouvement pour le dernier essieu sont :

Equation de mouvement du bondissement :

mZg +F;gt +F;th —fs—/,=0
Soit :
Mz, +kpé[z6 +b,5,0, — (W, +r6)]+cp6[z'6 +b,5,,0,, —(W, +7;)]
o[ 26 —D18100 = (W, +1)1+Cpl 26 —Bisi 0k - (Ot +7,)] 458)
—k [z +s0 b5, 0, —z, —b,s, 0 ]—c,s[Z. +58,1b,s 0. —Z, —b,s, 0]

—kolz, +59, —bs 0, —ztbs, 0 ]—¢, o[ 2. +50, —bs, 0, —Z, b8, 0] =0

Equation de mouvement pour le roulis :

. int int _
Iaﬁ% +b2510F;g _b1S10F;T2 +b,s,,fs —bis,,.f1, =0
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Soit :
1, G +D55,0k 6 26 + D550 — (Wi + 1)1 +5,510C [ Z +by5;0 = (W +7)]

_blslokp12[26 =By, —(W, +712)]_blslocp12[26 —bisi0 —(, +7,)] (4.89)
b8, kslz, +50,1b,8, 01, — 2, b8, 0, ]-b,s, ¢ s[Z, +58,1b,5, 0, —Z —b,s, 0, ]

10,8,k ol2, +59, —bs o, —Z,4bs, 0, ;s ¢ [Z, +58, —bs, 0, —Z+b;s 0 ] =0

Apres regroupement, on obtient le systéme suivant (voir Annexe 4) :

(M, ]z, )+ e, )z, ok, iz, b= {rim) (4.90)

4.7 Conclusion

Sur la base de certaines hypotheses simplificatrices, quatre modeles tridimensionnelles de
camions simples et semi-remorque ont été développés selon la configuration des essieux
tandem a Darriére. Les équations de mouvement de ces modeles ont été développées en
utilisant simplement la seconde loi de Newton. Les forces dans les ¢léments du type ressort
agissent sur les blocs rigides sont calculées en considérant les élévations des corps ainsi que
leurs positions angulaires en tangage et en roulis. Les forces dans les éléments du type
amortisseurs sont calculées a partir des vitesses de déplacement des corps, tant en translation
qu'en rotation. Trois exemples du mode d'obtention des équations de mouvement ont été
présentés afin de bien comprendre la méthode employée. Ces modeles seront utilisés par la
suite pour I’étude du phénoméne d’interaction entre la dalle de roulement du pont et le
véhicule.
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Chapitre 5

Modélisation de la dalle de roulement du pont, du profil de la chaussée et

résolution des équations de mouvement

5.1 Introduction

Il existe trois principales méthodes pour analyser le comportement dynamique des dalles
de roulement : la méthode des ¢léments finis, la méthode des bandes finies et la méthode
basée sur la théorie des plaques isotropes ou orthotropes. Plusieurs types de sections des
tabliers de ponts de chaussée peuvent étre homogénéisés a des plaques orthotropes de

propriétés équivalentes.

Dans ce chapitre, la dalle de roulement du pont est modélisée donc par une plaque mince
orthotrope multi-travée de propriétés €quivalentes, supportée par des supports linéaires
¢lastiques. Les rigidités des appuis sont déja tenues en compte dans les vibrations libres
présentées dans le chapitre 3. La méthode modale est utilisée pour résoudre 1’équation de
mouvement de la dalle de roulement. La détermination des fréquences et des modes propres
de la dalle de roulement est bien détaillée dans le chapitre 3. Le profil de la chaussée est
modélis¢ par une Densité Spectrale de Puissance (DSP), caractérisée par une variable
aléatoire et un coefficient de rugosité. Nous avons présenté¢ la méthode d’intégration
numérique de Newmark pour la résolution des équations de mouvement couplées en utilisant

un processus de calcul itératif.

5.2 Modélisation de la dalle de roulement
5.2.1 Modéle mathématique de la dalle de roulement

La dalle de roulement du pont est modélisée par une plaque mince orthotrope multi-
travées équivalente de longueur /, de largeur b, d’épaisseur / et de masse par unité de surface
ph. Tous les appuis sont supposés élastiques, linéaires et perpendiculaires au largueur de la
dalle de roulement (Fig. 5.1). Le comportement des ressorts modélisant les appuis est supposé
linéaire. La dalle de roulement est libre au bord y = 0, y = b.

z

. int int int
int Fint F F
F/73 0 1 Pl p4

, h
X v l
\ Y \ X A i
0 y
ki k;% ke % | % ke % kmé kg % ke % ke % kr % kg %
" b

Fig. 5.1. Dalle de roulement modélisée par une plaque mince orthotrope multi-travées a supports ¢élastiques.
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5.2.2 Equation de mouvement

L’équation du mouvement vertical de la dalle s’écrit alors [31]:

2 4 4 Ty
oh T2 ‘L oS p S ZF‘“ta(x X By, (5.1)
k=1

at ey’
Dans I’équation (5.1), w(x,y,?) est le déplacement vertical de la dalle de roulement, ph est

la masse par unité de surface de la dalle de roulement, c est ’amortissement de la dalle de

roulement, D, D, et H sont les rigidités équivalentes de la dalle de roulement (voir chap. 3 et
annexe 1), F ;‘,:‘ est la k™ force d'interaction de position (x; , yx), Ny est les nombre de forces

d’interaction en action sur la dalle de roulement et  est ’opérateur de Dirac.

5.2.3 Résolution de I’équation de mouvement

La résolution de I'équation du mouvement (5.1) est basée sur la méthode de superposition

modale. On peut exprimer le déplacement vertical de la dalle de roulement comme suit :
w(x,p,0)=2 2 0, (x,) q;(1) (5.2)
i=1j=1

Avec ¢ji(x,y) sont les modes propres de la dalle de roulement multi-travées a supports
élastiques, associés aux fréquences propres o;; et qui sont présentés en détail dans le chapitre
3, gij(t) sont les variables modales a déterminer. Il faut noter ici que la série (5.2) peut étre

traquée a des modes n et m susceptibles d’étre excités dans la pratique.

Remplagons I’expression (5.2) dans I’équation (5.1), puis multiplions les deux membres

par ¢,(x,y) et intégrons sur toute la surface de la dalle, on obtient :

PR DD b, (5.3) by (s (0 + e[ 230y (3.7) b, (v (0 +

s i=1=1 s i=1j=1
¢ ( .Y) ¢ (x. )
D HZZ ., (xs y)dsq (t)+2HHZZ 62 3 rs(x,y)dsql.j(t)+ (5.3)
s i=1j=1 gi=lj=1 X
nx o ¢ ( .Y) -
D ”2121 L s (1) = jII;Fpk¢rS(x,yﬁ(x—xk)6(y— ¥ )ds
s i=1j s k=

En utilisant les relations d’orthogonalité des modes propres suivantes :
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0, pouri,j#r,s

ph”¢ij(x,y)¢rs(x,y)ds= Mij:Ph”d)g(x,y)dS, pouri,j =r,s
§ N

0,pour i,j#r,s

CI_[¢Z] (X,J/)(I)rs (X,y)ds = Cl] :C-”.(I)Uz (x’y)ds :2§ZJ(DZJMU , pour lyJ =rs
§ s

(5.4)
84¢i.(x, ») 84¢l..(x, ») 64¢i.(x, ¥) 0, pour i,j#r,s
” D~ 4D — —+2H——— (x,))ds={ , o
; Ox y oy ox=oy wijMij :Kij ,pouri,j =r,s
et la propriété de I’opérateur de Dirac suivante :
N N
t t
[ 2 Fe (e B (e 8 (v =y dds == D Foy (5. v ) = F (5.5)
S k=1 k=1

on obtient 1’équation modale suivante :

szc‘]‘ij(t)—i_csz}ij(t)-l_KijCIij(t):Ej(t) (5.6)
Soit en dérivant par [M;]”

) 2 1
q(0)+ 2{-31]031]%] ) +(Dl'qu'j 0+ M_F;] ) (5.7)

y

Avec Ml.j , Cl.j , Kl.j sont les masses les amortissement et les rigidités modaux , sz sont les

forces modales.

5.3 Modélisation du profil de la chaussée

Le profil de la chaussée est un parametre trés important qui doit étre pris en compte dans
la modélisation. Les irrégularités de la voie de roulement perturbent d’une manicre importante
le mouvement vertical du camion en augmentant d’'une maniére importante ’amplitude des
forces d’interaction. Cela provoque un impact important sur la chassée. Il existe deux types
d’approches pour définir les caractéristiques probabilistes des irrégularités d’une chaussée :
I’approche basée sur la fonction d’auto corrélation et 1’approche basée sur la Densité
Spectrale. Les mesures expérimentales de plusieurs chaussées des dalles de roulement ont
montré que le profil statique r(x;) peut étre considéré comme un processus aléatoire
stationnaire gaussien de moyenne nulle [30]. La fonction de Densité Spectrale de Puissance,

associée a ce processus est donnée par I’expression [30] :
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-2
“s0
A | =22 pour @ <®
" ® 0 s s0
s
DSP=S, (cos) = > (5.8)
O
Ar o pour o > @0
s0

Avec o, est la pulsation spectrale (nombre d’onde) en cycle/m, wy est la pulsation de
discontinuité (ms) = 1/27) en cycle/m, A, (ms) est un coefficient de rugosité spectrale en
cycle/m’ qui caractérise I’état de la chaussée déterminé expérimentalement (Tab 5.1).

Tab. 5.1 : Valeurs expérimentales de A, selon 1’état de la chaussée [30]

Etat de la chaussée Tres bonne Bonne Moyenne Mauvaise
A, x 10 (m’/cycle) A4,<5 5<A4,<20 20<A4,<80 80<A,<256

La Figure 5.2 représente la variation de la densité spectrale de puissance S, (@,0) en fonction
de la pulsation spectrale o, pour différents états de chaussée. Les fonctions de DSP sont
décrites par deux segments de droite dans un graphique ou les échelles sont logarithmiques.

La fréquence de discontinuité oy se situe a //2z cycle/m.

0.000335

0.000123

4.54E-005

1.67E-005

6.14E-006

2.26E-006

8.32E-007

3.06E-007

1.13E-007

4.14E-008

1.52E-008

5.6E-009 Ar=47 7 mIoyde

2.06E-009 | === === a p-157 F mdgde

- A m3
7 58E-010 | = - A =757 m*/cyde

A,=1507 | m3/oyde
2.79E-010

Amplitude de la Densité Spectrale de Puissance S, (m3/cycle)

1.03E-010 AU B B S N

s0
0.05 014  0.37 1 2.7 7.4 20
Fréquence spacialeff  (cycle/m)

Fig. 5.2. Variation de ’amplitude de la Densité Spectrale de Puissance pour plusieurs valeurs de 4, [36].
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En considérant que le profil »(x) de la chaussée est un processus aléatoire stationnaire
gaussien de moyenne nulle, de densité spectrale S,(wy), ou I'on exprime dans la base

fréquentielle par la transformée de Fourier :

w
r(x)= I R(oos)ejwsxdo)s (5.9)

— o0
Ou R(w,) est la représentation fréquentielle de »(x). Si I’on utilise un mode de représentation a
’aide des fonctions spectrales réelles, le processus est alors approximé par une discrétisation

fréquentielle sur N points a ’aide de la série trigonométrique :
N
r(x)zZoal.cos<ooSl.x+6i) (5.10)
i=1

La phase 0; est une variable aléatoire uniformément distribuée entre 0 et 2n. D’apres [31], on

a pour un processus centré de moyenne nulle :

N
o, ZZ\/4Sr (cosi)AooS (5.11)
i=1

Avec oy = 2ri/L. et L. est la longueur d’échantillonnage qui égale généralement deux fois la

longueur de la chaussée.

La transformée de Fourier discréte du signale r(x) est donc définie a chaque point de contact

k et pour chaque pulsation my; et variable aléatoire 0; par :

N
r(xk)zz\/4Sr (cosi)Aws cos(msixk +61.) (5.12)
i=1
L’expression de la valeur discrete de la DSP est :
i
i
Sr(msi)zAr{L - ] (5.13)
c 80
On remplace la valeur discréte de la DSP (5.12) dans I’expression (5.11), on obtient :
al i |2
i T
r(xk)zz 4AF{L . OJ T cos(wsixk+9i) (5.14)
i=1 c s c

Un profil est présenté pour sept coefficients de rugosité spectrale sur la figure 5.3, sur un trongon de
chaussée de 40 m en utilisant I’expression (5.13).
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10 7

5 —; I\I\/\/\,\f‘d\d\. A, =115 10'6m3/cycle
e

5
-10
-15
-20
5 B B B L B B I B L B L B B B

0 25 5 75 10 125 15 175 20 25 25 275 30 325 35 3.5 40

Profil (mm)

Distance le long de la dalle de roulement (m)

Fig. 5.3. Différents profils de la chaussée générés a partir de 1’expression (5.13) pour plusieurs valeurs de 4,.

5.4 Intégration numérique des équations du mouvement couplées dalle de roulement-
camion

Pour résoudre les équations du mouvement couplées dalle de roulement - véhicule, nous
utilisons la méthode d'intégration de Newmark. A I'instant + AZ, I’équation (4.20) qui régie
le mouvement du véhicule s’écrit:

(M) A2}, +C 2 K HZ, ) = 1 (5.15)

En utilisant la méthode de Newmark, les déplacements et les vitesses respectivement sont
[23]:
Z) =2} Atz a2 (05-pZ | +par Z,], (5.16)

ko =10+ Q= A2, | +y AC{Z, ., (5.17)

Avec y et B sont les paramétres de stabilité de la méthode de Newmark, Az est le pas du
temps d'intégration. Remplagons les expressions (5.16) et (5.17) dans I'€quation (5.15), apres
factorisation on obtient :

(8,147} +[C )2 | K N2 =1 (5.18)
Avec :

[S,]=[8, ]+yae[C, ]+ p ar*lK, ] (5.19)

7 =12+ 0=y Az, | (5.20)

Z ) =12, )+ 8z, |+ (05-p)ar{Z, | (5.21)
Multiplions I'équation (5.18) par[S,]", on obtient :

) =P -0)Z -2 (5.22)
Avec :

P =ISTHE™, 0]= 8] [c):V,]= [s]'[K)] (5.23)
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De méme, l'équation du mouvement du la dalle de roulement (5.7) utilisée dans le

chapitre 5, a l'instant ¢+At¢ s'écrit :

G 4 22 0,61 4 w2q ) = ML F) (5.24)

Yy

En utilisant la méthode de Newmark, les déplacements et les vitesses généralisés de la

dalle de roulement, a l'instant #+At sont:

5.5

q(t+At) _ q( ) 4 Atq() + At (0 5— B)qll + BAt C] (t+At) (5.25)

ij
qy = i)+ L=y )aegy) +y Argl (5.26)
Remplagons les expressions (5.25) et (5.26) dans 1'équation (5.24), on obtient :
Gi = (zv%r Fls _ 98 o0 ™ - cojq;(”“)J /(1 F2AE 0, + BAL2)  (5.27)

2
Avec :

*( +A) . ..
qijt ¢ =qg)+Atqg)+(0’5_B)At2qg)

L «(t+At) . ..
a;  =ay+{1-v)agy

Algorithme de résolution

" Lecture des données de la dalle de roulement : [, b, h, Ey, Ey, ,GyV,,, V., € Pe 1, I

®  Lecture des données du véhicule : my =;. 6,m,, my, my, S5, S2, 83, , a;, @, as, by, b0y,
612, 16% Iow; kpky Cpk; ksk; Csk, k=12, ..., 6
®  Lecture des données de la chaussée : 4,0, - .~

= Lecture des coordonnées du point de calcul du déplacement ( x, y.)

Calcul préliminaire
= Calculde: D,, Dy, H D, m —ph, L., @5, Aw;
®  Choix du nombre de modes : n, m
= (Calculde &,
" Calcul des fréquences propres ®,; i=1,n, j=1,.m

® Calcul des modes propres : ¢, (x y)

®  Choix de la vitesse de roulement : v,

®  Choix du pas de temps At, des paramétres vy, 3, et de la tolérance €

®  (Calcul des masses, des rigidités et des amortissements modaux de la dalle de
roulement: My, C;, Kj

®  (Calcul des matrices de masse, de rigidité et d'amortissement du véhicule: [M,][C,],[K,]

" Choix des conditions initiales de la dalle de roulement : {g},, {¢},, {¢},, Véhicule

2} 2.} 2.,

®  Détermination des positions des roues selon y : vk k=1 .6
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Pour chaque pas du temps ¢ = t+At:

A = Détermination de la position du véhicule sur le pont : x; = vk, k=16
® Calcul en chaque point de contact k: r(xk), r’(xk)
® Calcul des déplacements et vitesses du pont et du véhicule:

* .

o=z vtz |+ 05 -BIAIZ, )2 120) = 12| + -y )nZ

«(t+At) . cx(trat) ..
b =a) A+ (05-BIACGEY 4y = ) + (L-y Ay

+Atg;;
Pour chaque itération: & = & +1

= Approximation des déplacements, vitesses et accélérations du pont et du véhicule a
partir de l'itération précédente

Calcul en chaque point de contact & : w(xk, yk), u')(xk, yk), f(x k)

Calcul du vecteur des forces d'interactions {F }

Calcul du vecteur {Fg}

Résolution par la méthode de Newmark :

Mz e ) x )z )=

Calcul des forces d'interactions agissant sur la dalle de roulement en chaque point de

. int | __ _ - L
contact : {Fpk } _kpc (@ +r, zk)+c1'k (@ +7F —2)

Résolution par la méthode de Newmark :

M.

Y

. . 1 4
gy +28,0,4; + 09, = F; , avec F; ==Y F3(x,, y, b, (x0, v))
k=1

®  (alcul du déplacement de la dalle de roulement :

w (x,y.t)= Zn: Zm: ¢, (xc,yc)q,.j(t)

i=1 j=1

®  Test de convergence : Si npn wc(m) (xc, yc,t) —wc(E) (xc, yc,t) <g Si olui alors :

®  (Calcul des paramétres dynamiques voulus.

Fig. 5.4. Algorithme de résolution de I’interaction dalle de roulement/véhicule.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, la dalle de roulement du pont est modélisée par une plaque mince
orthotrope équivalente multi-travées a supports élastiques représentant les appareils d’appui.
La dalle est traversée par plusieurs forces qui sont les forces d’interaction entre les pneus et la
dalle de roulement. Le profil de la chaussée est modélisé par une DSP, caractérisée par un
coefficient de rugosité et une variable aléatoire uniformément distribuée en 0 et 2.
L’intégration numérique des équations différentielles du mouvement dalle de roulement-
camion est effectuée par la méthode de Newmark. Comme les équations de mouvement sont

couplées, une procédure de calcul itératif est utilisée.
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Chapitre 6
Analyse des réponses dynamiques

6.1 Introduction

Ce chapitre est focalisé sur I’analyse des réponses dynamiques de la dalle de
roulement et du camion. Pour cela, nous avons élaboré deux programmes en langage
FORTRAN, capables de simuler le passage du camion sur la dalle de roulement. Les
caractéristiques géométriques et mécaniques de la dalle de roulement et des deux modeles de
camion a 9 et a 11 ddl sont présentées. Il faut noter que le tablier du pont est éventuellement
remplacé par une plaque mince orthotrope équivalente a support élastiques. Deux définitions
du FAD et trois trajectoires du camion sont utilisées pour la simulation et le calcul. Nous
avons présenté au départ quelques réponses dynamiques pour la dalle et le camion. Nous
avons étudié par la suite, I’influence de plusieurs parametres sur les réponses dynamique dalle
/camion, sur la distribution du FAD sur la dalle et sur les forces d’interactions a savoir : la
vitesse de passage, le mode de chargement, la masse du camion, le profil de la chaussée et le
modele du camion. D’apres les résultats obtenus, le paramétre le plus important qui influence
sur les réponses dynamique, sur le FAD et sur les forces d’interactions est bien le profil de la
chaussée.

6.2 Caractéristiques de la dalle de roulement

Les caractéristiques géométriques et mécaniques la dalle de roulement utilisées dans les
calcules, sont présentées sur la figure 6.1 et le tableau 6.1. Les points de calcul, variant du 1
jusqu’a 10 sont utilisés pour calculer les Facteurs d’ Amplification Dynamique (FAD).
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Tab. 6.1 : Données des caractéristiques mécaniques et géométriques de la dalle de roulement [30]

Dalle de roulement en béton :

Longueur 40 m
Largeur I1m
Epaisseur 0.2m

Module d’élasticité

2.1x10"° N /m’

Densité de masse

2300 Kg /m’

Rapport de Poisson

0.33

Module de cisaillement

78.9473x10° N /m’

Raidisseur en acier :

Nombre 5

Distance entre deux raidisseurs 2.25m
Hauteur de I’dme 0.8 m
Epaisseur de I’dme 0.175m
Largeur de semelle 0.55m
Epaisseur de la semelle 0.18 m
Largeur du sommet 0.4 m
Epaisseur du sommet 0.15m
Densité de masse de I’acier 7850 Kg /m’

Le tablier du pont est considéré comme un matériau composite, composé d’une portion de
béton (dalle de roulement) et une portion d’acier (poutres raidisseurs). Il est éventuellement
remplacé par une plaque orthotrope équivalente (voir annexe 2) possédant les caractéristiques
suivantes :

1=40m, = 03358, p=4546.085 Kg/m’ , v,, = 0.33, D, = 11.153526 x10° Nm,
D,=14.01931 x10° Nm, D,, = 8.45047 x10° Nm , H = 2.1527522 x10’ Nm,

6.3 Caractéristique des modéles de véhicule

Deux modeles de véhicule ont été retenus pour le calcul des réponses dynamique : un
modele a essieu tandem a 9 degrés de liberté et un modele a 11 degrés de liberté. Les
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caractéristiques géométriques et mécaniques de ces deux modeles sont présentées dans le

tableau 6.2.

Tab.6.2 : Paramétres des modeles de véhicules (Voir Figs. 4.6 et 4.8)

Définition Paramétre | Modéle 9 ddl | Modele 11 ddl
Géométrie :
Empl t entre 1’essi t et I’essi
mplacement entre 1’essieu avant et 1’essieu 5 555 555
tandem (m)
Emplacement entre les roues de I’essieu tandem 5 144 | 44
(m)
Emplacement entre les roues du méme essieu
83 1.8 1.8
(m)
a; 0.71 0.71
a; 0.29 0.29
as 0.5 0.5
Excentricités
ay 0.5 0.5
b, 0.5 0.5
b, 0.5 0.5
Masses et inerties :
Du bloc rigide du véhicule (kg) m 24800 24800
De la liaison ente essieux (kg) m =m - 100
Des roues avec essieu avant (kg) m=m 800 800
Des roues avec le premier essieu arriére (kg) m =m_ 1200 1200
Des roues avec le premier essieu arriére (kg) m =m 1200 1200
Moment d’inertie de tangage (kg m’) I 241359 241359
Moment d’inertie de roulis (kg m”) I 34878.46 34878.46
Moment d’inertie de la barre pivotante (kg m”) I =1 - 75
Rigidités :
Des suspensions avant (N/m) k =k 520000 ;
k =k - 520000
Des essieux tandem (N/m) ‘- 2.348x10° -
5 - 1.174x10°
k, =k, - 1.174x10°
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ks3 - ks(
Des pneus avant (N/m) kpz = k& 2x10° 2x10°
Des pneus du premier essieu arriere (N/m) kpz = k:@ 4x10° 4x10°
Des pneus du deuxiéme essieu arriére (N/m) kp3 = kp( 4x10° 4x10°
Amortissements :
De la suspension avant (Ns/m) c =c 12194 ;

c = c - 12194
Des essieux tandem (Ns/m) ¢, =€, 40715 )

¢, =¢ - 20357

¢ =, - 20357
Des pneus avant (Ns/m) ¢, =¢, 4000 4000
Des pneus du premier essieu arriere (Ns/m) ¢, =¢, 6928 6928
Des pneus du deuxiéme essieu arriere (Ns/m) ¢, =¢, 6928 6928

6.4 Caractéristiques du profil de la chaussée

Le profil de la chaussée est modélisé par une densité spectrale de puissance, caractérisée
par un coefficient de rugosité et une variable aléatoire, uniformément distribuée entre 0 et 2.
Les valeurs expérimentales des coefficients de rugosité spectrale sont données dans le tableau
6.3.

Tableau. 6.3 : Valeurs expérimentales de A, selon I’état de la chaussée [30]

Etat de la chaussée Tres bonne Bonne Moyenne Mauvaise
A, x 10 (m’/cycle) A4,<5 5<A4,<20 20<A4,<80 80<A,<256

6.5 Définition du facteur d’amplification dynamique FAD

Le Facteur d’Amplification Dynamique (FAD) est un parametre important pour
représenter les effets dynamiques provoqués dans la dalle de roulement par 1’action du trafic a
partir des effets statiques [29]. Le FAD est définit comme étant le rapport entre la valeur
maximale de la réponse dynamique, pour une trajectoire spécifique du camion, sur la réponse
statique maximale pour la méme trajectoire (Fig. 6.2).

(+) R(—)
FAD(+) — __DYN max , FAD(—) — __DYN max
R(+) R(—)
STAmax STAmax (6 1)
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3

—~—  STA max

RDYN max’ l

R

STA max, i

FAD,i =

Moment M,, (kNm)
5]

T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Position de l'essieu avant du camionx, (m)

Fig.6.2. Définition couramment utilisée du Facteur d’amplification dynamique (FAD), point 3, v = 60
km/h, 4, = 15x10° m’/cycle, trois trajectoires.

Les réponses dynamiques peuvent étre des déplacements verticaux ou des moments
fléchissant. L’utilisation des moments fléchissant est préféré car, elle donne des facteurs un
peut basses :

o*w o*w

o (x,y,t)+vnyx

(x, y,1))

M ,v,t)=—(D
w20 =(D, o (6.2)

L’application de 1’équation (6.2) aux effets dans une dalle de roulement conduit souvent a des
FAD inférieurs dans les sections déterminées par rapport aux autres sections. En effet, la
valeur faible des effets statiques dans les zones peu sollicitées génére des FAD grands [29].

Une autre définition adaptée consiste a utiliser la réponse statique maximale
d’enveloppe pour plusieurs trajets du camion. Les FAD sont alors définis par les relations
suivantes [29] :

(+) =)

FAD(+) — __DYN max , FAD(—) — __DYN max
ENV (+) ENV R(—)
ENVsta ENVsta (6 3)

Ou Rpynmax représente pour un point, la valeur maximale de la réponse dynamique pour une
trajectoire spécifique du camion. Rsrma représente pour un point, la valeur sur ’enveloppe
déterminé par les réponses statiques obtenues pour toutes les trajectoires, que peut emprunter
le camion (Fig.6.3 et Tab.6.3).
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Position de I'essieu avant du camionx, (m)

Fig.6.3. Définition adoptée du Facteur d’amplification dynamique (FAD), point 3, v= 60 km/h, 4, =
15x10° rn3/cycle, trois trajectoires

Tab.6.3 : Trajectoires utilisées pour la simulation

Trajectoire Y1 =y2 =y3(m) Y4 =ys5 = ys(m)
Bord 1 2.8
Intermédiaire 1.35 3.15
Centre 3.7 5.5

6.6. Réponses dynamique dalle de roulement et camion

Les figures (6.4) et (6.5) représentent le déplacement vertical de la dalle de roulement
calculé au centre des travées une et deux (point 3 et point 8) en fonction de la position de
I’essieu avant. Le camion traverse la dalle de roulement a une vitesse de roulement v = 60
km/h. Le déplacement statique est obtenu lorsque le camion traverse la dalle de roulement a
une vitesse de roulement trés faible (v =10 km/h). Le camion roule sur la trajectoire bord sur
une chaussée en bonne état (4, = 15x10° m’/cycle). Le déplacement vertical de la dalle de
roulement est influencé pendant le parcours de camion sur toute la longueur de la dalle.
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Déplacement vertical [mm]

Fig.6.4.

Déplacement vertical [mm]
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Position de I'essieu avant [m]
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Déplacement vertical de la dalle de roulement au milieu de la travée 1(point 3), v =60
kmv/h, 4, = 15x10° m’/cycle, trajectoire bord.
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40

Fig.6.5. Déplacement vertical de la dalle de roulement au milieu de la travée 2 (point 8), v =60
kn/h, 4, = 15x10° m’/cycle, trajectoire bord

Les figures (6.6) et (6.7) illustrent le déplacement vertical des masses des roues droite et
gauche respectivement en fonction de la position de 1’essieu avant, le camion roule a une
vitesse égale a 60 km/h sur une chaussée en trés bonne état (4, = 4x10° m’/cycle) sur la
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trajectoire bord. On constate que les déplacements des messes modélisant 1’essieu tandem
sont de la méme allure. On remarque aussi que les déplacements verticaux des masses des
roues avec les essieux avant sont de méme allure mais se déférent de ceux des masses des
roues avec essieux arriere.
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Fig.6.6. Déplacement vertical du masses des roues droites du camion, v = 60 km/h,

A, =4x10° rn3/cycle, trajectoire bord.
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Fig.6.7. Déplacement vertical du masses des roues gauches du camion, v = 60 km/h,

A, =4x10"° rn3/cycle, trajectoire bord.
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La figure 6.8 montre une comparaison de la variation des forces d’interaction exercées
par les roues avant et arrieres droites du camion en fonction de la position de 1’essieu avant.
Le camion roule a une vitesse v = 60 km/h sur une chaussée en bonne état (4, = 15.10°
m’/cycle). On constate que la force exercée par les roue avant ou arriére varie en fonction de
la position du camion autour d’une valeur moyenne qui corresponde a la force statique.

—_
3
(=]
1
O

o0
(=
1

N
IS
1

Variation de la force d'interaction (kN)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Position de l'essieu avant du camion (m)

Fig.6.8. Comparaison des forces d’interaction exercées par les roues avant et arriére droites du
camion, v = 60 km/h, 4, = 15x10° rn3/cycle, trajectoire bord.

La figure 6.9 montre I'influence de la vitesse de passage du camion sur la réponse
dynamique au centre de la travée de raidisseur 3 (point 3). Le camion traverse la dalle de
roulement selon la trajectoire bord avec des vitesses différentes (40, 60 et 80 km/h). D’apres
cette figure en remarquent que pour une vitesse tres faible, la réponse dynamique tend vers la
fleche statique. Le maximum du déplacement vertical au milieu de la dalle augmente avec
I’augmentation de la vitesse de roulement.
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Déplacement vertical (mm)
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Fig.6.9. Influence de la vitesse de passage du camion sur le déplacement vertical de la dalle de
roulement au point 3, 4, = 15x10° m*/cycle, trajectoire bord.

La figure 6.10 montre aussi I’influence de la vitesse de passage du camion sur le
déplacement vertical de la dalle de roulement pour les mémes conditions que la figure 6.9, la
méme constatation est dégagée.
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15

0.5

Déplacement vertical (mm)

o
AN T T T T O AN

- 1 L ‘ LI T ‘ L ‘ T T ‘ T T 7 ‘ T T 7 ‘ T T T ‘ L ‘ L

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Position de I'essieu avant du camion (m)

Fig.6.10. Influence de la vitesse de passage du camion sur le déplacement vertical de la dalle de
roulement au point 8, A, = 15x10°® m*/cycle, trajectoire bord.

Sur la figure 6.11, nous présentons la variation de la force d’interaction exercée par une
roue avant du camion en fonction de la position de I’essieu avant et 1’état de la chaussée, le
camion roule a une vitesse de 60 km/h sur la trajectoire intermédiaire. On constate que la
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variation des amplitudes de la force d’interaction augmente sensiblement avec la dégradation
de la chaussée.
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Fig.6.11. Influence du profil de la chaussée sur la force d’interaction d’une roue avant du camion,
trajectoire intermédiaire, v = 60 km/h.

6.7. Facteur d’ Amplification Dynamique (FAD)

Les Facteurs d’ Amplification Dynamique de la dalle de roulement aux points 1 a 10,
sont calculés en utilisant la définition adoptée. Les FAD sont établis avec la valeur maximale
atteinte, a chaque point de calcul, en considérant les trois trajectoires et une seuls vitesse 40
km/h et un seul profil 4, = 15 x 10°® m’/cycle (Fig. 6.12, 6.13 et 6.14). On constate que les
FAD s’échelonnent entre 1.08 et 1.53.

Camion : 11 ddl
Trajectoire : bord
Vitesse : 40 km/h

Fig. 6.12. FAD obtenu avec camion 11 ddl roulant sur la trajectoire bord.
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Camion : 11 ddl
Trajectoire : intermédiaire
Vitesse : 40 km/h

Fig. 6.13. FAD obtenu avec camion 11 ddl roulant sur la trajectoire intermédiaire.

YA

Camion : 11 ddl
Trajectoire : centre
Vitesse : 40 km/h

Fig. 6.14. FAD obtenu avec camion 11 ddl roulant sur la trajectoire du centre.

6.8. Influence de la vitesse sur le facteur d’amplification dynamique

L’influence de la vitesse de passage du camion a 11 ddl est montée dans les figures ou
les FAD a chacune des points de calcule sont calculés pour des vitesses différentes du camion
(figs. 6.15 jusqu'a 6.19), pour une trajectoire spécifique, le FAD est définit comme étant le
rapport entre la réponse dynamique maximale sur la réponse statique maximale pour la méme
trajectoire (eq.6.1), le camion roule sur une chaussée en bonne état (4, = 15x10° m’/cycle),
on constat que le FAD augmente légerement avec ’augmentation de la vitesse, et que
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I’influence de la vitesse sur le FAD aux différents points de calcul ne refléte pas une tendance

particuliere.

1.7

—#— Raidisseur 1
1.6 —®&—— Raidisseur 2
] ——8— Raidisseur 5

1.5 1

214 ]
&9
1.3
1.2 4
11 [ T T T T T T T T T T T T T T T
40 60 80 100 120
Vitesse de passage (km/h)

Fig.6.15. Influence de la vitesse de passage sur le FAD, travée 1, trajectoire bord.
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Vitesse de passage (km/h)

Fig.6.16. Influence de la vitesse de passage sur le FAD, travée 1, trajectoire intermédiaire.
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4 ———m—— Raidisseur 2

4 ———8—— Raidisseur 5
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Vitesse de passage (km/h)

Fig.6.17. Influence de la vitesse de passage sur le FAD, travée 2, trajectoire intermédiaire.
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Fig.6.18. Influence de la vitesse de passage sur le FAD, travée 1, trajectoire du centre.
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Fig.6.19. Influence de la vitesse de passage sur le FAD, travée 2, trajectoire du centre.

6.9. Influence du profil de la chaussée facteur d’amplification dynamique

Plusieurs simulations numériques sont effectuées pou voir I’influence des irrégularités du profil
de la chaussée sur le FAD dans la section intermédiaire des deux travées de la dalle de roulement, les
figures (6.20 jusqu'a 6.23) montrent ’influence du profil de la chaussée sur le FAD dans la section
intermédiaire de la travée une et deux respectivement, le camion roule sur la trajectoire bord (Fig.6.20
et 6.21) et la trajectoire intermédiaire (Fig.6.22 et 6.23) avec une vitesse de 40 km/h. On constat une
augmentation de FAD avec la dégradation du profil de la chaussée, en particulier aux centres des deux
travées, cela signifie que 1’état de la voie de roulement influe beaucoup sur les forces d’interaction
(voir Fig.6.11)

Pour mieux comprendre I’influence interactive de la vitesse de passage et du profil de la
chaussée, nous présentons sur les figures 6.24 et 6.25 la variation du FAD dans la section
intermédiaire de la travée une et deux respectivement, le camion roule sur la trajectoire intermédiaire
avec une vitesse de 60 km/h.

En particulier, le FAD au centre de la travée une pour une chaussée en mauvaise état augmente de
1.34 pour une vitesse de 40 km/h (fig.6.24) jusqu'a 1.66 pour une vitesse de 60 km/h (Fig.6.25).

La figure 6.26 représente I’influence du profil de la voie de roulement et la vitesse de passage du
camion sur la variation du FAD au milieu de la travée une de la dalle de roulement (milieu du
raidisseur 3, point 3), le camion chargé traverse la dalle selon la trajectoire intermédiaire a une
vitesse qui varie entre 2 km/h jusqu'a 135 km/h. Trois états de la chaussée sont utilisés :
chaussée en trés bon état (A, = 10° m’/cycle), chaussée du moyen état (A, = 60x10°
m’/cycle), chaussée en mauvaise état (A, = 150x10° m’/cycle).
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D’apres la figure en remarque que ’augmentation de la rugosité de la chaussée entraine
une augmentation de FAD dans la dalle de roulement, et que la valeur max (3.2) corresponde
a la valeur critique (Vinex = 124 km/h).

On constate aussi une augmentation de FAD d’environs de (20 %).

2
4 ——&—— A=1x10°m’/cycle
4 ——8—— A4=15x10m’/cycle A
18 ] ——8—— 4,=60x106m3/cycle
] A A4,=150x10°m3/cycle
16 —
- ]
1.4
1.2 7] ﬁ
7 A
T A
1 T T 1 L T T 1 [T 7 T T T L — T T

coordonnée y du point de calcul (m)

Fig.6.20. Influence du profil de la chaussée sur le FAD, travée 1, trajectoire bord, v = 40 km/h.
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Fig.6.21. Influence du profil de la chaussée sur le FAD, travée 2, trajectoire bord, v = 40km/h.
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Fig.6.22. Influence du profil de la chaussée sur le FAD, travée 1, trajectoire intermédiaire,
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Fig.6.23. Influence du profil de la chaussée sur le FAD, travée 2, trajectoire intermédiaire,

v = 40km/h.
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Fig.6.24. Influence du profil de la chaussée sur le FAD, travée 1, trajectoire intermédiaire,

v = 60 km/h.
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Fig.6.25. Influence du profil de la chaussée sur le FAD, travée 2, trajectoire intermédiaire,
v = 60 km/h.
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Fig. 6.26. Influence du profil de la chaussée sur le FAD au milieu de la travée 1,

m, = 24000 kg, trajectoire intermédiaire.

6.10. Influence de la masse du véhicule facteur d’amplification dynamique

La masse m,, du camion est sans doute, le parametre lie au camion qui varie le plus. La
différence de masse entre le camion vide et chargé, peut entrainer des changements dans le
comportement dynamique de la dalle de roulement et du camion. Pour cela, nous présentons
dans ce paragraphe, I’influence de la masse sur le FAD deux niveaux de chargement ont été
simulés: camion vide (m, = 8.2 tonnes) et camion chargé (m, = 24 tonnes).

Les figures 6.27 et 6.28, présente I’influence de la masse du camion sur le FAD aux
sections transversales des travées une et deux respectivement (selon y). Le camion traverse la
dalle de roulement & une vitesse de 40 km/h selon la trajectoire bord, les valeurs calculées
sont reliées par des droites. En réalité, ces lignes n’ont aucun sens physique, car le FAD ne
varie pas linéairement avec un parameétre spécifique. Il dépond de tous les parametres (profil
de la chaussée, vitesse de roulement, masse de camion,....), donc il & un caractére ondulatoire
(aléatoire).

On constate que les FAD, obtenus par le camion vide (fig.6.28) sont plus grands que
ceux obtenus par le camion chargé, mises a par quelques valeurs isolées. La tendance inverse
se produit, pour la travée une, lorsque le camion chargé traverse la dalle (fig.27), mise a par
de quelque valeurs isolées.

Les figure 6.29 et 6.30 montrent aussi I’influence de la masse du camion m, sur le
FAD dans les sections transversales des travées une et deux respectivement. Le camion
traverse la dalle de roulement selon la trajectoire intermédiaire avec une vitesse de 60 km/h.
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Dans ce cas les FAD obtenus pour un camion vide sont plus grands et que les valeurs
maximum sont obtenu au milieu de chaque travée.

La figure 6.31 souligne I’influence de la masse et la vitesse de passage du camion sur
la variation du FAD au milieu de la travée une de la dalle de roulement (milieu du raidisseur
3, point 3), le véhicule traverse la dalle selon la trajectoire intermédiaire a une vitesse de
roulement allons de 2 km/h jusqu'a 135 km/h, la chaussée et considérée en bon état (A, =
15x10° m’/cycle), trois niveaux de chargement sont utilisés (camion vide m, = 8200 kg,
camion chargé m, = 24000 kg et camion surchargé m, = 31300 kg).

On constate que :

e La vitesse critique de passage correspondante au maximum du FAD (FAD = 3.45)
est environs (124 km/h), elle démine 1égérement en fonction de I’augmentation de
la masse.

Le FAD max diminue avec I’accroissement de la masse du camion, le FAD max
résultant du passage du camion vide est plus grand que celui obtenu avec le camion chargé et
surchargg.

2.4

—=—— camion vide (8200kg)
——&—— camion chargé (24000kg)
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Fig.6.27. Influence de la masse du véhicule sur le FAD, travée 1, trajectoire bord,
v = 40 km/h.
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Fig.6.28. Influence de la masse du véhicule sur le FAD, travée 2, trajectoire bord,
v = 40 km/h.
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Fig.6.29. Influence de la masse du véhicule sur le FAD, travée 1, trajectoire intermédiaire,
v = 60 km/h.
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Fig.6.30. Influence de la masse du véhicule sur le FAD, travée 2, trajectoire intermédiaire,
v = 60 km/h
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Fig. 6.31. Influence de la masse du véhicule sur le FAD au milieu de la travée 1,

A, = 15x10" m’/cycle, trajectoire intermédiaire.
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6.11. Influence du modéele de véhicule

Pour voir I'influence du modéle de véhicule, deux modéles a essicux tandem a
I’arriére sont retenus : modele a 9 ddl et modele a 11 ddl (voir chapitre 4, figures 4.6 et 4.8),
les figures 6.32 et 6.33 montrent I’influence du modele de véhicule sur la force d’interaction
sous la roue 2, pour deux vitesses de passage, 80 km/h et 100 km/h respectivement, le camion
traverse la dalle selon la trajectoire intermédiaire et la chaussée de bon état ( 4, = 15x10°
m’/cycle).

On constate que I'influence du modele de camion est trés faible car nous avons utilisés les
mémes parametres pour les deux modeles (géométrie, masses, caractéristiques des
suspensions).

La figure 6.34 montre I’'influence du modele de véhicule sur le déplacement vertical de la
dalle de roulement au centre de la travée une pour les mémes conditions que la figure 6.32.

On constat que le modele de véhicule n’a pas d’influence sur le déplacement vertical de la
dalle de roulement.

modéle a 11 ddl

100 —
................ modeéle a a ddl
/Z-\ -
-
= 80 — 5
.8 Ny
] . 2 3 .
8 j* i3 ah o f%
£ 60 — N ER . TR o
s ; 19 3 AfE DN oAS
8 _ - 1
5 w
34
= 40 —
(]
< _
o
= v
s 20 —
3=
<
> -
0 T T T T { T T T T { T T T T { T T T T ‘

Position de I'essieu avant du camion (m)

Fig. 6.32. Influence du mode¢le de véhicule sur la force d’interaction sous la roue 2, v, = 80 kim/h,
travée 1, m, = 24000 kg, 4, =15x% 10°¢ rn3/cycle, trajectoire intermédiaire.
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Fig. 6.33. Influence du mod¢le de véhicule sur la force d’interaction sous la roue 2, v, = 100 knv/h,
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A, = 15x10° m’/cycle, trajectoire intermédiaire.
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Fig. 6.34. Influence du mode¢le de véhicule sur le déplacement au centre le la travée 1, v, = 80 km/h,

A, = 15x10" m’/cycle, trajectoire intermédiaire.
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6.12 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un exemple d’analyse des réponses dynamiques
d’une dalle de roulement orthotrope a deux travées a supports élastiques sollicitée par le
passage de deux modéles de camions a neuf et a onze degrés de liberté. Dans cet exemple,
nous avons présenté les réponses dynamiques de la dalle et du camion. Nous avons étudié par
la suite, I’influence de plusieurs parameétres sur les réponses dynamique dalle /camion, sur la
distribution du FAD sur la dalle et sur les forces d’interactions a savoir : la vitesse de passage,
le mode de chargement, la masse du camion, le profil de la chaussée et le modele du camion.
D’apres les résultats obtenus, le parametre le plus important qui influence sur les réponses

dynamique, sur le FAD et sur les forces d’interactions est bien le profil de la chaussée.
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Conclusion générale

Ce travail de recherche avait pour objectif, la modélisation du comportement
vibratoire d'une dalle de roulement d’un pont de la chaussée multi-travées, reposant sur des
appareils d’appui, lors du passage d’un camion avec la prise en compte de l'interaction
dynamique dalle-camion et des irrégularités du profil de la chaussée. La dalle de roulement
est modélisée par une plaque orthotrope équivalente multi-travée, supportée par des appuis
linéaires ¢élastiques. Le camion est modélisé par quatre modéles dynamiques mobiles, deux
modeles simples a essieux tandem et deux modeles semi-remorques a essieux tandem et
tridem. Le profil de la chaussée est modélisé par une fonction aléatoire, caractérisée par un
coefficient de rugosité et une variable aléatoire. Les équations du mouvement de différents
modeles de camion sont obtenues en appliquant la deuxiéme loi de Newton. L’équation du
mouvement différentielle aux dérivées partielles de la dalle de roulement est résolue par la
méthode de décomposition modale. Les équations couplées du mouvement dalle — camion,
sont intégrées numériquement par la méthode de Newmark. Un algorithme de résolution des

¢quations de mouvement couplées d’'une maniere découplée est utilis¢ avec un calcul itératif.

Sur la base de ces modélisations, nous avons ¢élaboré deux principaux programmes en
langage FORTRAN, capables de simuler le passage du camion sur la dalle de roulement. Le
calcul des fréquences et des modes propres de la dalle de roulement multi — travées a supports
rigides et élastiques est effectué appart par une approche semi — analytique, basée sur la

méthode modale et tien compte du couplage intermodale.

Plusieurs exemples numériques sont présentés et comparés. Sur la base des résultats
obtenues et I'analyse de ces résultats, présentées aux chapitres deux, trois et six de cette these,
nous avons tiré les conclusions suivantes :

1. La comparaison des fréquences et des modes propres montre une excellente
concordance avec les résultats de la bibliographie et de la simulation numérique sur le
logiciel de calcul dynamique des structures ANSY'S.

2. La distribution du FAD sur une dalle de roulement ne refléte pas une tendance
particuliere. On peut obtenir des FAD ¢levés dans des endroits ou le déplacement est
faible.

3. Les développements effectués permettraient d'implanter facilement les deux autres
modeles de camions semi — remorque dans les programmes développés a condition
d’avoir les données. Les modeles de camions a trois essieux avec des essieux tandem
et tridem simulent fidélement la position des roues sur les dalles des ponts ainsi que le
mouvement de ce type d'essieux.
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10.

Le parameétre le plus important qui influe sur les réponses dynamiques, sur le FAD et
sur les forces d’interactions est le profil de la chaussée.

Le FAD max diminue avec I’accroissement de la masse du camion. Le FAD max
résultant du passage du camion vide est plus grand que celui obtenu avec le camion
chargé et surchargé.

Le FAD dépend du trajet emprunté par le camion et la vitesse de passage.

Pour une vitesse de passage tres faible, la réponse dynamique de la dalle de roulement
tend vers son fléche statique.

Le maximum du déplacement vertical au milieu de la dalle augmente avec
I’augmentation de la vitesse de roulement jusqu’a une vitesse critique.

Dans le cas étudié¢ ici, le FAD est maximal a 124 km/h environ. Cette vitesse est
considérée comme une vitesse critique.

L’utilisation des modeles de camion simple a neuf et a onze degrés de liberté, donnent
presque les mémes résultats. Leurs influence est trés faible sur le FAD et sur les forces
d’interaction.
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Annexe 1

Complément du paragraphe 2.2.1 du chap. 2

Les éléments du vecteur {4} et de la matrice [F] sont les suivants :

2.1. Cas d’une poutre a deux travées

{A} = {Al’Bl’CwDl’AzaBzaczoDz}T

Ju=05/f,=1f;=0;f,=1;fs=fie=fi,=/1s=0

Ju=05 p==1:f3=0;/, =1 fis=fie =i, = fis =0

Sy =—snBl ; f,=—cosPl ;[ =shBl ; f,,=chBl, ; f1,=0; fi,=1; /3, =0 f;, =—1
Ju=cosPBl ;s fo,==smPBl ; fis=chPBl ;f,=shBl ; fis==1;f,=0;f;;,==1;f,=0
fao=sinBl 5 fo=cosBl i fo=shBl 5 fou =chBl ; fos = fss = fs = f5s =0
Jo=to=Jo=tu=ls=0:fu=1;f=0; fs=1
Jn=tn=Ja=Fu=05fis=sinBl, ;5 fig =cosPL, ; fr; =shPBl, ; frg = chPl,

Jor = Jo = Jos = Jsa =05 fos =—sinBL, 5 foo =—cosBL, ; [, =shBl, ; frg = chBl,

2.2. Cas d’une poutre a trois travées

{4} ={4.B,,C,.D,, 4,,8,,C,,D;, 4,,B,,C,. D, } '

Ju=050=1/=0f, =1 fis=fe=t=fs=So=Frwo=tin =/, =0
Sn=05/0==1,13=00=1fis=fie=F=Fs=So=T=tinn=S11,=0

S =—sinPl ; f;, =—cos Bl ; fi; =shBl ; f,=chBl, ; fis=0;f,=1;f,=0;
Sis =15 fio=Fs0=Ssn1 = fso =0

Ju=cosPBl s f,==sinBl, 5 fos =chBl, 5 fo, =shBl, 5 fos=-1:/4s=0:7=-1;
fzts:fzw:fzuo:fztn :fzuz =0

Sso=sinPBl 5 f5, =cos Bl ; fi; =shBl, ; f5, =chBl,
f55 :f56 :f57 :fss :f59 :fsAlo :fsu :fs.lz =0

Jo1 = Jepreenenes Jos =05 f6 =151 =05 fa =13 Jog = for0 = Sor1 = S =0

Ja=In=0n=0u=0; fis=—smBl, ; f,e=—cosBL, ; fo, =shBl, ; frs =chBl, ;
Sro=05 0=1:/,,=0:/,=-1
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Ja=Jo=Ja=Ju=0; fis=cosBl, ; fy, =—sinBl, ;
S =chBly 5 foo =shBL, 5 foo==1; f500 =05 fer =—15 /30, =0

Jor = Jor = Jos = J0.=0 5 fos =sin Bl 5 fog =cos BL, ;5 fo; =shBL, ; fog = chBL, ;
foo :fqlo :ﬁ)u :f9A12 =0

Jio1 = Jroaseeens s Jr100 =05 froao =15 /101 =05 fion =1

Jii = Siaseeeo Jug =05 flig =sin Bl 5 £, =cos Bl; 5
S =shBL 5 fi, 1, =chBl

flzl = fleza """ 7f12A8 =0 ;flzs = —sin Bls ;flzw = _COSBlz. 5
Jon=shBL ;5 fi,,, =chBl

3.3. Cas d’une poutre multi-travées :
T

{4} ={4,,B,.C,,D,,..., 4;,B;,C,, D, }

fo=1s £, =1

f22 =_1 ;f24 =1

Pour r=23,...R

f =—sinfB/
4(r=2)+3,4(r-2)+1 r-1

f =—cosf3/
4(r=2)+3,4(r-2)+2 r-1

f =shpl
4(r=2)+3,4(r-2)+3 r—1

f =chpl
4(r-2)+3,4(r-2)+4 r-1

f;(r—2)+3,4(r—2)+6 =

f;(r—2)+3,4(r—2)+8 ="

f =cosP!
4(r-2)+4,4(r-2)+1 r-1

f =-sinf/
4(r-2)+4,4(r-2)+2 r—1

f =chfl
4(r-2)+4,4(r-2)+3 r—1

f =shPl
4(r-2)+4,4(r-2)+4 r—1

(r=2)+4,4(r-2)+5

=~

Mr-2)+4d(r—20T

~
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~ S~~~

~ =~

~ SN~ S

~ S~ S~

Le reste des éléments f;; sont égales a zéro

4(r-2)+5,4(r-2)+1
4(r-2)+5,4(r-2)+2
4(r-2)+5,4(r-2)+3

4(r-2)+5.4(r-2)+4

4(r-2)+6,4(r—

4(r-2)+6,4(r—

4(R-1)+3,4(R-
4(R-1)+3,4(R-
4(R-1)+3,4(R-

4(R-1)+3,4(R-

4R 4(R-1)+1
4R 4(R-1)+2

=shp !/
RA(R-1)+3 R

4RA(R-1)+4

=sinpl
=cosf I
=shPl
=chPl

246

2)48

D sin BIR

1)+2

= shBlR

D3

=chPBl,

)+4

=-—sinfl

:—cosBlR

=chf3 [,

= cosBlR
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Annexe2
Calcul d'une dalle orthotrope équivalente au tablier

Le tablier du pont de la figurel est considéré comme un matériau
composite, composé d'une dalle en béton et de 5 poutres raidisseurs en acier. Il
peut étre remplacé par une dalle orthotrope en utilisant la notion des fractions
volumiques et massiques au sein dun matériau composite. Les
caractéristiques du tablier sont :

|
A
Dalle en béton Homogénéisation
="
-y
|
y =
0
Poutres raidisseurs en acier
Tablier du pont Dalle orthotrope équivalente

Fig.1 : Modélisation du tablier du pont par une dalle orthotrope équivalente

Masse et volume de la dalle de roulement en béton :

M, = p,Ibh =2300x40x11x0.2 = 202400 kg

M
v, =—Lt=88m’
Py

Section, masse et volume d'une poutre raidisseur :
S, =0.4x0.15+0.55x0.18+0.175%0.8 = 0.299 m?

M, = p,S,.1=7850x0.299x 40 = 93886 kg

V. M 06w
P,
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Fractions volumiques des constituants :

® Fraction volumique du béton :

V, volume du béton
v, =—=

= — =0.5953
V. volume du composite

® Fraction volumique de l'acier :

v, :ﬁ _ volume de l'acier —0.4047

V.  volume du composite

Avec V. est le volume du composite qui est égale a :
V.=V, +5V, =147.8 m’®

Caractéristiques de la dalle orthotrope équivalente :

®  Masse volumique :
P, = PpVy + PV, =4546.085 kg/m’

®  FEpaisseur :

M
h,=—%=0336m
p.lb

Avec M. est la masse du composite qui est égale a :

M, =M, +5M, = 668840kg

" Rigidités :

3
D, __ B LB 153526%10° Nim
2(1-sv?) b
3
D, A 14019312x10° N
12(1-sv?)
3 3
H=v Dy+%+%a =21.527522x10° Nm

1
Dy, =(H-vD,)/2=8450574x10° Nm

®  Rapports de Poisson :

yx

D
v, =033 ; v, =—v =000417
D Xy

X

® Modules d'Young :

12{1=v v, | D, D
E, - (h—gy) =35235221x10°N/m* ;  E, = EXD—y = 44.572545x10° N/m?

" Module de cisaillement :

12D,
= = 26.73312x10° N/ m?

c
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Annexe 3

Complément du paragraphe 3.2.1 du chap. 3

Les éléments du vecteur {4} et de la matrice [F] sont les suivants :

3.1. Cas d’une poutre a deux travées

{A} = {Al’BlﬁclaDpAzaBZ,CZ,DZ}T

S =EIB’ fiy ==k fs ==E IR’ fi, ==k fis = fie = i = f1s =0
S0 =05 =E B frs =0 fo, =—E B’ fos = fro = foy = f2s =0
foy=EIB’cosBl +k,sinBl, ; f,, =—E_IB’sin B/, +k, cos B/,

fis =—EIB’°chBl +k,shBl, ; f,, =—E IB’shBl, + k,chBl,
fis=—EAB’ f1x=0; [y =EIB’; f,;=0

fu=EIBsinpl ; fyy = EIB cospl, ; f =—E.IBshB, :
Juu=—EIBchBly; fis=0 3 fis=—EAB ; [, =0 ; fis =EIP

Ssy=sinBl 5 fi, =cosBl 5 fi; =shBl ;5 fi, =chBl,
f:55:0 ;f:j():_l ;f;'7=0 5 f;8=_1

Jfa=cosBl; fo, ==sin Bl ; fo; =chBl, ; fo, =shBl ;
fis==15/=0;f,=—1; fe =0

f1=0 5 £,=0;f.,=0;f,=0; f..=E IR’ cosBl, —k,sinBL, ;
foo =—EIB’sinBl,—k, cosBl, ; fr, = —E 1P chBl, —kshBl, ;
fos =—E B shBL, — k,chBl,

Ja=05 fo =03 fs=0; fu=0; fis =EIPsinBl, ;

Jss =E B cosPl, ; fo; =—EIPshBL, 5 fo=—E IPchPl,

3.2. Cas d’une poutre a trois travées

{A} :{AI’BI’CI’DDA27829C25D29A3aB35C33D3} !

Ji :Ex[B3;f12 ==k [ =_EXIB3;f14 =—k; fis = fie :“':fuz =0
Sn=05/% =Ex162;f23 =0/ =—Ex[[_))2;f25 = S :~~~-:f2,12 =0

fou=—EIB cosBl —k,sinBl, ; f,, =EIB’sinBl, —k,cos Bl ; f,; = E B chBl, —k,shBl,
S :EXIB3ShBll —kychBl, ; fis :ExIB3 s [166 =05 f5 :_EXIB3 s Jis = Jro :~--:f3,12 =0
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fu=—EIB*sinBl ; f,,=—EIB*cosBl ; f,=EIB’shBl ; f,=EIB’chBl ; f,s=0
f46 :Exlf’z 5 f47 =0 ; ﬁtx :_ExIB2 ;ﬁw :ﬁt,lo :ﬁt,n :f4,12 =0

Sso=sim Bl 15, =cosBl, 5 fis =shBl 5 fiy =chBl; fis=0 5 fie =—1: [, =0 fis =-1
f'59 :f5,10 =---=f5,12 =0

Ja=cosBl; fo, =—sinBl ; fo =chBl 5 fo, =shBl; fs=—1 5 fis =0, fi; =1

fés :f69 :---:fé,lz =0

Sn= I = fo = fa =05 frs= EAB’ cos Bl —kysinBl, 5 fro =—E I’ sin Bl, —k, cos Bl,
Sy = _EXIBSChBZz —kyshBl, 5 fr =—E 1B SShBlz —kychBLy; fre = _EXIB3;f7,10 =0

f7,11 :EXIB3;f7,12 =0

Ja=Jo=Ja=Tu=0;fs :Ex]BZSinBlz 5 Js6 :ExIBZCOSBlz oy :EXIBZShf’Zz

Jss :ExIBZChf’Zz 3 Je9 =0 fs,lo :ExIBZ ; fx,n =0; fx,lz = _EXIBZ

Jor=Jor =Jo3 = Jou =0 fos =sinBL, 5 foo =cosPBL, 5 fo; =shBl, 5 fog = chBl,

Joo=0; f9,10 =-1; f9,11 =0 ;f9,12 =-1

f10,1 :flo,z :f10,3 :f10,4 =0; f10,5 =cos B/, ;flo,6 =—sin B/, ;f10,7 =chBl, ; flo,g =shBl,
f10,9 =-1; f10,10 =0 ; f10,11 =-1; f10,12 =0

f11,1 :fll,z :---:fn,g =0 ;f11,9 =Ex163 cos Bl;+k,sin Bl ; f11,10 = _Ex183 sin B/, +k, cos Bl
fn,n =-EIB 3ChBZ3 +k,shBly ; f11,12 =+EIB 3ShBl3 +k,chBl;

f12,1 :flz,z = "':flz,x =0 ;f12,9 =Ex][32 sin B/, ;f12,10 :EXIBZ cos B, ;f12,11 =-EIB 2ShBl3
f12,12 :_EXIBZChBZ3

3.3. Cas d’une poutre multi-travées
(A} ={4,B,C,, D,y Ay, By, Cy, Dy}
S BB Sy =k f, =B i f =k
f,=kB ; f,=EIB*f =kB ; f, =—EIB’

Pour r=23,...R

Frrnysarayn =EAB ‘cospl  +(=1)"k sinBl
f4<r-z)+3,4(r-z>+z =-E Ip *sin Bl  +(=1)"k cosBl
Frrmysarns = —E 1B ‘chBl  +(=1)"k shBl _
frrmnarars =—E B shBl _ +(=1)"k chBl _
Fivsyisr s = EJB°

Firsysir s = FEIB
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Annexe 3 : Complément du chapitre 3

=E Ip’sinBl

4(r-2)+4,4(r-2)+1

_ 2
f4(r—2)+4,4(r—2)+2 =E IR~ cospl |

__ 2
f4<r—2>+4,4(r-2>+3 =—FE IR shpl |

__ 2
f4(r—2>+4,4(r-2)+4 =—E IR chBl

__ 2
f4(r—2)+4,4(r-2)+6 - Exlﬁ

_ 2
f4(r—2)+4,4(r—2)+s - +EXI|3
f4(r-2)+5,4(r-2)+1 =—sinf lr_l
f4(r-2)+5,4(r-2)+2 =—CcCos ﬁlr_l
f4(r-2)+5,4(r-2)+3 = _Shﬁ Ir_l
f4(r-2)+5,4(r-2)+4 = _Chﬁ Ir_l

~

A(r-2)5,4(r-2)46

~

A(r-2)45.4(r-2)48

~

Hr-2)16,4(r-2)+1 —p cos Blr_l
Ar-2r6,4(-252 B SmBlr_l
Hr-2) 1640243 —Behp Ir_l
=—Psh
4(r-2)+6,4(r-2)+4 B shp lr—l
(r-2)46,4(r-2)45 B

=B

S S S SS

4(r-2)+6,4(r-2)+7

~

=E IB°cospl, +(-1)""'k, sinBl

4(R-1)43,4(R-1)+1

~

=—E IB’sinBl  +(-1)""k  cosBl

4(R-1)+3,4(R-1)+2

~

=—E IB°chBl +(-D""k, shPl

4(R-1)+3,4(R-1)+3

— 3 R+l
f4(R—l)+3,4(R—l)+4 - _EXIB shp IR +(=D kR+1ChB lR
— 2 o
f4R,4(R—1)+1 - EXIB sinp IR
_ 2
f4R,4(R—1)+2 - EXIB cosP IR
_ 2
f4R,4(R—1)+3 - _EXIB shp IR
_ 2
f4R,4(R—1)+4 - _EXIB chp lR

Le reste des éléments f;; sont égales a zéro
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Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3

2022

Annexe 4

Complément du paragraphe 4.5.3.3

Les équations de mouvement des modeles de camion sous forme matricielle s’écrivent :

[ J{Z, [, 2+ 5, iz =l m

Avec les élément des matrices et vecteurs sont les suivants :

3.1. Modé¢le de camion a essieux tandem a 9 degrés de liberté:

12} ={z, 00, 10,1752y 12552, 125 2
Les ¢léments de la matrice de masse [M,] sont :

s Myp =lg 3 may =Ly s mgg=mys mss=my 5 meg = my

Le reste des éléments de la matrice sont tous des zéro

Les ¢léments de la matrice [£,] sont

4
by =Dk s kg =ays G k) —ays (kg +ky) 3 kg =bysy (ks k) =bysy (kg +ky)
-1
4=k

k s 3 ks =—agkgy 3 kg=—asky s kg =—kg s kg=-agky kg =—ajky,
_ 22 2.2 o
kyy =apsy (kg thgg)+aysy (kg +hoy) 5 kyy =sis3(abk 3 +arbrk oy —aybyk g —aybkyy)
kyg=—asikg 5 kys=ayausiky 5 kyg=ayassiky, 5 kyy =—aysiks 5 kyg =ayausk,
kyg =ayassiky,
Koy =b252(k o+ k. )+ B2s2 (k. 4k ) 3 kyy =bosak.y 3 kae =a,bysik
33 SO S3 Uy TRy ) Dy (Ryy +R ) 5 Ryg =DyS3ig 5 K35 =ayDy537
kyg=asbysshoy 3 kyg=—byssky s kyg=—apbysikyy 5 kyg =—azbssk
k44 = ksl + kpl
_ 2 o
kss=agko tkpy 5 ksg=azazk,
_ 2 . _
koo =azkey +k 3 5 kgy =azauk,
kyp =k +kpy
_ 2 . _
kgg =aykoy ks 5 kgg=azak,

_ 2
kog =azkoy+k

Le reste des éléments k;; sont égales a zéro
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Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3 2022

Les éléments de la matrice [C,] sont :

4

Q1= D6 3 o =apsy(eg Feg)—ays (e tegy) 3 ¢y =bysy(cy teg) —bysy(eg +e)
i=1
4 =7C%1 > G5 =79 %) 5 e T 79360 5 G177 %3 0 18 T 9 %4 5G9 T 930,y
_ 22 22 : _
ey =apsy (e teg)taysy(eg tegy) s ey =sis3(qbe s +abye, —abye —aybie )
€24 TTASICq1 > G5 T A YS|Cp 5 Co6 T 9935165 5 Cp7 TTApS|63 5 Cog TAp9ySiCey
€9 = 4r351C54
c :bzcz(c +c )+b292(c +C n) 3 Cay =DySsC 1 5 Cae =a,ubsS5C
37853 3 HCg) T OS5 HCp) 5 O34 =0p53C¢ 5 €35 = a40555C
36 =a3bys3cn 3 C37 =bysyegy s eg=aubysicy 3 e3g = —asbysyegy
Caq=Cs + Cpl
e e e =
C55 =dqCgp T Cpo 5 C56 =0304Cs)
C, = (12C +c
66 “37s2  "p3

C, +c

77 7 %3 pa
_ 2 . _
Cgg =44 T Cps 5 Cgg =394y

_ 2
€99 =a3C54 €6

Le reste des éléments ¢; sont égales a zéro

3.2. Mod¢le de camion a essieux tandem a 11 degrés de liberté:

{Zv}:{zv;ev;av;le ?191;21;22;25;24;25;26}

L1 L

=y My =l omyy =y gy =ty omsg =1y 5 meg=my

Moyg =My SHigg =My 5 Mgg =My 5 Mg 1o =Ms 5 My = Mg

Le reste des éléments k;; sont égales a zéro
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Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3 2022

Les éléments de la matrice [k,] sont :

6
by =D kg s kg =aps Gy k) —ays (ko kg ks ko) 3 kiy =bisy(kg +kos +k ) =bysy kg ko k)
i=1

ki =sylasky —agk3) 5 ks =sy(azkos—agkeo) 5 kg =—kg 3 kg=—k, s kg=—ks 3 kg=—ky

kg =kss 5 ki =—kge

22 22 L i
kyy =apsy (kg +kg)+aysy(ky vk +hos ko) 5 kyy =bysisyazkyy +ayk s —aky)+bysysy(akyy —ark s —arkoq)

N
kyy =aysysylagky —azk o) 5 kys =ays;sy(agk g —ask s) 5 kyg =—aysikg

k k k k k k k k

27 ~ 51 5 Kog T dpSikgs 2,10 ~ %251 2,11 =951k

29 =4Sk gy s5 0 s6

22 22 o b —p e
kyy =bysylhg +hgy +h3) +rsy(ky+hos+hio) 3 kyy =bysy53(auk 3 —azk ) 5 kys=bysys3(azh g —agk o)

k3o =byssky 3 kyg =bysskoy 5 kyg=bysskos 5 kyg =—bysskoy 5 ky o =—bysskis 5 ks =Dk

_ 20,2 2 . _0 - _0 - _ . _ . _0 - _0 - _
kyy=sylazkgy +azkes) 3 kys =03 kyo=0 kyy=-ass)k, ; kyg=aysykz 5 kyg=03ky10=0:k,;; =0

_ 2,2 2 ) . 0 -k =0 - 0 - __ ) _
kss =sy(askys +agkee) 5 ksg =05 kg7 =03 kg =05 kgg =03 kg 1o =35,k 5 3 kg =ays:k6
kog =kgy Thpy 3 kg7 =03 kgg =03 kgg =05 kg 19 =03 kgy =0
kg =kgytkyy 3 kg =03 k39 =03 k7 15=0: kyp; =0
kgg =kgyth,y i kgg=0 1 kg y=0: kg =0
kg9 =kgy tk g 3 kg19=0 3 kg =0
k10,10 =kgs Tkps 3 kg1 =0
ki =kt p6
Le reste des éléments k;; sont égales a zéro
Les éléments de la matrice [C,] sont :
6
1= 26 ¢ Gy =S (e Fegg)—aps (e e e he ) L ey =hsyleg e te ) =bysileg e, )
i=1
g =5(a30) —aue3) 3 G5 =8,(a305—auC6) 5 g =C €y =0y S g =TC3 5 g ="Cy
“L10 = %5 > L1 T %

_ 22 2.2 o _ _ _
Cyp =ay sy (eq Teg) T aysp(cy ey tes i) 3 3 =bysysylaycyy +aycy —aje) +bysys3(acgy —ayc g —axc o)
Cog =Ay8159(aC 3 =305 ) 5 Cy5 =ap8)5, (4006 —a3C.5) 5 Coe =—a)SiC
€27 =816 5 €8 =%51%3 5 €29 T HS1%4 > €210 = 951%s5 > 2,11 = %2556
22 22 L _ . _
g3 =bysyleg tegy te)bisylegy tegstegg) 3 e3y =bysysslagey—asey) a5 =bysysylaze g —ayc )

C36 =DpS3Cyy 3 C37 =Dps3cy 3 Cag =bysyc iy iy ==bysyc gy 3 ey =hysyes ey = hysyee

=0 ; =0

_ 20,2 2 . —0 - -0 - __ . _ . _0 -
Caq =55(a3c) Tages) 5 ey =05 cue =05 cpg =—azsycy 3 Cue=aysy03 5 €49 =03 44 Cq11

_ 2.2 2 . P . _q . 0 __ . _
55 =sy(agegstagee) 5 e =03 c57=0 3 c5=0 5 c59 =05 ¢5 g =—agsyci5 3 €511 =ay5)Cq

€6 =Cs1 T Cp1 5 Co7=0 5 Cg =05 69 =05 ¢619 =03 ¢ =0
€77 =t Cpp 5 G3 =05 €39 =05 ¢719=05 ¢34, =0

gy =Cy3+Cp3 3 Ggg =03 ¢gyg=0: cgyy =0

Cog =Coq+Cpy 3 919 =013 ¢g =0

10,10 =55 *p5 > C10,11 =0

111 = %6 T <ps

Le reste des éléments c; sont égales a zéro
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Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3 2022

Complément du paragraphe 4.6.1

Les équations de mouvement des modeles de camion a essieux tridem sous forme matricielle
s’écrivent :

)iz, ) +[e )iz, x ]z, = (A

Avec les élément des matrices et vecteurs sont les suivants :

4.1. Mode¢le de camion a essieux tridem a 18 degrés de liberté:

{Zv}z{zt;et;oct;zr;Or;ocr;zl;ocl;zz;0c2;23;a3;z4;a4;zs;a5;z6;a6}

Les éléments de la matrice de masses [M] sont :

myy=mg s mzzzlet ; m33:[at > Myq =M, ’”ss_ler ; ’”33:1% ;
Mgq =My 5 msszlal s mgg =my 5 myg o =1, 5 My =m s Mg =1y a,
M3 3 =My ml4.l4:[(x4 S mys 5 =ms 5 Mg e =1 a, > ™77 7™M > Ms.18 [(x6

Le reste des éléments de la matrice sont tous des zéro
Les éléments de la matrice [K,] sont :
kl 17 ksl +kx2 +ks6 +ks7 +ke ; k12 =5 (ksl + ks6) a5 (kx2 + ks7) + S6ke ;

k3 =sq(bykgy —bkso) + 511 (byk oy —bikg) 5 kg ==k, 5 kjs=s7k, 3

kg =~k +hse) 5 kg =g (kg —byky) 5 kg =—agkp +kgq)

k10 =811 (Ok gy —byk ) 5 k= —ag(ky +hg) 5 Ky p =agsy (Bik —byky) s

2, .
k22_al 1(k v6)+a2 1(k )86k,
kyy =ays9 (kg —byk ) +ays,: 11(b ko =bikgr) 5 kyy==sck, 3 kys :S6S7ke ;
ky g =aps (kg +kge) k28:“1‘1‘9(b kg =bkge) 5 ky g ==ayays (kg +k7)

ky10=9 4‘1‘11( kg7 ~bokgp) 5 Ky 1y =—ayass (kg tkig) 5 ky 1 =ayassys) (bk g —bykyy)

2 2 . _ L 2,2 2 .
=59 (b kg o k )“10 5115 k‘v2+b1k ) 3 kg =Bk —byk ) 5 kyg = —sg(byk gy +bike)

2
1 b5k k PR ks7)

3

kyg=ays)0 (kg —bykgy) 5 k

3.10 = “%4510%1 —bykgy) s

$ ks = a8 (kg

k

_ 2 2
3.2 = 435105110y kg + 07k

S7) ;

kyy =hg3 kg Thosthg Thogthg o tk,
kys =s3(ky +hgrts, (ko +kg)tss(kos +kgo)—s7k,

kyo =bysy (kg + kg Thos) = bysy (kg +hggthgg) 3 Ky 3=k +kg) s

kyq4=511Okg —byk3) 3 ky s =—(koy+kig) 5 ky =5,k —byky)
kg7 =—lhkgstkgo) 5 kyqg=511(bkg o —ykgs)
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Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3 2022

ks =53 (kg + kg Yoy (kg + kg Yoss (ks + kg ) =57k,

ks =535 1 (k3 =ik g )51 (byky —bikygYFsss) (Dyk s = bk )

ks 13==53k3 +keg) 5 ks 1y =535, (kg —Dyk3) 5 ks 5 =—s4(kgy +kyg)

ks 16 =451k —bkgy) 3 ks g ==ss(kos +kgg) 3 ks g =555, Ok —bkgs)

22 22 )
koo =0ys11(kgz thoy Tk s) —bpsy (kg +hgthig) 3

_ ) _ 242 2 .
ke13=511Oksg =byk3) 5 kg 14 == (0yk gz +bkgg) s

_ ) ) 2 )
ke15=511(Oksg =bykog) 5 kg 16 =511 (0 ko +h7kyg) 5

_ ) _ 242 2
k17 =511(0kg10 —brkgs) 5 kg g =510y ks + b7k )
kgg =k 4k gtk + ke 5 kg =sg(byk bk 7)o (Dyk g —bikg)

) 2 2,2 2
kgg =sg 03k, + b7k )3 )tsg (Dykyy + b7k g)

- 2 , _ 2 .
koo =k o +kpgtaglkoy +hg) 3 kg 1o =519(bok o =Bk g)tays; (bykoy +Dik7) s

ko 1y =azaylkgy tkg) 5 kg 1y =agays) (0yk oy =k ;)

_ 2,2 2 22,2 2 ) _
k10.10 = 51002k o + 07k e )taysiy (bykgy +brk ) 3 kg gy =a3a4(byky =bikgg)
_ 2 52 2
kio.12 = 430457, 0y k gy + bk )
_ 2 . _ _ 2 _
ki1 =kp3 thpotas(ky ko) s kyy1p =519k 3 =bk pg)tazs; (byk, —bikg)

22 2 2.2 ,,2 2
kip 12 =510 B3k 3 + 07k o) tagsy (0y kg, + bk 5)

k k ,+k k

1313 =Kpa thpo Tk thg s k bik 100711 (0yk 3 — Dk )

13.14 = 51002k 4 =01k 1

k

2 2 2.2 2
14.14 =510 ok )t (bykgs bk g)

2
ka4 17 p10

k k +kpll+ks4+ks9) ; k

15.15 = *ps 15.16 =510 0ok s =ik 1)) Dok oy —Dik o)

PS5

k

2 2 2.2 2
16.16 = 51002k s + bk, sy (kg + BTk g)

2
kaS 17pll

k

17.17 =K pe thp1p s +K

510) 5 K718 =S10(0ok g =Bk o)ty (Byk s =Bk )

22 2 2,2 2
kig18 =510 0ak 6 T 07k 10 11 (Byk s +07 k)

Le reste des éléments k;; sont égales a zéro
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Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3 2022

Les éléments de la matrice [C,] sont :

q1=%1 +Cx2+cs6 +Cs7 +Ce > O =Ta5) (Csl + Cx6) + 4,5 (Cs2 + cs7) + S6e

€13 =5 (bycy =bieg) +511(0ycy —biegg) 5 ey =—¢, o5 =55¢,

7 =—(eg +ege) 3 g =Sg(biegg —Dycyy) 5 €19 =—aylegy +egp)

10 =41 Ocg7 ~byegy) 5 6 =—a3(ey +egg) 5y =agsy (b —byey)

22 22 2.,

Cyp =aysy (e tegg)taysy(cg, +eg7)Tsge,

3 =a188g (D —byc )+ aysys | (Dyc gy =bieg) 5 €y ==56C, 3 Cy5 =5659€,

7 =18 (¢ +¢56) 5 g =839 (0ycg —bic ) ¢y g =—ayays (e +eg)

.10 = Gy81811Bye gy =bycn) 5 €y 1 =mayazsy (Cgp +eg) 5 ¢y 1y =ayasssy(beg —byey)
2,2 2 2 2 2 i _ 2.2 2 .

33 =89 (bycgy +hye o)t o8| (bycgy Thcig) 5 35 =59(bjegg —byey) 3 e35==55(bycg +hicye) s

_ ) _ 2 2 . _ _ )
39 =810 (B1Cg7 =byen) 3 eg g =—ays 8 (Bycgn thie) 3 eg g =ags;(bieg; —byes) s

_ 2 2
312 = 43519510y ky + 07 k)
Cyy =C3TCgytesTegthgteggte,

¢ys =S3(cgz teg)ts,(cgy +teg)tsslegs +egg) =576,
Ch =0y (cgz tegategs) —bysy (eg teggtegg) 3 eq 3 =—(cz+eg) s
¢q14 =511 (Geg —bye) ey s =gy tegg) 5 ey 16 =511(bc9 ~byey)

417 =65 T¢510) 5 €418 = 511050 ~breys)

) 2 2 2.

Cs55 =53 (3 T eggtsy gy thog)tss(cgs+eg o) =876,

Cs6 = 5351 (byc g3 ~bje gty sy 1 (byc oy —biegg)sssy(byes =biegg)
¢513=53(c3 teg) 5 €514 =381 (Bjeg —byez) 5 cs 5 =5yl  teg)

(b

€516 = 54511 (B¢ = D€ ) 5 €5 17 ==S5(c5t¢0) 5 €513 =555 (Bieg 0 ~Dicgs)

22 22 ) _ _ )

6 =Dysi1(cgz tegategs) = sy eg tegtegg) s g 3 =811 (beg —byes)
) 2 . _ _ ) 22 2 :

614 =510y threg) 3 g5 =511 (Begg =0y y) 3 gy =81 (byegy thicgg) s

_ ) _ 242 2
617 =511(01¢510 ~b2¢5) 5 618 =511 (By¢gs +heg )

€77 =Cp1 HCp7 e 46 5 g =5g(byC = DiC ) TSg by —bie o)

77 “pl

_ 2,2 2 2,2 2
cgg =53 (byc ,y +bjc )ty (bycy +biegy)

_ 2 . _ _ 2 .
€9 =Cppy +Cpgtay(cyy +eg) 3 Cg 1o =510(byc = bye ) tays; (byegy +hicg7) s

Co11 =a3a4(Cgp tC7) 3 Cg g = a3, (byc, —bie )
) 2 22,2 2 ) _

€10.10 =51002¢pp + by ¢ pg ) raysiy(byegy +byegg) 5 ey =azaybyeg —beg)
_ 2,2 2

€10.12 = 9394511 (B3¢ thye )

_ 2 . _ _ 2 _
G111 =Cp3 T Ta3 (Cp Heig) 3 €y 1 =819(0ye 3 = Dje g ) razsy(byegy —biegg)
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Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3 2022

2,2 2 22,2 2
€212 =510(03¢ 3 e po)tazsy  (byegy +h7cgq)

1313 =Cpa T Cp10 7053 T g ¢ 1314 =510 (Po s —b1C 1)1 0y 3 —hiegg)

2.2 2 2,2 2
14,14 = 51002 pa T b7 1)1 (Byegz b eg)

€15.15 =Cps TCp11 04 T 659 5 €516 =510 (0rC s 01 TSy (e g o)

2.2 2 2,2 2
.16 = 51002 ps ThyC TS (Byeg Th7Cgg)

7.7 =Cp6 T p12 s T E10) 3 G718 =510P2C p6 ~O1Cp12) 811 (ByC s —b )

_2 2 2 2 ;2 2
€18.18 =510 (¢ p6 T 1€ 12871 (By s o)
Le reste des éléments c; sont égales a zéro

4.1. Modele de camion a essieux tridem a 20 degrés de liberté:

VZf =tz 50,0 52,00, 50,50, 30 575 032y sy my a7y ay s 2 ag s g ag

Les ¢léments de la matrice de masses [M,] sont :

My Emg s myy =ty s omyy =l mgg=m s omss =1y 5 omyg =1y smgg =l omgg =1y
Mog =My 5 Mg 1o = 1o 3y =My Mg =y 5y gy =y g g =1 S mys s =my

Me.16 =T, M707=Ms 3 Mgy Ty 5 Mo.19 =M 3 Myg00 =g

Le reste des éléments m;; sont égales a zéro
Les éléments de la matrice [K,] sont :

kl 1= ksl +ks2 +ks3 +ks7 +ks8+ks9 +ke ; k12 =a,8) (ks2 + ks3 +ks8) —a;8 (ks1 + ks7 )+ S6ke ;
ki3 =s5q(byk g =bikg) +bysy (ki +h3) =bysy (kg +hog) s iy ==k, 5 k5 =55k,

kig =syagkz —azkyy) 5 kg =s;(a4kyg —azkyg) 5 kg =~k +kg7) 5

ki 0 =s9(bikgg =byk) 5 ky gy =—kgy +kgg) 3 Ky o =5y, Bk g =Dyk o)

ki3 =—lhz +ho) 5 Ky 1o =s11(bksg —byk3)
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Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3 2022

kyy =alslt kg vk )+ agst(kyy +h oy +k g +k g)sek,

kyy =ayssq(bikog —byk ) +ays;sy  (byk o +byk 3 —bikg —bikyg)
kyg ==k, 3 kys =SgSik, 3 ky g =ays;s,(a4k 3 —azky)

kyg =ay515,(azk g —azkg) 5 ky g =ays (kg +kg)
ky 10 =5159(Oyk g =Dk 7)) 5 ky 1y =—aps(kgy +hgg) 3
ky 12 =ayi81 1 (Bikgg =Dyk o) iky 3 ==ays, (k3 +hyg)
ky 14=ay5181 (bkgg = byk 3)

kyy =b3sgk y +b3s

2.2
o511 (Kgp Tk )b sgk 4

ky 7 =bysysoagk 3 —askey) 5 kyg =bysysglazk g —azkg)

2 .
+bisgs) (kg +hg)

_ . _ 22 2 . _ .
kyg =sq(bikgy =bykgy) 5 ky o ==sg(bykgy +brkyg) 5 ky 1y =59(Dkgg —byky)
_ 2 2 . _ . _ 2 2
ky 10 = =5gs 1 (Byky +b7kg) 5 ks 13 =5g(bikyg —byk3) 3 ks 14 =S¢5y, (Byk 3 +07k )

kg =koyThosth ootk TRy ke
kys=s3(koq+kgortsylhys +hkg tsslheg +kgy) =gk,
kg =Dysy Uy + ks Thog) = bysy (ko + kg TR o)
kyps=—lkgg+kgo) 5 kyq6=511Okg 0 —byky)
kyp7=kgs+kgy) s ky g =51 (bkg =Drks)
kypg=—lkgs +hn) 5 kyog=511(kg 5 —byke)

kss =53 (kyq + kg Y3 ks + gy )53 (kg + kg 57k,

kg = 53511 (bykyy = by o) Tsysy  (Bykys = bk ) Fsss) (bykyg =Bk )
ks 15 ==s3lkgq + ko) 5 ks 6 =535 (ko =Drkog)

ks 17 ==s4kgs + k) 5 ks g =545, (kg —byks)
ks 19="S5lkg +hg) 3 ks p0 =55511(Okg 5 —Drke)

22 22 ,
koo =by11 kg thosthog) —bysi (kg otk hgo)

6.6 1511
_ ) _ 2.2 2 )
ke15 =11k 10 —bakgy) 3 kg 6 =511 (0ykgy +07kG )
_ } 2.2 2 )
ke.17 =511 Okg —bykys) 5 kg 13 =110y ks +0rkg )
_ ) _ 22 2
ke.19 =S11Gkg 5 —0rk ) 5 kg oo =511 (bykg + 07k )
ko =52(a2k o+ a2k )3 ke =agsok o s ke o =asbasas ko
77 =53 p T aAyR3) 5 Ky 11 = A355Ksn 5 Ky 15 = 30757511850
kg3 ==aysykgy s kg 14 =—a3bysys) ks
2.2 2, . _ )
kgg =s5(askgg +aykg) s kg ) =azsykg s
kg 19 =—asbysysy kg 3 kg 13 =—ay5ykg 5 kg 14 =aubysysy kg
kog =kgy+kgg +kp+k,g 5 kg 1o =5g(0yk = bk g )Fsg (byk gy —bikq)

2,2 2 2,,2 2
k.10 =33 O3k, + bk 70 tsg (byky +bk 7)

ki =k thgth, +k g5 k

1112 = 51002k pp —bik )Ty (Dyk ) —Dik )
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_ 2 2 2 2
ki 10 =5g810 B3k ,p TO7k ,0) =981, (By Ky + D7k g)

ki3 3=k +kgth 3 +k g5 ki3 14=50bk 3

13.13 9> —bik o)ty (byk 3 —bikyg)

k

_ 2 2
14.14 =58510(02 K 3 + b1k pg) =

2 2
253 bykyy +bikyg)

9511

kisas =keat ko™ s k100 5 K516 =510k pa =ik 100 TS (Bok gy =Bk )

k b2k +b12

2 2,2 2
16.16 =510 (02K 4 sp1(bykgs +0rk )

kplO)_

k

17.17 = Kgs t g1 T s k1) 5 kg 1 =510 Bok s =Bk %) Oy ks =Bk )

k

_ 242 2 2,2 2
18.18 =510 02k s 07k ) =81 (ks + b7k )

kig 19 =kse Tk Tk 6+

19.19 b2k bk 2)+S11(b2ks6 _blkslz)

ko12) 5 kg2 =510bok )6 —bik

k

_ 2.2 2,2 2
2020 =102k 6 s1bykgg +hkg0)

2
+07k 1)~

Le reste des éléments k;; sont égales a zéro
Les éléments de la matrice [C,] sont :

€1 =Cr e Tea ey TegTegTe, 5 6y =ays(cg) +eteg) —ays (e +cgg) 54,
€13 =5q(bycy =bieg) + b8y, ey +eg3) =bys(eg+eg) s p=—c, i 5 =55¢, 3

€7 =5p(age3=a300)) 5 €y =55(ayc9 —a308) 3 €19 =—{cg +C7) 5

10 =59y =byeg) 1 =—egy Teg) oy =S (beg —byegy)

13 =(eg3t¢59) 3 ¢ 1p =511(ByCg9 —Dyc3)

€ = alzslz (Csl + Cs7) + a%slz (Cs2 + %3 + 8 + Cs9)+sgce ;

€93 =ayySo(biegy —byc )+ ays;s) by, +bye 3 —beg —begg)
€4 =7S6Ce 3 Co5 =S5657C 3 Cp7 =y815,(ay03=3¢)

Cpg =apSi85(acig —a3Cg) 5 € g =aysi(c +egq)

.10 = 45159 (byegy —Diegy) 5 ¢ 1 =—asy(egy +eg)

12 =0511(Beg =Dy p) i €y 13 ==y (e 3+ )

€14 =951511 (B¢ — 0y 3)

) 2 2.2 2 .
33 =bysgeg +bysgsy (g e IHbsge g +bsgs (g teg)
3.7 =bysysglage iz —asc ) 5 39 =Dy5y89(a3c g —aycyg)
_ . _ 22 2 . _ _ .
39 =8g(byc g —bycy) 5 e g =8g (byeg +hrcgg) 5 e3y=59(beg =byer)

_ 2 2 . _ _ . _ 2 2
310 = 5981 (03¢ Hheg) 3 ¢33 =89 (e g —byes) 5 ¢y 1y ==5g8) (byc 3 +hicg)
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C44 = €54 ¢G5 610 T 11 P12

Cys =S3(cgq teg)tsylegs Teg ) Fss(ege +egn)—s7¢,
46 =bys11(Cq tegstee) =Sy (g tegTegn) s

tc _tc +c,
s5 s e

415 = (Cqte0) 3 416 =5110C510 ~0r54)
g 17 = o5 tegy) 5 eq 18 =511(Gcg —by¢ss)

419 = (66 ¢512) 3 €400 =511(016515 ~Dycs6)

) 2 2 2.
€55 =53 (Cgq T ¢Sy (cgs g TS5 (cgq +cqp)P87¢,

€56 =351 1(byCs4 — 16510184511 (bycgs —byegy 558 (0yc g =biegn)

¢s15=753(Cq tegrg) 3 516 =351 1(Byegi0 ~hrey)

€517 = S4(Ce5 tCg 1) 3 5 g =481 (Bycg —byes)

€519 =85(Cg6 +C10) 3 €590 =551 (b1¢g 0 ~Dr¢56)

22 22 .
6.6 =02 511(Cgq TCgsFee) s (e e Tegn)

_ ) _ 22 2 )
.15 = 5110110 ~02¢54) 3 G616 = 51107 ¢a thCg0)

_ . _ 2.2 2 .
617 = 511016511 ~b2¢gs) 3 €618 =511 (Byegs +oeg )

_ ) _ 22 2
.19 =511 (016512 ~0xC56) 3 G600 =511(03¢56 by Cg0)

=a,b,s

2,2 2. . _ ) )
Cgq =55(a3¢0) +a4C3) 5 € 1 =a359CH 5 Cg 1y =a3bysysy 10

€713 = ~ag59C3 5 €714 = ~A3Dy5)8) €3

2.2 2. . _ )
gy =85 (a3c g tagcg) s ¢ 1 =a35)Cg

€312 = ~A3D555) 1€ 3 Cg 13 = AySCs9 5 Cg 14 = dybySy8) 659

C,

99 =Cg TCg7 +€

p1HCp7 G910 =53 (bycy —bie g )t (bye —bies)

2,2 2 2,2 2
€10.10 =53 (B3¢ 5y Hh{ ¢ p7) s (bycg +biegq)

U1 =C e T TC 85 € 1 =510(ba¢ 0 e )T (Dye ) —bieg)

_ 2 2. 2 2
€12.12 =58510 (03¢ 5p TO7 € g) — 89581 (Bycn +hicg)

€13.13 =C3 F 0 TC 3+ €0 3 €314 =510 (b 3 =B o) TSy 1 (bye 3 —hiegg)

_ 2 2. 2 2
€14.14 =58510(B2¢ 3 +D7 € 9) = 5981 (Bye 3 + b g)

€15.15 = %4 T 101 ps TCp10) 3 516 =510 BaC pa ~ 015100811 (0rC 54 — D1 )

22 2 2.2 2
6.16 = 51002 pa T 01 ¢ 10) 5110564 Th ¢y )

7.7 = €5 FCa1TCps FEp11) 3 718 =51002C ps ~H1Cp1 1)1 0yl s b))

155



Annexe 4 : Complément du paragraphe 4.5.3.3 2022

_ 2,2 2 2,2 2

€g.18 =510(02¢ s ThyC ) s (Byegs Hheg )

€19.19 =C56 T %512 p6 T Ep12) 5 1920 =51002¢ p6 01121511 (By 56 ~ i)
_ 2.2 2 2,2 2

020 = 31002 p T 01 € p12) 511036 T h ¢gp0)

Le reste des éléments c; sont égales a zéro
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