République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université 8 Mai 1945 Guelma

7x° 19 dalls 1945 (5lo 8 dmola
\\\‘a : UNIVERSITE 8 MAI 1945 GUELMA
NS

Faculté de Mathématiques et de I'Informatique et des Sciences de la Matiére
Département de Mathématiques
Laboratoire de domiciliation : Laboratoire des mathématiques appliquées et de
Modélisation

THESE

EN VUE DE L’OBTENTION DU DIPLOME DE
DOCTORAT EN 3*™ CYCLE

Domaine : Mathématiques. Filiére : Mathématiques Appliquées
Spécialité : Mathématiques Appliquées
Présentée par
HAFAIDIA Imane

Intitulée

Quelle est la meilleure condition de conjugaison ?

Soutenue le :17/11/2022
Devant le Jury composé de :

Nom et Prénom Grade

Mr AISSAOUI Mohamed-Zine Prof Univ-Guelma Président

Mr GUEBBAI Hamza Prof Univ-Guelma Encadreur
Mr BENRABIA Noureddine MCA Univ-Souk-Ahras Co-encadreur
Mr HADJI Mohamed Lakhdar Prof Univ-Annaba Examinateur
Mr ELLAGOUNE Fateh Prof Univ-Guelma Examinateur

Année Universitaire : 2022/2023




Résumé

L'objectif de cette thése est de traiter la problématique "Quelle est la
meilleure condition de conjugaison ? Afin d'y apporter une réponse, méme
partielle. Dans ce contexte, nous proposons une nouvelle méthode en
développant un nouvel algorithme de gradient conjugué pour la résolution de
problemes d'optimisation sans contraintes qui satisfait la condition de descente
suffisante et la condition de conjugaison, et nous étudions également sa
convergence globale. Pour déterminer I'efficacité de cette méthode, nous
devons effectuer une comparaison numérique avec d'autres méthodes
efficaces.

Mots clés : Optimisation sans contraintes, méthodes du gradient conjugué,
recherche linéaire, condition de conjugaison et de descente suffisante




Abstracts

The aim of this thesis is to treat the problem "What is the best conjugacy
condition?” in order to give it n answer, even if it is partial. In this context, we
propose a new method by developing a new conjugate gradient algorithm to
solve unconstrained optimization problems that satisfy the sufficient descent
condition and the conjugacy condition, and we also study their global
convergence. To determine the effectiveness of this method, we need to make
a numerical comparison with other effective methods.

Keywords: Unconstrained optimization, conjugate gradient method, linear

search, conjugacy and sufficient descent condition.
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Introduction

L’optimisation mathématique est I’'une des disciplines les plus société en
raison de son utilisations fréquente en sciences de 1'ingénieur, en 1’économie
et en I'industrie en général, ot 'objectif principal est de trouver la meilleure
solution parmi toutes les solutions obtenues.

Notre travail consiste, principalement, a étudier et tester, quelques pro-
blémes d’optimisation sans contraintes, dans lesquels les variables sont des
nombres réels et les fonctions objectives sont des fonctions réelles a plusieurs
variables.

Par conséquent, étant donné une certaine fonction objective f : R® — R,
notre probléme est de trouver x € R™ qui minimise f(x).

Au cours des ces derniers années, la résolution des problémes d’optimisa-
tion sans contraintes connait un intérét croissant, a cause de ’application
des variants de cette méthode a des problémes modélisant les phénoménes
sociaux-économiques industriels environnementaux.

Notre étude concerne sur les méthodes du gradient conjugué non linéaires,
qui sont largement utilisées dans nombreux problémes pratiques d’optimisa-
tion de grande taille, en raison de la simplicité de ces méthodes particuliére-
ment leurs faibles stockage de mémoire.

Plusieurs mathématiciens ont étendu les méthode du gradient conjugué pour
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le cas non linéaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Flet-
cher et Reeves [19] (méthode de Fletcher-Reeves), suivi en 1969 par Polak,
Ribiére [31] et Polyak [32] (méthode de Polak-Ribiére-Polyak). Une autre va-
riante a été étudiée en (1999) par Dai-Yuan [I§] (La méthode de Dai-Yuan).

Dans un sens large, les algorithmes de gradient conjugué peuvent étre
classés en algorithmes standard, hybrides, algorithmes de gradient standard
modifier, algorithmes de gradient conjugué a trois termes, et autres.

Un facteur important dans les algorithmes de gradient conjugué est I’amé-
lioration essentiellement de ’accélération. Il existe plusieurs techniques utiles
pour accroitre ’accélération, en particulier les recherches linéaires inexactes
d’Armijo et de Wolfe forte, ainsi que les conditions de conjugaison.

Nous pouvons formulée la problématique dans la question suivante "Quelle
est la meilleure condition de conjugaison ?" qui permet d’accroitre ['accélé-
ration.

Dans le but de répondre, partiellement a la problématique nous allons déve-
lopper en premier temps un algorithme, qui permet ’amélioration de 'accé-
lération selon un procédé comparative basé sur les conditions respectivement

de conjugaison suivante

yl;rdk-i-l =0, (01)

et de conjugaison généralisé
Y drs1 = =083 Gry1- (0.2)

Notre travail est principalement partagé en trois chapitres précédés d'une

introduction et se termine par une conclusion avec des perspectives.
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Le premier chapitre est consacré a un rappel des concepts mathématiques
relative a l'optimisation sans contrainte, ol nous essayons de nous rappeler
Les méthodes de gradient conjugué linéaire et non linéaires et les propriétés
de convergence, en présentant les grandes lignes de plusieurs méthodes fon-

damentales du gradient conjugué non linéaire ainsi leurs propriétés.

le deuxiéme chapitre qui représente ’essentiel de notre contribution, est
consacré a présenter notre nouvelle méthode de gradient conjugué, obtenue
par la combinaison linéaire des méthodes de gradient conjugué de Dai-Yuan
(DY) et de Hager-Zhang (HZ) en exploitant les avantages des deux méthodes,
sachant que les conditions de descente suffisantes et de conjugaison sont vé-
rifiées. En suite, pour prouver 'efficacité de cette méthode nous avons établi
une comparaison numérique de notre méthode avec les méthodes de gradient
conjugué standards, de plus ainsi qui avec une deuxiéme méthode hybride
qu’on a mis au point vérifient les conditions de descente suffisantes et de

conjugaison généralisées, et qui sera développé dans nos perspectives.

Le troisiéme chapitre est consacré a présenter une nouvelle méthode de
gradient conjugué sans l'utilisation de la condition de conjugaison cette mé-
thode est basée sur la technique de A. Perry [30] modifiée ot nous montrons

il y a toujours une amélioration de 'accélération.
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Chapitre 1

Optimisation sans contrainte

I’optimisation sans contrainte consiste & minimiser une fonction qui dé-
pend d’un nombre de variables réelles, sans aucune restriction sur les valeurs
de ces variables. Lorsque le nombre de variables est grand, la résolution de ce
genre de probléme devient assez difficile, pour cela, on utilise les méthodes de
gradient conjugué considérées fiables et efficaces. Ce sont des méthodes ité-
ratives, elles commencent par une estimation initiale des variables, puis elles
générent une suite d’estimations améliorées, jusqu’a ce qu’elles se terminent
par un ensemble de valeurs pour les variables. Pour vérifier que cet ensemble
des valeurs, pour ces variables, est bien la solution du probléme, nous devons
utiliser les conditions d’optimalités. Si les conditions d’optimalités, ne sont
pas satisfaites, elles peuvent étre utilisées pour améliorer I'estimation de la
solution. Les algorithmes exploitent les valeurs de la fonction de minimisa-
tion, de la premiére et éventuellement la deuxiéme dérivée de cette fonction.
On cite parmi les méthodes d’optimisation sans contraintes classiques jugées
importantes : I'algorithme de la plus forte pente, la méthode de Newton, de

quasi-Newton, de quasi-Newton a mémoire limitée et ’algorithme a région
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de confiance.

1.1 Rappel de quelques définitions

Nous présentons ici les définitions principales de base qui seront utilisées
par la suite.
Soit R™ I'espace vectoriel réel de dimension n € N. Les vecteurs sont toujours
des vecteurs colonnes. La transposée de z est notée z'.
Nous utilisons ||z|| pour représenter la norme euclidienne, c’est-a-dire, pour
xeR"

T

]l = [lell2 = VaTe.

Définition 1.1.1 Soit f : R" — R est une fonction différentiable, on appelle
le gradient de f la fonction notée <y f définie par, 7 f : R* — R",

V1) = (5L @) (@) (11)

Définition 1.1.2 Si sy f est différentiable, on appelle le hessien de f est la

fonction 72 f : R* — R™™" définie comme

82
V2 f(x) = (89:-8];-) (), i=1,..,n, j=1,..,n. (1.2)

NP PRI . \ . N

ot aximjf est la dérivée partielle de f par rapport a x;, puis par rapport a x;
Position du probléme

Le probléme d’optimisation sans contrainte consiste & minimiser une fonction

f de n variables a valeur réelle.

Nous cherchons a trouver, un point z* tel que

f@) < fla),

10
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ou x* est appelé minimum local.

Ce probléeme sera formulé comme suit

(P): min f(z). (1.3)

zeR™

Le probleme avec f est définie pour tout = et sans aucune condition sur
les variables appelé probléme sans contrainte.

Par conséquence, la méthode de résolution de ce type de probléme est de na-
ture itérative, et consiste a construire une suite x; a partir d’'un point initial

xp, et de démontrer sa convergence vers une solution dite optimale.

1.2 Conditions d’optimalité pour optimisation
sans contrainte

Pour résoudre un probléme d’optimisation de type (1.3)) nous avons be-
soin de conditions d’optimalité représentant l'outil principal pour trouver la

solution plus efficace de notre probléme.

1.2.1 Le minimum local et le minimum global

Définition 1.2.1

1. Un point © € R™ est dit minimum local du probleme sl existe

un voisinage V_(Z) tel que,
f(@) < f(x); Ve € Vo(2) (1.4)

Dans le cas ou, f(z) < f(x), le point & € R™ est dit minimum local

strict.

11
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2. Un point © € R™ est dit minimum global du probléme st
f(@) < f(x) ¥z eR" (15)

1.2.2 Une Direction de descente

Soit f : R® —— R une fonction différentiable, et considérons z,d deux

valeurs de R", d est dite direction de descente en x si
v/f(x)."d <0,

oi v f(z) = <%(w), (%—i(x),), et d = (dy,...,dy).

L’ensemble des directions de descente de f en x est donné par
{deR"\ v f(z)'d<0}.

1.2.3 Direction de descente suffisante

On dit que d est une direction de descente suffisante de f en z € R", si
gidi < —cllgill®, k. c>0,
avec gr = V f(zg).

1.2.4 Conditions nécessaires

Le résultat, ci-dessous, nous permet la caractérisation d’une solution op-
timale moyennant des conditions de différentiabilité de la fonction f du pro-
bléme ([1.3]), le théoréme suivant illustre les conditions nécessaires d’optima-

lité.

12
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Théoréme 1.2.1 Soit f deux fois continiment différentiable et soit x* un

minimum local de f, alors

de plus
2 7% fa*)x >0 (semi-défini positif).

Remarque 1.2.1 La condition <7 f(x*) = 0 est appelée la condition néces-
saire de premier ordre et le point x* est dit point stationnaire ou point cri-

tique.

1.2.5 Conditions suffisantes

Par conséquent la condition 57 f(xz*) = 0 n’est pas suffisant, on doit alors
lui associe la positivité de la dérivée seconde pour confirmer la nature mini-
male du point z*, le théoréme suivant qui illustra les conditions dites suffi-

santes d’optimalité.

Théoréme 1.2.2 Soit f deux fois continiment différentiable au voisinage
de x*.
Supposons que 7 f(x*) = 0 et que 72 f(z*) est définie positive, alors x* est

un minimum local de f.

1.2.6 Les modes de convergence

Définition 1.2.2 Soit {xy}ren une suite dans R™ qui converge vers z*.
1. On dit que {x}ren converge vers x* linéairement avec « le taux si

Lk
lim smp”xk—x|| =a<l1,
koo ey — 2

13



UNIVERSITE 8 MAal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

2. On dit que {x}}ren converge vers x* superlinéaire si

[z — 27|

3. La convergence est dite superlinéaire d’ordre vy si

L ]
im sup ———
k—oo ||[L‘k_1 — [L‘*H'y
En particulier st
. zr — =7
1 Mk
kg{olo Sup ||(L’k_1 - (L’*HQ < %

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2).

1.3 Reégles de recherche linéaire

En optimisation mathématique, la recherche linéaire est I'une des mé-
thodes classiques permettant de traiter la convergence des algorithmes de
calcul d’'un minimum z, d’une fonction f : R™ — R.

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)
(P): min{f(z);xz € R"} (1.6)

ou f est une fonction réelle a une variable.
Pour résoudre le probléme d’optimisation ((1.6)) on fait appel aux I’algorithmes

et les schémas s’écrivent de la maniére suivante pour z € R”
L1 = Tk + )\kdka (17)

ou, par conséquent A\, appelé le pas est la solution optimale du probléme

d’optimisation unidimensionnel

min f(wy + Ady), (1.8)

14
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A vérifie 'inégalité

o, z et dy sont fixés et la fonction & minimiser notée g, est une fonction

d’une variable réelle, définie comme suit ¢ : R — R,

A= @A) = f (@ + Ady) (1.10)

Remarque 1.3.1 1l faut noter que dans les probléemes d’optimisation sans
contraintes, nous avons besoin de résoudre a chaque itération xj, un probleme

d’optimisation dans R.

Maintenant, nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer un
pas A\r > 0 le long d’une direction de descente dj. C’est ce qu’on appelle
faire de la recherche linéaire. Il existe deux grandes classes de méthodes qui

s'intéressent a ’optimisation unidimensionnelle a savoir,
1. les recherches linéaires exactes.

2. les recherches linéaires inexactes.

1.3.1 La recherche linéaire exacte

Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher a minimiser
le critére le long de di et donc de déterminer le pas Ay comme solution du
probléme

min ¢ (A).

Ce procédé est appelé la régle de Cauchy et le pas déterminé par cette regle

est appelé "pas de Cauchy" ou "pas optimal". Dans certains cas, on préfére

15
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le plus petit point stationnaire de ; qui la rend décroissante.

On aura alors, le pas A\, telle que la fonction :

A =f {A > 0: 9 (A) = 0,0(A) < @r(0)}.

Remarque 1.3.2

1. Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait
jamais de recherche linéaire exacte, car trouver X\, signifie qu’il va
falloir calculer un grand nombre de fois la fonction ¢y et cela peut
étre dissuatif du point de vue du temps de calcul. En pratique, on

cherche plutot une valeur de T qui assure une décroissance suffisante

de f.

2. Ces deux regles me sont utilisées que dans des cas particuliers, par
exemple lorsque ¢ est quadratique, la solution de la recherche linéaire

s’obtient d’une fagcon exacte et par un nombre fini d’itérations.

1.3.2 La recherche linéaire inexacte

Au lieu de demander que A\; minimise ¢y, on préfére imposer des condi-
tions moins restrictives, plus facilement vérifiables, qui permettent toute fois
de contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura
plus un pas unique (ou quelques pas) vérifiant ces conditions, mais tout un
intervalle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur re-

cherche plus aisée. C’est ce qu’on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein

et de Wolfe.

16
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Reégle d’Armijo [10]
La régle d’Armijo se base sur le choix d’un paramétre p avec
0<p<l1

consiste a déterminer une valeur approchée de \; par la condition,

er(A) < @r(0) + pAgy(0).

L’inconvénient de cette méthode est de favoriser les valeurs trop petites, par

conséquent, elle est rarement utilisée seule.

Régle de Goldstein [21]

C’est une méthode proposée en 1967 et qui est basée sur le choix de deux

parametres p et ¢ vérifiant,
O<p<io<l

elle détermine les valeurs approchées de Ay en utilisant deux conditions,

{ ©e(A) < @r(0) + pAgl(0)
Pr(A) = r(0) + oAy, (0)

Reégle de Wolfe [44]

C’est une méthode proposée en 1969 et qui est basée sur le choix de deux
parameétres p et § tel que

0<p<iox<l

elle détermine les valeurs approchées de A, selon les deux conditions sui-

vantes :

wr(A) < @i(0) + pAg;(0) (1.11)

17
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Pr(A) = 6 (0) (1.12)

Deux valeurs sont usuelles des deux paramétres sont p =0,1et 6 =0,7.

Remarque 1.3.3

1. La régle de Wolfe fait appel au calcul de ¢}, , elle est donc en théorie
plus couteuse que la regle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses
applications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible cout ad-
ditionnel en comparaison du cout d’évaluation de f(x), ¢’est pourquoi

cette regle est tres utilisée.

2. Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non li-

néaire) il est parfois nécessaire d’avoir une condition plus restrictive

que .Pour cela la deuxieme condition est remplacée par :

|0k (M)] < =03 (0). (1.13)

On obtient alors les conditions de Wolfe fortes (1.11) et (1.15).

1.4 Méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué, est I'une des méthodes les plus utile
pour l'optimisation de systémes linéaires et non linéaires. Elle est générale-
ment utilisée comme un algorithme itératif, et peut étre utilisée aussi comme
une méthode directe, qui donne une solution numérique. Généralement, la
méthode de gradient conjugué, est utilisée dans les trés grands systémes dif-

ficile & résoudre & ’aide des méthodes directes.

18
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1.4.1 Meéthode du gradient conjugué linéaire

Considérons le probléme de la minimisation d’une fonction quadratique
f:R" — R avec
1

flz) = éxTA:L’ —b'x, (1.14)

ou A € R™™ est une matrice définie positive, symétrique et b € R™.

ainsi on obtient en se référant a la symétrique de A que

Vf(x)=Az—b

et

Vif(z) = A
Dans le cas ot A est définie positive, la fonction f est strictement convexe
et posséde un minimum global unique au point z* (7 f(z*) = 0). En consé-

quence, la solution du probléme de la minimisation ([1.14)) est également une

solution du probléme suivant trouver x € R" satisfaisant,
Az =b. (1.15)

La méthode du gradient conjugué a été introduite par Hestenes et Stiefel dans
les années 1950 [26], comme méthode itérative pour résoudre les systémes
d’équations linéaires Ax = b, symétrique définie positive ot A € R"*". Elle
peut également étre appliquée a des systémes plus généraux avec inversible,
mais pas symétrique ou définie positive, aprés la transformation de
en AT Az = ATb, ot la méthode du gradient conjugué résout ces problémes
en au plus n itérations. Cette méthode est souvent appelée "méthode du
gradient conjugué linéaire".

Le nom de la méthode vient du fait qu’elle produit une séquence de directions

19
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{do, ...d—1}, telle que les directions sont conjuguées par rapport a la matrice
A, c’est-a-dire

d;Ad; =0, pour tous 7 # j. (1.16)

Si l'on note gx = 7 f(xx), l'algorithme de la méthode du gradient conjugué
pour les fonctions quadratiques prend la forme suivante :

Cet algorithme consiste a générer une suite itérative {zy} sous la forme
Thy1 = Tk -+ Odkdk, (117)

o dj, € R™ est une direction de recherche et a;, € R est le pas de recherche
obtenu par une recherche linéaire exacte ou inexacte.
A chaque étape k, la direction dj est obtenue de la combinaison linéaire du

gradient en x; et de la direction précédente dj_;

dipy1 = —Gkt1 + Brdi, (1.18)

ot B est une suite des scalaires non nulle, gx11 = /.f (xx).
Le choix des scalaires (3}, assure la propriété de conjugaison ([1.16[), on en

déduit alors

de1Ady, = 0= (=1 + Brdi)Ady, = 0 (1.19)
= —gk+1Ady + PrdiAdy =0 (1.20)
Jr+1Ady,
=———+ k=0,1,...,n—1. 1.21
= Bk dkAdk ) y Ly ( )

Dans le cas de la fonction quadratique f, il est facile de déterminer le pas oy,
comme solution analytique exacte pour le probléme de minimisation unidi-

mensionnel

f(@ysr) = min f @y, + ardy). (1.22)

20
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Ainsi oy est une solution optimale de ([1.22)) si et seulement si oy vérifie
f/(Oék> =0. Or
f'(ew) = di 7 f(zx11) = 0

dy 7 f(zr1) = dj) (Azppr — b) = 0.

ou, dp = (dy, ..., d,) le vecteur direction, 7 f = (gj)

i=1,n"
Soit

d;(A(%k + Oék;dk) — b) =0.
c’est a dire

_ dy, g
d} Ady,’

ap =

avec g = /f(z) = Axyp — b.

1.4.2 Meéthode du gradient conjugué non linéaire

Les algorithmes non linéaires de gradient conjugué présentent 1’avantage
significatif d’un faible stockage. Ils ont été ces algorithmes généralisé par
Fletcher, Reeves [19], Polak, Ribiére [31], au probléme non linéaire de la
minimisation sans contrainte.

Pour résoudre le probléme d’optimisation non linéaire sans contrainte

min f(z), (1.23)

reR”™

ou f:R™ — R est une fonction continument différentiable.
Tout algorithme non linéaire de gradient conjugué génére une suite {x;} de

la forme

Lhy1 = Tk + Ckkdk, (124)
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ou ay est la longueur de pas obtenue par la recherche linéaire et dj est la

direction de recherche, calculée par

di = —g
1.25
{ dit1 = =Gkt + Brdy, Kk >1, (1.25)

avec g, = V f(zg) et fr € R.
Les différentes valeurs attribuées a i, définissent les différentes formes du
gradient conjugué.
Résultats de convergence généraux pour la méthode de gradient
conjugué non linéaire

Un algorithme de gradient conjugué donné par (|1.24)) et ([1.25)), génére une
suite {z1}, notre souci est de déterminer les conditions sous lesquelles cette
suite converge vers la solution x* du probléme . Puisque I'algorithme
donné par ([1.24]) et (1.25)) ne dépend que des paramétres fy, il s’en suit que
I'objectif est de chercher les valeurs de ces paramétres assurant la convergence
de cet algorithme.
Une condition importante pour les méthodes d’optimisation basées sur la
recherche linéaire, c’est que la direction de la recherche doit étre une direction

de descente, par conséquent elle doit vérifier les propriétés suivante :
gid, <0, (propriété de descente) (1.26)

gi di < —cllgr]|?, ((propriété de descente suffisante).) (1.27)

pour tous les £k =0,2,...,n — 1 ou ¢ > 0 est une constante.

Les propriétés de convergence du gradient conjugué non linéaire, peuvent

étre étudiées en mesurant efficacité de la direction de recherche et de la
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longueur du pas. La qualité d'une direction de recherche dy peut étre déter-
minée, en étudiant 'angle entre la direction de descente la plus pente —g;, et
la direction de la recherche di. Cet angle est donné par

— gy d

cosf, = ——
g/l

(1.28)

Pour établir les résultats de convergence générale de toute méthode don-
née par et , on introduit les hypotheéses suivantes concernant la
fonction f.

1. L’ensemble S = {f(z) € R" : f(x) < f(zo)} est borné, ¢ est-a-dire qu il
existe une constante B > 0 pour que ||z| < B pour tout = dans 'ensemble
S.

2. Dans un certain voisinage V' de ’ensemble S, f est continument différen-
tiable et son gradient est Lipschitz continu, il existe une constante L > 0 de

sorte que

lg(z) — g(v)|| < L||z -y, pour tous x,y € N. (1.29)

Selon les hypothéses 1 et 2 ci-dessus, le théoréme suivant, di a Zouten-
dijk (1970) et Wolfe (1969, 1971), est essentiel pour prouver les résultats de
convergence globale des algorithmes d’optimisation sans contrainte dans le

cas non linéaire, y compris le gradient conjugué.

Théoréme 1.4.1 Supposons que f est bornée dans R™ et que f est conti-
ndment différentiable dans un voisinage N de l’ensemble S. Supposons aussi
que le gradient est Lipschitz continu, c’est-a-dire qu’il existe une constante
L > 0 de sorte que est satisfaite pour tout x,y € N. Considérons

toute itération de la forme , ou dy est une direction de descente et oy,
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satisfait auz conditions de recherche linéaire de Wolfe (1.11] (l) et . Alors,

D cos® | ge|* < oo (1.30)

Démonstration 1 D’aprés (3.5), il s’en suit que

(Gri1 — gr) " di, > (0 — 1)gj dy..

D’autre part, la continuité de Lipschitz donne le résultat

(grr1 — gr) " dr, < aL||di ).

Par conséquente, la combinaison de ces deux relations donne

_ T
Lo ldl]

(1.31)

Maintenant, en utilisant la premiére condition de Wolfe (3.4) et , il en

résulte que
(0 — 1) (g5 di)?
Lo ldel*

D’apres la définition de cos Oy, il s’en suit que peut s’écrire

fer1 < fi+p (1.32)

comme suite

ferr < fr + ccos® O] grl? (1.33)

ot ¢ = p(oc —1)/L. En sommant pour k > 1 et en considérant que f
est bornée en dessous, on obtient .

La relation (1.30]) est appelée condition de Zoutendijk. cette relation peut
étre écrite d’aprés ((1.28)), sous la forme

o0

(1.34)
||dk|\2

k=1
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1.4.3 Meéthodes classiques de gradient conjugué

1. La méthode de Fletcher-Reeves
C’est une méthode du gradient conjugué notée méthode FR introduite
par Fletcher-Reeves et développée dans la référence ou le coefficient

Bk, noté B est donné comme quotient de la norme par,

FR Hgk||2 (
= 1.35)
g H9k71|’2

En 1970, Zoutendijk [47] a montré que la méthode FR associé a la
recherche linéaire exacte est globalement convergente. Powell [33] a
démontré que la méthode FR était faible par rapport aux résultats
de Zoutendijk, & gause de sa sensibilité envers le comportement de
"brouillage". Cela veut dire que si la méthode génére une mauvaise
direction de recherche, qui est presque orthogonale au gradient, il est
probable que le pas soit minuscule et que la direction suivante soit
également mauvaise. Al-Baali [2] a donné une extension de ce résultat
a la recherches linéaire inexactes de Wolfe fortes , avec

o < 0.5.

2. La méthode de Polak-Ribiére
Un autre choix du paramétre [, a été proposé de maniére indépen-
dante par Polak et Ribiére [31] et Polyak [32] en 1969, ou [, noté

BEE donné par :

PR gl;ryk—l ( )
=t 1.36

o gl

Si f est fortement convexe, et la recherche linéaire est exacte, de plus
By est donnée par ([1.36]) alors, Polak et Ribiére et Polyak ont établi
la convergence globale de la méthode Polak-Ribiére-Polyak note PRP.
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Powell (1977) a prouvé que pour une fonction générale non linéaire
f, si la taille du pas sy = x4 — x tend vers zéro, ( ou la recherche
linéaire est exacte, et la continuité de Lipschitzien), alors la méthode
PRP est globalement convergente. D’autre part, Powell (1984a), dans
un article laborieux, a construit un contre-exemple & trois variables
et a montré que la méthode PRP peut se dérouler a l'infini, sans ap-
procher aucune solution. Par conséquente, I’hypothése selon laquelle
la taille du pas tend vers le zéro est nécessaire pour la convergence.

Plus tard, en supposant que la direction de recherche est une direction
de descente, Yuan (1993) a établi la convergence globale de la méthode
PRP pour les fonctions objectives fortement convexes associées a la
recherche linéaire de Wolfe. Cependant, Dai (1997), dans sa thése de
doctorat, a présenté un exemple qui montre que méme lorsque la fonc-
tion objective est fortement convexe et que o €)0, 1] est suffisamment
petit, la méthode PRP peut encore échouer en générant une direction
de recherche ascendante. Dai, Han, Liu, Sun, Yin et Yuan (1999) ont
présenté un exemple montrant que la délimitation de I'ensemble de
niveaux est nécessaire pour la convergence de la méthode PRP méme
si la recherche linéaire est exacte. Par conséquente, la convergence de
la méthode PRP n’est pas certaine. Cependant, cette méthode s’est
avérée étre 'une des méthodes les plus efficaces pour résoudre les pro-

bléemes d’optimisation sans contrainte a grande échelle.

3. La méthode de Hestenes-Steifel
Dans la méthode originale proposée par Hestenes et Steifel [26], pour

résoudre des systémes d’équations linéaires, le coefficient S, noté 575,
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était donné par la formule suivante :

gTykfl
e = di—’ Y1 = Gk — Gh1- (1.37)
k—1Yk—1

La méthode HS posséde la propriété de conjugaison suivante
dfﬂyk =0

indépendamment de la recherche linéaire.

Pour la recherche linéaire exacte, 3% = BFF La méthode HS posséde
donc des propriétés similaires a celles de la méthode PR. En parti-
culier, le contre-exemple de convergence de Powell [34] est également
valable pour la méthode HS. et la modification suivante est utilisée

pour assurer la convergence globale.

4. La méthode de Liu-Storey

Cette méthode a été proposée par Liu-Storey [29], dont ils ont présenté

la formule suivante ot le scalaire S, noté BF°, s’ecrit

.
L5 = Tt (1.38)

—ngk

Pour la recherche linéaire exactes, la méthode LS est identique a la
méthode PRP. Liu et Storey ont étudié cette méthode, en prouvant

sa convergence globale.

5. La méthode de Dai-Yuan
Cette méthode, notée DY, est élaborée par Dai et Yuan [I§], ou le

paramétre de gradient conjugué By, note B2V est calculé comme suit
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Avec une recherche linéaire de Wolfe standard (1.11)), (1.12)), la mé-
thode DY vérifie toujours la propriété de descente. De plus, lorsque
I’hypotheése de Lipschitz est vérifié, alors la méthode DY est globale-

ment convergente.

6. La méthode de Hager-Zhang
Récemment, Hager et Zhang ont proposé [25] une nouvelle méthode
avee e = max {8, m} , o,

1
|di[| min{7, [|ge[}”

77k=|

et

lyelldi\ " i
/BN = <y -2 )
" ; d;yk d;yk

avec, 1 > 0 une constante, est globalement convergent avec la re-

cherche linéaire de Wolfe (|1.11]), (1.12)). il ont montré une amélioration

importante des performances numériques.

1.4.4 Meéthodes hybrides de gradient conjugué

Des méthodes hybrides ont été proposées en combinant des méthodes qui
existaient déja afin d’atteindre les meilleures caractéristiques et minimiser
I'influence des inconvénients.

Les méthodes du gradient conjugué standards peuvent étre combinés de deux
maniéres distinctes, en obtenant ainsi deux classes des méthodes hybrides a
gradient conjugué.

La premiére classe, se sont des méthodes de gradient conjugué hybrides ba-
sées sur le concept de projection qui se caractérisent généralement par leur

expressions algébrique simples. Dés qu'une méthode de gradient conjugué
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entre dans une phase de brouillage, alors le schéma hybride déclenche une
autre méthode de gradient conjugué, en essayant ainsi d’améliorer les perfor-
mances numériques de ’hybridation. Par exemple

Touati-Ahmed et Storey [41] ont proposé la méthode hybride suivante :

go={ BT si0SBER < BTN,
BER - sinon.

Et Nocedal et Gilbert [20] ont proposé
/Bk = {_5I§R7 min {ﬂl{Ra BlfR}}

par conséquent, prouvé, que toute méthode contenant ||Bx| < BF est glo-
balement convergente avec la recherche linéaire forte de Wolfe , .
Les résultats numériques par Dai annoncent que ces combinaisons ne sont
pas mieux que ceux de la la méthode PR.

La deuxiéme classe, se sont des méthodes hybrides de gradient conjugué
basées sur la combinaison convexe des méthodes standards. Cela veut dire
que les méthodes de gradient conjugué standards sont combinées de maniére
convexe, ce qui permet d’obtenir une méthode de gradient conjugué hybride.
En général, les méthodes hybrides sont plus efficaces et plus robustes que
les méthodes standards. Exemple N. Andrei a proposé une nouvelle méthode
notée CCOMB, qui représente une combinaison convexe des deux méthodes
du gradient conjugué (PRP) et (DY). Afin de profiter les propriétés de calcul
de la méthode de PRP et les propriétés de convergence de la méthode de DY.
Dont, le scalaire 5 prend la valeur suivante :

N _ (1_0.)BPRP L 9. 3PY — (1 _p 91{+1yk 0 91{+19k+1
Be =(1=00) 8, + 0B =1 —6h) =5 — +h—7F (1.40)
9y, 9k Yk Sk
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avec S = Tg41 — T et

(vF grs1) (v si) — (e gks1) (g2 gr)
(W gre1) WEsk) — (9 19k4+1) (9 gx)

0, = (1.41)

obtenu en utilisant la condition de conjugaison : yf dy1 = 0.
N. Andrei a prouvé que les directions générées par cette méthode sont des
directions de descente, satisfont certaines conditions, sous la condition de

descente suffisante et il a démontré que cette méthode est convergente.

1.5 Conditions de conjugaison

Dans les fonctions quadratiques, il est bien connu que les méthodes de
gradient conjugué linéaire générent une suite de directions de recherche dj.

alors la condition de conjugaison est
dl Ad; =0 (1.42)

cette condition est satisfaite pour tous i # j. ou A est le hessien de la fonc-
tion objectif
Dans les fonctions non linéaires générales, par le théoréme de la valeur

moyenne, il existe un paramétre v € [0, 1]
di 1 9i1 = di 1 Gy + M V2 F (2 + vAidy) di, (1.43)

nous avons Y = grk+1 — gk, NOUS obtenons
dzﬂyk = )\deHVQf (Tg + vArdy) di (1.44)

Par conséquent, pour 'optimisation non linéaire, il est raisonnable de rem-

placer la condition de conjugaison du cas linéaire par la condition suivante
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Pour accélérer I'algorithme du gradient conjugué, Perry (voire également
Shanno) a prolongé la condition de conjugaison en introduisant I'information

du second degré, en effet, il a employé :

Hy Yy = Sk, Sk = Tpy1 — Tp

ou Hj est une approximation de l'inverse de la matrice hessienne, symétrique
et définie positive, .

Puisque pour la méthode quasi-newtonienne, la direction di,; est calculée
par

diy1 = Hp19541,

donc,

dfﬂyk = (_Hk+1gk+1) Y = —9121 (Hk+1yk) = —gfﬂsk, (1-46)

Ainsi on obtient (1.46)) la nouvelle condition de conjugaison, Récemment, Dai
et Liao ont prolongé cette condition, ils ont donné une nouvelle condition de

conjugaison d’apreés

d;‘gﬂyk = (—Hp119k11) U = —9/::+1 (Hr1yr) = —91{+15k,
on obtient
ngrlyk = _ngTHSk (1-47>

oll, o est un scalaire positif.
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Chapitre 2

Une nouvelle hybridation de
gradient conjugué pour une
optimisation sans contrainte

2.1 Introduction

Les méthodes de gradient conjugué non linéaire sont des méthodes bien
connues et pratiques, pour la minimisation des problémes d’optimisation sans

contraintes, de la forme.

min f(x), (2.1)

:EGR"

avec f une fonction continue différentiable.

la méthode du gradient conjugué génére, une suite itérative {x} ou
Tpr1 = T + aygdy, (2.2)
sachant que oy, sont obtenus par la recherche linéaire de wolfe,
[y + ardy) — f(zy) < Sarg, di, (2.3)

et
Ug,;rdk S g(xk + Oékdk)Tdk S —Ug,;rdk, (24)
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avecO<5<%et(5<0<1.

les directions d; sont données par,

di =—q
2.5
{ di+1 = =Gkt + Brdy, Kk >1, (2:5)

ou g = g(x) = Vf(xy), et By est un paramétre de gradient conjugué.

Nous rappelons que les Différents algorithmes du gradient conjugué sont
associé aux différentes valeurs du parameétre [, en particulier pour y, =
Jk+1 — Gk

Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel (HS)

T

HS _ Ik+1Yk

k. T ’
dy Y

Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR)

FR _ ||91<:+1||2
* grll?

Gradient conjugué variante Polak-Ribi¢re-Polyak (PRP)

PRP _ gll—-&-lyk
‘ lgrll*”

Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (DY)

DY _ ||9k+1||2
g dZyk

Y

Gradient conjugué variante Hager-Zhang (HZ)

HZ _ i1V —9lyeI? df g1
b (i ye)*’

qui sont proposés respectivement en [26] [19] [31] [I8] et [25].

Afin d’assurer la convergence globale d’'une méthode de gradient conjugué,
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la propriété de descente suffisante ci-dessous est importante

d;+1gk+1 < —llgrsall, >0, (2.6)

Pour une fonction générale, le résultat de convergence dépend du choix du
parameétre [ et de la technique de la recherche linéaire. Le premier résul-
tat de l'essai pratique de convergence globale concernant la méthode FR,
obtenue par [2], en se basant sur la vérification de la propriété de descente
suffisante, pour une certaine valeur de ¢, en vérifiant les conditions de Wolfe
fortes ci-dessus avec o < 1/2.

Cependant, le résultat de convergence de la méthode de Dai-Yuan (DY) né-
cessite les conditions de Wolfe données par et la partie gauche de I'in-
égalité , alors que pour la méthode de Hager-Zhang (HZ), la convergence
est assurée pour toute technique de recherche linéaire.

Il s’avens en pratique, que les méthodes DY et HZ, permettent d’obtenir de
résultat meilleurs que de nombreuses méthodes classique de gradient conju-
gué (pour plus de détails, voir par exemple [25]). Par conséquent, nous en-
visageons la possibilité de combiner les meilleures caractéristiques des deux
méthodes DY et HZ en définissant la direction de recherche comme une com-

binaison linéaire de la forme
A1 = deijfl + ﬁkdkH_ﬁ, (2.7)

avec un choix judicieux des parameétres 6y et .
Ces parameétres 6, et ¥, sont calculé dans la section 2 ou la condition (2.6)
est vérifiée sous le signe de ’égalité, en plus de la condition de conjugaison

yp dry1 = 0. Nous nous concentrons ici, sur la combinaison linéaire (2.7)),
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qui peut étre étendue a d’autres méthodes de gradient conjugué, nos résul-
tat principaux dans la section 3 est que notre nouvelle méthode converge
globalement si les conditions de Wolfe sont vérifiées. Dans la section 4, nous
présentons les résultats numériques qui montrent que notre nouvelle méthode

est plus performante que les méthodes DY et HZ.

2.2 Algorithme de gradient conjugué hybride

Nous proposons, dans cette partie, une méthode du gradient conjugué
hybride, en définissant la direction de recherche par la combinaison linéaire

(2.7), qui peut s’écrire comme suit
A1 = —(Ok + O0) g1 + (OuB7Y + 9B 7 )i, (2.8)

ou les parameétres 9, et 0, sont des scalaires, que nous choisissons de telle
sorte que la direction de la recherche dy, satisfait la condition de descente

suffisante et la condition de conjugaison, donnés respectivement par

d;rﬂgm = —cllgeral®, >0 (2.9)

et
Yp diy1 = 0. (2.10)

En multipliant 1) par g,Ll et y, et en utilisant 1} et 1 , nous obte-

nons respectivement

(lgrsall® = B i gies1)Ok + (gl = B “di grsr) 9 = cllgraal® - (2.11)

et

— kG Yk — OxGirye + kB2 (dg yr) + 0x B (dy, yx) = 0. (2.12)
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Pour voir toutes les solutions possibles de ce systéme de deux équations
linéaires, nous traitons d’abord I’équation ([2.12)), ainsi, en utilisant les défi-

nitions de 3P et 5%, nous obtenons
di yrgi G106k — 2|[yk] *d} gri10x = 0. (2.13)

Ensuite nous allons résoudre le systeme et en se basant sur les
quatre cas possibles suivants :

i) Si les deux valeurs de d grr1 = 0 et g g1 = 0, sont vérifices et si la
recherche linéaire est exacte en plus si la fonction f est quadratique, alors
I’équation ([2.54]) est vérifiée pour toute valeur de 6, et de ¥, qui satisfont
(2.53]) avec ¢ = 0;, + I, (par exemple, O, =0 et ¥, = c=1).

ii) Si d] grs1 = 0 et g gpy1 # 0, implique que 6; = 0 et donc de
on vérifie que ¥y = ¢ (si ¢ = 1, on revient a l'etape (i)).

i) Si d} g1 # 0 et g g1 = 0, implique que Y = 0 et donc de

1} il s’ensuit que 6, = ék, ol

0, = — Cdgyk
dfgk

(2.14)

iv) Pour le cas qui reste, d gry1 # 0 et g grr1 # 0, nous résolvons le systéme

pour obtenir 6, = ék et ¥ = 1§k, oll

é _ C||gk+1||2<y;gk+1 - 6k{—lzdl;ryk) (2 15)
A |

19]@ — _C||gk+1||2(y/;rgk+1 - /BkDYd;—yk) (216)
AR(BPY = Bi7) ’
avec
Ap = lgrs*(dg y) — (dg ge1) (Wa Grsr)- (2.17)
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La solution précédente existe si
A(B = BT #0 (2.18)

Cependant, si le déterminant (2.18)) est nul, le systéme (2.53)) et (2.54)) n’a

pas de solution, dans ce cas, nous appliquons uniquement la condition de
descente suffisante ([2.53)), en choisissant, comme dans le cas (iii), ¥ = 0 et

dl yp
0, = 0, = —c5=5.
k & d¥ gy

Nous résumons maintenant 1’analyse précédente dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1 Pour 6, et ¥y vérifiant

(O, V) 515 (BT — BYP) A # 0,
(O, 9%) = ¢ (0,¢)  si;d] g =0, (2.19)

(0r,0)  autrement

et supposant que les conditions de recherche linéaire de Wolfe sont vérifiées.
Alors il existe ¢ > 0 telle que la condition de descente suffisante est
satisfaite. De plus, la condition de conjugaison est assurée, sauf quand
AMBP — B%) =0

Dans la suite, nous allons procéder a ’amélioration de nos résultats en es-

sayant d’affaiblir les conditions ([2.19)) en se procédant de la maniére suivante,
nous gardons dans ([2.8))

e = O + Vg, B = 0kBCY + 0B, (2.20)

de sorte que la direction de recherche (2.8) peut étre écrite comme suit

di+1 = —MkGk+1 + Brdi, (2.21)
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avec X
(e Br) st Ay #0,
(ks Be) = § (¢, BEED) sid) grs1 =0, (2.22)
(Or, BEE)  autrement,
ou
2 dT
i = cllge+]l*( k:yk>, (2.23)
Ay,
By = C||9k+1||2(y;9k+1)‘ (2.24)
Ay,

Nous notons que la condition 3PV £ BHZ qui apparait dans le premier cas

de (2.19) et disparait dans le premier cas de ([2.22)) en raison de la résolution

du systeme ([2.53)) et (2.54) par rapport a 7y et 6 ; en effet, en substituant
VU = np — 0 dans (2.53) et (2.54), nous obtenons le systéme équivalent

suivant :

— (lgrs1ll® = B2} g )me + (B = BV gesaOk = —cllgesa|®, (2.25)

et

(v g1 — BEZdyi)me — (BEY — B P)d yxby = 0. (2.26)

D’aprés (2.26]), nous obtenons
(B = BEZ ) bk = (yi grsr — BEZ di yi) - (2.27)
en multipliant (2.25)) par d; yy, il s’ensuit que

(g1 1P =557 dy, g )y yrme (8 =B 7Yy gady, yibr = —cll i |12 dy i,
(2.28)
en substituant (2.27)), nous obtenons simplement

(=N\grs1lPdi yi + Y grrdi grs1) e = —cll g || >y Y,

39



UNIVERSITE 8 MAal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

donc
—cllgr+1]*di Y
N\ grra 12 i + vy, Ge+1d) Grtr)
qui sera noté 7ng, ce qui implique , avec A # 0, nous remarquons

Ukz(

que, A # 0 est indépendante de la condition 8PY = /7%, De méme, en

substituant ¥y = n; — 65 dans (2.20]) nous avons
B = B n, + (BPY — BEZ)6, (2.29)

en utilisant ([2.27)), il s’ensuit que

By = y;;rgkﬂ
d;:!/k

d’aprés la définition 1} de 7 , nous obtenons 1) la définition de Bk .

Mk (2.30)

Nous allons, maintenant, établir le lemme suivant, qui montre la pos-
sibilité de jumeler, les conditions (2.19) et (2.22)) en une seule et nouvelle

condition (Ainsi tout sera réduit a un seul choix).

Lemme 2.2.1
Si l'une des deuz conditions d; gri1 = 0 ou g, gry1 = 0 est vérifiée, alors le
premier choix dans et respectivement se réduit aux deuziéme et

troisieme choiz.

Preuve 2.2.1 En utilisant les définitions de BHZ et BPY | les formules ,

12.16) et (2.17), peuvent étre réarrangées respectivement comme suit,

Ak _ 20’|9k+1”2Hka2d119k+1
A(BPY = BIZ)d] v

, (2.31)

1§k _ cHngH?glng
AR(BYY = Bi17)

(2.32)
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Ay = (dggk-i-l)(g;crgk-i-l) - dljngngHQ- (2.33)
De plus,
DY HZ gl;rgk:-i-l I 2||y ”2 dkTng (2 34)
- = k . )
O (d] v )2

Par conséquent, la condition d gry1 = 0 réduit le couple (ék,@k) a (0,¢),
tandis que I’équation g, gry1 = 0 réduit (ék, ﬁk) a (ék, 0).
De méme, pour le choix , en utilisant les réarrangements ci-dessus,

nous observons & partir de (2.25) et (2.24)) que les conditions d gri1 = 0 et

gy ges1 = 0, réduisent respectivement la paire (ﬁk,Bk) a (c, BEEP) et (ﬁk,Bk)

a (B, BER).

Ce résultat suggere I'écriture des deux premiers cas et une partie du troi-

siéme cas dans et comme un seul cas, cependant cette réécriture
n’est plus valable quand on est dans les situation (8P — BHZ)A;, = 0 et
Ay = 0, respectivement.
Si les conditions (82Y —B87) Ay, = 0 et Ay = 0 sont satisfaites, notre méthode
n’est pas applicable. Cependant nous proposons d’utiliser toute méthode de
gradient conjugué globalement convergente.
plus précisément, nous fixons le couple (6x, ¥x) qui peut étre égal a (0,1) ce
qui correspond au couple (nx, Bx) = (1, 32%), ainsi la direction de recherche
correspondante au cas précédent, satisfait la condition de descente suffisante
pour toute technique de recherche linéaire.

En conclusion, nous allons illustrer nos nouvelles hypothéses jumelé, en
effet, nous remplacons les choix et par les deux expressions

suivantes

(61, 9) = { (B, 02) 51 B2 # 57, B0, (2.35)

(0,1)  autrement
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et
G B siAR#£0,
(e, ) = { (1, 37%)  autrement. (2.36)

Cependant, nous allons montrer que la condition Ay # 0 est souvent satis-
faite sous certains condition. Tout d’abord, nous allons montrer que A, > 0,

ce qui est prouvé dans le lemme suivant,

Lemme 2.2.2 L’inégalité Ay > 0 est vérifiée si soit

(i) (d} ges1)(9 gri1) > 0 ou (ii) la condition de Wolfe forte et

sont appliquées avec des valeurs suffisamment petites du parameétre o.
Preuve 2.2.2 Considérons , a savoir

Ay = (dy ge1) (9 gr+1) — df, gill g | (2.37)

nous observons que Ay, > 0 si la condition (i) est vérifiée, puisque la propriété
de descente d; gr < 0 est vérifiée.

Maintenant, en notant que

Ai 2 —|dy giallgx gia] — dy gillgrsall” (2.38)

et en utilisant la condition de wolfe |d} gri1| < —od] gi, il s’ensuit que

Ay, > —d; gi(l| gk l” — o9 ge]) (2.39)

qui est positif pour des valeurs suffisamment petites de o.
Ce résultat montre que Ay > 0 si

gk ll” = olgi gea| > 0 (2.40)
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qui est valable pour des valeurs suffisamment petites des paramétres o et
o> 0.
Le lemme précédent nous permet de modifier les choix de (0, 9y) (2.35))

et de (ng, Br) (2.36) respectivement comme suit.

é 19 : . QDY HZ . 2> T A
(0,1)  autrement

et
(. By) = 4 Ul Ok) s lgenll® > olgg gen| + 6, (2.42)
’ (1,88%) autrement.

Ainsi, nous obtenons un algorithme hybride, noté DYHZ/HZ, qui est
donné par :

Algorithm 1Algorithme de gradient conjugué hybride.
Etape 1. Soit un point initial zy et € > 0. Poser k = 0.
Etape 2. Calculer gy = g(0). Si ||gx|| < ¢ : stop, sinon non définir dy = —gq
et aller a Etape 3.
Etape 3. Calculer la longueur de pas «y, avec les conditions de recherche de
la ligne de Wolfe forte.
Etape 4. Poser xyy11 = x) + apd.
Etape 5. Calculer gi1 = g(2r41).
Etape 6. Si ||grs1| < ¢, stop.
Etape 7. Calculer 6, et 9, par et donc di, 1 par . Poser k = k+1,
et aller & Etape 3.

2.3 La convergence de ’algorithme

Dans cette section, nous analysons la convergence globale de ’algorithme.

Avant cela, nous introduisons les hypothéses suivantes pour la fonction ob-
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jective f(x).

H1. f est minorée dans R" et f et continument différentiable dans un voi-
sinage V' de l'ensemble S = {x € R™ f(x) < f(xg)}, ou xg est le point de
départ de l'itération.

H2 Le gradient de f est Lipschitzien dans V', autrement dit, il existe une

constante L > 0 tel que :
IVf(Z) = V()| < L||Z — = (2.43)
Nous avons le lemme technique suivant

Lemme 2.3.1 Supposons que les hypothéses H1 et H2 soient satisfaites et
que la suite {xy} soit générée par , de sorte que la propriété de descente
est satisfaites. et que oy, soit déterminé telle que les conditions de Wolfe
et linégalité de gauche de sont vérifie. Alors la condition de Zoutendijk

est assurée, plus précisément

0 Td 2
Z(g’“ ’“3 < (2.44)
2y

Le théoréme ci-dessous montre la convergence de notre nouvele algorithme.

Théoréme 2.3.1 Soit x; tel que les hypothéses HI et H2 sont vérifiées et le
premier cas de (2.49), la condition sont vérifiées et la suite {xy} est

générée par l'algorithme 2 précédent. Alors
lim inf ||g|| = 0. (2.45)
k—o0

Preuve 2.3.1 Nous allons démonter le théoreme en utilisant par contradic-

tion.
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Pour cela nous supposons qu’il existe une constante v, > 0 telle que
lgell > 7,  YVE>1, (2.46)

en utilisant cette hypothése et la condition de descente suffisante Ll
s’ensuit que

(g0 di)* = Allgell* > P
donc d’apres on obtient

> T <

k=0

1
ce qui contredit la condition Y -, W = 00, que ne peut réalisé que si dy,
k

est borné.
Par conséquent, nous allons montrer que ||dg|| est borné en procédent de la

maniere suvante :

D’apres les relations (2.21) et (2.30), nous avons

T
Gh+1
di+1 = —MkGr+1 + IZZT = ydy,

examinons le terme d yr nous obtenons, alors en utilisant les conditions de
Wolfe fortes et la condition de descente suffisante , la relation

sutvante
c(1=o)llgell® < —(1 — 0)d gr < dyye < —(1+ 0)dy gi. (2.47)

Ainsi, a partir des hypothéses H1 et H2, on a ||gri1]| < 72 associé a la
condition de Lipschitz , nous obtenons

yx[111gn1

el < pllaenll-+ L=l
Lo ||dy ||y
<l (o + 21 ). (2.48)
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Ainsi pour que dy, soit bornée il suffit de montrer que n dans est bor-
née. Supposons que les conditions de Wolfe fortes sont satisfaites et prenons
o assez petite de , d’aprées , la définition de mi., c et et les rela-
tions , , ainst que la condition de courbure , puts la borne

Y2, nous obtenons

CHngHQ(dgyk)
Ay

cllgr+111*(di ye)

|77k| =

<
= =&l gk(lgri ]2 = olgi gril
< clgrall?(df ye)
- —dggky
< cllgr41]*(1 + o)
1%
< M,
2
1
i M = 2l +0)
1%

En substituant le résultat précédent dans , il s’ensuit que

Lysag | di]|
(1 —o)t
comme ay|dy|| = 0, qui découle de la premiere condition de Wolfe (3.4)), et

| dps1|| < Mrye+ M AR (2.49)

d’apres , il existe constante m € (0,1) et un entier ky, tels que

Lypou,||di ||

m§m<1, Vi k >k, (2.50)
par conséquent, nous obtenons
disall < Mg +mlldell, ¥ ;k>Fk (2.51)
ce qui tmplique
il € 2 i R k>R (252)

46



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Ainsi, ||dg|| est borné, donc la contradiction est démontré. Par conséquent le

résultat de la convergence globale est satisfaite.

Finalement nous terminons notre analyse par I’étude de deuxiéme cas de
, en supposant que (ng, 8) = (1, 5{%).

Nous remarquons bien que dans le cas qui définit une méthode glo-
balement convergente, donc la condition de convergence est satisfaite,

ainsi s’achéve la preuve du théoreme.

2.4 Résultats numériques

nous présentons ici, une comparaison de 'efficacité de notre nouvelle mé-
thode hybride du gradient conjugué avec les méthodes HZ et DY,
afin de déterminer les performances de tous les algorithmes sur un ensemble
de problémes tests d’optimisation sans contrainte [§]. Chaque probléme est
testé selon les paramétres suivant n nombre de variables, fixé & n= 2, 10,
50, 100, 1000, 1500, 2000, 5000, et 10000. Avec le paramétre ¢ = 7/8, en
utilisant les conditions de recherche linéaire de Wolfe forte et avec
9 = 0,0001, 0 = 0,1, 0 = 0,9 (les méthodes sont notées DYHZ/HZ.1 et
DYHZ/HZ.9, respectivement). Le critére d’arrét pour tous les algorithmes
est que |[gx]|? < 107°.
Nous adoptons les profils de performance proposés par Dolan et Moré [15].
Afin d’obtenir les figures 2.1, 2.2 et 2.3 montrant la vitesse CPU, le nombre
d’itérations et le nombre de fonctions et d’évaluations du gradient respecti-
vement.
Les figures montrent clairement que la méthode hybride proposée performe

mieux que les méthodes efficaces DY et HZ, nous observons également que
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les performances de la nouvelle méthode avec 0 = 0.1 sont meilleures que
o = 0.9, nous avons utilisé la premiére valeur pour les expériences suivantes.
Nous avons répété 'exécution pour la méthode (2.42)), mais avec 374 dans
le deuxiéme cas étre remplacé par 30V B,f B+ et zéro (les méthodes sont ap-
pelées DYHZ/DY.1, DYHZ/PR+.1 et DYHZ/SD.1,respectivement). se sont
représentées par les trois figures 2.4, 2.5 et 2.6. Nous avons observé que les

performances de la méthode DYHZ/HZ.1 sont un peu meilleures que celles

des autres méthodes.

0 HIHZ
== HOHTS |

=z
g DY =

FIGURE 2.1 — Profil de performance pour le temps CPU

48



UNIVERSITE 8 MA1 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

1 . . . . . .
5 (e m e s s e ————————————)
08
T e i
orge
Wl i
b i
w DERE
= i
\‘;’I 05k
= ¥
=04ls
=
T 03t = = [ HZHZ. |
02 _' ||||-|||IDYHE\HZ_9
; -gm a7
D 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 a0

FIGURE 2.2 — Profil de performance pour le nombre d’itérations
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FIGURE 2.3 — Profil de performance pour le nombre d’évaluations de fonctions

et de gradients.
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FIGURE 2.4 — Profil de performance pour le temps CPU
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FIGURE 2.5 — Profil de performance pour le nombre d’itérations
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FIGURE 2.6 — Profil de performance pour le nombre d’évaluations de fonctions
et de gradients.
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— En utilisant la condition de conjugaison généralisée
Le systeme déja obtenu lorsqu’on travaille avec la condition de conjugaison

devient le suivant lorsqu’on utilise la condition de conjugaison généralisée.

grsa I = B2V dy; ger1) 0 + (g |” = BEZ ) grsa) 01 = —c|lgra||* (2.53)

et
i ykgn gra1Ox = 2|yel Pl grsa O = —vsy g (2.54)
Nous calculons les valeurs des inconnus 65 et ¥, en utilisant les mémes
techniques qui sont déja utilisées, et de la méme facon aussi nous obtenons

Sa convergence.

Ce graphe représente une comparaison entre les deux méthodes proposées.

D_g_ _-I-I-_

P e s

08t il ,
b ------I I-I-I-Ii
= D?L !

06 1 1l

I
D.Er i -1
P
s .
!
03} PR — ]

rl-l-l-l-! -I-IIDYHHHE
=== GOYHIHE

01t -

Pllog,(r, J=ci1< sz
_
o

| 1
1] 0.05 0.1 0.1a 0.2

FIGURE 2.7 — Profil de performance pour le temps CPU
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Au départ, on voit bien que la méthode qui vérifie la condition de conjugaison
généralisée est mieux que la méthode qui vérifie la condition de conjugaison .
Mais, & un certain moment la méthode qui vérifie la condition de conjugaison

devient la plus performante.
Ainsi, les expériences numériques préliminaires montrent que DYHZ/HZ

et DYHZG/HZ sont des algorithmes trés efficaces pour les problémes d’opti-

misation sans contrainte a grande taille.
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Chapitre 3

Une nouvelle méthode
d’optimisation basée sur I'idée de
A. Perry [30].

3.1 Introduction

Il est bien connu que la méthode du gradient conjugué non linéaire, est
caractérisée par de fortes propriétés de convergence locale et globale, plus
pratique aussi que d’autres méthodes par ce qu’elle minimise les problémes
d’optimisation sans contraintes de grandes tailles.

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode du gradient conju-
gué obtenue aprés avoir modifié la méthode de HS, qui vérifie toujours la
condition de conjugaison y; di41 = 0, cependant nous pouvons quand-méme
I’améliorer en effectuant une accélération d’algorithme et sans 1'utilisation de
la condition de conjugaison.

Pour résoudre le probléme d’optimisation sans contrainte |11, 36l 87, B38|, 42}
39,

min f(z), (3.1)

reR”™
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ou f est une fonction continue différentiable.
La méthode du gradient conjugué génére une suite {xy}ren, en fixant un

point initial g € R™ et en utilisant la relation de récurrence suivante
Tyl = T + opdg, (32)

ou,
ay est la longueur du pas de la recherche linéaire.

et les directions dy sont données par

d1 = —01
3.3
{ dioy = —gen + Bede,  VE > 1, (33)

avec, g = g(zr) = Vf(xy), et By est un paramétre de gradient conjugué.

Il est bien connu que les formules pour [ incluent le Hestenes-Stiefel
(HS) [26], le Fletcher-Reeves (FR) [19], le Polak-Ribiere-Polyak (PRP) [31],
le Liu-Storey (LS) [29] et le Hager-Zhang (Hz) [25].

Nous savons que pour obtenir les résultats de convergence globale de la mé-
thode de gradient conjugué, il est généralement nécessaire que la longueur de
pas «; doit satisfaire certaines conditions de recherche linéaire, telles que la

recherche linéaire forte de Wolfe donnée par
far 4 awdy) — f(xr) < gy di, (3.4)

ogr dp < g(ay + ardy) " dy < —0g) dy, (3.5)

avec,0<5<%et5<a<1.
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La direction de recherche dj; est nécessaire pour satisfaire la condition

de descente suffisante,

dy1Gke1 < —c|lgrnll? ¢ > 0. (3.6)

En plus de ce que nous avons mentionné, les méthodes Quasi-Newton
[18, [46] sont des méthodes parfois efficaces pour résoudre (3.1)).

La direction de recherche des méthodes Quasi-Newton est donnée par,

i1 = —His1095+41,

ol Hyy1 est une approximation de l'inverse de la matrice hessienne 72 f ()~
Certains auteurs utilisent cette technique dans la méthode du gradient conju-
gué, par exemple, pour calculer le paramétre (i, Perry [30] a proposé la

formule suivante

p y];rgk—&-l - 5;9k+1

k T ’ (37)
dk Yk

ol, Sk = Tgt1 — Tk €6 Yp = Grt1 — Gk
En remplacant (3.7) dans (3.3)) et en appliquant quelques techniques algé-
briques simples, nous obtenons la direction de recherche de Perry correspon-

dante comme suit,

T T
Sk SkSy,

d;, :—(I— +—)gk 1= —Prr19k+1- 3.8

k+1 y;sk y/;rsk + + + ( )

Dans la méthode de Perry, la matrice P, sert a estimer ’approximation
de l'inverse De la matrice hessienne. Si la recherche linéaire est exacte,
(d} grs1 = 0), alors est identique & l’algorithme du gradient conju-
gué de Hestenes et Stiefel [26].

Comme Py, n’est pas symétrique, certains auteurs ont modifié cette matrice
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pour répondre aux exigences précédentes en utilisant d’autre techniques diffé-
rentes (voir par exemple [27], 4, [43] ), en particulier Andrei [9] a présenté une
matrice symétrique pour estimer l'inverse de ’approximation de la matrice

hessienne comme suit,

PN o [ S/Cyl—cr + yks;cr Sksg 3 9
k41 — 4 — T EoT .0 ( . )
Yr. Sk Y. Sk

ou, le paramétre 7, est calculé d’'une maniére différente [45].

Notre travail est basée nécessairement sur 'observation de Perry [30], en
utilisant la méthode HS, dans laquelle la direction djy.; dans (3.3]) peut étre

réécrite comme suit,

Skyl;r
dps1 = —Dpyigipr = — (I — - Ok+1- (3.10)
Sk Yk

La matrice Dy, est une matrice d’itération du gradient conjugué, qui repré-
sente I'inverse d’une matrice d’approximation hessienne, mais elle n’est pas
symétrique. Plusieurs procédures de symétrie ont été proposées, telle que la
technique symeétrique de Powell [14], dans laquelle la matrice d’itération du

gradient conjugué Dy, peut étre symétrisée par Dy, comme suit,

T T

= SEYg Y&Sy
D= 1(1- I — ) 3.11
e ( SkT?Jk:) ( s;yk> ( )

Ainsi, en se basant sur la méthode HS, de nombreuses variantes largement

utilisées en pratique ont été développées, car elles présentent de meilleures
performances de calcul.

De plus, il est trés important de choisir une matrice d’itération pour une
méthode du gradient conjugué non-linéaire. A partir de Dy 1, nous propo-

sons une nouvelle matrice définie positive, qui satisfait toujours la condition
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de descente suffisante pour toute recherche linéaire. Nous utilisons également
une technique d’adaptation accélérée dans nos algorithmes de gradient conju-
gué, qui montre que la méthode proposée converge globalement, en utilisant

I’analyse spectrale. Finalement, nous décrivons les résultats numériques.

3.2 Amélioration de la méthode du gradient
conjugué.

Dans cette section, nous proposons une modification de I’algorithme de
gradient conjugué pour 'adapter a la résolution des problémes & grandes
tailles, & n’importe quelle itération. La matrice Dy, dans (3.10) n’est pas

symétrique ; donc, nous proposons sa symétrisation donnée par

Dsym _ Dl;r-i—l _'_DkJrl —J_ lsky]:——i_yksg

3.12
k+1 2 2 S;yk ( )

Nous observons que notre famille est symétrique, le résultat suivant va nous
éclaircir le caractére définie positive de la nouvelle famille des matrices D%}

afin d’assurer la condition de descente suffisante.

Théoréme 3.2.1
Soit DY) défini par , et spyp # 0. Alors, D}l une valeur propre yu = 1

de multiplicité (n — 2) ; et les deux valeurs propres restantes (respectivement

mazimale et minimale) note p*+1 et p*t1 donnée par

max 2 2 (S;—yk>2 )
min 2 2 (Szyk>2 .
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Preuve 3.2.1

En utilisant la formule algébrique suivante
det(I +zy" +uv') =1 +y z)(1+v u)— (z'v)(y u),
nous obtenons

det(DpYY) = det

( sky;;r‘i‘yks]:)
S TS STS T
_ ( hkﬁ 1_ 19 k> _le(k k) (YR vk) (3.15)
1
1

& Yk 2 5]y (s yr)?
(s s6) (Y yw)
4(s ) yr)?

(s] k) (yp k)
(sp yr)?

Pour prouver que la matrice D,ﬁ”{‘ aux possede comme suit, a la valeur propre

Par conséquent, la matrice D,% est non singuliére lorsque > 1.
=1 (avec la multiplicité (n — 2)).

Soit V' = span{yx, si}, est 'ensemble de tous les vecteurs qui peuvent étre
représentés par une combinaison linéaire de {yx,sx}. on a dim(V) < 2 et
dim(V+) > n — 2. Ainsi, V¢ € VL, pour que s; ¢ =yl ¢ =0, nous avons

lskyz;rﬂLykS;)C_ 1S . 5¢ €
2 sy 25, Y 25, Y

D¢ = (I — Yr = G,
ainse,

D¢ =¢,
donc, p =1 est une valeurs propres de multiplicité (n — 2).

Reste a montrer les relations (3.13) et (3.14).

sym

En effet a partir de la formule , nous pouvons obtenir la trace de D}"

comme suit . .
symy __ 1 8kYy TYkSE
(D) = or (1 - yned

2 sgyk
_ 195 SkHsy Y (3.16)
=n— ;==

2 Sp Yk
=n-—1,
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et
tr(D) = 1+ 4 Lplihl 4 pkth, (3.17)
(n—2)fois

Par conséquent, nous obtenons que
Hr - P = 1. (3.18)
Aussi, pour les relations concernant les déterminants on a
det(D}Y}) = otk

ainsi, en utilisant on obtient

1 (sise) (Wi )
det(DRY) = fitctimn = 7 — s 3.19
€ ( k:+1) max/~'min 4 4(82@/]9)2 ( )
A partir de (3.18) et (3.19), uttl et pttl sont deur solutions de I’équation
suzvante
I (skse)(wan) _

4 4(s;yk)2

Ainsi, les deur autres valeurs propres sont déterminées par (3.15) et (3.14),

respectivement.

Corollaire 3.2.1 Que la matrice D"} non définie positive.
ST T

Car d’apres le théoreme précédent, %

k

Donc la matrice D'} n’est pas définie positive.

> 1, par conséquent ,uk“ <0.

min

Pour rendre la matrice D;"] définie positive, nous avons besoin d’aug-

menter sa puissance a 2p, p € N*. Pour cela, nous avons deux cas :

Si s et yp sont des vecteurs linéairement indépendants, nous mettons

2
B lskykTﬂLykSZ) ’

3.20
2 Sp Yk (3.20)

My = (DZT;)ZP = (I
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Alors, en appliquant le théoréme précédent, les valeurs propres de My, sont

similaires a celles de D,?ﬁ

k1> Sont

Seulement, les max et les min de ces valeur propre notés /\;;1 et A

donnés par

)‘lj+1 = (/Lﬁq—;)lc)%? )‘I:-s-l = (Mﬁfinl)zp'

Cependant, si sy et y, étaient des vecteurs linéairement dépendants, c’est-

a-dire s = oy, alors My serait réécrite sous la forme

My = (DY + (1= ki) 1)

Ce qui donne

2

Mooy — (21 — U9t ’ 3.21

e _yTyk ' (3:21)
k

Par conséquent, les valeurs propres de la matrice Mj.; sont constituées de 22P
valeur propre de multiplicité (n—1), et de la valeur propre minimal A\, ; = 1,
car D} est diagonalisable pour toute fonction H holomorphe définie sur le

spectre de D;%7 (Sp(D;})) inclut dans le domaine de la fonction H notée

D(H) ou (Sp(D5}) € D(H)), alors
sp(H (D)) = H(Sp(DpiY))-
Pour obtenir les valeurs propres ci-dessus, nous avons pris

H(p) = (p+ (1 — pii))™.

62



UNIVERSITE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Remarque 3.2.1 Nous observons que la matrice donnée par et

est une matrice symétrique définie positive.

A partir de la modification simple sur la matrice Dy, nous avons intro-

duit direction de la recherche suivante

diy1 = —Mgy1Gk11, (3.22)
ou
_ 3.21) si s = oy
M1 = { 3.20) autrement. (3.23)

Le théoréme suivant montre que notre méthode satisfait la condition de

descente suffisante.

Théoréme 3.2.2 Soit la suite {dj11}ren générée par (3.29), alors la direc-

tion de recherche dy.q satisfait la condition de descente suffisante
dfagk1 < —cllgel?, ¢ >0,
ol g1 = 9(Tk1+1) = Vf(xpy1), et ¢ est une constante positive.

Preuve 3.2.2 Pour tout k > 1, nous avons les directions de recherche défi-
nies par
di+1 = —My+19k+1, (3.24)
En multipliant (5.24) par g,;rH, nous obtenons
A1 Grr1 = —Gpor Mi1Grr1, (3.25)
et du fait que My est une matrice symétrique définie positive, nous obtenons
d;+1gk+1 = _gl;rJrleJrlng < _Al;+1"gk+1‘|2- (3-26)

Cela montre que la condition de descente suffisante est satisfaite.
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3.3 L’accélération du nouvel algorithme de gra-
dient conjugué

Nous savons que les meilleures caractéristiques des méthodes de gradient
conjugué sont ses itérations simples du fait qu elles ne nécessitent pas un
grand espace de stockage; cependant, la matrice proposée précédemment,
nécessite un grand espace de stockage, d’ou la difficulté de son application
aux problémes d’optimisation sans contraintes de grande taille.

Afin d’éviter cette difficulté, nous proposons une formule accélérée pour cal-

culer la matrice (3.20)) plus efficacement.

Théoréme 3.3.1 Soit My, définie par , alors,

Lsiyr + sl 7 T T T T
I — 5 STy = [+7]2p (skyk + YiSk ) +52p8k8k +YopYr Yy, 5 (327)
k Yk

ol

o = 35 () e )

spye)  (dagby — 1)(s)yw)

2by, —ay <1 \/ﬁ) 2p—1 N ag <1 N~ >2p1
- F kYk a5 kYK
(4akbk — 1)(8;1/]{) 2\/ akbk 2 2\/ akbk 2

1
(dagby — 1)(5;—%)’

—Vapby [ (1 Zp—1 (1 >2”1 ( —dagby, — 1 )
5oy = ~ — \Jayb — (= +ayb
o 2 ((2 o ’“) g TV 2(4agby — 1)(s] i)

20y, 1/1 -1 -1
— S (= b 1
(darby — 1)(8;%) (2 (2 ag k) + 5\ 3 + vV agby )

—Vagb 1 w-bo 21 —dagby — 1
Yop = Ly - v agby — | 5+ Vagbs 2k
2y, 2 2 2

darbe — 1)(s) yk)

1 2p—1
<2 + akbk> — 1) s
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T T
S, Sk Y. Yk
avec a = —=2—— et by = — .
K 2(s, k) k 2(s, k)
Preuve 3.3.1 Pour démontrer le théoréme nous procédons par récurrence.
Pourp=1, on a

yk Yk

poasultuws[\? 3 T 5T . L
27 ST =T A ) Rk T aGs] yk>yk kA y)? SRk TG >2ykyk

Sk Yk

Nous supposons alors que pour toute p > 1,

SkYy Fyrs] 2p L.
(I — S ) wérifie (5.27),

S Yk

T T 2p+1
s +Yrs el
et nous montrons que (I — 12k TOR% ) est vérifié.

2 sZyk
En effet
2p+1 2
(I 18kyk+yks ) Pt <I— ;SkyZerks;I) P (I— ;Skyk“ryksZ)
2 sl 2 sl 2 slue

SKYy +Z/k51€T> _

= (I + 772p3kyl—gr + 772pyk5;— + 52p5k3; + 72pyky1—|g—> (I - T
2(sy, yr)

-1 N2p 52p8;8k> T —1 Ny YepYy Yk T
=H( + B BT ) syl 4 + B BRI s
(spye) 2 2(siyw) (spue) 2 2(s)uk)

N (52p NopYp yk> N <72p nzp828k> T
I YR Y k a7 T\ k
2 2siyk) 2 2(siyk)
=1+ n2pt1 (SkykT + yksg) + 52p+1<‘3lcskT + 72p+1yky11

ou, de la méme fagon, nous obtenons

e = ( —1 52p828k> B ( —1 Ly vzpy;;ryk>
o = Mp 028y Sk) _ M
P (spue) 2 2(siyw) (st yr) 2(s, yr)

2
1 1 2p 1 2p -1 1
2 <<2 m) " (2 Ve k) ) <2(5gyk) (dagby, — 1)(5;%))
20y, —ar (1 \/ i - <1 >2p
_ - b - b
( <2 ’“’“) T b \2 TV

(darbe — 1) (s y) \ 2v/arbi
1

(4akbk — 1)(S]ka) ’
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S 2 s yk)

_ —Vakb <<;_@>2p_<;+@>%> <2( —dagb, — 1 >

2ay, darby — 1) (s, yr)

by, 1/1 o (1 >2p
- (= — Vagb — (= b —1],
(4arby, — 1)(s] yr) (2 <2 Uk ’“> Tl TVt

Nopr1 = <’Y2p ﬁ2p8g8k>
o= 1ap
Y 2 2(siuk)

- 2 () (v ()

4akbk — 1) (S;yk)

2ay, 1/1 1/ 2p
— (2= agb g b | —1
(darby — 1)(8&%) (2 (2 ag k> + (2 ay k) )

ce qui acheve la preuve.

\)

Cette nouvelle formulation (3.27)) est la mieux adapté pour la programma-
tion numérique. Ainsi, d’aprés le théoréme 3, nous obtenons une nouvelle

définition de My, peut étre modifié comme
2p
kY . _
My = (2] _y,;fyk> it sk = oy (3.28)
I+ n9p (sky,;r + yksg) + 52psksg + vgpyky,;r otherwise.

Ainsi, nous obtenons ’algorithme de descente du gradient conjugué sous

la forme suivante

Algorithm 1 Généralisation des puissances de Perry (GPP)

Etape 1. Soit un point initial zy et € > 0. Poser k = 0.

Etape 2. Calculer gy = g(20). Si ||gx|| < € : stop, sinon non définir dy = —go
et aller a Etape 3.
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Etape 3. Calculer la longueur de pas oy, avec les conditions de recherche de
la ligne de Wolfe forte et .

Etape 4. Poser Tyl = Tk + apdy.

Etape 5. Calculer gj1 = g(Tpp1).

Etape 6. Si || gis1]| < €, stop.

Etape 7. Calculer la direction dj; par (3.22)) ott My, est calculé par (3.28)).
Poser k = k + 1, et aller a Etape 3.

3.4 Résultat de la convergence globale

Nous analysons la convergence globale de notre algorithme, en utilisant
I'outil de la théorie spectrale. Précédemment, on a introduit les hypothéses
suivantes sur la fonction objective f(x).

H1 : f est minorée dans R" et continiment différentiable dans un voisinage
V' de l'ensemble S = {z € R" f(x) < f(xo)}, ot z est le point de départ
de L’itération.

H2 : Le gradient de f est une fonction Lipschitzien continue sur V, par

conséquent, il existe une constante L > 0 telle que

IVi(#) = V@)l < Lz — |

Lemme 3.4.1

En supposant que les hypotheses H1 et H2 sont satisfaites, que la suite {xy }
est générée par et que les oy, sont déterminés de telle sorte que les condi-
tions de Wolfe et sotent vérifiées, alors la condition de Zoutendijk

est vérifiée. Plus précisément on a
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Z rdkn? oo

Preuve 3.4.1 Voir [6].

Le théoréme ci-dessous permet d’illustrer la condition spectrale de la conver-

gence globale de notre algorithme en se basant sur le lemme précédent.

Théoréme 3.4.1 Soit la fonction objective f(x) satisfaisant les hypothéses
H1 et H2. Pour la méthode du gradient conjugué non linéaire, sa suite ité-
rative générée par et sa direction de recherche linéaire sont calculées

par

d; =
3.29
{ di1 = —Miy1ges1, Vhk 2> 1, (3.29)
telles que
i)- la condition de descente suffisante (@ soit vérifiée.

ii)- Les oy soient déterminés de telle sorte que les conditions de Wolfe forte

et soient vérifiées.

iii)- la condition spectrale soit vérifiée. Plus précisément
> (M) =+, (3.30)
k=1

otl, M\py1 " est la valeur propre mazimale de la matrice My, .

Alors
liminf ||gg41]] = 0. (3.31)
k—o0

de plus, st )\Ll < A, ot A est une constante positive, alors
lim ||gx+1|| = O. (3.32)
k—oo
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Remarque 3.4.1 Si la matrice My, est une matrice symétrique définie

positive, alors la condition spectrale peut se réécrire sous la forme
D (ka(Myga)) % = +o0, (3.33)
k=1

ol Ko est la valeur propre mazximale divisée par la valeur propre minimale

notée le nombre de conditions spectrales de la matrice My .

Preuve 3.4.2
Par contradiction, Supposons que gpy1 n’est pas bornée, il existe v > 0, par
conséquent

lgk+1ll = v, VE=>1. (3.34)
Alors,
D’apres et du fait que My, est une matrice symétrique définie posi-

tive, il s’ensuit que

dis1]1? = Goor My Mice1 g1 < Nl grs |, (3.35)

d’autre part nous avons,

(gl—cr+1dk+1)2
[ di+11?]|gk+1]

cos® 0, = B

ou, O est l’angle entre dyy1 et (—gri1)-
il résulte de (3.6) et que

_ 2
(gns1rs1)? > (Meer) g l1* = (Ko(Myi1)) 2
P - + :
ldesalllgrrll® = (A5 ) gl

cos? 0, =
Par conséquent, a partir de (3.54)), il s’en suit que

Z |l grsil|®cos? > v Z (ky(Myy1) 2 = 400, (3.36)

k>0
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ce qui contredit la condition du Zoutendijk

d
wi1l|cos®0, < ng k1) < 400 3.37
Z [resy| >
deal?

Cette derniére contradiction implique que les résultats du Lemme 2.4.1 sont
vUrais.

Donce, liminfy_,o ||gr+1]| = O.

3.5 Reésultats numériques

Pour montrer 'efficacité de notre nouvelle version de ’algorithme GPP
(Généralisation des puissances de Perry) nous allons mener une comparaison
de ce dernier avec les algorithmes classique : CG-DESCENT de Hager et
Zhang [24], mBFGS [40] et l'algorithme SPDOC [2§].

Nous allons présenter la direction des trois algorithmes :
L’algorithme CG-DESCENT de Hager et Zhang [24] et les directions de re-

cherche sont formulées par

{d1— g1
dit1 = —Gi1 + Bedy, VE>1

1
|| min{n, [|gell}”

-
lyell®ds\ " gx

BN = (y -2 )

g : d Y dy yr

Ouy Bk = Imax {5;ng>77k} y o M =

avec 1 = .01, aussi avec 'algorithme mBFGS [40)] et la direction de recherche

est définie par

dy =
{ dp1 = —Q?ﬁchng, Vk > 1,
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sachant que

mBFGS __ 1 SkYn + YkSy Ui UK\ SkSp
Sk Yk SpYk ) Sp Yk

et l'algorithme SPDOC [2§] et la direction de recherche est définie par

di =—q
dpr1 = =Qpi %%k, VE>1,

sachant que

QEPDOC _ (I . Skyl;r) ([ _ yksl) 4 y;;r?/k SkS;I
1 - .
" Sk Y SeUk) LR SLYk

Pour déterminer les performances de tous les algorithmes sur un ensemble de
problémes de test d’optimisation sans contraintes [§)|, chaque probléme est
testé en faisant varier le nombre de variable dont la dimension n & savoir :
n=2,n=10, n =50, n = 100, n = 1000, n = 1500, n = 2000, n = 5000 et
n = 10000 pour un nombre total de problémes de test égale a 80.

Nous les exécutons sur un PC ayant les caractéristiques suivantes : Intel(R)
core (TM)i5 Processeur 650 @ 3,20 GHz, 3,00 Go de RAM.

En utilisant les conditions de recherche linéaire de Wolfe forte avec § =
0.0001, ¢ = 0.1 et le critére d’arrét pour tous les algorithmes ||gx||* < 107°,
nous adoptons les profils de performance donnés par Dolan et More [I5] afin
de comparer les performances.

Avant tout cela, en se référant a la figure 3.1 nous constatons que notre
méthode GPP pour une puissance p = 3 plus performante que pour les puis-
sances p =1, p = 4.

D’autre par les figure 3.2, 3.3 et 3.4 respectivement représentent le profil de
performance mesuré par le temps CPU, le nombre d’itérations et l’évalua-

tions des fonctions test et de leur gradients. Généralement tous les graphes
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montrent que notre algorithme GPP proposé est plus performant que les al-
gorithmes CG-DESCENT, mBFGS et SPDOC par rapport au temps CPU,

au nombre d 7itérations et a 17évaluations des fonctions test et de leurs gra-

dients.

= == =GPPp=3)
s GPP{p=t)
= GPP{p=4)

0 1 2 3 4 5 6

== GRP(p=3)
ninnn CG-DESCENT | ]
= =1+ 3PDOC
—— BFGS

FIGURE 3.2 — Profil de performance pour le temps CPU
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=== GPP(p=3)

FIGURE 3.3 — Profil de performance pour le nombre d’itérations

FIGURE 3.4 — Profil de performance pour le nombre d’évaluations de fonctions

et de gradients.
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Chapitre 4

Conclusion et Perspectives

L’objectif de notre travail est d’étudier les méthodes d’optimisation sans
contrainte et d’améliorer leur accélération selon un procéde comparative. En
particulier, nous sommes consacrés a ’étude des méthodes du gradient conju-
gué non linéaires en essayant de trouver la meilleure méthode & convergence
rapide.

Pour répondre a ce souci nous avons développé trois algorithmes qui per-

mettent la résolution de ce type de probléeme d’optimisation non linéaire.

En premier temps, nous avons élaboré I’hybridation des deux fameuse
méthodes DY et HZ en se basant sur la combinaison linéaire des celles-ci, de
telle sorte que les conditions de descente suffisantes et de conjugaison soient
vérifiées.

Ensuite,notre hybridation nous a permis de construire une autre méthode
plus performantes qui vérifie les conditions de descente suffisantes et de conju-
gaison généralisée.

Nous avons construit, enfin, une autre méthode, efficace numériquement,

en utilisant 1'idée de la méthode de Perry moyennant certains modifications,

I6)



UNIVERSITE 8 MAal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

ce qui a mené finalement a une combinaison linéaire, facteur essentielle pour
I’amélioration de l'accélération de la convergence. Notre méthode construite
a l'avantage d’assurer la condition de descente suffisante pour toute recherche

linéaire

Nous avons démontré que nos trois nouveaux algorithmes construits, ac-
célérent la convergence, de fagon significative et qu’ils sont numériquement
plus performants comparativement par rapport aux algorithmes standard a
partir desquels ils ont été congus.

Pour montrer les avantages de notre combinaison, nous avons effectué des
tests numériques qui montrent que les deux conditions sont équivalentes avec
une petite différence pour les grandes tailles, puisqu’elle permet d’aboutir &
une combinaison linéaire facteur essentielle pour ’amélioration de I’accéléra-

tion de la convergence.

Ainsi, les perspectives futures dans un premier temps La finalisation de
la publication des travaux qui concernent la nouvelle hybridation avec la
condition de conjugaison et la condition de conjugaison généralisée.
L’utilisation d’autres méthodes et conditions d’amélioration de performance
de la direction de descente.

L’application de ces techniques dans des problémes et des modéles physiques

concrets.
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