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RESUME

Dans cette thése , nous construisons de nouvelles suites de linéarisation
et de discrétisation, pour approcher la solution d’une équation non linéaire
définie dans un espace de Hilbert. Ces nouvelles suites utilisent le concept de
I'opérateur adjoint , ce qui les rendent plus maniables en pratique par rapport
a celles développées par Kantorovich, qui nécessitent le calcul de I'opérateur

inverse dans chaque itération.
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Fréchet dérivabilité , opérateur adjoint .
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ABSTRACT

In this thesis, we construct new linearization and discretization sequences
to approximate the solution of a nonlinear equation defined in a Hilbert
space. These new sequences use the concept of the adjoint operator, which
makes them more manageable in practice compared to those developed by
Kantorovich, which require the computation of the inverse operator in each

1teration.

Key words : Nonlinear problems, Newton-Kantorovich method, Fréchet

differentiability, Adjoint Operator
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION
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1.1 Position du probléme

Les équations non linéaires, sont un outil fondamental pour la modélisa-
tion mathématique de beaucoup problémes en théorie de controéle, optimi-
sation, théorie des problémes inverses, physique, Chimie, économie, biologie
et aussi en ingénierie( [28],[31],[27],[33],]20],[20],[12],[L7],[15]). les solutions
de ces équations sont généralement données dans un espace de Banach de

dimension infinie, ils ont la forme suivante :
Trouver x € Q, F(z) =0, (1.1)

ot €2 est un ouvert non vide d'un espace de Banach X de dimension infinie, F'
est un opérateur non linéaire de O dans X , z°° est la solution de I’équation
et 0 est le vecteur nul de X.

Généralement, il n’est pas possible de résoudre d’une fagon directe une équa-
tion non linéaire définie sur un espace de Banach de dimension infinie , il
faut d’abord passer par deux processus numériques, la linéarisation et la dis-
crétisation .

L’exploit mathématiques dans la théorie de la linéarisation des problémes

non linéaires dans les espaces de dimension infinis, reste a jamais la méta-
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morphose qu’a apporté Kantorovich & la méthode de Newton, qui était a la
base de résolution des équations non linéaires réelles ([4],[9],[14],[22],[25]).
La suite de linéarisation de I’équation (|1.1)) par la méthode de Newton-

Kantorovich, est une suite itérative définie par,

Q

Ui S e P Pl 42
ou €2 est un ensemble ouvert de I'espace Banach X, zy est un point initial,
et '~! est 'opérateur inverse de la dérivée de Fréchet de l'opérateur F.
Pour approcher la solution de ’équation ([1.1)), il existe deux options & savoir
- Option (A) : Discrétiser I’équation (1.2]), puis résoudre numériquement le
systéme linéaire obtenu.
- Option (B) : Discrétiser I’équation , ensuite appliquer la méthode
de Newton-Kantorovich au probléme nonlinéaire discret, puis résoudre
numériquement le systeme linéaire obtenu.
Les auteurs dans [I8] étudient 'utilisation de I'option (A) et 'option (B), on
ils prouvent que ces options ne sont pas en général équivalentes et que 1’option
(A) est la plus efficace , de plus, ils montrent que sous certaines hypothéses
relatives a la méthode de discrétisation, les solutions itérés convergent vers la

solution exacte, contrairement & 'option (B), ou la solution itérée converge
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toujours vers le vecteur approché.

Dans cette thése, nous allons construire de nouvelles suites de linéarisation
et de discrétisation pour approcher la solution d'une équation non linéaire
définie dans un espace de Hilbert, puis appliquer 'option (A) pour appro-
cher la solution de I’équation . Ces nouvelles suites utilisent le concept
de l'opérateur adjoint, au lieu de l'opérateur inverse, ce qui rend 'applica-
tion de notre méthode plus facile en pratique par rapport a celle développée
par Kantorovich, qui nécessite le calcul de 'opérateur inverse dans chaque
itération.

Notre nouvelle méthode est définie sur un espace de Hilbert X ou la suite
itérative s’écrit comme suit

0 . .
{ x” choisis dans (2, (1.3)

2P = ab — oy (F'(2))*F (2*), k >0,
avec {ag };5, des paramétres réels, {2 un ouvert de X', F': Q@ — X un
opérateur non linéaire Fréchet différentiable et F™* est 'opérateur adjoint de
l'opérateur F' .
On va nommer la suite "Newton-Star", a cause de I'étoile (*) de
I'opérateur adjoint qui existe dans cette suite .

Notre méthode est fondée sur I'idée qui consiste a remplacer 'opérateur in-
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verse par l'opérateur adjoint ; Aussi en utilisant des hypothéses équivalentes
a celles de Newton-Kantorovich, on va montrer la convergence locale de la

suite linéarisée de Newton-Star, ainsi que sa discrétisation .

1.2 Plan de la thése

Notre thése est structurée comme suit,
le deuxiéme chapitre fixe briévement la description de la théorie de Kanto-
rovich . Nous commencons tout d’abord par présenter la méthode de Newton
qui est destinée a la résolution des équations non linéaires définies sur R, nous
allons introduire la définition et les propriétés d’un opérateur Fréchet diffé-
rentiable, afin de présenter la méthode de Newton-Kantorovich, ainsi nous
allons montrer la convergence locale de cette derniére, nous allons appliquer
la notion de dérivabilité au sens de Fréchet & un opérateur intégral définie
respectivement sur un espace de fonctions intégrables, ensuite sur 1’espace de
fonctions continues. Enfin nous allons présenter aussi la méthode de Newton-
Kantorovich de rang finie, ainsi nous allons présenter une application de cette
derniére a une équation intégrale non linéaire de Fredholm de deuxiéme es-

péce .
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Le troisiéme chapitre qui représente le résultat principale de cette thése,
est consacré a la présentation de la nouvelle suite Newton-Star . Ce chapitre
est scindé de deux partie, la premiére aborde ’étude de la convergence locale
de la nouvelle suite, la deuxiéme traite l’approximation numérique de cette
suite dans un espace de dimension finie, parce que cette suite n’est applicable
que sur un espace de dimension finie .

Le quatriéme chapitre traite la convergence locale de la suite de discréti-
sation de Newton-Star, avec une application de cette derniére a une équation

intégrale non linéaire de Fredholm de deuxiéme espéce.

10



CHAPITRE 2

LA THEORIE DE
NEWTON-KANTOROVICH

Nous présentons dans ce chapitre les méthodes de Newton-Kantorovich,
tout d’abord, nous commencgons par la méthode de Newton classique dans
R, puis sa généralisation qui a été faite par Kantorovich dans un espace de
Banach et son application dans le cas d’un espace de dimension infini. Ce qui
nous conduit & une bonne compréhension & l'objectif de cette thése, qui est

I’amélioration de ces méthodes.

11
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2.1 Méthode de Newton

Soit f une fonction différentiable, continue définie de R dans R ;

on considere I'équation

f(z) =0, (2.1)
et on note x* la solution exacte de .
Considérons z,, la solution approchée de I’équation dans le voisinage de
x*, le développement de Taylor de la fonction f en x*, et au voisinage de x,,,
s’écrit

f(@™) = fan) + [(zn)(@" — 2n) + O(|2" — 24),

comme O(|z* — z,|) est assez petit quand x,, — z*,

on a alors,
f@®) = fwn) + f(@n) (@™ — ),

par conséquent, pour f assez réguliére, on obtient

Pla,) 0Tl
ce qui implique
v* ~ wn = [ ()] 7 f(20), (2:2)

12
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aussi on définit la méthode de Newton pour résoudre les équations de la
forme f(z) = 0.

La suite itérative de cette méthode est définie comme suit

Thy1 = T — [f’(xk)]*lf(:ck) k = 0, .., n. (23)

La motivation géométrique de cette méthode est de chercher la racine de
I’équation linéarisée, par passage a la droite tangente et itérer le processus.

la généralisation au cas des opérateurs définis dans des espaces plus généraux
est due & Kantorovich ; Cependant cette méthode nécessite I'introduction de

la notion de dérivée au sens de Fréchet, développée ci dessous.

2.2 Différentes notions de dérivées

2.2.1 Dérivée de Gateaux, Dérivée de Fréchet

On considére deux espaces de Banach, notée B; et By, on note par BL
Iespace des applications linéaires bornées, définies de B; dans By et F' un

opérateur défini par

F:QcC B1 — BQ,
ou €2 est un ouvert de B; .

Définition 2.2.1 Soit l'opérateur F', fivons ’élément xy € §2, et supposons

13
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qu’il existe un opérateur linéaire continue L € BL(B1, Bs), tel que pour tout

$EB1,

lim F (xo + hz) — F (x0)
h—0 h

= L(x). (2.4)

On dit alors que 'opérateur linéaire L est la dérivée de l'opérateur F en xg,

et on l'on note

L= F/<330).

Cette dérivée est appelée souvent dérivée de Gateaux ou dérivée faible .

Désignons par E = {x € By tel que ||x|| = 1}. Si la relation est vé-
rifiée pour tout x € E, on dit que lopérateur F' est dérivable en xy et la
dérivée F'(xq) est appelée dérivée de Fréchet ou dérivée forte, et on dit que

F' est Fréchet différentiable en xg.

Proposition 2.2.1 Si l'opérateur F' est Fréchet différentiable en xq alors

l'opérateur L est unique.

Preuve. Voir [[22]]

Quelques propriétés de la dérivée de Fréchet

14
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1)- Si lopérateur F' est Fréchet dérivable en un point xg, alors il est
continue en ce point.

2)- Si F = aF) + bF,, si F|(xg) et si Fy(xg) existent, alors F'(zq) existe,
de plus F'(xg) = aF{(zo) + bFy(xo) .

3)- Si F =L € BL(By,Bs), alors F est dérivable en chaque point zy € B;.

4)- Soient F' un opérateur défini sur un ouvert €2 C By dans {2 un ouvert
de By, G un opérateur de €2 dans un espace de Banach Bs. Posons P =
GoF et supposons que G est dérivable au point yo = F(xg) (o € Q)
et I est dérivable au point xq. L’opérateur P admet alors une dérivée

en xg et,
F'(zg) = F'(F(x0))F (x0)
Fl(zo) = F'(yo)F" (o).
2.2.2 Dérivée seconde au sens de Fréchet

Définition 2.2.2 Soit F' un opérateur défini de Q2-ouvert d’un de Banach By
dans un Banach By, Fréchet différentiable de dérivée F'. On appelle dérivée

seconde de Fréchet de F' et on le note F", la dérivée de F', avec F" = (F')" .

15
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2.3 Application de la dérivabilité sur 'opéra-
teur intégral

Dans cette section on va étudier la dérivabilité de l'opérateur intégral et

calculer sa dérivée dans I'espace LP et Iespace C° | ou

b
LPla,b] = {f : [a,b] = R, mesurable, tel que [/ \f(t)|pdt]% < oo,}
C%a,b] = {f:[a,b] = R, continue}

2.3.1 Etude dans ’espace L?[0, 1]

Considérons l'opérateur intégral F' suivant :

y(s) = F(x)(s) avec y(s):/o k(s t,z(t))dt. (2.5)

Théoréme 2.3.1 Supposons que la fonction k (s, t,x) est continument dé-
riwvable par rapport a s,t et x (pour 0 < s,t < 1,—00 < u < +00), il existe

deuz constantes positives M et N telles que

— (s,t,x)

0%k L
‘W < Mz]" 2+ N, (2.6)

alors sip > 2, Uopérateur est différentiable de LP (0,1) dans L9(0, 1)
(1 <q< +00), est admet une dérivée seconde pour tout point xo € LP(0,1).
On note par U = y/(xo) la dérivée premiere en xy, et B = y"(xo) la dérivée

16
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seconde en xg, ou U et B sont définies par les formules suivantes :

z=U(z) z(s) = /0 % (s,t,xo (t)) x (t)dt, o
V =B(z,2") , V(s)= i %(s,t,xo (1)) x (t) 2’ (t)dt.
Démonstration

Assurons-nous tout d’abord que (2.5)) est un opérateur de L? (0,1) dans
L*>(0,1), (donc dans L7(0,1), (¢ < o0)).
On observera a cet effet que la fonction k (s, ¢,z (t)) est mesurable, puisque

k (s,t,x (t)) est continue. En appliquant la formule de Taylor, on obtient
k(s,ta(t) =k (s,6,0) + 2 (s,£,0) () + 125 (s,¢,00 (1) 2% (t), 0<6 <1

Evaluons l'intégrale de chaque terme du second membre, on a alors

1
/ k (s,t,0) dt‘ < m@x]k(s,t,0)| = Ay,
0 S

1
i %(s,t,())x(t)dt' < max

ok !
S w0 [lewld < A,

On se revenant a I’hypothése (2.16)) pour majorer le troisiéme terme du

développement limité, on a alors

1 ['o% 1! 5 5
\5 m(s,t,eww(wdt\ < 5 [ Drl@p N d
o ou 0
< Az llzll7, -

17
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Il s’ensuit que y = F' (z) a un sens, et en outre
ly(s)| < A1+ As ||zl 1 + As ||z([7,, (s € 10, 1)),
de sorte que y € L (0,1).
Prouvons maintenant que F' est dérivable et que F’ (z¢) = U,
Supposons que
F (xg+ 712) — F (20)

z=U(x), et que z, = :
-

on a alors

or () — 2(s)] =

T

| | [ms,t,xo (1) + 72 (1) = ke (5,1, 0 (1)

ok

— S (st (t)e (t)} dt| . (2.8)

D’aprés la formule de Taylor,

k(s t,xo(t)+7a(t)) = k(s t,xo(t)) + T% (s,t, o (1)) x (¢)

2 0%k

5@ (5,t7$0 (t) + Otz (t)) $2 (t) ) (0 <0< 1>’

on peut mettre (2.8) sous la forme suivante :

I7| | (1 0%k
|z (s) — 2 (s)] = 31/ @(s,t,xo (t) + 67 (1)) dt|.
1 0%k
< 5 Max | = (s,t,x0 (t) + 012 (2))|]|7|.
S A4|T|7(0§5§1)7

18
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ot la constante A, ne dépend pas de z, mais de sa norme (||z||) .

Donc, z, converge uniformément vers z quand 7 — 0 en x, pour vu que
Jall = 1.

Pour prouver que F est deux fois dérivable, et que ' (s) = V, voir [[22] page

513].

2.3.2 Etude dans I’espace C°[0, 1]

I'opérateur (2.5)) peut étre considérer comme un opérateur de C°[0, 1] dans
C°[0,1] .
Soit zg € CY [0, 1] , désignons par Q = B(zg,r) C C°([0,1]) , et par

G ={(z,t,u) e R3/0 < s,t < let|u—x(t)| <71} .

ok 2
Théoréme 2.3.2 Supposons que les fonctions k (s, t, x), Ep (s,t,z) et Ew (s,t,u)
T u

sont définies et continues dans G. Alors, l'opérateur F défini par de ()
dans C°(0,1), est deux fois dérivable en chaque point intérieur T € ) | et

F'(z) =U et F'(z) = B sont définies par les formules

z=U(x) z(s) = /o % (s,t,xo (t)) x (t)dt, 9
V =B(z,2") , B(s)= i % (s,t,x0 (t))  (t) 2 (t)dt.

Démonstration Prenons un x de Q. La continuité de la fonction y = F (z)
définie par (2.5)), résulte directement de propriétés élémentaires de la théorie

19
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des intégrales dépendant d’un paramétre, donc, y € C° [0, 1].
Prouvons maintenant que F' est dérivable sur Q et F' (z) = U.

Supposons que T € Q et x € C° |0, 1], considérons 1’élément noté z,

ZT:F(f—i—Tx)—F(E) LU @)

T

z, tend vers zéro de plus 7 est uniformément borné en = (||x|| =1) et en
s € [0, 1] (on utilise la formule des accroissements finis d’'une maniére similaire
au cas L?[0, 1] ). Finalement, z, — 0 uniformément en z € C°[0, 1], (||z|| = 1).
Ceci prouve la dérivabilité de F' en T et de plus F' (z) =U .

Par des raisonnements analogues, on démontre que F' et deux fois dérivable,

de plus I = B (voir [23)]).
2.4 Les méthodes de Newton-Kantorovich

Dans cette section, X’ désigne un espace de Banach et BL(X') I'ensemble
des opérateurs linéaires bornés sur X. ||.|| désignera a la fois la norme dans

X et dans BL(X). La norme d’un opérateur F' € BL(X) est définie par

|| F'z]|
||Fl[ = sup{[[Fz[|, |z]| <1} = sup{[[Fz[], [|z[| = 1} = {SupWa ||[| # 0}

20
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2.4.1 La méthode de Newton-Kantorovich classique

La généralisation de la méthode de Newton aux espaces de Banach est due
au mathématicien et économiste soviétique L. V. Kantorovich, qui a publie
plusieurs ouvrages au milieu du XXe siécle, parmi lesquels nous soulignons
[[23], [24]]. La suite itérative de la généralisation de la méthode de Newton

pour la résolution des équations de la forme
F(z)=0, (2.10)

ol F' est un opérateur différentiel non linéaire défini de X dans X'(X est un

espace de Banach ) , est une suite de linéarisation qui s’écrit sous la forme

Zo e
2.11
{ Tpy1 = [L‘k—F/(l‘k)le(fL‘k), ( )

Q un ouvert de X', F'(xy) est la premiére dérivée de Fréchet de 'opérateur
F au point zj et F'~!(x;) est son inverse.
Il est bien connu qu’il existe trois types de convergences pour prouver la
convergence de la suite , convergence locale, convergence semi-locale et
convergence globale. L’étude locale de la convergence consiste & imposer des
conditions sur la solution exacte x*°, et certaines conditions sur 'opérateur F

ce qui permet d’obtenir une boule de convergence [11] de la suite (2.11)) ainsi

21
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I’accessibilité a z°° de I’'approximation initiale zy appartenant a la boule. Pour
I’étude semi-locale de la convergence, elle est basée sur le choix des condi-
tions sur 'approximation initiale xy, ainsi que l'opérateur F', elle aboutit a
un domaine dit domaine de paramétres [16] correspondant aux conditions
requises a la premiére approximation, qui garantissent la convergence de la
suite vers la solution z*°. Enfin, ’étude globale de la convergence, est
basées sur certaines des conditions sur I'opérateur F', aussi la convergence de
la suite vers la solution £*° dans un domaine, et indépendante de la

valeur initial x.

Le théoréme suivant illustre la convergence locale de la méthode de Newton-

Kantorovich .

Théoréme 2.4.1 Soit x*° € Q wune solution de I’équation F(x) =0 , sup-

posons que
(H1) F'(z>) est inversible,
(H2) il existe r > 0 tel que F' est l-lipschitzienne sur
B.(z*°)={z€Q [/ |lt — x| <r}.

Alors, il existe p €]0,7] tel que pour tout xy € B,(x*°), la suite de la méthode

22
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de Newton-Kantorovich converge vers x°°, de plus, il existe une constante

C > 0 tel que

loen — ™| < Mllzg — 2|, VEk>1
et

lzw — 2] < Mllzo— 2|, Vk>1.
Démonstration

-1

Soit V' (2*°) un voisinage de x> , supposons que [F'(z*)]™! existe sur V (z>)

et que Supey (oo |[[F' (%)) 7| = co < o0 .
On définit

T) = o — [F()] Fla) 7€ V(a),
donc T'(x>) = .

Pour x € V(2*), on a alors

T(x) = T(=*) = o—a%—[F'(a®)]F()
= [F'(@™)] " {F(@®) = F(z) — F'(2)(2™ — 2)}

R / F(z + t(z™ — 2)) — F'(2)]dt(z™ — ),

23
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aussi en prenant la norme, on obtient

1T (w) = T)|] < II[F’(CE"O)]‘II|/0 I[F"(z + (2> — ) = F'(2)]dt]|(z> — )]

1
< ||[F’(1’°°)]1||/ Lit||z> — = |dt|[z> — x|
< s (IFE) [ Lol — st — )
0<t<1
< I[F (@) M L2 — =] |?
< sup ([|[F/(@®)] 7L |2 = 2|]?)
€V (2>°)
par conséquent,
oo COL e
|[T'(z) = T'(z*)|| |z — 2>, (2.12)

Si on choisis § < 2(CyL) avec la propriété que la boule fermée

B(x>,8) C V(2™), alors l'opérateur T : B(z*>,§) — B(z>,0) est L —
lipchitizienne avec L = M <1.

Par le théoréme de point fixe de Banach (un théoréme de contraction), F

admet un seul point fixe 2°° dans B(x*,0) et la suite {z}} converge vers x>
On note M = C"L , on aura alors d’apreés

121 — 2] < M|z — 2],
et par récurrence sur k , on obtient

[l — [ < (M]lzg — 2|)*,
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Par conséquent, les deux estimations du théoréme sont démontrées.
Le théoréme montre clairement que la méthode de Newton-Kantorovich est

localement convergente, de maniére quadratique.

La suite(2.11)) qui s’écrit

{ Zo e QO

Tpt1 = T — F’(xk)*lF(xk),

est une suite de linéarisation, qui n’est pas applicable numériquement dans
le cas d’un espace de dimension infini, cependant , on va lui construire une
suite de discrétisation , dans laquelle on va approcher 'opérateur F'~! par

une suite d’opérateurs de rang fini .

2.4.2 Meéthode de Newton-Kantrovich de rang fini

On note par , (z%)en la suite qui définit la méthode de Newton-Kantorovich
de rang fini, qui est une suite de discrétisation, pour la résolution des équa-

tions de la forme

F(z) =0, (2.13)

ou F est un opérateur différentiel non linéaire défini de X dans X, est

construite comme suit

(2.14)
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ot © est un ouvert de X, V un ouvert de Q et X, : V.C Q — BL(X) ,
Y., () est la suite des opérateurs d’approximation de rang fini de 'opérateur

Fl(z)" .

Définition 2.4.1 Le rayon spectrale d’un opérateur T' € BL(X), est défini
comme suit
oT) = Jim_ 17"l
Théoréme 2.4.2 Soient F,z>°,Q,V, %, puet (xF)n, tel que
1. 'V un ouvert de €2,

2. F:QCX — X un opérateur non linéaire ,

3. x> est la solution unique dans € de

4. F est deuz fois différentiable au point x> et F'(x>) est inversible ,

R

Y, est une suite d’opérateurs définie de V' dans BL(X), Fréchet

différentiable en x>,

D

. Uinégalité suivante est vérifice

pn = p(I = Zn(z™)F'(2)) <1,
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avec p désigne le rayon spectrale,

alors,

pour tout € qui vérifie p, + € < 1, il existe deux boules dans V', de centre x>
et de rayons respectivement ' et v, (B(x>,r;, ) CV, B(x™,ry) CV )

tel que,

si le point x) est dans la boule B(z>,r}, ),

alors,

la suite (z¥)ren est dans la boule B(x™, 1, ) ( (2F)ren C B(z*, rn,e)),

de plus,

a¥ — 2 quand k — +oo ,

et on a l'estimation
|XE — X® < rpelpn+€F k>0

Preuve Voir ([19)) .
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2.5 L’application de la méthode de Newton-
Kantorovich aux équations intégrales non
linéaires de Fredholm

Soit F' un opérateur non linéaire Fréchet différentiable, défini sur un ou-
vert non vide €2 de X .
Soit le probléme

Trouver z € O ,F(x) =0, (2.15)

On va traiter (2.15) dans le cas ot F' est une équation intégrale non

linéaire de Fredholm de deuxiéme espéce , par conséquent on aura I’équation

(2.15]) s’écrit

Trouver x € Q ,z — K(x) = f, (2.16)

pour une fonction f € X donnée,olt
1
K(z)(s) —/ k(t,s,xz(t))dt, =€, sel0,1],
0
et le noyau k est une fonction réelle a trois variables, qui s’écrit
k:(s,t,x) €[0,1] x [0,1] x R — k(s,t,2) € R,

est assez réguliére de tel sorte que 'opérateur K soit deux fois Fréchet diffé-

rentiable sur € .
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On note par T'= K, la dérivée de Fréchet de K, définie par,

pour tout x € €2,

'Ok

T(x)h(s) = i %(t,s,x(t))h(t)dt, he X, sel0,1]. (2.17)

Dans toute la suite on va présenter une approximation numérique de la so-
lution de I’équation ({2.16f), tout d’abord, pour la linéarisation de cette suite,
on va appliquer la méthode de Newton-Kantorovich (si 7" est inversible),

considérons la suite (u,), une suite de linéarisation définie par

20 )
{xk-i-l = 2% — T(a") 1 F(a¥) (2.18)

apres, on discrétise ([2.18]) en utilisant la méthode de Newton-Kantorovich

de rang fini et on obtient un systéme d’équations linéaires de la forme

e Q
{xk—i—l _ :L‘k—En(.Tk)F(xk), (219>

ou (3,) est une suite d’approximations de l'opérateur T .
Rappelons que pour les équations intégrales de la forme ([2.16]), il existe princi-
palement deux types de discrétisation, la méthode de Nystrom (méthode qua-

drature), qui consiste a appliquer les méthodes d’intégration numériques|7],
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le deuxiéme type de discrétisation est véhiculé par les méthodes de projec-
tions [29] [26], dont la solution approchée z,, est la solution de I’équation
approximeée

Trouver z, € Q ,z, — K,(x,) = fa, (2.20)

avec K, est une approximation de I'opérateur K, ce dernier dépend de I'opé-
rateur de projection 7,, défini sur un espace de dimension finie X,, (X,, C X),
et f, est une approximation de f.

nous présentons quelques types projections

1. la projection définie par
T € X, K, =m,Km, et f,=m.f,
— si m, est une projection orthogonale, on dit qu’elle est une projec-
tion de Galerkin,
— si m, est une projection d’interpolation, on dit alors qu’elle est une

projection de collocation ,

2. la projection définie par
Tn € Xna Kn = 71'n[( et fn = 7Tnf7
est une projection dite de Kantorovich ,

3. la projection définie par
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Tn € Xy, Ky = Kmy et f, =m.f

est la projection itérée, lorsque K est un opérateur linéaire, cette
derniére méthode est aussi appelée méthode de Sloan [32], cette mé-
thode est particuliérement intéressante car elle est assez simple a ap-
pliquer et son ordre de convergence peut étre supérieur a celui des

méthodes de Galerkin ou de collocation |7, [10), [6].

Dans toute la suite, on va appliquer la projection de Sloan & l'opérateur T,
en effet, 7, une projection définie sur un sous espace de X de dimension n,
engendrée par une base ordonnée [e, 1, ..., €,] € X",

(€5 1y €] € (X%)P™ est la base adjointe de e, , ot tous les ¢}, ; sont des

fonctions semi-linéaires bornées et m, est définie comme suit
n
m(T) = g <@ e, >en;, TEX, (2.21)
j=1

On note, pour tout j € [1,n], on a alors

* _ *

Tn€n,j = Cnj, 7T-nen,j - en,j'

Supposons que (m,),>1 converge ponctuellement vers 'opérateur identité
(70 (2) — 2) quand n — 400
c’est a dire, pour tout x € X,
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|7 — ]| — 0 quand n — 400 , ce qui implique que 7, est bornée, 3 ¢ > 0
tel que

Imall <, Vn € N

Pour la linéarisation de I’équation ([2.16)),
Trouver x € Q ,z — K(x) = f,
nous appliquons la méthode de Newton-Kantorovich, on obtient alors
(I —T (")) (2" —2F) = —2% + K(a*) + f (2.22)

On procéde a la discrétisation de cette équation (2.22)) en utilisant la projec-

tion de Sloan, on a alors

(I = To(ap)ma) (x ™ = ap) = —ap, + K () + f. (2.23)
Pour déterminer la convergence de (2.23)), on suppose que
H1 K soit deux fois différentiable sur €2,

H2 l’équation ([2.15) admet une unique solution x> € €,

H3 (I — T(z*)) soit inversible ,
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H4 T :Q — BL(X) soit ¢-Lipschitzienne .

L’approximation donnée par la projection de Sloan de 'opérateur T'(x) est
définie par

T, (z) = T(x)m,. (2.24)

Le théoreme suivant montre la convergence de la suite définie par la projec-

tion de Sloan .

Théoréme 2.5.1 Soit (m,),>1 une suite de projections converge ponctuelle-
ment vers [’opérateur identité de X .
On pose

Y= (—-T,) ",

et sous les hypotheéses (H1,H2, H3 etH4), il existe ng tel que, pour tout

nZ”O;

pn=pI —E,(x>)I =T(x*))) <1, (p désigne le rayon spectrale)
(2.25)
de plus, pour n > ng firé, et pour tout € > 0 tel que p, +€ < 1, 3, ,rnc
des réels positifs, 3 B(x>,r,, ) C O(une boule de centre u et de rayon r,,

» Ine

) et B(z>®,r,.)(une boule de centre x> et de rayon r,. ) tel que, si x0 €
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B(x™,7r! ), alors la suite (x¥)i>0 définie par

’ I ne

=2 = Yn() F),

reste dans B(x>,ry.), de plus

o — > quand k — +oo,

et

||$Z — 2% < Tn76(pn + e)k

Preuve Voir ([19)]) .

Remarque 2.5.1 FEn pratique, du fait que T}, soit un opérateur de rang fini,

la suite 33, se représenta par une matrice d’ordre n , dont on calcule ["inverse

de l'opérateur T,, dans chaque itération, y dépend du rang ng qui peut étre

petit ou grand, ce qui rend le temps d’exécution tres grand, ainsi le calcul

de linverse d’une matrice est la méthode la plus entachée par les erreurs

d’arrondi, et par le bon conditionnement de la matrice a inverser, ce qui

rend la matrice compliquée a appliquer en pratique, par ce que on a aucune

information sur le bon conditionnement de la suite X3, a partir de l’opérateur

F .
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CHAPITRE 3

LA METHODE DE NEWTON-STAR

Ce chapitre représente 1’essence méme de notre contribution mathéma-
tique, dans lequel, nous allons construire une nouvelle suite de linéarisation
qui n’exige pas le calcul de 'opérateur inverse, et de montrer sa convergence

locale dans un espace de Hilbert .
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La suite de Newton-Kantororvich est définie pour la résolution des équa-

tions non linéaire de la forme
F(x)=0, (3.1)

ou

F:QEE1—>BQ

I un opérateur non linéaire , By, By sont deux espaces de Banach et (2 est

un ouvert de B;. Cette suite est construite de la maniére suivante :

20 choisis dans €,
bt = ok — (F'(2%)) "1 F(2%), k> 0.

Le génie de Kantorovich apparait, lorsqu’il a vu la correspondance entre
ﬁ dans le cas réel et [F’(z*)]~! dans le cas d'un espace de Banach , ou
la premiére dérivée est au sens classique et la seconde est une dérivée de
Fréchet. (voir [1],[L3],[18],[21]).

Néanmoins, ce facteur a rendu cette suite trés difficile a construire, a cause
du calcul supplémentaire di a l'inverse d’un opérateur borné sur un espace
de dimension infini .

Notre intérét consiste a définir une nouvelle suite, qu’on va nommer Newton-

Star, qui n’exige pas le calcul de Iinverse de l'opérateur (F’(z*))~! dans
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chaque itération k, en remplacant ’opérateur inverse par 'opérateur adjoint.
Pour atteindre notre objectif, nous exploitons d’abord la notion d’opérateur
adjoint offerte par la structure d’'un espace de Hilbert.

Dans toute la suite de cette thése, on note par (X, < .,. >x) 'espace
de Hilbert, muni de la norme ||.||, = /< ,. >x, BL(X) 'espace de Banach

des opérateurs linéaires bornés définis de X dans X engendré par la norme
VT € BL(X), |T|| = sup{[|Tz]y : [zlly =1},

ainsi, [ : Q@ C X — X Dopérateur Fréchet différentiable sur un ouvert non

vide 2 de X et, F* est 'opérateur adjoint de F' € BL(X) défini par
Ve,y e X < Fr,y >y=<uz,F'y >y .
Ce qui nous permet de construire la suite itérative de Newton-Star

20 choisis dans €2,
{ps 52

— oy (F'(2")) F(a*), k>0,

oil, {ay};5( sont des paramétres réels .
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3.1 La convergence locale de la méthode de
Newton-Star

Dans cette section, on va étudier la convergence locale de la suite (3.2).
Nous avons besoin du lemme technique suivant pour prouver le théoréme

principale de notre contribution.

Lemme 3.1.1 Pour X €]0,1] et u €], 1], on définit la suite {vi}, o par

Vo =t — )‘7

Alors, pour tout k >0,
vp < P =)

et

lim v, =0.
k——+o0

Démonstration On va étudier la variation de la suite (3.3]), en utilisant sa

fonction associée . On pose vy = g(k), ou g est définie sur [0, +oo[ par
g(x) = dv +2* .

Il est clair que g(z) est croissante sur ]0,1 — A[ , et elle a deux points fixes 0,

en plus 1 — A, alors {v},cy est monotone est inclus dans 0,1 — A[. Comme,
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on a
v —vg = —pu(l = N)*(1—p) <0,

alors, v, est décroissante .

Pour tout £ > 0,
Vky1 = (A +vp)vr < (A4 vo)vp < p,

par conséquent,

ve < pF(p— ). O

On note par z* la solution exacte unique de ’équation (3.1f) dans €.

Supposons que F'(.) : X — BL(X) est 0—lipschitzienne sur 2, c’est a dire
36> 0Ve, y € Q, [|[F'(z) = F'(y)| <5 lle —ylly, (HI)
et que I’ est minorée sur €2 , c’est & dire
Im>0,Yue X, |[|F'(x®)ully >m|ull,. (H2)

Théoréme 3.1.1 Soit {xk}keN C X une suite de Newton-Star définit par

20 choisis dans Q,
oF = 2% — ap (F'(2%))* F(2%), k>0,
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o, {O‘k}kzo sont des parameétres réels. Soient o, 5 > 0 tel que,
0 < ag HF’(m’“)H2 <a<letay>pVY, k> 0,et sous les hypothéses (H1)-

(H2), 3 C > 0 tel que,

o 2] <€ = Jim [la* ~ 2|, =0

Démonstration On a pour tout k£ > 0

Pt g = g g% FY(2M) (F(xk) — F(:L‘OO))
= 2F — 2™ - F' (%) (F’(xoo) (2" —2™) +o (ka — x°°||i))
= 2 — 2™ — aF' (") ((F'(2") + F'(2) — F'(z%)) (2" — 2™)

+o(llet =217 ))

alors , il existe ¢ > 0 tel que,

[ = ey < 0= P @) F ) a) o [ [~ o

+ ap||F ) (Fa) = F/(ah) (@ = 2]

ou, I désigne 'opérateur identité de BL(X').

En utilisant le fait que F” soit d—Lipschitzienne, on obtient , pour tout & > 0,
o =2l < T = owF" (@) F @] a* = 2| + o (e +8) | F/ )| [Ja* — ][
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Pour r € ]0,md [, on définit Q, = {z € Q : ||z — 2*°||,, < r}, donc pour
tout x € €, et pour tout u € X ,on obtient
[F (@ully = [[(F"(z™) = (F'(2™) = F'(z))) ul
> [[F'@®)ully = [(F'(2%) = F'(x)) ull
= (m—=0[z% =z y)[lully
2 (m—or)|lully.
de la méme maniére, on a
[F' (@)ull, = [[(F"(2™) = (F/(2™) = F'(2))) ull
< F@)ully + 1(F (%) = F'(2)) ull
< (IF" @)+ 6r) lully
ainsi, pour tout x € ., on a la majoration suivante de F’(x)

m—or < |F'(@)]| < | F'(2)] + or.

D’autre part, on a pour tout k > 0, (I —a, F'(2*)* F'(2¥)) est un opérateur
auto-adjoint.

En utilisant la norme des opérateur autoadjoint, on obtient

41



N. BOUAZILA UNIVERSITE 8 Mal 1945 GUELMA

|1 — anF' (2" F'(a")| = sup |[< (I —oF (a") F'(2")) u,u>x

llull x=1

= sup ‘1 — ||F’(xk)uHi‘ :
llull x=1
Mais7 pour HUHX = 17
Qg HF'(xk)uHi{ <a<l,

donc, si 2% € Q,, alors

|1 — anF' (") F'(a")]| = sup (1 — oy, ||F’(1:k)uHi,>

llull x=1

< (1-B(m-0r)?) <1

Sachant que {2 est un ouvert, alors il existe k > 0

tel que,
Qe={reX : |z -2y <k} C
m — or ) . 0
On pose n = 5 par conséquent si on prend x° € €, tel que
c

||m0 — m°°||X < min(n~'8 (m —6r)* k) = C,
alors, pour tout k > 1, ¥ € Q, N Q,., {xk}keN est bien défini, de plus

nlz* =]l <o,
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oll, {vp} ey est défini comme le lemme précédent avec A = (1 — 3 (m — (57")2)

et p=mn 2% — 2%, + A
3.2 Application numérique

Dans cette section, pour illustrer 'application de notre suite (3.2)) dans un

espace de dimension finie, nous choisissons une fonction F', qui est définie par

F: R™ —
r= (21,22, ..,2,) — y=F(x),

tel que
( i—1 n
1—a22+> (1-a3)?+ > (1-a)* 2<i<n-—1
=1 j=i+1
yi={ 1=ad+ > (1-u;) i=1
=2
n—1
1—3:31—1-2(1—35?)2 i=n
\ j=1

Il est clair que 1’équation F(z) = Og» a une solution exacte et unique

n fois

Nous allons étudier cet exemple en utilisant la suite (3.2)) de Newton-Star .

Comme F' est un polynéme, on vérifie facilement qu’elle est Fréchet dif-

43



N. BOUAZILA UNIVERSITE 8 Mal 1945 GUELMA

férentiable sur R"™, avec

o, i=j
F'(x)(i, ) = ¢ 4zj(2z? 1) i>j
o, 1) i<

donc, F'(x) a la forme

—21 2(xe—1) ... 2(x,—1)

4$1 1’12—1 —21‘2 21'”—1

P = [T T e
dri(12 — 1) dao(z2—1) ... -2

Soit x,7 € B(z™, R), o B(x>*,R) = {x € R" : ||z — z||» < R} la boule de

centre x> et de rayon R, alors

1 F"(x) = F'(2)]]2

IN

n|[F'(z) = F'(2)|lx

IN

n® max |F'(z)(i,j) — F'(2)(i, )],

1<j<n
ou, n = dimR" .
D’un autre coté ,

l.pouri=jet1<i<n

|F' () (i,7) = F'(2)(i,8)] = 2|z — ],

2.pour 1l <i<j3<n

|F' () (i, j) = F'(2)(i, )| = 2|lw; — &l
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.etpourl <j<i1<n
|F'(2)(i,5) = F'(2)(5,5)] = |4a;(a5 — 1) — 43;(2] — 1)
< Alad — 2| + 4]z — I

< (42 + i@+ 3|+ 4) |z — &

IA

3 N -
D’autre part on a,z < |[|z[l3 < ([lz — 2%y + 12]]2)* < (R + n)?, pour
I<j<n.
Par conséquent on obtient,
|1F'(x) = F'(@)]| < 4n’(3(R+n)* +1)||z — il
< An*(B(R+n)* 4 1)|jz — &2,

ce qui montre que F’(.) est d-Lipschitzienne dans une boule de rayon R et

de centre x> avec § = 4n*(3(R +n)*+1) . En calculant F” pour la solution
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exacte £°°, on obtient

-2 0 0
0 -2 0
Fl(z™) = . >
0 0 -2
1 0 0
1 0
= -9 ,
0 0 1
— —2_[de,

donc elle est inversible.

D’autre part, dans chaque itération k£ > 1, on choisis «y, vérifiant
1 _ _
o = 0.99— || F(2")]|* < 0.99]| F" ()] %,

ce qui donne a =0.99 et >0 .

Toutes les hypothéses de notre théoréme sont vérifiées, ce qui montre
la convergence d’apres le théoréme , ce qui nous permet d’établir un
algorithme pour obtenir la solution.

Algorithme de la méthode de Newton-Star (INS)
step 1. Donner un point de départ 2° et kpa > 1. Poser k =0 .

step 2. Poser n = dimension(x°) .
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step 3. If k < k., alors arréter .

step 4. oy, = 0.99-L || F' (%)%

step 5. 2t = 2% — q F' (%)  F(aF).

step 6. Poser k =k + 1.

step 7. Er(k) =

Er(k) = \/F(xF) F'(2*) est I'erreur d’estimation obtenue a chaque itération

k> 1.

Le tableau(3.1) montre les résultats numériques obtenus pour un point de

départ 2 = (2,2, ..,2), en faisant varier la taille de la matrice n et le nombre
——

F(zF)tF'(x*), alors aller au step 2.

d’itérations k. !
Itérations n=30 n=100

Er(k) CPU time Er(k) CPU time
k=10 1.1814e-02 | 0.009369 | 5.5894e-03 | 0.039737
k=20 2.7653e-04 | 0.015863 | 3.2229¢-04 | 0.084274
k=50 4.0849e-09 | 0.031959 | 6.6281e-08 | 0.201700
k=100 | 6.7793e-16 | 0.057180 | 4.7482¢-14 | 0.291275
k=500 | 6.7793e-16 | 0.204318 | 1.2784e-15 | 1.023639

TABLE 3.1 — Les erreurs et le temps d’exécution obtenus en employant la

suite de Newton-Star.
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Le tableau (3.1) prouve que la suite de Newton-Star est efficace, elle

converge parfaitement pour des différentes valeurs de n et de nombre d’ité-

rations k, dans un temps relativement trés court.

Notre but est de montrer que la suite de Newton-Star est plus efficace dans
la pratique par rapport a la méthode de Newton-Kantorovich, en procédent

a une comparaison entre les deux suites de Newton-Star et de Newton-

Kantorovich, vérifiant les parameétres et les hypothéses suivantes :

— taille de matrice n = 100 ,

— nombre d’itérations k£ = 100 ,

— point de départ xy = (a,a,..,a) , a € R,
N—_——

on obtient le tableau (3.2) de comparaison suivant :

nfois

a NS NK
Er(k) CPU time Er(k) CPU time
1.01 | 1.2784e-15 | 0.311879 | 1.2748e-15 | 0.312116
1.5 | 6.1674e-14 | 0.271268 NaN 0.900919
2 | 4.7482e-14 | 0.234149 NaN 0.381291
4 | 1.7605e-13 | 0.214328 NaN 0.351824
6 | 8.8911e-14 | 0.237603 NaN 0.533779
10 | 3.3543e-13 | 0.225355 NaN 0.479043

TABLE 3.2 — Les erreur et le temps d’exécution obtenus en employant la

suite de Newton-Star et la suite de Newton-Kantorovich.
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ot, NaN (Not a Number) dans le tableau représente une valeur qui n’est

pas un nombre déterminé( de la forme ou ).
Dans notre exemple NaN signifie que la matrice F’(z*) se rapproche d’une

matrice non inversible, ce qui la rend impossible a inverser numériquement.

Le tableau (3.2) montre que, pour un point de départ assez proche de la
solution exacte, les deux suites de Newton-Star et de Newton-Kantorovich
convergent avec la méme erreur, et le méme temps d’exécution; mais pour
des points de départ loin de la solution exacte, la suite de Newton-Star conti-
nue a étre efficace dans un temps relativement petit, par contre la suite de

Newton-Kantorovich ne converge plus (non inversibilité de la matrice).
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CHAPITRE 4

LA METHODE NEWTON-STAR DE
RANG FINI ( FINIT RANK
NEWTON-STAR)

Dans ce chapitre, on va construire une nouvelle suite de discrétisation
a partir de la suite de linéarisation présentée dans le chapitre précédent,
on va montrer sa convergence locale par deux options. Enfin, pour affirmer
’efficacité de notre nouvelle suite, on va ’appliquer sur une équation intégrale

de Fredholm de deuxiéme espéce.
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Dans le chapitre 3 on a traité l'inversibilité qui existe dans la suite
(2.11]), en remplacant 'inverse de I'opérateur F’, par 'opérateur adjoint, dont
on a défini notre nouvelle méthode par la suite de Newton-Star, mais
cette derniére n’est pas applicable numériquement dans le cas d’un espace de
dimension infinie, ce qui nous oblige de construire une nouvelle suite a partir
de la suite de Newton-Star , qui consiste & approcher I'opérateur F” par
une suite d’approximations (F)),>1 C BL(X'), qui converge ponctuellement

vers F', c’est a dire

VazeX, lim ||(F — F)z|| =0, (4.1)
n—-+00

cette technique sera appliquée a la solution d’une équation non linéaire
définie sur un espace de Hilbert de dimension infinie. Cette nouvelle suite qui
est dite de rang fini sera appelée " Finit Rank Newton-Star ".

Considérons , la nouvelle suite

2 choisis dans €,
aptt =@l — g (Fy () F(ay), k>0,

n_

ol v, sont des réels positifs et €2 un ouvert de X.
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4.1 La convergence locale de la méthode Finit
Rank Newton-Star

Nous allons traité la convergence locale de Finit Rank Newton-Star par

deux options, A et B.

4.1.1 Option A

Pour l'option A, nous considérons les hypothéses suivantes :
(1) — F'(.) : X — BL(X) est § — Lipschitzienne sur Q (§ > 0),
2) =3 m > 0,Yu € X, | FLa)ul, = m ul

3) -3 R>0,B(x>* R)CQetVaxe Bz R)

limy o0 [[F(2) — F(2)|] = 0
(4.3)

Théoréme 4.1.1 Soit {xﬁ}keN C X une suite de Finit Rank Newton-Star

définie par

20 choisis dans €2,
Pk = ok — g (R () F k), k>0, > 1, (ani)ex C R

— Ja,p >0, tel que a > % OznkHF,’l(wﬁ)Hz <a,etap,>pF>0

Vk>0,n>1

— les hypotheses (H4) sont vérifiées
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alors, il existe C' > 0 tel que,

0

H:c —:1:°°HX<C:> lim fol—xOOHX:O.

k—+o0

Démonstration 4.1.1 On a, pour tout k > 0

it — ™ = af — 2™ — a Fl(ah) (F(af) — F(2™))

n n n

= ah o™ — e F(eh) (Fa) (o = o) + o (|2 = 2>]3))

= @y, — 2% — o By ()" (F(2)) + F'(2%) = Fi(xy)) (2, — 2%)

+o(llek —2~3%))-

alors, il existe ¢ > 0 tel que,

okt = ol < I = anpFuel) Fa@h) @ = o) + cone | E )l = 2]

o ag || FLak) (F/(a) — F'(ab)) (af — 29|,

+ g ||Fy (k)T (F/(ah) — Fi(ah)) (o — 2™,

ou, I désigne l'opérateur identité de BL(X).

En utilisant le fait que F' soit §— Lipschitzienne, on obtient , pour tout k > 0,

ot =2l < |1 = cusFu(@) F @D ok — || + s (e +8) [ Frl)] [l — 2],
+ o || F ()" (F'(a) = F(a) (2, — 2%)|[ -
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Pour r € 10, M6, on définis Q. = {x € Q : ||z — 2|, <r}, donc
pour tout V € Q. et pour tout u € X,on obtient
IE,(V)ully = 1(F(2%) = (F,(2%) = Fi(2))) ull
> |F(@®)ully = 1 (2™) = (V) ull,
> (m =027 = V) lJully = (m = o) [[ul
de la méme maniere, on a
IE,(V)ully = [I(F,(2%) = (F(2%) = FL(V)) ull 4
< I F@®)ully + (%) = FL (V) ully
< ([N +0r) [ull 4 -

ainsi, pour tout x € Q,., on a la majoration suivante de F(x) ,
m —or < [[F (V)| < [ B (z)] + or.

D’autre part, on a pour tout k > 0, I —a, 1. F. () F! (2%) est un opérateur

autoadjoint, alors

|1 — B () EL(2E)|| = sup |< (I — anpFo(ah) Fo(ah)) u,u >x

llull x=1

= sup ‘1 — Ok HFé(mZ)u”i‘ :
llull x=1
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Mais, pour ||lull, =1,

1

| |Fran)ully > 3,

ok
donc, si z; € )y, alors

7= aniat) Rl = swp (1= ansl|Fitebyuly)
ul| =1
< (1=B(m—dr)) < %

En outre, nous observons qu’il existe ng de sorte que, pour tout n > ng, il

existe R >0 et < dy < %, pour tout V € B(z*°, R)
1F(V) = EL(V)I] < 2 (s | Ena)*])
ce qui implique que,
pour tout n > ng , HFr’L(xﬁ)* (F’(xﬁ) — Fé(xfl)) (zF — xoo)HX < Gyl |ak — 2|,

Sachant que € est un ouvert, alors il existe kK > 0
tel que,

Q.={reX : |z -2y <r}CQ

+9

on pose n = . par conséquent si on prend x° € Q, tel que

0

|2° — a:OOHX < min(n~'8 (m — or)*, k),
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alors, pour tout k> 1,n>1, 28 € Q, NQ,, {x est bien définie et

7Ifb}k,nEN

k 00
0 [len = 2% < w

ott, {wy} oy €st défini comme le lemme précédent avec A = (1 — 8 (m — or)* + 82)
et 1 =nllz® — 2|y + \.

4.1.2 Option B

Pour loption B, nous proposons les hypothéses suivantes

1) = F/(.): X — BL(X) is § — lipschitzienne sur 2,
(Hp) = 2)=3m>0,Yue X, |[F(x)ull, =mluly,

3) — i o || F/(2%) — FJ(2)]] = 0.

Théoréme 4.1.2 Soit {x’;}keN C X une suite de Finit Rank Newton-Star
définie par

20 choisis dans Q,
ahtl = ok — q,  (FL(2E)) F(2k), k>0, n> 1, (aup)en C RE

n n

— 3o, 8>0, tel que a > %, oznk”Fq’@(xﬁ)Hz <a,etay,>p>0

Vk>0,n>1
— les hypotheses (Hpg) sont vérifiées ,
alors, il existe C' > 0 tel que,

on —a:ooHX <C= lim fol —xOOHX = 0.

k—+o0
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Démonstration 4.1.2 On a, pour tout k > 0

N N )
= 2h— o™ = angFy(ah) (F/e) (@ — %) + o (||ok - 2>]3))
= oF — 2™ —q,  F(aF) ((F’(a:];’;) + F'(2™) — F’(xf;)) (937]2 — a:oo)

+ ol = 2=0%))

Alors, il existe ¢ > 0 tel que,

k+1

5 = o™y < 0~ aurFalab) F b))k — ), + e [Feb) ok — o~

+ o || ()" (F'(2%) = F(2%)) (2, — 2)|

n_

+ o || B () (Fo(a) = F(ay) (a — 2%)]|

ou, I désigne l'opérateur identité de BL(X).

En utilisant le fait que F), soit §— Lipschitzienne, on obtient , pour tout k > 0,

O [ el NN R A [ P

g || FL () (F/(2%) — Fl(a®)) (ak — 2™)||, ,

n_

Pour r € 10, M§~[, on définit Q, = {x €Q : ||z — 2|, <r}. Pour
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tout V € €, et pour tout u € X, on obtient

I (@ully = [1(F, (%) = (F(2%) = Fy(2) ull »
> [ @)ully = [1(F,(2%) = F (V) ull

> (m—=0[[z™ = V) lullx = (m—dr)|lully,
de la méme maniere, on a

I (Vully = I(F(2%) = (F(2>) = F, (V) ully

< FE)ullp + [1(F,(2%) = F (V) ull

IA

(HE @)+ or) [lull x -
Alors, pour tout V € €,
m —or < ||[FL (V)| < | F(z™)]| + or.

D’autre part, on a pour tout k > 0, I —c, 1 F! (2F)*F. (2F) est un opérateur

auto-adjoint, alors

|1 = ool (zh) EL(2E)|| = sup |< (I — anuFo(ah) Fo(ah)) u,u >x|
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Mais, pour ||lull, =1,
2
e || B3 (@ )ul|y < < 1.
Et, si zF € Q,, alors

|1 = anpFl () FL (k)| = sup (1 — Qg HFé(fo)uHi()

lJull x=1

< (1—5(m—67“)2) <1
En outre,nous proposons qu’il existe ng tel que, pour tout n > ng, il existe
0<dy < %

[1F/(2%) = F (2%)]] < 0 (an [| 5 (27,)"

)

ce qui implique que,
pour tout n > ng , any ||[Fy(xh)* (F'(x) — F (2%)) (zh — 2%)||, < o[y — 2] ,

n_

sachant que §2 est un ouvert, alors il existe k > 0

tel que,
Q={VeX :|V-z, <k} CQ
m—or . 0
On posen = . St on prend z° € €, tel que
c+0
HZL‘O - mOOHX < min(n™'B (m — (57‘)2 JK),

99



N. BOUAZILA UNIVERSITE 8 Mal 1945 GUELMA

alors, pour tout k> 1,n>1, 28 € Q, NQ,, {x est bien définie, et

k

n}k,nEN
k 0o

0 jan =2 < w

ot, {wi ey est définie comme le lemme précédent A = (1 — 3 (m — (57")2) et

o= llz® — 2%, + A

4.2 Application numérique

Dans cette section, nous cherchons a illustrer [’application de la méthode
de Finit Rank Newton-Star, en utilisant la projection de Sloan définie dans
chapitre 2, pour cela, nous choisissons une équation intégrale non linéaire
de Fredholm de deuxieme espéce .

On consideres X = L*([0,1],R) espace de toutes les fonctions réelles L*-

intégrables définies sur{0, 1], muni de la norme

1 :
\WF(wa%),WeX

On considere ’équation intégrale non linéaire suivante
1
ult) = [ glt S his)ds + £(0), 1€ 0.1) (14)
0
avec le noyau de green g définie par

(5,t) € [0,1] x [0,1] = g(s,t) == { #1— ;)) sé
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on pose

Flul(t) = u(t) - /0 g(t, s)u*(s)h(s)ds — f(t), (4.5)

Flul(t) =0, (4.6)
estu(t) =t
pour
1 15 1
ft) = —§t5 - é(é — )t — ot o

F' est Fréchet différentiable sur X avec

1
F'lulh(t) = h(¢) —/ g(t, s)u(s)h(s)ds, (4.7)
0
pour la discrétisation, on considere une projection Tabouret désignée par

ti= (G —1)h, h=-5, 1<j<n, posons

n
max(t) = aje;(t),
j=1
avec,

. < t <t
ej(t>:{ 1t <t<t

0 ailleurs

et

1 [
xj = E[ x(s)ds.

7j—1
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Le tableau (4.1) montre les résultats obtenue pour un vecteur de départ

ug =t — 1, en faisant varier n et le nombre d’itérations k .

k=3

k=5

k=10

N ot w| B

3.291473170936947¢-04
4.959719502638146¢e-03
2.671533303968451e-02

1.559262749669278e-05
4.126735106469944¢e-04
4.142549102930514e-03

7.128841814392187e-07
2.633923415470847e-07
1.218608351867021e-05

TABLE 4.1 — Les erreurs obtenus en employant la suite de Finit rank Newton-
Star

Le tableau (4.1) prouve que la suite de Newton-Star est efficace, elle

converge parfaitement pour des différentes valeurs de n et de nombre d’ité-

rations k.
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Conclusion et Perspectives

Nous avons réusst a montrer qu’en remplacant ['opérateur inverse par
l’opérateur adjoint, et en reconduisant la méthode de Newton-Kantorovich
moyennant certains nouvelles hypothéses, la suite Newton-Star reste conver-
gente vers la solution exacte, et en se référant auz résultats numériques(tableau
(8.1)), nous constatons que l’application de cette nouvelle technique dans la
pratique et plus efficace et plus facile a appliquer, en particulier l’indépen-
dance du choiz du point de départ. Mais cette méthode reste non applicable
sur la machine dans le cas d’un espace de dimension infini, ce qui nous amene
a procéder a une nouvelle discrétisation en construisons une nouvelle suite,
ou l'opérateur adjoint est approché par un opérateur de rang fini, avec une

projection de la suite de Newton-Star sur un espace de dimension fini, nous
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avons montré avec deux options et en s’appuyant sur les résultats numeérique,
qu’a partir d’un certain rang la nouvelle suite obtenue reste convergente .

Comme perspectives, nous allons procéder la généralisation de la méthode de
Newton-Star, plus précisément, trouver une maniére dans laquelle on définit
la suite de Newton-Star dans un espace de Banach, de plus utiliser les mé-

thodes d’optimisation pour obtenir la meilleur valeur des oy
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