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 ملخـص 

متغيرة.  أسس  خطية ذات  ل مطاطية  لزجة  زائدية  معادلة  مخصصة لدراسة    مذكرةهذه ال

للتحليل  ب نذكر   الأساسية  المفاهيم  فضاءات    الوظيفي،بعض  سيما   وفضاءات  باناخول 

وصفًا   ونقدم  سوبوليف -زك أوغلي   الدوال من النوع  فضاءاتبإدخال    مونق   ذلك، . بعد  سوبوليف

 لخصائصها الأساسية. موجزًا 

هذه وجود حلول ضعيفة بالإضافة إلى انفجارها،    هنرب ن  ،جاليركين  باستخدام طريقة

والبيانات  p و m الأسس المتغيرة  وفقًا لفتراضات مناسبة لشروط كافية علىالأخيرة تنشأ  

 الأولية.  

المفتاحية: غير    الكلمات  اللزجة  الزائدية  الأسس    خطية،لاالالمعادلة  جاليركين،  طريقة 

 .المتغيرة، الحلول الضعيفة



Résumé

Ce mémoire est consacré à l�étude d�une équation hyperbolique viscoélastique non

linéaire à exposants variables. Nous rappelons quelques notions de bases fondamentales

d�analyse fonctionnelle, en partculier les espaces de Banach et les espaces de Sobolev. En-

suite, nous introduisons les espaces de fonctions de type Orlicz-Sobolev et nous donnons

une brève description de leurs propriétés essentielles.

En utilisant la méthode de Galerkin, nous montrons l�existence de solutions faibles

ainsi que leurs explosions, cette dernière est établie sous des hypothèses appropriées des

conditions su¢ santes sur m; p et des données initiales.

Mots cléfs : Equation hyperbolique viscoélastique non linéaire, méthode de Galerkin,

exposants variables, solutions faibles.
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Abstract

This work is devoted to the study of a nonlinear viscoelastic hyperbolic equation with

variable exponents. We recall some basic notions of functional analysis, in particular

Banach spaces and Sobolev spaces. Then, we introduce the function spaces of Orlicz-

Sobolev and we give a brief description of their main properties. Using Galerkin�s method,

we prove the existence of weak solutions as well as their explosion, the latter being

established under appropriate assumptions of su¢ cient conditions on m; p and initial

data.

Key words : Viscoelastic hyperbolic nonlinear equation, Galerkin�s method, variable

exponents, weak solutions, blow up.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires modélisent la pluspart

des phénomènes physiques, mécaniques, chimiques et biologiques,..etc. L�étude de ces

équations nécéssite la connaissance de leurs proprietés qualitatives et les di¤érents pro-

blèmes qu�elles modélisent, par exemple, les équations de type elliptique interviennent

souvent dans la modélisation des phénomènes stationnaire c-à-d n�évoluant pas au cours

du temps, l�équation de Laplace est l�exemple le plus simple. Les équations de type pa-

rabolique et hyperbolique modélisent des phénomènes dépendant du temps, les exemples

modèles sont l�équation de la chaleur, l�équation de transport et l�équation des ondes.

Dans les problèmes réels, des fois on peut avoir les trois catégories en même temps

comme pour le système de Navier-Stokes. Ainsi, en changeant l�ordre des dérivées ou en

changeant les conditions, parfois, en ajoutant des exposants ou d�autres termes, comme

une intégrale dans l�équation ou dans les conditions, on obtient une nouvelle équation

qui correspond au problème voulu.

Bien que la résolution directe des équations aux dérivées partielles trouve des di¢ -

cultés considérables, l�utilisation des méthodes numériques a pris une grande importance

dans la recherche de solutions approchées des problèmes considérés. Pour contribuer au

développement de ces sciences, il est nécessaire de bien comprendre les propriétés des

solutions de ces équations.

Il existe de nombreuses méthodes d�approximation numériques pour résoudre les équa-

tions aux dérivées partielles, parmi lesquelles la méthode de Galerkin, celle ci est très utile
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d�un point de vu théorique.

Dans ce mémoire, nous cherchons à établir l�existance et l�explosion de solutions faibles

d�une équation hyperbolique viscoélastique non linéaire à exposants variables, dé�nie de

la manière suivante

8>>>>>><>>>>>>:
jutj�utt +�u+�utt +

R t
0
g(t� s)�u (s) ds+ jutjm(x)�2ut = jujp(x)�2u; (x; t) 2 QT ;

u(x; t) = 0; (x; t) 2 ST ;

u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); x 2 
;
(1)

où 
 � Rn (n � 2) un domaine borné Lipchitzien, QT = 
� (0; T ], 0 < T < 1; et ST

désigne la limite latérale du cylindre QT :

Le cas ou les exposants m, p sont des constantes, de nombreux résultats concer-

nant l�existence et les propriétés d�explosion de solutions ont été etablit comme dans

[[8]� [28]] :

Ces dernières années, une grande importance a été portée à l�étude des modèles ma-

thématiques de �uides électro-rhéologiques. Ces modèles comprènent des équations hy-

perboliques, paraboliques ou elliptiques qui sont non linéaires par rapport au gradient

de la solution cherchée et avec des exposants variables de non-linéarité ; comme dans les

références([6]� [15]� [18]� [26]� [27]). On peut mentionner que les questions d�existence,

d�unicité et de régularité de solutions faibles des équations paraboliques et elliptiques ont

été étudiées par de nombreux auteurs sous des conditions diverses sur les données et par

di¤érentes méthodes [[4]; [5]].

6



A notre connaissance, il n�existe que quelques travaux sur les équations hyperboliques

viscoélastiques avec des exposants variables de non-linéarité. Dans [7], les auteurs ont

étudié l�explosion en temps �ni des solutions d�équations hyperboliques viscoélastiques

et dans [8], les auteurs n�ont discuté que le problème hyperbolique viscoélastique avec des

exposants constants. Motivés par les travaux de [[7], [8]]; nous allons étudier l�existence

et l�explosion des solutions de notre problème.

Notre mémoire est répartie en trois chapitres.

Au premier chapitre, nous rappelons des notions d�analyse fonctionnelle ainsi que

quelques dé�nitions et théorèmes utiles. Nous introduisons les espaces de fonctions de

type Orlicz-Sobolev et une brève description de leurs propriétés éssentielles.

Dans le deuxième chapitre, nous montrons l�existence de solutions faibles du problème

considéré en utilisant la méthode de Galerkin.

Dans le dernier chapitre, on établit la propriété d�explosion de solutions faibles sous

des hypothèses appropriées des conditions su¢ santes sur m; p et des données initiales.
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Chapitre 1

Rappel d�analyse fonctionnelle

Le contenu de ce chapitre s�appuie sur quelques notions de bases fondamentales d�ana-

lyse fonctionnelle, dé�nitions élémentaires et lemmes essentiels. Le choix étant réduit aux

dé�nitions et aux propriétés introduites dans ce mémoire.

La majorité des rappels énoncés dans ce chapitre sont tirés des références [[1]; [2] et

[3]].

Dans toute la suite 
 désigne un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue dx.
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1.1 Espaces de Banach

Dé�nition 1.1 Une application k:k : X ! R+ est une norme si elle véri�e les conditions

suivantes 8>>>>>><>>>>>>:
kuk = 0, u = 0;8u 2 X:

k�:uk = j�j kuk ;8� 2 R; u 2 X:

8u; v 2 X : ku+ vk � kuk+ kvk :

(1.1)

Le couple (X; k:k) est alors appelé un espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.2 (Suite de Cauchy) On dit qu�une suite (un) d�éléments d�un espace normé

X est une suite de Cauchy si elle véri�e la propriété suivante

8" > 0; 9N 2 N; 8 (p; q) 2 N2; p � N et q � N ) kup � uqk :

Dé�nition 1.3 L�espace vectoriel normé (X; k:k) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans X est convergente.

Dé�nition 1.4 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Dé�nition 1.5 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d�un produit scalaire

(u; v) et qui est complet pour la norme (u; v)
1
2 .
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1.2 Espaces de Sobolev

Dé�nition 1.6 Soit p 2 R avec 1 � p <1 ; on pose

Lp(
) =

8<:u : 
! R; u mesurable et
Z



ju (x)jp dx <1

9=; :

On note

kukLp =

24Z



ju (x)jp dx

35 1
p

la norme correspondante.

Dé�nition 1.7 On pose

L1 (
) = fu : 
! R; u mesurable et 9 une constante C telle que ju (x)j � C p.p sur 
 g :

On note

kukL1 = inf fC; ju (x)j � C p.p. sur 
g ,

la norme correspondante.

Théorème 1.1 [1] (Fischer-Riesz) LP est un espace de Banach pour tout 1 � p � 1:

Dé�nition 1.8 On dé�nit l�espace L2 (
) des fonctions mesurables de carrée sommable

dans 
. Muni du produit scalaire

(u; v) =

Z



u (x) v (x) dx:
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L2 (
) est un espace de Hilbert. On note

kukL2(
) =

0@Z



ju (x)j2 dx

1A 1
2

;

la norme correspondante.

Dé�nition 1.9 (Dérivation faible) Soit v une fonction de L2 (
). On dit que v est déri-

vable au sens faible dans L2 (
) s�il existe des fonctions vi 2 L2 (
) ; pour i 2 f1; :::; Ng ;

telles que, pour toute fonction � 2 C1C (
), on a

Z



u (x)
@�

@xi
(x) dx = �

Z



vi (x)� (x) dx:

Chaque vi est appelée la i-ème dérivée partielle faible de vi et notée par @u
dxi
:

Dé�nition 1.10 Soit 
 un ouvert de Rn. L�espace de Sobolev H1 (
) est dé�ni par :

H1 (
) =

�
u 2 L2 (
) tel que 8 i 2 f1; :::; ng , @u

@xi
2 L2 (
)

�
: (1.2)

où
@u

@xi
est la dérivée partielle faible de u.

Proposition 1.1 [2] Muni du produit scalaire

(u; v)H1(
) = (u; v)L2 +
NX
i=1

(
@u

@xi
;
@v

@xi
)L2 ; (1.3)
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et de la norme

k u kH1(
)=

 
k u k2L2(
) +

NX
i=1

k @u

@xi
k2L2(
)

!
;

l�espace de Sobolev H1 (
) est un espace de Hilbert.

Dé�nition 1.11 L�espace H1
0 (
) est le sous-espace de H

1 (
) constitué des fonctions

qui s�annulent sur le bord @
: Il est dé�nit aussi comme l�adhérence de C1C (
) dans

H1 (
) ; tel que C1C (
) est l�espace des fonctions de classe C
1 à support compact dans


:

Remarque 1.1 Nous utiliserons l�injection H1
0 (
) ,! Lp (
) pour 2 � p � 2n=(n � 2)

si n � 3 ou p � 2 si n = 1; 2. La constante d�injection notée par C� est donnée par

k u kp� C� k ru k2 : (1.4)

Dé�nition 1.12 Soit 
 � RN et soit p 2 R avec 1 � p <1, W 1;p(
) est dé�ni par

W 1;p(
) =

�
u 2 Lp (
) ; 9 v 2 Lp (
) tel que

Z
I

u'0 = �
Z
I

v' 8' 2 C1c (
)
�
: (1.5)

L�espace W 1;p muni du produit scalaire

k u kW 1;p=k u kLp +
NX
i=1

k @u

@xi
kLp : (1.6)

On désigne par W 1;p
0 (
) la fermture de C1c (
) dans W

1;p(
):
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1.3 Espaces de Boschner

On de�nit les espaces de Banach suivants

1- C(I; L2 (
)) = fu : I ! L2 (
) qui associe à t; u (t) 2 L2 (
) continueg muni de

la norme

kukC(I;L2(
)) = max kukL2(
) : (1.7)

2- L2 (I; L2 (
)) = fu : I ! L2 (
) à carrée intégrableg muni de la norme

kukL2(I;L2(
)) =
Z



kukL2(
)) dt: (1.8)

3-L1 (I;H 1
0 (
)) = fu : I ! H1

0 (
) essentiellement bornéesg muni de la norme

kukL1(I;H 1
0(
))

= sup kukH 1
0(
)

: (1.9)

1.4 Espaces de Orlicz-Sobolev

Dé�nition 1.13 On pose

Lp(x) (
) =

�
u (x) : u est mesurable dans 
, AP (:) (u) =

Z



j u (x) jp(x) dx <1
�
,

(1.10)

avec la norme de type Luxembourg

k u kp(:)= inf
�
� � 0; Ap(:) (u��) � 1

	
: (1.11)
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Dé�nition 1.14 On pose

W 1;p(:) (
) =
�
u 2 Lp(:)(
) tel que ru existe et jruj 2 Lp(:)


	
. (1.12)

Cet espace est un espace de Banach par rapport à la norme :

k u kW 1;p(:)(
)=k u kp(:) + k ru kp(:) :

Nous dé�nissons l�espaceW 1;p(:)
0 (
) comme étant la fermeture deC10 (
) dansW

1;p(:)(
):

Nous notons ici que l�espace W 1;p(:)
0 (
) est généralement dé�ni d�une manière di¤é-

rente pour le cas de l�exposant variable. Cependant, les deux dé�nitions sont équivalentes

(voir [13]).

Le dual de W 1;p(:)
0 (
) est dé�ni comme W�1;p0(:)

0 (
) ; de la même manière que les

espaces de Sobolev classiques, où 1
p(:)
+ 1

p0(:) = 1:
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1.5 Propriétés essentielles

Lemme 1.1 ([6]) Pour tout u 2 Lp(x) (
), les relations suivantes sont veri�ées :

1: k u kp(:)< 1(= 1;> 1), Ap(:)(u) < 1(= 1;> 1); (1.13)

2: k u kp(:)< 1)k u kp+p(:)� Ap(:)(u) �k u kp�p(:);

k u kp(:)> 1)k u kp+p(:)� Ap(:)(u) �k u kp�p(:); (1.14)

3: k u kp(:)! 0, Ap(:)(u)! 0; k u kp(:)!1, Ap(:)(u)!1: (1.15)

Lemme 1.2 ([29]) Pour tout u 2 W
1;p(:)
0 (
), si p satisfait la condition (2:2), la p(:)-

inégalité de Poincaré

k u kp(x)� C k ru kp(x) : (1.16)

est véri�ée, où la constante positive C dépend de p et de 
:

Remarque 1.2 Notons que l�inégalité suivante

Z



jujp(x)dx � C

Z



jrujp(x)dx; (1.17)

n�est pas véri�ée en générale.

Lemme 1.3 ([13]) Soit 
 un domaine ouvert (qui peut être non borné) dans Rn. Si
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p(x) : �
! R est une fonction continue de Lipschitz satisfaisant

1 < p� � p+ <
n

k
, (1.18)

et r(x) : �
! R est mesurable et satisfait. (1.19)

p(x) � r(x) � p�(x) =
np(x)

n� kp(x)
p:p: x 2 �
; (1.20)

alors il existe une injectiotion continue W k;p(x)(
) ,! Lr(x)(
):

16



Chapitre 2

Existence de solutions faibles

2.1 Description du problème

Soit 
 � Rn (n � 2) un domaine borné Lipchitzien et QT = 
� (0; T ], 0 < T <1;

considérons le problème suivant

8>>>>>><>>>>>>:
jutj�utt +�u+�utt +

R t
0
g(t� s)�u (s) ds+ jutjm(x)�2ut = jujp(x)�2u; (x; t) 2 QT

u(x; t) = 0; (x; t) 2 ST ;

u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); x 2 
;
(2.1)

où ST désigne la limite latérale du cylindre QT :

Nous supposons que les exposants m(x) et p(x) veri�ent les conditions suivantes :

17



1 < m� = ess inf
x2 


m (x) � m (x) � m+ = esssup
x2 


m (x) <1; (2.2)

1 < p� = ess inf
x2 


p (x) � p (x) � p+ = esssup
x2 


p (x) <1: (2.3)

De plus m(x) et p(x) sont continus sur 
 avec un module logarithmique de continuité :

8z; � 2 
; j z � � j< 1; j m (z)�m (�) j + j p (z)� p (�) j� ! (j z � � j) ; (2.4)

où

lim
�!0+

sup! (�) ln
1

�
= C < +1: (2.5)

Nous supposons aussi que

(H1) : � est une constante qui satisfait

0 < � � 2

n� 2 si n � 3

et � > 0 si n = 1; 2:

(H2) : g : IR+ ! IR+ est une fonction bornée de classe C1 qui satisfait

g(0) > 0; 1�
Z 1

0

g(s)ds = l > 0:

18



(H3) : Il existe � > 0 tel que

g0(t) < ��:g(t); t � 0:

Le résultat principal de ce chapitre est donné dans le théorème suivant:

Théorème 2.1 Soit u0, u1 2 H1
0 (
) données. Supposons que les exposants m (x) ; p(x)

veri�ent les conditions (2; 2) � (2; 4). Alors le problème (2; 1) a au moins une solution

u : 
� (0;1) ! R telles que u, u0, u00 sont dans la classe L1 ((0;1);H 1
0 (
)), et l�une

des conditions suivantes est véri�ée :

(A1) 2 < p� < p+ < maxfn; np�

n� p�
g; 2 < m� < m+ < p�;

(A2) max

�
1;

2n

n+ 2

�
< p� < p+ < 2; 1 < m� < m+ <

3p� � 2
p�

:

2.2 Approximation variationnelle

H1
0 (
) est un espace de Hilbert séparable de dimention in�nie, d�après la proposition

12:1:15 [2] ; il existe une base hilbertienne orthogonale fwjg1j=1 de H1
0 (
) telle que

��wj = �jwj; x 2 
;

wj = 0; x 2 @
:
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Notons par Vk le sous-espace engendré par les k premiers vecteurs de la base

fwg1j=1 (Vk = Spanfw1;::::; wkg). Par normalisation, nous avons k wj k2= 1.

Multiplions l�équation (2:1) par une fonction � 2 Vk et intégrons sur 
, ensuite dé�-

nissons l�opérateur

< Lu; � >=

Z



�
jutj�utt�+rur�+ruttr��

Z t

0

g(t� s)rur�ds

+jutjm(x)�2ut�� �jujp(x)�2u�
�
dx; � 2 Vk:

Pour tout entier k donné, on considère la solution approchée uk =
kP
i=1

cki (t)wi; qui satisfait

8>><>>:
< Luk; wi >= 0; i = 1; 2; :::; k

uk(0) = u0k; ukt(0) = u1k;

(2.6)

où

u0k =
kX
i=1

(u0; wi)wi; u1k =
kX
i=1

(u1; wi)wi et u0k ! u0; u1k ! u1 dans H1
0 (
):

Le problème(2:1) est approché par le système de k équations di¤érentielles ordinaires

suivant
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8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

j (
kP
i=1

cki (t))
0; wi) j� (

kP
i=1

cki (t); wi)
00 = ��icki (t) + �i

R t
0
g(t� s)cki (s)ds

+ j (
kP
i=1

cki (t))
0; wi) jm(x)�2 (

kP
i=1

cki (t))
0; wi)

�� j (
kP
i=1

cki (t); wi) j
p(x)�2

(
kP
i=1

cki (t); wi);

cki (0) = (uo; wi); (c
k
i (0))

0 = (u1; wi); i = 1; 2; :::; k:

(2.7)

D�après le théorème des systèmes des EDO, le problème (2.7) admet une solution unique

cki (t) sur [0; tk], où tk > 0. Alors nous pouvons obtenir une solution approchée uk(t)

pour(2:1) dans Vk, sur [0; tk]. Cette solution peut être étendue à [0; T ], pour tout T > 0,

donné par l�estimation ci-dessous.

2.3 Estimations a priori

Dans cette section, nous établissons quelques estimations a priori utiles.

En multipliant l�équation (2:6) par (cki (t))
0 et par somation par rapport à i, on obtient

la relation

d
dt

�
1
p+2
+ k u0k k

p+2
p+2 +

1
2
k ruk k22 +1

2
k ru0k k22

�
+
R


j u0k jm(x) dx

� d
dt

�R t
0
g(t� s)

R


(ruk(s)ru0k(t)dxds)

�
� � d

dt

�R



1
p(x)

j uk jp(x) dx
�
= 0

(2.8)

En multipliant (2:6) par (cki (t))
0; en intégrant par parties sur QT et en utilisant la formule

de Green, on obtient
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�
Z t

0

g(t� s)

Z



(ruk(s);ru0k(t))dxds =
1

2

d

dt
(g � ruk)(t)

�1
2
(g

0 � ruk)(t)�
1

2

d

dt

Z t

0

g(s)ds k ruk k22 +
1

2
g(t) k ruk k22; (2.9)

avec

(� � r )(t) =
Z t

0

�(t� s) k r (t)�r (s) k22 ds:

En utilisant les relations (2.3)-(2.4) et les hypothèses (H2)-(H3), on obtient

d

dt

�
1

�+ 2
k u0k k

�+2
�+2 +

1

2
k ru0k k22 +

1

2
(g � ruk)(t)

+
1

2

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
k ruk k22 ��

Z



1

p(x)
juk jp(x) dx

�
=

1

2
(g � ruk)(t)�

1

2
g(t) k ruk k22 �

Z



ju0kjm(x)dx: (2.10)

En intégrant (2:10) sur (0; t), et en utilisant les hypothèses (2:2)� (2:4), on obtient :

1

�+ 2
k u0k k

�+2
�+2 +

1

2
k ru0k k22 +

1

2

0@1� tZ
0

g(s)ds

1A k ruk k22 +
1

2
(g � ruk) (t)

�� 1

p (x)
j uk jp(x)� C1;

où C1 est une constante positive dépendant uniquement de k u0 kH1
0
; k u1 kH1

0
:

D�après le lemme (1:1), nous avons aussi
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1

�+ 2
k u0k k

�+2
�+2 +

1

2
k ru0k k22 +

1

2

0@1� tZ
0

g(s)ds

1A k ruk k22 +
1

2
(g � ruk) (t)

�max
�
�
1

p�
k uk kp

�

p(x); �
1

p�
k uk kp

+

p(x)

�
� C1; (2.11)

Compte tenu de (H1)-(H2)-(H3) et (A1)-(A2), on obtient

k u0k k
�+2
�+2 + k ru0k k22 +(g � ruk)(t) � C2; (2.12)

où C2 est une constante positive ne dépendant que de k u0 kH1
0
; k u1 kH1

0
; l; p�; p+:

Il s�ensuit de(2:12) que

uk est uniformément bornée dans L1(0; T ;H1
0 (
)): (2.13)

u0k est uniformément bornée dans L
1(0; T ;H1

0 (
)): (2.14)

Ensuite, en multipliant (2:1) par (cki (t))
00, puis en faisant la somme par rapport à i, on

obtient le résultat suivant

R


ju0kj�ju00kj22dx+ k ru00k k22 + d

dt

�
1

m(x)
ju0kjm(x)

�
= �

R


rukru00kdx

+
R


g(t� s)

R


ruk(s)ru00k (t) dxds+ �

R


jukjp(x)�2uku00kdx:

(2.15)

Notons que nous avons les estimations suivantes pour � > 0:

Z



ju0kj�ju00kj22dx � C" k ju0kj� k22 +
1

4�
k u00k k22 : (2.16)
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�����Z



rukru00kdx
���� � � k ru00k k22 +

1

4�
k ruk k22; (2.17)

j �
R t
0
g(t� s)

R


ruk(s)ru00k(t)dxds j

� 1
4�

R



R t
0
(g(t� s)ruk(s)ds)2dx+ � k ru00k k22

� � k ru00k k22 + 1
4�

R t
0
g(s)ds

R t
0
g(t� s)

R


j ruk(s) j2 dxds

� � k ru00k k22 +
(1�l)g(0)

4�

R t
0
k ruk(s) k22 ds;

(2.18)

et

� k jukjp(x)�2uku00k k� �� k u00k k22 +
�

4�
k jukjp(x)�2uk k22� �� k u00k k22 +

�

4�

Z



�
jukjp(x)�2uk

�2
dx:

(2.19)

Du lemme 1:2, nous avons

k u00k k22� C2 k ru00k k22; (2.20)

et

Z



(ju0kjp(x)�2uk)2dx =

Z



jukj2(p(x)�1)ukdx

� max

�Z



jukj2(p
��1)dx;

Z



jukj2(p+�1)dx
�

(2.21)

� max
n
C
� 1
2(p�1�1) k ruk k

2
2(p��1) ; C�

1
2p+�1 k ru0k k

2
2p+�1

o
;
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où C; C� sont des constantes d�injection. En tenant compte de (2.15)-(2.21), on obtient

C�
R


jrutj2�dx+ 1

4�

R


ju00kj2dx+ (1� 2�� ��C) k ru00k k22 + d

dt
( 1
m(x)

ju0kjm(x))

� 1
4�
k ruk k22 +

(1�l)g(0)
4�

R t
0
k ruk(s) k22 ds

+max
n
C
� 1
2(p��1) k ruk k

1
p��1 ; C

� 1
2p+�1 k ruk k

1
p+�1

o
:

(2.22)

En intégrant (2.22) sur (0, t), en utilisant (2.12) et le lemme 1.3 on obtient

C�TC
2�
2 +

1

4�

tZ
0

k u00k k2 dx+ (1� 2�� ��C)

Z



k ru00k k22 ds

+

Z



1

m (x)
ju0kjm(x)dx � 1

4�
(C3 + (1� l) g (0)T ) + C4; (2.23)

où C4 est une constante positive dépendant uniquement de k u1 kH1
0
. En prenant �; �

su¢ samment petit dans (2.23), on obtient l�estimation

1

4"

Z t

0

k u00k k2 ds+
Z



1

m(x)
ju0kjm(x)dx � C5 (2.24)

Donc, selon le lemme 1.1, nous avons

1

4"

Z t

0

k u00k k2 ds+min
�
1

m+
k u0k km�m(x);

1

m+
k u0k km+m(x)

�
� C5; (2.25)

où C5 est une constante positive ne dépendant que de k u0 kH1
0
; k u1 kH1

0
; l; g(0); T .
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2.4 Résultats de convergence

D�après l�estimation (2.25), nous avons

u00k est uniformément bornée dans L
2(0; T ;H1

0 (
)): (2.26)

De (2.12)-(2.14) et (2.26), nous déduisons qu�il existe une sous-suite ui de uk et une

fonction u telle que

ui * u dans L1(0; T ;H1
0 (
)); (2.27)

ui * u dans Lp
�
(0; T ;W 1;p(x)(
)); (2.28)

u0i * u0 dans L1(0; T ;H1
0 (
)); (2.29)

u00i * u00 dans L2(0; T ;H1
0 (
)): (2.30)

Ensuite, nous allons traiter le terme non linéaire. D�après le théorème de Aubin-Lions,

voir [23], suivant (2.29) et (2.30) il existe une sous-suite de ui toujours représentée par la

même notation, telle que u0i ! u0 dans L2(0; T ;L2(
));ce qui implique que u0i ! u0 p:p

dans 
� (0; T );Ainsi, de (2.27) - (2.30), nous avons

ju0ij�u00i * ju0j�u00 dans 
� (0; T ); (2.31)

juijp(x)�2ui * jujp(x)�2 u dans 
� (0; T ); (2.32)

ju0ijm(x)�2u0i ! ju0jm(x)�2u0 p:p: dans 
� (0; T ): (2.33)
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Maintenant nous allons montré le théorème 2.1

Preuve. D�après les estimations a priori et les résultats de convergence vus dans les

sections précédentes, en multipliant (2.7) par �(t) 2 C(0; T ) (où C(0; T ) est l�espace des

fonctions C1 à support compact dans (0; T )) et en intégrant le resultat obtenu sur (0; T ),

on obtient

< Luk; wi�(t) >= 0; i = 1; 2; :::; k: (2.34)

Notons que fwig1i=1 est une base de H1
0 (
). La convergence (2.27)-(2.33) est su�sante

pour passer à la limite dans (2.34) pour avoir

jutj�utt��u��utt+
Z t

0

g(t�s)�u(s)ds+jutjm(x)�2ut = jujp(x)�2u; dans L2(0; T ;H1
0 (
));

pour un T > 0 arbitraire. D�après (2.27) - (2.30), on déduit que uk(0) * u(0) dans

H1
0 (
); u

0
k(0)* u

0
(0) dans H1

0 (
).

Ainsi , on a u(0) = u0; u1(0) = u1. Alors on conclu, la preuve du théorème 2.1.
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Chapitre 3

Explosion de solutions

Dans ce chapitre, nous allons montrer le résultat principal concernant l�explosion des

solutions donné dans le théorème 2.1. Pour cela, on dé�nit

E(t) = 1
�+2

k ut k�+2�+2 +
1
2
k rut k22 +1

2

�
1�

R t
0
g(s)ds

�
k ru k22

+1
2
(g � ru)(t)� 1

p
k u kpp;

(3.1)

où

(g � v)(t) =
Z 1

0

g(s)v (t� s) ds <
p
2
� 1

p
2
� 1 + 1

2p

=
p2 � 2p
(p� 1)2

= 1� 1

(p� 1)2
(3.2)

Lemme 3.1 ([25]) La fonction énergétique modi�ée satisfait la solution de (2.1)

E
0
(t) � 1

2
(g0 � ru)(t)� 1

2
g(t) k ru(t) k22 � k ut kmm�

1

2
(g0 � ru)(t): (3.3)
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Lemme 3.2 Supposons que

maxfm; pg � 2(n� 1)
n� 2 ; n � 3: (3.4)

Alors il existe une constante positive C > 1 dépendant uniquement de 
 telle que pour

tout u 2 H1
0 (
) et 2 � s � p, on a

k u ksp� C(k ru k22 + k u kpp): (3.5)

Preuve.

1: Sik u kp� 1 alors k u ksp�k u k2p� C k ru k22; selon les théorèmes d�injection de

Sobolev.

2. Si k u kp> 1 alors k u ksp�k u kpp :

D�où la relation(3.5)

Posons

H(t) = �E(t)

Dans tout ce qui suit, nous utilisons C pour désigner une constante positive dépendant

uniquement de 
. Comme résultat de (3.1) et (3.5) nous avons

Corollaire 3.1 Supposons que les conditions du lemme 3.2 sont veri�ées. Alors nous

avons l�inégalité suivante pour tout t 2 [0; T )

k u ksp� C(�H(t)� k ut k�+2�+2 + k rut k22 � k ru k22 �(g � ru)(t)+ k u kpp): (3.6)
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Théorème 3.1 Supposons que maxfm; pg � 2(n�1)
n�2 ; n � 3, supposons de plus u0; u1 2

H1
0 (
) et E(0) < 0: Alors la solution du théorème 2.1 explose en temps �ni

T � � C(1� �)

��L
�

1�� (0)
:

Preuve. En multipliant l�équation (2:1) par (�ut) et en intégrant sur 
 on obtient

d
dt

n
� 1
�+2

R


jutj�+2dx� 1

2

R


jruj2dx� 1

2

R


jrutj2dx+ 1

p

R


jujpdx

o
+
R t
0
g(t� s)

R


rut(t)ru(s)dxds =

R


jutjmdx;

(3.7)

pour toute solution régulière. Ce résultat peut être étendu aux solutions faibles par

densité. Mais

Z t

0

g(t� s)

Z



rut(t):ru(s)dxds

=

Z t

0

Z



rut(t):jru(s)�ru(t)jdxds+
Z t

0

g(t� s)

Z



rut(t):ru(t)dxds

= �1
2

Z t

0

g(t� s)
d

dt

Z



jru(s)�ru(t)j2dxds+
Z t

0

g(s)

�
d

dt

1

2

Z



jru(t)j2dx
�
ds

= �1
2

d

dt

�Z t

0

g(t� s)

Z



jru(s)�ru(t)j2dxds
�
+
1

2

d

dt

�Z t

0

g(s)

Z



jru(t)j2dxds
�

+
1

2

Z t

0

g0(t� s)

Z



jru(s)�ru(t)j2dxds� 1
2
g(t)

Z



jru(t)j2dxds: (3.8)
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En remplaçant cette dernière relation dans (3.7) on obtient

d

dt

�
� 1

�+ 2

Z



jutj�+2dx�
1

2

Z



jruj2dx� 1
2

Z



jrutj2dx+
1

p

Z



jujpdx
�

�1
2

d

dt

�Z t

0

g(t� s)

Z



jru(s)�ru(t)j2dxd�
�
+
1

2

d

dt

�Z t

0

g(s)

Z



jru(t)j2dxds
�

=

Z



jutjmdx�
1

2

Z t

0

g0(t� s)

Z



jru(s)�ru(t)j2dxds+ 1
2
g(t) k ru(t) k2 : (3.9)

En utilisant la dé�nition de H(t), l�estimation (3.9) devient

H 0(t) =

Z



jutjmdx�
1

2

Z t

0

g0(t� s)

Z



jru(s)�ru(t)j2dxds + 1
2
g(t) k ru(t) k2� 0:

(3.10)

Par conséquent, nous avons

0 < H(0) � H(t) � 1

p
k u kpp : (3.11)

On dé�ni

L(t) = H1��(t) +
"

�+ 1

Z



jutj�utudx+ "

Z



rut:rudx; (3.12)

où " sera choisi petit et

0 < � � p�m

m� 1 ;
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En prenant la dérivée de (3.12) et en utilisant (2.1), on obtient

L0(t) = �1
2
(1� �)H��(t)

R t
0
g0(t� s)

R


jru(s)�ru(t)j2dxds

+(1� �)H��(t)
�R



jutjmdx+ 1

2
g(t) k ru(t) k2

	
+ "

�+1
k ut k�+2�+2 �" k ru k22

+" k rut k22 +"
R t
0
g(t� s)

R


ru(s):ru(t)ds� "

R


jutjm�2utu dx+ " k u kpp

(3.13)

En utilisant l�inégalité de Young, et la relation (3.1) pour remplacer
R


ju(x; t)jpdx, alors

(3.13) devient

L0(t) � (1� �)H1��(t) k ut kmm + "
�+1

k ut k�+2�+2 �"
�
1�

R t
0
g(s)ds

�
k ru k22

+" k rut k22 �"�(g � ru)� "
4�

R t
0
g(s)ds k ru k22 �"

R


jutjm�2utudx+ "p

2
(g � ru)

+"
�
pH(t) + p

�+2
k ut k�+2�+2 +

p
2
k rut k22 +p

2

�
1�

R t
0
g(s)ds

�
k ru k22

�
� (1� �)H1��(t) k ut kmm +"

�
1
�+1

+ p
�+2

�
k ut k�+2�+2 +"pH(t)

+
��

p
2
� 1
�
�
�
p
2
� 1 + 1

4�

� R t
0
g(s)

�
k ru k22 +"

�
p
2
� �
�
(g � ru) + "

�
p
2
+ 1
�
k rut k22;

(3.14)

pour un certain nombre � avec 0 < � < p
2
. En utilisant (3.2), l�estimation (3.14) devient

L
0
(t) � (1� �)H��(t) k ut kmm +"

�
1
�+1

+ p
�+2

�
k ut k�+2�+2

+"pH(t) + "a1(g � ru) + "a2 k ru k22 +"a3 k rut k22 �"
R


jutjm�2utu dx;

(3.15)

où

a1 =
p

2
� � > 0; a2 = (

p

2
� 1)�

�
p

2
� 1 + 1

4�

�Z t

0

g(s)ds > 0; a3 =
p

2
+ 1 > 0:
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Pour estimer le dernier terme de (3.15), nous utilisons à nouveau l�inégalité de Young

XY � �r

r
Xr + ��q

q
Y q; X; Y � 0; pour tout � > 0; 1

r
+ 1

q
= 1, avec r = m et q = m

(m�1) .

On a donc Z



jutjm�1jujdx �
�m

m
k u kmm +

m� 1
m

�
�m

(m�1) k ut kmm;

si on remplace dans (3.15), on obtient pour tout � > 0

L
0
(t) �

h
(1� �)H��(t)� m�1

m
�

�m
(m�1)

i
k ut kmm +"a3 k rut k22 �" �

m

m
k u kmm

+"
�

1
�+1

+ p
�+2

�
k ut k�+2�+2 +"pH(t) + "a1(g � ru) + "a2 k ru k22 :

(3.16)

L�inégalité (3.16) reste valable même si � dépend du temps puisque l�intégrale est prise

sur la variable x. Par conséquent, en prenant � tel que �
�m

(m�1) = kH��(t), pour un k

grand qui sera determiné plus tard, et en remplacant dans (3.16) on obtient

L0(t) �
�
(1� �)� m�1

m
"k
�
H��(t) k ut kmm +"

�
1
�+1

�
k ut k�+2�+2

+"a1(g � ru) + "a2 k ru k22 +"a3 k rut k22 +
�

p
�+2

�
k ut k�+2�+2

+"
h
pH(t)� k1�m

m
H�(m�1)(t) k u kmm

i
:

(3.17)

En utilisant (3.11) et l�inégaliték u kmm� C k u kmp , on obtient

H�(m�1)(t) k u kmm� (
1

p
)
�(m�1)

C k u km+�p(m�1)p ;

33



donc, à partir de (3.17), on obtient

L0(t) �
�
(1� �)� m�1

m
"k
�
H��(t) k ut kmm

+"
�

1
�+1

+ p
�+2

�
k ut k�+2�+2 +"a1(g � ru) + "a2 k ru k22 +"a3 k rut k22

+"
h
pH(t)� k1�m

m
(1
p
)
�(m�1)

C k u km+�p(m�1)p

i
:

(3.18)

Maintenant, nous utilisons le corollaire 3.1 pour s = m + �(m � 1) � p, on déduit de

(3:18) que

L0(t) �
�
(1� �)� m�1

m
"k
�
H��(t) k ut kmm

+"
�

1
�+1

+ p
�+2

�
k ut k�+2�+2 +"a1(g � ru) + "a2 k ru k22 +"a3 k rut k22

+�[pH(t)� C1k
1�m ��H(t)� k ut k�+2�+2 + k rut k22 � k ru k22 �(g � ru)(t)+ k u kpp

	
]

�
�
(1� �)� m�1

m
�k
�
H��(t) k ut kmm +"

�
1
�+1

+ p
�+2

+ C1k
1�m
�
k ut k�+2�+2

+"(a1 + C1k
1�m)(g � ru) + "(a2 + C1k

1�m) k ru k22

+"(a3 � C1k
1�m) k rut k22 +" (p+ C1k

1�m)H(t)� "C1k
1�m k u kpp;

(3.19)

où C1 =
�
1
p

��(m�1)
C=m: En notant que

H(t) � � 1

�+ 2
k ut k�+2�+2 �

1

2
k rut k22 �

1

2
k ru k22 �

1

2
(g � ru) + 1

p
k u kpp;
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En écrivant p = 2a4 + (p� 2a4); ou a4 = min fa1; a2; a3g, l�estimation (3.19) donne

L0(t) �
�
(1� �)� m�1

m
�k
�
H��(t) k ut kmm

+"
�

1
�+1

+ p
�+2

+ C1k
1�m � a4

�
k ut k�+2�+2 +"

�
2a4
p
� C1k

1�m
�
k u kpp

+"(a1 � C1k
1�m � a4)(g � ru) + "(a2 + C1k

1�m � a4) k ru k22

+"(a3 � C1k
1�m � a4) k rut k22 +"(p+ C1k

1�m � 2a4)H(t):

(3.20)

On choisit k su¢ samment grand, alors (3.20) devient

L0(t) �
�
(1� �)� m�1

m
�k
�
H��(t) k ut kmm

+"
�
H(t)+ k ut k�+2�+2 + k rut k22 + k ru k22 +(g � ru)(t)+ k u kpp

�
;

(3.21)

où  > 0 est le minimum des coe¢ cients de H(t); k ut k22, k u kpp et (g � ru)(t) dans

(3.21). Si on �xe k (donc ), on choisit " su¢ samment petit alors

(1� �)� "k(m� 1)
m

� 0;

et

L(0) = H1��(0) +
"

�+ 1

Z



jutj�u1u0dx+ "

Z



ru1:ru0dx > 0:

Donc (3.21) devient

L0(t) � "
�
H(t)+ k ut k�+2�+2 + k rut k22 + k ru k22 +(g � ru)(t)+ k ut kpp

�
: (3.22)
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Par conséquent, nous avons L(t) � L(0) > 0, pour tout t � 0.

Maintenant, nous estimons

j
Z



jutj�utudx j�k ut k�+1�+2k u k�+2� C k ut k�+2�+2k u kp;

nous avons

j
Z



jutj�utudx j
1

1��� C k ut k
�+1
1��
�+2 k u k

1
1��
p � C

�
k ut k

�+1
1���

�+2 k u k
�

1��
p

�

où 1
�
+ 1

�
= 1. On choisit � = (1��)(�+2)

�+1
(> 1); alors

�

1� �
=

�+ 2

(1� �)(�+ 2)� (�+ 1) < p

En utilisant le corollaire 3.1, on obtient pour tout t � 0

j
Z



jutj�utudx j
1

1��� C
�
�H(t) k ut k�+2�+2 + k rut k22 + k ru k22 �(g � ru)(t)+ k ut kpp

�

Par conséquent,

L
1

1�� (t) = (H1��(t) + 1
�+1

R


jutj�utudx+

R


rut:rudx)

1
1��

� C

�
k ut k�+2�+2 +H(t)+ k rut k22 + k ru k

2
1�2�
2 + k u kpp

�
; 8t � 0:

(3.23)
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Comme

k ru k
2

1�2�
2 � C

2
1�2� � C

2
1�2�

H(0)
H(t); (3.24)

il résulte de (3.23) et (3.24) que

L
1

1�� (t) �
�
k ut k�+2�+2 + k rut k22 + k u k22

�
;8t � 0: (3.25)

La combinaison des relations (3.22) et (3.25), donne

L0(t) � �

C
L

1
1�� (t); 8t � 0: (3.26)

En intégrant (3.26) sur (0; t) on obtient

L
�

1�� (t) � 1

L
��
1�� (0)� �t�=jC(1� �)j

: (3.27)

Ceci montre que L(t) explose en temps �ni.

T � � C(1� �)

��L
�

1�� (0)
: (3.28)

Ce qui termine la preuve.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons établit l�existence de solutions faibles d�une équation

hyperbolique viscoélastique non linéaire à exposants variables, en utilisant la méthode

de Galerkin.

Ensuite, nous avons montré que sous certaines hypothèses et conditions appropriées

sur m et p les solutions faibles de cette équation explose en un temps �ni.
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