Reépublique Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de 1a Recherche
Scientifique

Université 8 Mai 1945 Guelma

Faculté des Mathématiques et de 1’Informatiques
et des Sciences de la Matiere
Département de Mathématiques

&/

Mémoire
Présenté en vue de 'obtention du diplédme de
Master Académique en Mathématiques
Option : Equations aux Dérivées Partielles
Et analyse numérique
Par :

M'e. Bentaleb Fouzia

Intitulé

Sur un probléme d’ordre élevé de type p-Bilaplacien

Dirigé par_: Chaoui Abderrezak

Devant le jury

PRESIDENT Dr. Ellagoune Fateh Professeur Univ-Guelma
RAPPORTEUR Dr. Chaoui Abderrezak Professeur Univ-Guelma
EXAMINATEUR Dr. Frioui Assia MCA Univ-Guelma

Session Juin 2022




Remerciement :

En premier liew et avant tout Je tiens a exprimer mes remerciements au bon << Dieu >> qui
m’a entouré de sa bienveuillance et m’a renforcé avec le courage et la force pour avoir enfin

mené & bien ce travail.
Ensuite, j ’exprime mon profonde gra’ci’cude amon
Encadreur << Mr. Chaoui Abderrezak >> pour avoir accepté de me suivre, et mes plus vifs

remerciements pour son soutien, sa patience, ses conseils judicieux et sa sympathie dont il

m’a fait preuve tout au long de 'élaboration de ce travail.
Jadresse également mes remerciements, & tous mes enseignants, qui m'ont donnée

les bases de la science, je remercie trés sincérement les membres de jury pour m’avoir fait

Chonneur d’évaluer mon travail.

Et finalement & tous ceux qui m’'ont aidé de preés ou de loin & accomplir ce travail,

Je dis Merci.




oY

¥ A mon source de Joie et de bonheur, celui qui s'est toujours sacriﬁé
pour me voir réussir, a toi mon pere << Hamdani >>.
v Ala ﬂamme de mon coeur, ma vie et mon
bonheur, & toi ma mére << Saliha >>.
¥ A mes chers ﬁréres << Khalil >> et << Hamid>>, ma sceur <<Yamina >>.
¥ Amon ﬁréve déﬁm’c << Amer >>, paix a son ame.
Que Dieu lui pardonne.
¥V Aux personnes qui m’ont toujours encouragé.

Que Dieu vous garde.

Noussaiba




TABLE DES MATIERES

Résumé 3
Introduction 4
1 Rappel d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev 6
1.1 Notions des espaces . . . . . . . . . . . . ... ... 7
1.2 Convergence faible . . . . . ... ... ... L. 10
1.3 Notions des opérateurs . . . . . ... ... ... 11
1.4 Inégalité de Holder . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 13
1.5 Les injections de Sobolev . . . . . . . . .. ... .. ... ... 14
1.5.1 Géométrie des domaines . . . . . . .. ... ... ... 14
1.5.2  Les injections de Sobolev . . . . . .. ... .. ... .. 15

2 Existence et unicité de la solution faible d’un probleme p-
Bilaplacien 19
2.1 Position du Probleme . . . . . .. ..o 20
2.2 Résultat de l'existence et I'unicité . . . . . . .. . ... .. .. 21
2.2.1 Existence . . . .. ... 22
222 Unicité . . . . . . .. 31
Bibliographie 32



RESUME

Ce manuscrit contient une étude théorique (existence et unicité) d'une
équation stationnaire non linéaire de type p-bilaplacien par la théorie des

opérateurs monotones.

This manuscript contains a theoretical study (existence and uniqueness) of
a nonlinear stationary p-bilaplacian equation by the theory of monotonic

operators.



INTRODUCTION



Dans ce mémoire on s’intéresse a 1’étude de I'existence d’une solution faible
d’un probleme d’ordre élevé de type p-bilaplacien en utilisant la théorie des
opérateurs monotones. Une de nos motivations pour étudier ce probleme
vient de ses utilisations en domaine de 1’élasticité, plus précisément, il peut
étre utilisé dans la modélisation des ondes progressives dans les ponts sus-
pendus. Il y’a aussi une autre application intéressante dans le domaine de
traitement des images endommagées si 1 < p~! < p™ < 2, et la modélisation
mathématique des fluides non Newtonian.

Notre mémoire est organisée comme suit, le premier chapitre contient un
rappel d’analyse fonctionnelle tel que les espaces de Sobolev, les opérateurs
non linéaires monotones .... Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude d’un
probleme d’ordre élevé de type p-bilaplacien on se basant sur la théorie des
opérateurs monotones on démontre l’existence d’'une solution faible, puis en
utilisant la coercivité du probleme posé on démontre que cette solution est

unique.



CHAPITRE 1

RAPPEL D’ANALYSE
FONCTIONNELLE ET ESPACES
DE SOBOLEV



1.1 Notions des espaces

Définition 1.1.1
Soit V' un espace vectoriel normé sur le corps K (K =R ou C). On appelle

dual de V noté V' 'espace des formes linéaires continues sur V.

Définition 1.1.2
Soit V' un espace vectoriel normé sur le corps K (K =R ou C). On appelle

bidual de V' noté V" l'espace des formes linéaires continues sur V'. C’est-a-

dire,
V// déf’Lgt’LOTL (V/)/.

Remarque 1.1.1

1. V" est un espace de Banach.

2. Soit (V' |I.1l«) et (V" |lls«), alors pour x € V",

2]l = sup  [(z,2)].
eV’
']l <1
3. Pour W =V",
reW —z:W — K (1.1)
o z(d) = (z,2)). (1.2)

Proposition 1.1.1
Soit V' un espace vectoriel normé sur le corps K (K =R ou C), il existe une
application J € L(V, V") avec les propriétés suivantes :

1. J est injective.

2. | Jx||w = ||z||v, Y € V. Ce qui permet d’identifie V' a sous-espace de
|74



Définition 1.1.3 (Espace réflexif)
On dit que [’espace vectoriel normé V est réflexif et J une application J €
LV, V") sil’on a :
JV)=Vv"
Autrement dit J est surjective.

Théoréme 1.1.1 voir [1, p7]

Soit V' un espace vectoriel normé, V est réflexif si et seulement si V' est

réflexif.

Définition 1.1.4 (Espaces L”({))

Soit Q un ouvert non vide de RY et soit p € R avec 1 < p < 00, on pose :
LP(Q) ={f: Q — R; f mesurable et / |f|Pdz < 0o p.p}.
Q

On munit Uespace LP(2) de la norme suivante :

el = { |u<x>rpdm);

Définition 1.1.5 (Espaces W™P(Q2))
Soit Q un ouvert non vide de RN, 1 < p < 400 et m € N. On définit l'espace
de Sobolev W™P(Q) par :

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q),Va € N |a| < m}.

ot D%u est une dérivée partielle de u au sens faible (au sens des distribu-
tions).

On munit l'espace W™P(Q2) de la norme suivante ;

RS

> 1Dl g sil<p< 400,
[wlwmr@) = jaJ<m
rr‘lgx DUl L () st p = +00



Définition 1.1.6 (Espace W;""(Q2))
L’espace W3 (Q) est la fermeture de Cg°(S2) dans l'espace W™P(Q).

Définition 1.1.7 (Espace dual W™"(Q2))

Soit p,q deux réels vérifient, 1 < q < oo, avec — + — =1, et m un entier de
P 4q
N*. On appelle espace de Sobolev et on note W~"4(Q) le dual de Wy"*(£2).

Définition 1.1.8
On a des définitions des quelques espaces :
(i) WP, telle que pour 1 < k < n, Q4 est lintersection de ) avec
plan de RN de dimension k.
(ii) CL(Q) est l'espace des fonctions bornées avec des dérivés continues
d’ordre supérieur ou égal a j et normé par :

o = D* .
HUHCJB(Q) Ogllgéj ilelg | D%u(z)|

(iii) C7(Q) est le sous espace fermé de CL(Q) qui contient les fonctions
avec des dérivés bornées et uniformément continues d’ordre supérieur
ou égal a 7 dans €, il est normé par la méme norme de C’é(ﬂ).

Ul ~i sy = max sup | D%u(z)].
Julles@ = mas sup |D"u()

Cet espace est plus petit que C’fé(Q), alors ses éléments sont uni-

formément continus dans €.

(iv) CP(Q) est le sous espace fermé de C?(Q) qui contient les fonctions
qu’elle leurs dérivés d’ordre supérieur ou €gal a j satisfaites la condi-

tion de Holder d’exposant \ dans €2, il est normé par :

| D%u(x) — D*u(y)|
Ullginy = U]l iy T Max sup =
| ”CJ/\(Q) | HCJ(Q) 0<|a|<jx,y§p9 iz — g
T#y



1.2 Convergence faible

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de la convergence dominée) voir[1, p 18]
Soit V. RN est mesurable et fj est une suite des fonctions mesurables
convergent vers une limite ponctuelle dans V. Si il existe une fonction g €
LY(V) telle que : |fj(z)| < g(x) pour toutes j et x € V, alors;

Jim /V fi(z)da = /V (jlggo fj(x)> dz.

Définition 1.2.1 (La convergence faible)
Une suite u, converge faiblement dans un espace de Banach V vers u, si [’on
a;

lim (v, u,) = (v, u) & lim (v, u, —u) =0, Vu' € V.

n—oo n—oo

avec V' Uespace dual de V.

Notation
1. On note par u,, — u la convergence faible dans V.

2. On note par u,, — u la convergence forte dans V' (la convergence en

norme).

Remarque 1.2.1

Si up, — u fortement (||u, — u|ly — 0) = u,, — w car :
Vu' e Vi (U u, — ) < ||u||]jw, — ul] — 0.

Remarque 1.2.2

La convergence faible nimplique pas la convergence forte. On pourra considérer
une suite orthonormée dans un espace de Hilbert de dimension infinie puis

monter qu’elle converge faiblement vers 0, mais que ’on ne peut pas en ex-

traire aucune sous suite fortement convergente.
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1.3 Notions des opérateurs

Définition 1.3.1

Soit AV — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A
est borné ssi il transforme toute partie bornée en partie bornée, i,e pour tout
r >0, il existe M >0 (M dépend on r) telle que;

lull <7 = 1AW < M, Vue V.

Définition 1.3.2
Soit AV — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est coercive ssi;

lim <A(u>,u>:OO
lull—o0 |||

Définition 1.3.3
Soit AV — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est monotone ssi;

(A(uy) — A(ug), uy —ug) >> 0, Yuy,us € V.

Définition 1.3.4
Soit AV — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est strictement monotone sst;

(A(ur) — Aug), up —ug) >> 0, Yuy,ug €V, uy # us.

10
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Définition 1.3.5
Soit AV — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est fortement monotone ssi il existe k > 0 ;

<A(U1> — A(Ug),ul — U2> Z k:||u1 — UQH, \V/UI,'LLQ € V, Ul 7£ Us.

Définition 1.3.6
Soit AV — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est continu ssi u, — u implique A(u,) — A(u) pour toutes u,,u € V.

Définition 1.3.7
Soit A 'V — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que
faiblement

A est fortement continu ssi u, ——— u implique A(u,) — A(u) pour

toutes u,,u € V.

Définition 1.3.8
Soit A 'V — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que
faiblement

A est demi continu ssi u, — u implique A(uy,)
Up,u € V.

A(u) pour toutes

Définition 1.3.9
Soit AV — V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est hémicontinu si la fonction réelle
t — (A(u + tv), w)

est continue de [0, 1] dans R pour toutes u,v,w € V.

11
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Définition 1.3.10 (Opérateur de Nemytskii)
Soit Q € RY un domaine, et soit f : Q x R — R une application satisfai-
sante les conditions de Carathéodory, i.e.,

(i) f(z,.) : R — R est continue presque pour tout x € €.

(i7) f(.,€):Q — R est mesurable pour tout § € R.

Soit u € LP(2). On peut définir une autre fonction par composition :

Fu)(z) == f(z,u(r)) p.p. v € Q.

L opérateur de composition F' est appelé 'opérateur de Nemytskii engendré

par f.

1.4 Inégalité de Holder

Théoréme 1.4.1 (Inégalité de Holder)

Soit 1 < p < 00, on désigne par q ’exposant conjugué de p telles que :
1 1
-+ -=1.
P q

Siu e LP(Q) et v e LYQ), alors uv € L'(Q) et :

/ fu(@)o(@)dz < [lully ol

Corollaire 1.4.1 (Inégalité de Holder avec trois parameétres)
1 1 1

Sip>0,q>0 etr>0 satisfaite — + — = —, et si u € LP(Q) et v € L),
p qg T

alors uwv € L"(Q) et :

luollr < lullpllvlq

12
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1.5 Les injections de Sobolev

1.5.1 Géométrie des domaines
Propriété du cone

On dit qu'un domaine Q C RY vérifié la propriété du cone s'il existe un coéne
fini C telle que pour toute x € €2 est le vertex d'un cone fini C, inclus dans
Q et conforme a C. Notons que n’est pas évident que C, donné par C' en

parallele a une translation mais par mouvement rigide.

Propriété Lipschitzienne locale forte

On dit qu'un domaine  C RY vérifié la propriété Lipschitzienne locale forte
s’1l existe deux nombres positifs § et M, un recouvrement ouvert localement
fini U; de la frontiere de € et pour tout j, les fonctions avec des valeurs réels
fj de N — 1 variables vérifiés les conditions suivantes :
(i) Pour tout nombre fini R, toute collection de R+ 1 de I'ensemble U; a
une intersection vide.
(ii) pour toutes pair de points z,y € Qs telle que |z — y| < 4, il existe j
telle que :

z,y € V; ={z € Uj;d(z,0U;) > §}.
(ili) Toute fonction f; satisfaite la propriété Lipschitzienne avec un constant

M; si pour f - (517 "'7511—1) et pP= (p17 "'7pn—1) dans RN_lJ alors;
1£(&) = flp)l < ME— pl.
(iv) Pour un systeme des coordonnés cartésiennes ({1, ..., (j,) dans Uj,

Q2N U; est représenté par I'inégalité :

Gim < fi(Giay s Gne1)-

13
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Si € est borné, ’ensemble le plus compliqué de la condition réduit au plus
simple condition que €2 doit avoir une frontiere Lipschitzienne localement
telle que toute point x dans la frontiere de 2 doit avoir un voisinage U, tel
que leurs intersection avec la frontiere de €2 doit étre le graphe d’une fonction

lipschitzienne continue.

1.5.2 Les injections de Sobolev

Définition 1.5.1 (Injection continue)
Soit V, W deux espaces vectoriels normés. On dit que V est continument
injecté dans W, et l'on écrira V-— W, si V' est un sous-espace vectoriel de

W et si linjection canonique

g V—W
r— j(x) =z,

est continue, c’est-a-dire

de >0 ||zl <cllz|y, Yz e V.

Définition 1.5.2 (Injection compact)
Soit V, W deuz espaces vectoriels normés. On dit que V est injecté dans W
avec injection compacte, et l'on écrira V- —— W, si V' est un sous-espace

vectoriel de W et si ["injection canonique

g V—W
r— j(x) =z,

est compact, c’est-a-dire tout borné dans V' est relativement compact dans W.

14
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Théoréme 1.5.1 (Les injections de Sobolev)
Soit Q un domaine dans RN et pour 1 < k < N, soit §, l'intersection de €2
avec plan de dimension k dans RY. (si Q. = Q). Soit j >0 etm > 1 des

entiers et soit 1 < p < oo.

Partie 1 : Supposant que € satisfaite la propriété du cone.

1" Cas : Simp> N oum=N etp=1, alors

WITme(Q) — C%(Q).
Aussi, si1 < k < N, alors
WIHmP(Q) — W(Qy) pour p < g < oo.
En particulier,
WmP(Q) — L1(Q) pour p < q < 0.
2me Cas : Si1< k<N et mp = N, alors

WITmP(Q) s Wo9(€,) pour p < q < 00.

En particulier,

WmP(Q) — LYQ) pour p < q < 00.
3¢m¢ Cas - Simp< N etsiN—mp<k<Noup=1etN—m<k<N,

alors

WIHmP(Q) s WH(Qy), pour p < q < px = kp/(N —mp).

En particulier,
WITmP(Q) — LUK, pour p < q < px = kp/(N — mp).

Le constant d’injection dépend on N, m,p,q,j,k et la dimension de la cone

C' de la propriété du cone.

15
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Partie 2 : Supposant que () satisfaite la propriété lipschitzienne forte, alors
l’espace CE(Q) peut s’étre remplacé par Uespace C?(Q), et Uinjection peut
s’étre comme cect ;

Simp > N > (m—1)p, alors
Witmp(Q) < C9A(Q), pour 0 < A < m — (N/p),
et si N = (m —1)p, alors
Witme(Q) < CINQ), (1.3)

pour 0 < A < 1. Aussi, si N =m—1 et p=1 alors (1.3) détient pour A = 1.

Partie 3 : Toutes les injectons dans la partie 1 et 2 sont validées dans
un domaine arbitraire ) si 'espace W subissant l’injection est remplacée par

l’espace Wy correspondant.
Preuve 1.5.1 woir[1,p 89]

Théoréme 1.5.2 (Les injections compacts de Sobolev)
Soit Q un domaine dans RY, soit Qg un domaine borné de €, et soit ng est
lintersection de )y avec k-dimensionnel plans dans RY. Soitj >0etm>1

des entiers e soit 1 < p < o0.

Partie 1 : 5i Q satisfaite la propriété du cone et mp < N, alors les in-

jections sutvantes sont compacts ;
WItmp(Q) s WH(QF), (1.4)

si0<N—mp<k<Netl<qg<kp/(N—mp)

16
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WItmP(Q) ey WI(QK), (1.5)

siN=mp, 1<k<Netl<qg<oo.
Partie 2 : Si ) satisfaite la propriété du cone et mp > N, alors les injections

sutvantes sont compacts ;

WItme(Q) < OF(Q) (1.6)

WItme(Q) s WH(QF), . (1.7)

st1 < q<oo.
Partie 3 : 5i 2 satisfaite la propriété lipschitzienne forte, alors les injections

sutvantes sont compacts ;
WItme(Q) e C9(Qy), (1.8)

simp > N,
WItmP(Q) s CIA(Qy), (1.9)

simp>N2>(m—1)pet0<X<m—(N/p).
Partie 4 : Si Q est un domaine arbitraire dans RY alors les injections
de (1.4) a (1.9) sont compacts, ceci implique que W7T™P(Q) est remplacé par

Wtmr(qQ).

Preuve 1.5.2 wvoir[1, p 169]

17



CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE DE LA
SOLUTION FAIBLE D’UN
PROBLEME P-BILAPLACIEN
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2.1 Position du Probléeme

Dans ce mémoire on est concerné a l'existence et 'unicité de la solution

faible d’un probleme d’ordre élevé de type p-Bilaplacien de la forme :

—A2u+ M(2)|ulPu = f(z,u) dans Q
(P) 2
ue Wyt (Q)

Soit © un ensemble borné dans RY et f : @ x R — R est une fonction de

Carathéodrie (CAR) satisfaite les hypotheses suivantes :

(H1) f(z,s1) < f(z,s2) pour tout z € Q et 51,50 € R | 51 > 9.

(H2) |f(z,s)| < fo(x) + c|s|P~! tel qu'il existe une fonction fo € L, ¢ > 0.
Ici on a A2u = A(JAulP?Au) et N >1,1<p<oo, AeR, el ,{+#0

et r = r(N, p) satisfaite les conditions :

(H3)
( N
r>— 8 — >2
2p p
N
r>p si— =2
p
N
r=1 sl — < 2
N p

Nous assumons que || # 0 telle que Qf = {z € Q/¢(z) > 0}.

Proposition 2.1.1
Pour tout ensemble borné Q et 1 < p < o0, Ai satisfaites les propositions

suivantes :
(i) Af) est un opérateur hémicontinu, de WP (Q) dans W27 (Q).
(ii) AZQJ est un opérateur borné, monotone et coercive.

(iii) A2 : WP (Q) — W2 (Q) est un opérateur bicontinu.

19
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Preuve 2.1.1

(i) On définit sue lespace WP (Q) la fonction potentielle :
1
Atw) = Sl

Cette fonction est convere et de classe C* dans WZP(Q). De plus ca

dérivé est A' = A?), alors elle est hémicontinue.

(ii) Par un calcul simple on trowve [|Alull, = ||Aul2™", telle que ||.||. est
la nome dual associée a ||A.]],
Ceci implique que HAIQ)H est un opérateur borné et monotone. La conti-
nuité et la coercivité sont évidentes.

(iii) On a pour toutes u,v € WeP(Q), ||Aull, = ||Av]|, si Alu = Nl et
(WP (Q), |A.||,) est un espace uniformément conveze, ce que compléte

la preuve.

2.2 Résultat de ’existence et ’unicité

Dans cette section, on preuve l'existence et 1'unicité de la solution faible de

I'équation (P) en utilisant le théoréeme de Browder.

Théoréme 2.2.1 (Le Théoréme de Browder)

Soit V' un espace réflexif de Banach, et AV — V un opérateur : borné,
demi continue, coercive et monotone sur V. Alors l’équation A(u) = f
admet aux moins une solution u € V' pour tout f € V.

De plus si A est strictement monotone alors l’équation A(u) = f a une

solution unique u € V' pour toute f € V.

20
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Définition 2.2.1
On dit que u € WZP(Q) est une solution faible de I’équation (P) si :

/Q AuP?Aulp + A / () ufPup = / P, u)e

pour toute p € C;°(L2).

Théoreme 2.2.2
Soitp>2, A\>0 et f(z,u) € CAR(Q2 x R) satisfaites (H1), (H2) et (H3).

Alors le probleme (P) admet une unique solution faible.

Preuve 2.2.1

2.2.1 Existence
Pour toute X > 0, on définit Uopérateur : A : WP (Q) — W2 (Q) par :
A=J+)\G—-F

tels que les opérateurs J : WP (Q) — W™2P(Q),
G: WP (Q) — W2P(Q) et F - WIP(Q) — W2 (Q) sont donnés par :

(J(w),0) = / AufP2Aulg
(Gu), p) = / () |ufugp

(F(u), ) = / f(z,u)p

Pour toutes u, o € WeP(Q). Alors trowver la solution faible de (P) est

équivalent & trowver u € WP (Q) qui satisfaite I’équation A(u) = 0.

21
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Maintenant, On a les propositions suivantes pour les opérateurs J, G et F';
(a) Les opérateurs J, G et F sont bien définis;

On utilisant "inégalité de Holder on aura :

(), ) = / AufP?Aulg

(), e)| < / Al Aul|Ag|da (2.1)
< / Al Aglde (2.2)
< ([ (fom) oo
< ([iaar)"([1aer) <00 2

1 1
telle que dans (2,4) on a : —+ — =1 ce qui donne p — 1 = 2/ donc
p D p
p(p—1)=p. Alors J est bien défini.

De plus on a

(G, ) = / ) [uP2ug
N N
e 1" Cas : — > 2 etr>2—

p D

Soit u, o € WyP(Q). Par Uinégalité de Hélder on a :

(G (u), )| < Nellellullz™ llellp.

1 1 .
telle que : — = — — — et s est donné par :
p p N
-1 1 1
P 4o
s p2 T
Aussi
p—l_l 1 1 2p 1 p-—1
s T P2 N po p2

Le cas suffit de prendre max(1l,p — 1) < s < po, alors G est bien
défini.

22
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X N
e 2° Cas : — =2 etr >p.
p

Dans ce cas espace WP (Q) est injecté dans lespace L(S2). Pour

toute q € [p,+o0[, on a q > p telle que :

1 1 p—1 1 1 1

- +t-+t—=-+-+-=1
q T b q T P
1 1 1 1 1 1 1
nous obtenons —+ —-+1+—-=1 alors — = — — — donc — < —.
q r p q p r q p

Par 'inégalité de Hélder on arrive a :

(G (w), o) < 1e@) [l Jullp ellg < oo
pour toutes u,p € WaP(Q) donc G est bien défini.
5 N
o 3 Cas : — <2etr=1.

p

Dans ce cas Uespace WP (Q) est injecté dans C(Q)NL>¥(Q). Alors
pour toutes u,p € WiP(Q) en utilisant Uinégalité de Hélder on

aura -

(G (u), )| < N6@)[llullZ el < oo

alors G est bien défini.

D’autre part on a :

(F(u), ) = / f(,w)pdz

(F(u), 0)] < / 1z, u)g] < / (fol) + clulP) ).

Par l'inégalité de Holder ;
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(b)

1
o

s ([ ()

() (o) <=

pour toutes u,p € WeP(Q).

Alors J, G et F' sont bien définis.

G est complétement continu, en effet, soit (u,) C WeP(Q) une suite

telle que : u, — wu faiblement dans WOQ’p(Q), nous devons prouver

G(un) — G(u) fortement dans W2 (Q) i,e;

sup |/ Ot P up — |ulP2u)dz| — 0, si,n — 00
PEWP(Q) VO
Aelp<1

N N _
pour — > 2,1 > 2 Soit s telle que max(1,p — 1) < s < po,
p p

2 p—1 1 1
=1

et — = — e
N S Py T

1
b2 P

sup \/6(\un\p2un — \u]p’2u)<pdx\
peWP(Q) /O
lApllp<1

El

< osup [l = fulP Rl

PEWFP(Q)
lAp|lp<1

< Cllelellunl~ un — [uP~2ul

[ 1lp (2.5)

. (2.6)

p—1

ou C' est la constante de Sobolev. D’autre coté on a l'opérateur de
Nemytskii :

u — |ulP"2u est continue de L°(Q) dans L1 (Q) et u, — u faible-
ment dans WP ().
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Alors on déduire que u, — u fortement dans L°(Q) car s < ps.
Alors :

[ [P~ 20 — ufP2ul — 0 sin — +00.

_s
p—1

N
St — =2, r>p donc;
p

‘/ E(!un]p’Qun — ]u\p’2u)gpdx
Q

<Nl | ot P20t — uaf? 2] |27 ol

1 1
telle que q est donné par : — = — — —. Par L’injection de Sobolev,

q p T
il existe ¢ > 0 telle que |@|l, < cl|Agll,, Yo € WEP(Q).

Alors ;

sup / 0P — Julu) o
peWP(Q) 170
[Ap|p<1

< Ol || el 22t — =20 |27

D’aprés la continuité de u —s |ulP~ u de LP(Q) dans L (Q) et d’aprés
Vinjection compacte de WyP(Q) dans LP(Q) nous aurons le résultat.

N _
Si— <2etr=1, WiP(Q) C C(Q), alors nous obtenons ;
p

sup
PEWFP(Q)
lApllp<1

< ClI€]ly sup [[ Jun P~ e — Jul"u |
Q

/ UatnlP 2t — [ulP2u)pdz
Q

oti C' est la constante donnée par Uinjection de WP (Q) dans C(€) N
L>(Q), il est clair que;
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sup || |tun %1t — [uf?~2u | — 0, sin — +oo.
Q

alors G est complétement continu, aussi dans ce cas, J et F sont

des opérateurs bornés. En effet pour toute u vérifié ||u||WOz,p(Q) < M,

on a;
Wl = s [(T(), ) 2.7
Ioly2 0y <1
< / AuflAglde  (28)

D’apres linégalité de Holder on obtient ;

1
I

1
ey = s (1) ([ jaep)” < ars
H(p”WZP(Q)Sl Q
0

Aussi on obtient ;

e

E Wy, o =59y iy <t 1]
1

(o) ([ ] ()

b (Ul + E 1l g, ) <5 (Wl + 307

ot k est la constante de Uinjection de WyP(Q) dans LP().

J et F sont des opérateurs continus, en effet; si u, — u dans
2
Wi*(2), alors on a;

|un — uHW()z,p(Q) — 0, si ||Au, — Aul[ze) — 0.
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En appliquant le théoreme de la convergence dominée, on obtient ;

| 1Aw, P2 Ay, — |AufP~?Au g —0

H Lr(
Alors ;

1T (un) = J(Wllw2wy = sup [(J(un) = J(u), )]

Ielly 20 <1

<  sup (/ (|Au, [P~*An,, — |Au|p_2AU)pl) ' (/ |90|p> !
Ielly2 oy <t NS0 Q

1
Y

<k (/ (JAu, [P*An, — |Au\p_2Au)p/> — 0, st n — +o00.
Q

De méme, on a;

[F(un) = Fu)llwow@ = sup [(F(un) = F(u), 9)|

Ielly 20 <1

R
o

<k (/Q (1 () — f(x,u)\)P’) 0, sin — +o0.

(d) On va utiliser le lemme suivant pour prouver la monotonie de A.

Lemme 2.2.1 voir[12]

Soit p > 2, V1,20 € RY, on a Uinégalité suivante ;

|29 — 21]P

|za|? > |1 [P + plaa [P 22y (20 — 21) + -1 _ 1

(2.9)

Maintenant,

() — J(g)u— ) = / [AuP2Au — [Ap2Ag] (Au — Ay)

= / |AulP2Au(Au — Ap) — / |ApP2Ap(Au — Ap) =1 + I,
Q Q
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En utilisant le lemme (2.2.1), on obtient ;

2
_— — Y _ p

alors pour p > 2,

p
(Tw) = (o) u—g) > ep) 0= @l (210)
De méme, on a;

(G(u) — Clg),u— ) = / (o) [JulP2u — o] (u — )

2 P p
= o) /Qg(x) [u =" 2 c(p) llu = elly2sq) = 0-

Alors ;
(G(u) = G(p)u—p) 20 (2.11)

Aussi on a;

(F(u) — ), u— o) = / F (@, u) — f(z,0)] (u— )

Comme f est décroissante par rapport au deuxiéme variable, on a;

[f(2,u) = flz,0)] (u—¢) <0

Par conséquent ;

(F(u) — Fp),u— ) = / ) — fe@)u—p) <0 (212)
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Les équations (2.10), (2.11) et (2.12) implique que;

(Aw) = Alp),u = 9) > clp) [u = ol (213)

pour p > 2.

Alors A est fortement monotone.

Maintenant, pour appliquer le Théoreme de Browder, il reste de prou-

ver que A est coercive.

D’aprés (2.13), on a;

(Aw), u) 2 {A(0), w) +c(p)[[u = @I} 20 )

D’autre coté on a;

(A0).0) = (0)) + (GO ) — (FO) = [ 1(2.0)w
z—(émwﬁ)(éw@;zwwwmmMWmW

Alors ;
(Aw),u) = e(p) [ullfy20 ) = F Lol o) lullwze o)

S e

donc;
L (AW

lelly 2.0 )= [[ellwer @)
Ce qui implique que A est coercive, en appliquant le théoréme de Brow-

der prouvons 'ezistence de la solution faible de I’équation (P).
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2.2.2 Unicité

L’unicité de la solution faible de (P) est le résultat direct de (2.13).
Soit u, o € WP(Q) deus solutions faibles de (P), telle que u # .

D’apres (2.13) on a;

0= {A(w) ~ Alg),u— ) > c(p) 1~ ol 1010 2 O
Alors ;

(A(u) — A(p),u—¢) =0, doncu =

Donc la solution faible du probleme (P) est unique.
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