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RÉSUMÉ

Ce manuscrit contient une étude théorique (existence et unicité) d’une

équation stationnaire non linéaire de type p-bilaplacien par la théorie des

opérateurs monotones.

This manuscript contains a theoretical study (existence and uniqueness) of

a nonlinear stationary p-bilaplacian equation by the theory of monotonic

operators.



INTRODUCTION
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Dans ce mémoire on s’intéresse à l’étude de l’existence d’une solution faible

d’un problème d’ordre élevé de type p-bilaplacien en utilisant la théorie des

opérateurs monotones. Une de nos motivations pour étudier ce problème

vient de ses utilisations en domaine de l’élasticité, plus précisément, il peut

être utilisé dans la modélisation des ondes progressives dans les ponts sus-

pendus. Il y’a aussi une autre application intéressante dans le domaine de

traitement des images endommagées si 1 < p−1 ≤ p+ < 2, et la modélisation

mathématique des fluides non Newtonian.

Notre mémoire est organisée comme suit, le premier chapitre contient un

rappel d’analyse fonctionnelle tel que les espaces de Sobolev, les opérateurs

non linéaires monotones .... Le deuxième chapitre est consacré à l’étude d’un

problème d’ordre élevé de type p-bilaplacien on se basant sur la théorie des

opérateurs monotones on démontre l’existence d’une solution faible, puis en

utilisant la coercivité du problème posé on démontre que cette solution est

unique.
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CHAPITRE 1

RAPPEL D’ANALYSE

FONCTIONNELLE ET ESPACES

DE SOBOLEV
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1.1 Notions des espaces

Définition 1.1.1

Soit V un espace vectoriel normé sur le corps K (K = R ou C). On appelle

dual de V noté V ′ l’espace des formes linéaires continues sur V .

Définition 1.1.2

Soit V un espace vectoriel normé sur le corps K (K = R ou C). On appelle

bidual de V noté V ′′ l’espace des formes linéaires continues sur V ′. C’est-à-

dire,

V ′′
définition

= (V ′)′.

Remarque 1.1.1

1. V ′′ est un espace de Banach.

2. Soit (V ′, ‖.‖∗) et (V ′′, ‖.‖∗∗), alors pour x ∈ V ′′,

‖x‖∗∗ = sup
x′∈V ′
‖x′‖∗≤1

|〈x, x′〉|.

3. Pour W = V ′,

x ∈ W ′ ⇐⇒ x : W −→ K (1.1)

x′ 7−→ x(x′) = 〈x, x′〉. (1.2)

Proposition 1.1.1

Soit V un espace vectoriel normé sur le corps K (K = R ou C), il existe une

application J ∈ L(V, V ′′) avec les propriétés suivantes :

1. J est injective.

2. ‖Jx‖∗∗ = ‖x‖V , ∀x ∈ V . Ce qui permet d’identifie V à sous-espace de

V ′′.
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Définition 1.1.3 (Espace réflexif)

On dit que l’espace vectoriel normé V est réflexif et J une application J ∈
L(V, V ′′) si l’on a :

J(V ) = V ′′

Autrement dit J est surjective.

Théorème 1.1.1 voir [1, p7]

Soit V un espace vectoriel normé, V est réflexif si et seulement si V ′ est

réflexif.

Définition 1.1.4 (Espaces Lp(Ω))

Soit Ω un ouvert non vide de RN et soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose :

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f mesurable et

∫
Ω

|f |pdx <∞ p.p}.

On munit l’espace Lp(Ω) de la norme suivante :

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

.

Définition 1.1.5 (Espaces Wm,p(Ω))

Soit Ω un ouvert non vide de RN , 1 ≤ p < +∞ et m ∈ N. On définit l’espace

de Sobolev Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ Nn; |α| ≤ m}.

où Dαu est une dérivée partielle de u au sens faible (au sens des distribu-

tions).

On munit l’espace Wm,p(Ω) de la norme suivante ;

‖u‖Wm,p(Ω) =



∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

si 1 ≤ p < +∞,

max
α|≤m
‖Dαu‖pL∞(Ω) si p = +∞

7
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Définition 1.1.6 (Espace Wm,p
0 (Ω))

L’espace Wm,p
0 (Ω) est la fermeture de C∞0 (Ω) dans l’espace Wm,p(Ω).

Définition 1.1.7 (Espace dual W−m,q(Ω))

Soit p, q deux réels vérifient, 1 ≤ q <∞, avec
1

p
+

1

q
= 1, et m un entier de

N∗. On appelle espace de Sobolev et on note W−m,q(Ω) le dual de Wm,p
0 (Ω).

Définition 1.1.8

On a des définitions des quelques espaces :

(i) W j,q(Ωk), telle que pour 1 ≤ k < n, Ωk est l’intersection de Ω avec

plan de RN de dimension k.

(ii) Cj
B(Ω) est l’espace des fonctions bornées avec des dérivés continues

d’ordre supérieur ou égal à j et normé par :

‖u‖CjB(Ω) = max
0≤|α|≤j

sup
x∈Ω
|Dαu(x)|.

(iii) Cj(Ω) est le sous espace fermé de Cj
B(Ω) qui contient les fonctions

avec des dérivés bornées et uniformément continues d’ordre supérieur

ou égal à j dans Ω, il est normé par la même norme de Cj
B(Ω).

‖u‖Cj(Ω) = max
0≤|α|≤j

sup
x∈Ω
|Dαu(x)|.

Cet espace est plus petit que Cj
B(Ω), alors ses éléments sont uni-

formément continus dans Ω.

(iv) Cj,λ(Ω) est le sous espace fermé de Cj(Ω) qui contient les fonctions

qu’elle leurs dérivés d’ordre supérieur ou égal à j satisfaites la condi-

tion de Hölder d’exposant λ dans Ω, il est normé par :

‖u‖Cj,λ(Ω) = ‖u‖Cj(Ω) + max
0≤|α|≤j

sup
x,y∈Ω
x 6=y

=
|Dαu(x)−Dαu(y)|

|x− y|λ

8
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1.2 Convergence faible

Théorème 1.2.1 (Théorème de la convergence dominée) voir[1, p 18]

Soit V ⊂ RN est mesurable et fj est une suite des fonctions mesurables

convergent vers une limite ponctuelle dans V . Si il existe une fonction g ∈
L1(V ) telle que : |fj(x)| ≤ g(x) pour toutes j et x ∈ V , alors ;

lim
j→∞

∫
V

fj(x)dx =

∫
V

(
lim
j→∞

fj(x)

)
dx.

Définition 1.2.1 (La convergence faible)

Une suite un converge faiblement dans un espace de Banach V vers u, si l’on

a ;

lim
n→∞
〈u′, un〉 = 〈u′, u〉 ⇔ lim

n→∞
〈u′, un − u〉 = 0, ∀u′ ∈ V ′.

avec V ′ l’espace dual de V .

Notation

1. On note par un ⇀ u la convergence faible dans V .

2. On note par un → u la convergence forte dans V (la convergence en

norme).

Remarque 1.2.1

Si un → u fortement (‖un − u‖V → 0)⇒ un ⇀ u car :

∀u′ ∈ V ′; 〈u′, un − u〉 ≤ ‖u′‖‖un − u‖ → 0.

Remarque 1.2.2

La convergence faible n’implique pas la convergence forte. On pourra considérer

une suite orthonormée dans un espace de Hilbert de dimension infinie puis

monter qu’elle converge faiblement vers 0, mais que l’on ne peut pas en ex-

traire aucune sous suite fortement convergente.
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1.3 Notions des opérateurs

Définition 1.3.1

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est borné ssi il transforme toute partie bornée en partie bornée, i,e pour tout

r > 0, il existe M > 0 (M dépend on r) telle que ;

‖u‖ ≤ r ⇒ ‖A(u)‖ ≤M , ∀u ∈ V .

Définition 1.3.2

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est coercive ssi ;

lim
‖u‖−→∞

〈A(u), u〉
‖u‖

=∞

Définition 1.3.3

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est monotone ssi ;

〈A(u1)− A(u2), u1 − u2〉 >≥ 0, ∀u1, u2 ∈ V .

Définition 1.3.4

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est strictement monotone ssi ;

〈A(u1)− A(u2), u1 − u2〉 >> 0, ∀u1, u2 ∈ V , u1 6= u2.

10
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Définition 1.3.5

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est fortement monotone ssi il existe k > 0 ;

〈A(u1)− A(u2), u1 − u2〉 ≥ k‖u1 − u2‖, ∀u1, u2 ∈ V , u1 6= u2.

Définition 1.3.6

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est continu ssi un −→ u implique A(un) −→ A(u) pour toutes un, u ∈ V .

Définition 1.3.7

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que

A est fortement continu ssi un
faiblement−−−−−−→ u implique A(un) −→ A(u) pour

toutes un, u ∈ V .

Définition 1.3.8

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que

A est demi continu ssi un −→ u implique A(un)
faiblement−−−−−−→ A(u) pour toutes

un, u ∈ V .

Définition 1.3.9

Soit A : V −→ V un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A

est hémicontinu si la fonction réelle

t 7−→ 〈A(u+ tv), w〉

est continue de [0, 1] dans R pour toutes u, v, w ∈ V .

11
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Définition 1.3.10 (Opérateur de Nemytskii)

Soit Ω ⊂ RN un domaine, et soit f : Ω × R −→ R une application satisfai-

sante les conditions de Carathéodory, i.e.,

(i) f(x, .) : R −→ R est continue presque pour tout x ∈ Ω.

(ii) f(., ξ) : Ω −→ R est mesurable pour tout ξ ∈ R.

Soit u ∈ Lp(Ω). On peut définir une autre fonction par composition :

F (u)(x) := f(x, u(x)) p.p. x ∈ Ω.

L’opérateur de composition F est appelé l’opérateur de Nemytskii engendré

par f .

1.4 Inégalité de Hölder

Théorème 1.4.1 (Inégalité de Hölder)

Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par q l’exposant conjugué de p telles que :

1

p
+

1

q
= 1.

Si u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω), alors uv ∈ L1(Ω) et :∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖u‖p‖v‖q

Corollaire 1.4.1 (Inégalité de Hölder avec trois paramètres)

Si p > 0, q > 0 et r > 0 satisfaite
1

p
+

1

q
=

1

r
, et si u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω),

alors uv ∈ Lr(Ω) et :

‖uv‖r ≤ ‖u‖p‖v‖q

12
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1.5 Les injections de Sobolev

1.5.1 Géométrie des domaines

Propriété du cöne

On dit qu’un domaine Ω ⊂ RN vérifié la propriété du cöne s’il existe un cöne

fini C telle que pour toute x ∈ Ω est le vertex d’un cöne fini Cx inclus dans

Ω et conforme à C. Notons que n’est pas évident que Cx donné par C en

parallèle à une translation mais par mouvement rigide.

Propriété Lipschitzienne locale forte

On dit qu’un domaine Ω ⊂ RN vérifié la propriété Lipschitzienne locale forte

s’il existe deux nombres positifs δ et M , un recouvrement ouvert localement

fini Uj de la frontière de Ω et pour tout j, les fonctions avec des valeurs réels

fj de N − 1 variables vérifiés les conditions suivantes :

(i) Pour tout nombre fini R, toute collection de R+ 1 de l’ensemble Uj a

une intersection vide.

(ii) pour toutes pair de points x, y ∈ Ωδ telle que |x − y| < δ, il existe j

telle que :

x, y ∈ Vj ≡ {x ∈ Uj; d(x, ∂Uj) > δ}.
(iii) Toute fonction fj satisfaite la propriété Lipschitzienne avec un constant

M , si pour ξ = (ξ1, ..., ξn−1) et ρ = (ρ1, ..., ρn−1) dans RN−1, alors ;

|f(ξ)− f(ρ)| ≤M |ξ − ρ|.
(iv) Pour un système des coordonnés cartésiennes (ζj,1, ..., ζj,n) dans Uj,

Ω ∩ Uj est représenté par l’inégalité :

ζj,n < fj(ζj,1, ..., ζj,n−1).

13
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Si Ω est borné, l’ensemble le plus compliqué de la condition réduit au plus

simple condition que Ω doit avoir une frontière Lipschitzienne localement

telle que toute point x dans la frontière de Ω doit avoir un voisinage Ux tel

que leurs intersection avec la frontière de Ω doit être le graphe d’une fonction

lipschitzienne continue.

1.5.2 Les injections de Sobolev

Définition 1.5.1 (Injection continue)

Soit V, W deux espaces vectoriels normés. On dit que V est continûment

injecté dans W, et l’on écrira V ↪→ W , si V est un sous-espace vectoriel de

W et si l’injection canonique

j : V −→ W

x 7−→ j (x) = x,

est continue, c’est-à-dire

∃c > 0 : ‖x‖W ≤ c ‖x‖V , ∀x ∈ V.

Définition 1.5.2 (Injection compact)

Soit V, W deux espaces vectoriels normés. On dit que V est injecté dans W

avec injection compacte, et l’on écrira V ↪→↪→ W , si V est un sous-espace

vectoriel de W et si l’injection canonique

j : V −→ W

x 7−→ j (x) = x,

est compact, c’est-à-dire tout borné dans V est relativement compact dans W.

14
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Théorème 1.5.1 (Les injections de Sobolev)

Soit Ω un domaine dans RN et pour 1 ≤ k ≤ N , soit Ωk l’intersection de Ω

avec plan de dimension k dans RN . (si Ωk = Ω). Soit j ≥ 0 et m ≥ 1 des

entiers et soit 1 ≤ p <∞.

Partie 1 : Supposant que Ω satisfaite la propriété du cöne.

1ier Cas : Si mp > N ou m = N et p = 1, alors

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj
B(Ω).

Aussi, si 1 ≤ k ≤ N , alors

W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ωk) pour p ≤ q ≤ ∞.

En particulier,

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) pour p ≤ q ≤ ∞.

2ème Cas : Si 1 ≤ k ≤ N et mp = N , alors

W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ωk) pour p ≤ q <∞.

En particulier,

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) pour p ≤ q <∞.

3ème Cas : Si mp < N et si N−mp < k ≤ N ou p = 1 et N−m ≤ k ≤ N ,

alors

W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ωk), pour p ≤ q < p∗ = kp/(N −mp).

En particulier,

W j+m,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), pour p ≤ q < p∗ = kp/(N −mp).

Le constant d’injection dépend on N,m, p, q, j, k et la dimension de la cöne

C de la propriété du cöne.

15
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Partie 2 : Supposant que Ω satisfaite la propriété lipschitzienne forte, alors

l’espace Cj
B(Ω) peut s’être remplacé par l’espace Cj(Ω), et l’injection peut

s’être comme ceci ;

Si mp > N > (m− 1)p, alors

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj,λ(Ω), pour 0 < λ ≤ m− (N/p),

et si N = (m− 1)p, alors

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj,λ(Ω̄), (1.3)

pour 0 < λ < 1. Aussi, si N = m− 1 et p = 1 alors (1.3) détient pour λ = 1.

Partie 3 : Toutes les injectons dans la partie 1 et 2 sont validées dans

un domaine arbitraire Ω si l’espace W subissant l’injection est remplacée par

l’espace W0 correspondant.

Preuve 1.5.1 voir[1,p 89]

Théorème 1.5.2 (Les injections compacts de Sobolev)

Soit Ω un domaine dans RN , soit Ω0 un domaine borné de Ω, et soit Ωk
0 est

l’intersection de Ω0 avec k-dimensionnel plans dans RN . Soit j ≥ 0 et m ≥ 1

des entiers e soit 1 ≤ p <∞.

Partie 1 : Si Ω satisfaite la propriété du cöne et mp ≤ N , alors les in-

jections suivantes sont compacts ;

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ W j,q(Ωk
0), (1.4)

si 0 < N −mp < k ≤ N et 1 ≤ q < kp/(N −mp)

16
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W j+m,p(Ω) ↪→↪→ W j,q(Ωk
0), (1.5)

si N = mp, 1 ≤ k ≤ N et 1 ≤ q <∞.

Partie 2 : Si Ω satisfaite la propriété du cöne et mp > N , alors les injections

suivantes sont compacts ;

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ Cj
B(Ω0) (1.6)

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ W j,q(Ωk
0), . (1.7)

si 1 ≤ q <∞.

Partie 3 : Si Ω satisfaite la propriété lipschitzienne forte, alors les injections

suivantes sont compacts ;

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ Cj(Ω0), (1.8)

si mp > N ,

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ Cj,λ(Ω0), (1.9)

si mp > N ≥ (m− 1)p et 0 < λ < m− (N/p).

Partie 4 : Si Ω est un domaine arbitraire dans RN alors les injections

de (1.4) à (1.9) sont compacts, ceci implique que W j+m,p(Ω) est remplacé par

W j+m,p
0 (Ω).

Preuve 1.5.2 voir[1, p 169]
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA

SOLUTION FAIBLE D’UN

PROBLÈME P-BILAPLACIEN
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2.1 Position du Problème

Dans ce mémoire on est concerné à l’existence et l’unicité de la solution

faible d’un problème d’ordre élevé de type p-Bilaplacien de la forme :

(P )

{
−∆2

pu+ λ`(x)|u|p−2u = f(x, u) dans Ω

u ∈ W 2,p
0 (Ω)

Soit Ω un ensemble borné dans RN et f : Ω × R −→ R est une fonction de

Carathéodrie (CAR) satisfaite les hypothèses suivantes :

(H1) f(x, s1) ≤ f(x, s2) pour tout x ∈ Ω et s1, s2 ∈ R , s1 ≥ s2.

(H2) |f(x, s)| ≤ f0(x) + c|s|p−1 tel qu’il existe une fonction f0 ∈ Lp
′
, c > 0.

Ici on a ∆2
pu = ∆(|∆u|p−2∆u) et N > 1, 1 < p <∞ , λ ∈ R , ` ∈ Lr , ` 6= 0

et r = r(N, p) satisfaite les conditions :

(H3) 

r >
N

2p
si
N

p
> 2

r > p si
N

p
= 2

r = 1 si
N

p
< 2

Nous assumons que |Ω+
` | 6= 0 telle que Ω+

` = {x ∈ Ω/`(x) > 0}.

Proposition 2.1.1

Pour tout ensemble borné Ω et 1 < p < ∞, ∆2
p satisfaites les propositions

suivantes :

(i) ∆2
p est un opérateur hémicontinu de W 2,p

0 (Ω) dans W−2,p′(Ω).

(ii) ∆2
p est un opérateur borné, monotone et coercive.

(iii) ∆2
p : W 2,p

0 (Ω) −→ W−2,p′(Ω) est un opérateur bicontinu.
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Preuve 2.1.1

(i) On définit sue l’espace W 2,p
0 (Ω) la fonction potentielle :

A(u) =
1

p
‖∆u‖pp

Cette fonction est convexe et de classe C1 dans W 2,p
0 (Ω). De plus ca

dérivé est A′ = ∆2
p, alors elle est hémicontinue.

(ii) Par un calcul simple on trouve ‖∆2
pu‖∗ = ‖∆u‖p−1

p , telle que ‖.‖∗ est

la nome dual associée à ‖∆.‖p
Ceci implique que ‖∆2

p‖ est un opérateur borné et monotone. La conti-

nuité et la coercivité sont évidentes.

(iii) On a pour toutes u, v ∈ W 2,p
0 (Ω), ‖∆u‖p = ‖∆v‖p si ∆2

pu = ∆2
pv et

(W 2,p
0 (Ω), ‖∆.‖p) est un espace uniformément convexe, ce que complète

la preuve.

2.2 Résultat de l’existence et l’unicité

Dans cette section, on preuve l’existence et l’unicité de la solution faible de

l’équation (P ) en utilisant le théorème de Browder.

Théorème 2.2.1 (Le Théorème de Browder)

Soit V un espace réflexif de Banach, et A : V −→ V un opérateur : borné,

demi continue, coercive et monotone sur V . Alors l’équation A(u) = f

admet aux moins une solution u ∈ V pour tout f ∈ V .

De plus si A est strictement monotone alors l’équation A(u) = f a une

solution unique u ∈ V pour toute f ∈ V .
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Définition 2.2.1

On dit que u ∈ W 2,p
0 (Ω) est une solution faible de l’équation (P ) si :∫

Ω

|∆u|p−2∆u∆ϕ+ λ

∫
Ω

`(x)|u|p−2uϕ =

∫
Ω

f(x, u)ϕ

pour toute ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Théorème 2.2.2

Soit p ≥ 2, λ > 0 et f(x, u) ∈ CAR(Ω × R) satisfaites (H1), (H2) et (H3).

Alors le problème (P ) admet une unique solution faible.

Preuve 2.2.1

2.2.1 Existence

Pour toute λ > 0, on définit l’opérateur : A : W 2,p
0 (Ω) −→ W−2,p′(Ω) par :

A = J + λG− F

tels que les opérateurs J : W 2,p
0 (Ω) −→ W−2,p′(Ω),

G : W 2,p
0 (Ω) −→ W−2,p′(Ω) et F : W 2,p

0 (Ω) −→ W−2,p′(Ω) sont donnés par :

〈J(u), ϕ〉 =

∫
Ω

|∆u|p−2∆u∆ϕ

〈G(u), ϕ〉 =

∫
Ω

`(x)|u|p−2uϕ

〈F (u), ϕ〉 =

∫
Ω

f(x, u)ϕ

Pour toutes u, ϕ ∈ W 2,p
0 (Ω). Alors trouver la solution faible de (P ) est

équivalent à trouver u ∈ W 2,p
0 (Ω) qui satisfaite l’équation A(u) = 0.
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Maintenant, On a les propositions suivantes pour les opérateurs J , G et F ;

(a) Les opérateurs J , G et F sont bien définis ;

On utilisant l’inégalité de Hölder on aura :

〈J(u), ϕ〉 =

∫
Ω

|∆u|p−2∆u∆ϕ

|〈J(u), ϕ〉| ≤
∫

Ω

|∆u|p−2|∆u||∆ϕ|dx (2.1)

≤
∫

Ω

|∆u|p−1|∆ϕ|dx (2.2)

≤
(∫

Ω

|∆u|(p−1)p′
) 1

p′
(∫

Ω

|∆ϕ|p
) 1

p

(2.3)

≤
(∫

Ω

|∆u|p
) 1

p′
(∫

Ω

|∆ϕ|p
) 1

p

<∞ (2.4)

telle que dans (2, 4) on a :
1

p
+

1

p′
= 1 ce qui donne p − 1 =

p

p′
donc

p′(p− 1) = p. Alors J est bien défini.

De plus on a

〈G(u), ϕ〉 =

∫
Ω

`(x)|u|p−2uϕ

• 1er Cas :
N

p
> 2 et r >

N

2p

Soit u, ϕ ∈ W 2,p
0 (Ω). Par l’inégalité de Hölder on a :

|〈G(u), ϕ〉| ≤ ‖`‖r‖u‖p−1
s ‖ϕ‖p2

telle que :
1

p2

=
1

p
− 2

N
et s est donné par :

p− 1

s
+

1

p2

+
1

r
= 1

Aussi
p− 1

s
= 1− 1

r
− 1

p2

> 1− 2p

N
− 1

p2

=
p− 1

p2

Le cas suffit de prendre max(1, p − 1) < s < p2, alors G est bien

défini.
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• 2ème Cas :
N

p
= 2 et r > p.

Dans ce cas l’espace W 2,p
0 (Ω) est injecté dans l’espace Lq(Ω). Pour

toute q ∈ [p,+∞[, on a q ≥ p telle que :

1

q
+

1

r
+
p− 1

p
=

1

q
+

1

r
+

1

p′
= 1

nous obtenons
1

q
+

1

r
+ 1 +

1

p
= 1 alors

1

q
=

1

p
− 1

r
donc

1

q
≤ 1

p
.

Par l’inégalité de Hölder on arrive à :

|〈G(u), ϕ〉| ≤ ‖`(x)‖r‖u‖p−1
p ‖ϕ‖q <∞

pour toutes u, ϕ ∈ W 2,p
0 (Ω) donc G est bien défini.

• 3ème Cas :
N

p
< 2 et r = 1.

Dans ce cas l’espace W 2,p
0 (Ω) est injecté dans C(Ω)∩L∞(Ω). Alors

pour toutes u, ϕ ∈ W 2,p
0 (Ω) en utilisant l’inégalité de Hölder on

aura :

|〈G(u), ϕ〉| ≤ ‖`(x)‖1‖u‖p−1
∞ ‖ϕ‖∞ <∞

alors G est bien défini.

D’autre part on a :

〈F (u), ϕ〉 =

∫
Ω

f(x, u)ϕdx

|〈F (u), ϕ〉| ≤
∫

Ω

|f(x, u)ϕ| ≤
∫

Ω

(f0(x) + c|u|p−1)|ϕ|.

Par l’inégalité de Hölder ;
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|〈F (u), ϕ〉| ≤
(∫

Ω

|f0(x)|p′
) 1

p′
(∫

Ω

|ϕ|p
) 1

p

+ c

(∫
Ω

|u|p
) 1

p′
(∫

Ω

|ϕ|p
) 1

p

<∞.

pour toutes u, ϕ ∈ W 2,p
0 (Ω).

Alors J , G et F sont bien définis.

(b) G est complètement continu, en effet, soit (un) ⊂ W 2,p
0 (Ω) une suite

telle que : un ⇀ u faiblement dans W 2,p
0 (Ω), nous devons prouver

G(un) −→ G(u) fortement dans W−2,p′(Ω) i,e ;

sup
ϕ∈W 2,p

0 (Ω)
‖∆ϕ‖p≤1

|
∫

Ω

`(|un|p−2un − |u|p−2u)ϕdx| −→ 0, si, n −→∞

pour
N

p
> 2, r >

N

2p
. Soit s telle que max(1, p− 1) < s < p2,

et
1

p2

=
1

p
− 2

N
et
p− 1

s
+

1

p2

+
1

r
= 1 .

sup
ϕ∈W 2,p

0 (Ω)
‖∆ϕ‖p≤1

|
∫

Ω

`(|un|p−2un − |u|p−2u)ϕdx|

≤ sup
ϕ∈W 2,p

0 (Ω)
‖∆ϕ‖p≤1

‖`‖r‖|un|p−2un − |u|p−2u‖ s
p−1
‖ϕ‖p2 (2.5)

≤ C‖`‖r‖|un|p−2un − |u|p−2u‖ s
p−1

(2.6)

où C est la constante de Sobolev. D’autre coté on a l’opérateur de

Nemytskii :

u 7−→ |u|p−2u est continue de Ls(Ω) dans L
s
p−1 (Ω) et un ⇀ u faible-

ment dans W 2,p
0 (Ω).
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Alors on déduire que un −→ u fortement dans Ls(Ω) car s < p2.

Alors :

‖|un|p−2un − |u|p−2u‖ s
p−1
−→ 0 si n −→ +∞.

Si
N

p
= 2, r > p donc ;∣∣∣∣∫

Ω

`(|un|p−2un − |u|p−2u)ϕdx

∣∣∣∣
≤ ‖`‖r

ww|un|p−2un − |u|p−2u
wwp−1

p
‖ϕ‖q

telle que q est donné par :
1

q
=

1

p
− 1

r
. Par L’injection de Sobolev,

il existe c > 0 telle que ‖ϕ‖q ≤ c‖∆ϕ‖p, ∀ϕ ∈ W 2,p
0 (Ω).

Alors ;

sup
ϕ∈W 2,p

0 (Ω)
‖∆ϕ‖p≤1

∣∣∣∣∫
Ω

`(|un|p−2un − |u|p−2u)ϕdx

∣∣∣∣
≤ C‖`‖r

ww|un|p−2un − |u|p−2u
wwp−1

p

D’après la continuité de u 7−→ |u|p−1u de Lp(Ω) dans Lp
′
(Ω) et d’après

l’injection compacte de W 2,p
0 (Ω) dans Lp(Ω) nous aurons le résultat.

Si
N

p
< 2 et r = 1, W 2,p

0 (Ω) ⊂ C(Ω), alors nous obtenons ;

sup
ϕ∈W 2,p

0 (Ω)
‖∆ϕ‖p≤1

∣∣∣∣∫
Ω

`(|un|p−2un − |u|p−2u)ϕdx

∣∣∣∣
≤ C‖`‖1 sup

Ω

ww|un|p−2un − |u|p−2u
ww

où C est la constante donnée par l’injection de W 2,p
0 (Ω) dans C(Ω) ∩

L∞(Ω), il est clair que ;
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sup
Ω

ww|un|p−2un − |u|p−2u
ww −→ 0, si n −→ +∞.

alors G est complètement continu, aussi dans ce cas, J et F sont

des opérateurs bornés. En effet pour toute u vérifié ‖u‖W 2,p
0 (Ω) ≤ M ,

on a ;

‖J(u)‖W−2,p′ (Ω) = sup
‖ϕ‖

W
2,p
0 (Ω)

≤1

|〈J(u), ϕ〉| (2.7)

≤ sup
‖ϕ‖

W
2,p
0 (Ω)

≤1

∫
Ω

|∆u|p−1|∆ϕ|dx (2.8)

D’après l’inégalité de Hölder on obtient ;

‖J(u)‖W−2,p′ (Ω) = sup
‖ϕ‖

W
2,p
0 (Ω)

≤1

(∫
Ω

|∆u|p
) 1

p′
(∫

Ω

|∆ϕ|p
) 1

p

≤M
p
p′

Aussi on obtient ;

‖F (u)‖W−2,p′ (Ω)
=sup‖ϕ‖

W
2,p
0 (Ω)

≤1 |〈F (u),ϕ〉|

≤ sup
‖ϕ‖

W
2,p
0 (Ω)

≤1

[(∫
Ω

|f0(x)|p′
) 1

p′

+

(∫
Ω

|u|(p−1)p′
) 1

p′
](∫

Ω

|ϕ|p
) 1

p

≤ k

(
‖f0‖Lp′ (Ω) + k ‖u‖

p
p′

W 2,p
0 (Ω)

)
≤ k

(
‖f0‖Lp′ (Ω) + kM

p
p′
)

où k est la constante de l’injection de W 2,p
0 (Ω) dans Lp(Ω).

(c) J et F sont des opérateurs continus, en effet ; si un −→ u dans

W 2,p
0 (Ω), alors on a ;

‖un − u‖W 2,p
0 (Ω) −→ 0 , si ‖∆un −∆u‖Lp(Ω) −→ 0.
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En appliquant le théorème de la convergence dominée, on obtient ;ww|∆un|p−2∆un − |∆u|p−2∆u
ww
Lp(Ω)

−→ 0

Alors ;

‖J(un)− J(u)‖W−2,p′ (Ω) = sup
‖ϕ‖

W
2,p
0 (Ω)

≤1

|〈J(un)− J(u), ϕ〉|

≤ sup
‖ϕ‖

W
2,p
0 (Ω)

≤1

(∫
Ω

(
|∆un|p−2∆un − |∆u|p−2∆u

)p′) 1
p′
(∫

Ω

|ϕ|p
) 1

p

≤ k

(∫
Ω

(
|∆un|p−2∆un − |∆u|p−2∆u

)p′) 1
p′

−→ 0, si n −→ +∞.

De même, on a ;

‖F (un)− F (u)‖W−2,p′ (Ω) = sup
‖ϕ‖

W
2,p
0 (Ω)

≤1

|〈F (un)− F (u), ϕ〉|

≤ k

(∫
Ω

(|f(x, un)− f(x, u)|)p
′
) 1

p′

−→ 0, si n −→ +∞.

(d) On va utiliser le lemme suivant pour prouver la monotonie de A.

Lemme 2.2.1 voir[12]

Soit p ≥ 2, ∀x1, x2 ∈ RN, on a l’inégalité suivante ;

|x2|p ≥ |x1|p + p|x1|p−2x1(x2 − x1) +
|x2 − x1|p

2p−1 − 1
(2.9)

Maintenant,

〈J(u)− J(ϕ), u− ϕ〉 =

∫
Ω

[
|∆u|p−2∆u− |∆ϕ|p−2∆ϕ

]
(∆u−∆ϕ)

=

∫
Ω

|∆u|p−2∆u(∆u−∆ϕ)−
∫

Ω

|∆ϕ|p−2∆ϕ(∆u−∆ϕ) = I1 + I2
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En utilisant le lemme (2.2.1), on obtient ;

I1 + I2 ≥
2

p(2p−1 − 1)

∫
Ω

|∆u−∆ϕ|p = c(p) ‖u− ϕ‖p
W 2,p

0 (Ω)
,

alors pour p ≥ 2,

〈J(u)− J(ϕ), u− ϕ〉 ≥ c(p) ‖u− ϕ‖p
W 2,p

0 (Ω)
(2.10)

De même, on a ;

〈G(u)−G(ϕ), u− ϕ〉 =

∫
Ω

`(x)
[
|u|p−2u− |ϕ|p−2ϕ

]
(u− ϕ)

≥ 2

p(2p−1 − 1)

∫
Ω

`(x) |u− ϕ|p ≥ c(p) ‖u− ϕ‖p
W 2,p

0 (Ω)
≥ 0.

Alors ;

〈G(u)−G(ϕ), u− ϕ〉 ≥ 0 (2.11)

Aussi on a ;

〈F (u)− F (ϕ), u− ϕ〉 =

∫
Ω

[f(x, u)− f(x, ϕ)] (u− ϕ)

Comme f est décroissante par rapport au deuxième variable, on a ;

[f(x, u)− f(x, ϕ)] (u− ϕ) ≤ 0

Par conséquent ;

〈F (u)− F (ϕ), u− ϕ〉 =

∫
Ω

[f(x, u)− f(x, ϕ)](u− ϕ) ≤ 0 (2.12)
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Les équations (2.10), (2.11) et (2.12) implique que ;

〈A(u)− A(ϕ), u− ϕ〉 ≥ c(p) ‖u− ϕ‖p
W 2,p

0 (Ω)
(2.13)

pour p ≥ 2.

Alors A est fortement monotone.

Maintenant, pour appliquer le Théorème de Browder, il reste de prou-

ver que A est coercive.

D’après (2.13), on a ;

〈A(u), u〉 ≥ 〈A(0), u〉+ c(p)‖u− ϕ‖p
W 2,p

0 (Ω)
.

D’autre coté on a ;

〈A(0), u〉 = 〈J(0), u〉+ 〈G(0), u〉 − 〈F (0), u〉 = −
∫

Ω

f(x, 0)u

≥ −
(∫

Ω

[f0(x)]p
′
) 1

p′
(∫

Ω

|u|p
) 1

p

≥ −k ‖f0‖Lp′ (Ω) ‖u‖W 2,p
0 (Ω),

Alors ;

〈A(u), u〉 ≥ c(p) ‖u‖p
W 2,p

0 (Ω)
− k ‖f0‖Lp′ (Ω) ‖u‖W 2,p

0 (Ω)

donc ;

lim
‖u‖

W
2,p
0 (Ω)

−→∞

〈A(u), u〉
‖u‖W 2,p

0 (Ω)

=∞

Ce qui implique que A est coercive, en appliquant le théorème de Brow-

der prouvons l’existence de la solution faible de l’équation (P ).
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2.2.2 Unicité

L’unicité de la solution faible de (P ) est le résultat direct de (2.13).

Soit u, ϕ ∈ W 2,p
0 (Ω) deux solutions faibles de (P ), telle que u 6= ϕ.

D’après (2.13) on a ;

0 = 〈A(u)− A(ϕ), u− ϕ〉 ≥ c(p) ‖u− ϕ‖p
W 2,p

0 (Ω)
≥ 0.

Alors ;

〈A(u)− A(ϕ), u− ϕ〉 = 0, donc u = ϕ

Donc la solution faible du problème (P ) est unique.
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