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 ملــــــــــــخص

 ــــــسبةكسري بالن  تقـــلمش  بيقـــــالتط  اقشةــــهو منلنا ــــــمن عمرئيسي ـــــــــدف الــــــــهال     
 ركةـــــادلات الحـــــــول معـــــرار حلـــــــاستق ليلــــــــتحي ــــف  ابونوفــــــــــلي وعـــــــن نــــــــدوال مــــــــلل

المبــــــاشرة لليــــــــابونوف  ريقةــــــاسية للطــــــــريات الاســــــرض النظــــــا بعــــــقمن ما ــــك ربة وـــــالمضط
   فــــي هـــــذا النطــــاق.

   : الكلمات المفتاحية

 .الاستقرار في معنى ليابونوف، المطابق  المشتق الكسري 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Résumé 

    L'objectif principal de notre travail est de discuter l'application d'une 
dérivée fractionnaire conformable pour les fonctions de type Lyapunov dans 
l'analyse de la stabilité des solutions d'équations de mouvement perturbé et 
nous avons présenté les principaux théorèmes de la méthode directe de 
Lyapunov pour cette classe. 

Les mots clés :  

La dérivée fractionnaire conformable, Stabilité au sens de Lyapunov. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

    The main objectiv of our work is to discusses the application of a 
fractional-like derivative of Lyapunov-type functions in the stability analysis 
of solutions of perturbed motion and we present the principal theorems of 
the direct Lyapunov method for this class. 

Keywords : 

The fractional like derivative, Stability in the meaning of Lyapunov.  
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0.1 Introduction

Les concepts de dérivation et d�intégration fractionnaire sont souvent associés aux noms

de Riemann et de Liouville, alors que l�interrogation sur la généralisation de la notion de

dérivée des ordres fractionnaires est plus ancienne depuis 1695. Plus de 300 ans après, nous

commençons seulement venir bout des di¢ cultés. Depuis cet échange de courrier, d�autres

chercheurs de renommée se sont penchés sur ce sujet comme Leibniz et L�Hospital (1695)

, Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847) et Ross (1975). Pendant

ces trois dernières décennies, plus d�intérêts ont été prêtés au calcul fractionnaire et les

champs d�application se sont diversi�és. Durant ces dernières années, les équations di¤éren-

tielles fractionnaires (EDF) ont trouvé des applications dans beaucoup des problèmes en

physique. Comme dans la plupart du temps, ces équations ne peuvent être résolues ex-

actement sauf quand on connait quelques solutions particulières, ou bien nous recourons à

l�étude de l�existence et l�unicité des solutions en utilisant quelques théorèmes fondamentaux

de l�analyse fonctionnelle (théorème de contraction de Banach) pour les autres EDF (R-L et

Caputo).

Les dérivés et les intégrales d�ordre entier, s�interprètent physiquement et géométrique-

ment d�une manière claire en général, c�est pour cette raison que leurs usages dans la réso-

lution des problèmes appliquée dans des di¤érents domaines des sciences sont simples. Les

manques de ces interprétations ont été reconnus dans plusieurs conférences internationales

sur le calcul fractionnaire. L�absence d�une réponse à cette question a rendu la théorie de la

dérivation et l�intégration fractionnaire très mystérieuse. Par conséquent, il restait toujours

un des problèmes ouverts. La dérivation et l�intégration fractionnaire sont des généralisa-

tions de la dérivation et l�intégration d�ordre entier. Pour ceci, il serait très intéressant

d�avoir les interprétations physiques et géométrique des opérateurs d�ordre fractionnaire qui

fourniront un lieu aux interprétations classiques des dérivations et intégrations d�ordre en-

tier. L�interprétation physique de l�intégration et de la dérivation fractionnaires repose sur

l�utilisation de deux types de temps: le temps cosmique et le temps individuel, par contre le
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calcul di¤érentiel et intégral classique est basé sur l�utilisation du temps mathématiques.

Khalil et al [11] ont introduit une nouvelle dérivée fractionnaire qui s�appelle « la dérivée

fractionnaire conformable » . Cette nouvelle notion est très intéressant. Plus tard, cette

théorie est développée par T.Abdeljawad dans [1], qui a donné les dé�nitions des dérivées

conformables à gauche et à droite d�ordre supérieure, les fonctions exponentielles , l�inégalité

de Gronwall , transformation de Laplace pour le calcul fractionnaire conformable, etc...

Récemment, le calcul fractionnaire a été introduit dans l�analyse de la stabilité des sys-

tèmes non linéaire et de nombreux problèmes ont été étudiés à ce sujet, où certains résultats

fondamentaux ont été obtenus. La stabilité des systèmes non linéaires a fait l�objet d�une

attention accrue en raison de son importance rôle dans les domaines de la science et de

l�ingénierie. Un grand nombre de monographies et d�articles sont consacrés aux systèmes

non linéaires fractionnaires. On sait que la méthode des fonctions de Lyapunov (ou la méth-

ode directe de Lyapunov) est étendue à des nombreuses classes d�équations du mouvement

perturbé, y compris les systèmes à paramètres distribués et les ensembles d�équations dans

les espaces métriques.

Rappelons que la stabilité de la théorie du mouvement au sens de Lyapunov a été crée

par lui à la suite de ses travaux en 1889-1892 [16]. L�élément clé de la méthode directe

de Layapunov est la possibilité de calculer la dérivée totale d�une composition de fonctions

(règle de la chaîne) correspondant à une fonction auxiliaire considérée et aux équations

de mouvement perturbées. Le grand intérêt pour les équations à dérivées fractionnaires au

cours des deux dernières décennies a poussé de nombreux chercheurs à généraliser la méthode

directe de Lyapunov à cette classe d�équations. Cependant, l�absence de formule simple pour

calculer la dérivée fractionnaire d�une composition de fonctions ne permet pas d�obtenir

des résultats similaires à ceux obtenus pour de nombreux types d�équations pour lesquelles

la dérivée totale de la fonction de Lyapunov est calculée comme dans l�analyse classique.

Parallèlement aux dé�nitions les plus courantes de Riemann-Liouville, Hadamard, Grünwald-

Letnikov, Caputo a proposé en 1969 sa dé�nition d�une dérivée fractionnaire. Contrairement

aux dé�nitions classiques des dérivées fractionnaires, la dé�nition de Caputo permet de

choisir les valeurs initiales des solutions d�équations di¤érentielles fractionnaires de la même

manière que pour un système d�équations di¤érentielles ordinaires. Ce résultat a permis de

simpli�er quelque peu l�analyse des équations du mouvement avec une dérivée fractionnaire

de Caputo. Mais, comme pour les dé�nitions classiques, le problème de l�évaluation de la
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dérivée fractionnaire de type Caputo d�une composition de fonctions reste ouvert. Il convient

de noter que certaines estimations de la dérivée de Caputo pour des fonctions simples de

Lyapunov ont élargi les possibilités de la méthode directe de Lyapunov lors de l�analyse des

équations du mouvement perturbé avec les dérivées de Caputo du vecteur d�état.

Ce mémoire est organisé comme suit:

Chapitre 1: fournit des dé�nitions d�une dérivée fractionnaire et quelques règles pour

la calculer pour des fonctions simples et on a ontroduit aussi une nouvelle dérivée nomée la

dérivée conformable et on a présenté leurs propriétes les plus outils

Chapitre 2: Dans ce chapitre, on donnera la défnition de la stabilité au sens de Lyapunov,

et quelques résultats relatifs à cette notion dans le cas des systèmes autonomes.

Chapitre 3: Dans ce chapitre on va étudier la stabilité des solutions des équations

di¤érentielles fractionnaires conformables et on applique cette dérivée pour les fonctions de

type Lyapunov et prendre comme application les équations de mouvement perturbés.Les

principaux théorèmes de la méthode directe de Lyapunov pour cette classe d�équations du

mouvement sont établis.

4



Chapitre 1

Généralités sur la dérivation

fractionnaire

Ce chapitre est consacré aux dé�nitions élémentaires pour les intégrales et les dérivées frac-

tionnaires au sens de Riemann-Liouville, de Caputo et de G.M.Mittag-Le­ er (voir [14]):

Ainssi on a introduit une nouvelle dérivée fractionnaire appelée la dérivée conformable

et nous présentons dans notre travail les propriétées les plus importantes concernant cette

dérivée (voir [11]).

1.1 Fonctions utiles

Dans cette section, nous présentons les fonctions essentielles, ces fonctions jouent un rôle

très important dans la théorie du calcul fractionnaire et ses applications.

1.1.1 La fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 1.1 On appelle fonction Gamma la fonction dé�nie par:

� (z) =

Z +1

0

xz�1e�xdx; z 2 C, Re (z) � 0, (1.1)

avec � (1) = 1 et �
�
1

2

�
=
p
�:

Proposition 1.1 Nous avons les propriétés suivantes:

1: � (1 + z) = z� (z) :
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2. �
�
n+

1

2

�
=
(2n)!

p
�

4nn!
; pour tout n 2 N:

3: Si n 2 N;on a: � (n+ 1) = n!:

Preuve.

1: En utilisant l�intégration par partie, nous avons:

� (1 + z) =

Z +1

0

xze�xdx =
�
�xze�x

�+1
0

+ z

Z +1

0

xz�1e�xdx

= z

Z +1

0

xZ�1e�xdx

= z� (z) :

2: Montrons par réccurence:

Pour n = 0, véri�é .

Supposons que �
�
n+

1

2

�
=
(2n)!

p
�

4nn!
, et montrons que �

�
n+

3

2

�
=
(2n+ 2)

p
�

4n+1 (n+ 1)!
.

Nous avons:

�

�
n+

3

2

�
= �

�
n+ 1 +

1

2

�
=
(2n+ 1)!

p
�

4(n+1) (n+ 1)!

3: Nous avons � (1) = 0! = 1 et avec la propriété � (z + 1) = z� (z), on obtient :

� (2) = 1� � (1) = 1!

� (3) = 2� � (2) = 2!

pour la nime itération, nous avons: � (n+ 1) = n!.

1.1.2 La fonction Beta

Dé�nition 1.2 La fonction Beta est un type d�intégrale d�Euler dé�ni par:

� (z; w) =

Z 1

0

xz�1 (1� x)w�1 dx; z; w 2 C; Re (z) > 0; Re (w) > 0; (1.2)

avec � (z; w) = � (w; z) et � (z; 1) =
1

z
.
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1.1.3 La fonction Mittag-Le­ er

La fonction Mittag-Le­ er joue un rôle très important dans la théorie des équations di¤éren-

tielles d�ordre entier, et nous la trouvons largement utilisée dans les solutions des équations

di¤érentielles d�ordre fractionnaire. Cette fonction a été présentée par G.M.Mittag-Le­ er,

et étudier par A.Wiman.

Dé�nition 1.3 Pour z 2 C tel que Re (z) > 0, nous dé¢ nissons la fonction de Mittag-

Le­ er de paramètre � comme suit :

E� (z) =

1X
i=0

zi

� (�i+ 1)
: (1.3)

En particulier, si � = 1 nous trouvons la fonction exponentielle: E1 (z) = exp (z) :

Cette fonction peut être généralisée pour deux paramètres � > 0 et � > 0 comme suit :

E�;� (z) =
1X
i=0

zi

� (�i+ �)
: (1.4)

1.2 Intégration fractionnaire

Dans cette partie, nous allons dé�nir l�intégrale d�ordre fractionnaire sur un intervalle �ni de

l�axe réel au sens de Riemann-Liouville avec quelques propriétés dans l�espace des fonctions

continues.

1.2.1 L�intégrale fractionnaire

Dé�nition 1.4 Soit f : [a; b[ ! R une fonction continue. La primitive de f est donnée

par :

I1af (x) =

xZ
a

f (t) dt: (1.5)

Proposition 1.2 Soit f : [a; b[! R une fonction continue. La primitive d�ordre n de f est

donnée par:

Ina f (x) =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1 f (t) dt: (1.6)
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Preuve.

Soit f : [a; b[ ! R une fonction continue, nous avons les primitives d�ordre supérieur sont

données par:

I2a =

Z x

a

I1af (s) ds =

Z x

a

�Z s

a

f (t) dt

�
ds

En utilisant la dé�nition 1:4, nous obtenons:

Ina f (x) =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1 f (t) dt;

ce qui termine la preuve.

Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.5 Soit 
 = [a; b] un intervalle de R, et f une fonction intégrable sur 
.

Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville I�a , I
�
b d�ordre � 2 C (Re (�) > 0) sont

données par:

I�a f (x) =
1

� (�)

Z x

a

(x� t)��1 f (t) dt; (1.7)

et

I�b f (x) =
1

� (�)

Z b

x

(t� x)��1 f (t) dt; (1.8)

où �est la fonction Gamma.

Lemme 1.3 Si f 2 L1 ([a; b]), alors I�a f existe pour tout � � 0 et I�a f 2 L1 ([a; b]).

Proposition 1.4 Si f 2 L1 ([a; b]) et In��f appartient à l�espace des fonctions dont ces

fonctions et ses dérivées sont dans AC ([a; b]) =
�
9� 2 L1 ([a; b]) : f (x) = c+

R x
a
� (t) dt

	
;

avec n = [�] + 1, alors

[I�a (D
�
a ) f ] (x) = f (x)�

n�1X
j=O

(x� a)j�n+�

� (j � n+ �+ 1) limx!a+

"�
d

dx

�j
In��a f

#
(x) : (1.9)

Proposition 1.5 Pour tout �; � > 0, nous avons:

1: I�a
�
I�af (x)

�
= I�+�a f (x) ;

2:
d

dx
(I�a f (x)) = I

��1
a f (x) ;
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3: I�a (x� a)
��1 =

� (�)

� (�+ �)
(x� a)�+��1 :

Preuve.

1: Pour tous �; � 2 R�+ nous avons:

I�a
�
I�af (x)

�
=

1

� (�)

Z x

a

(x� s)��1 I�af (s) ds

=
1

� (�)

Z x

a

(x� s)��1
�

1

� (�)

Z s

a

(s� t)��1 f (t) dt
�
ds;

=
1

� (�) � (�)

Z x

a

(x� s)��1 ds
Z s

a

(s� t)��1 f (t) dt:

D�après la dé�nition 1:5 nous obtenons:

I�a
�
I�af (x)

�
=

� (�; �)

� (�) � (�)

Z x

a

(x� t)�+��1 f (t) dt;

=
1

� (�+ �)

Z x

a

(x� t)�+��1 f (t) dt;

= I�+�a f (x) :

2: Pour tout � > 0 nous avons:

d

dx
(I�a f (x)) =

d

dx

�
1

� (�)

Z x

a

(x� t)��1 f (t) dt
�
;

=
1

� (�)

Z x

a

d

dx

�
(x� t)��1

�
f (t) dt;

=
(�� 1)
� (�)

Z x

a

(x� t)��2 f (t) dt;

=
(�� 1)

(�� 1) � (�� 1)

Z x

a

(x� t)��2 f (t) dt;

= I��1a f (x) :
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3: Pour tous �; � 2 R�+ nous avons:

I�a (x� a)
��1 =

1

� (�)

Z x

a

(x� t)��1 (t� a)��1 dt:

nous posons: t = a+ (x� a)y; y 2 [0; 1]) dt = (x� a)dy:

Si t = a) y = 0 et si t = x) y = 1:

D�où:

I�a (x� a)
��1 =

1

� (�)

Z x

a

(x� a+ (x� a) y)��1 (x� a)��1 y��1 (x� a) dy;

=
1

� (�)

Z 1

0

(x� a)�+��1 (1� y)��1 y��1dy;

=
(x� a)�+��1

� (�)

Z 1

0

(1� y)��1 y��1dy;

=
(x� a)�+��1

� (�)
� (�; �) ;

=
�

� (�+ �)
(x� a)�+��1 ;

ce qui termine la démonstration.

1.3 Dérivation fractionnaire

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les approches

qui sont fréquemment utilisées dans les applications. (la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville et de Caputo).

1.3.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (R-L)

Dé�nition 1.6 La dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de R-L d�une fonction f

dé�nie sur un intervalle [a; b] de R est donnée par:

D�
a f (x) = D

nIn��a =
dn

dxn

Z x

a

(x� t)n���1

� (1� �) f (t) dt; (1.10)
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où n = [�] + 1 et [�] désigne la partie entiére de �. Si de plus:

� � 2 [0; 1], alors n = 1,

d�où:

D�
a f (x) = D

�
RLf (x) =

d

dx

Z x

0

(x� t)��

� (1� �)f (t) dt: (1.11)

� � = n 2 N, nous obtenons:

D0
�f (x) = f (x) et D

n
af (x) = f

(n) (x) ; (1.12)

où f (n) (x) désigne la dérivée usuelle d�ordre n de f(x).

Lemme 1.6 Soient � � 0 et f 2 L1([a; b]), alors l�égalité :

D�
a I

�
a f(x) = f(x): (1.13)

est vraie pour presque tout x 2 [a; b].

Proposition 1.7 Soient �; � > 0, n� 1 < � < n et m� 1 < � < m, tel que (n; m 2 N�),

alors:

1: Si � > � > 0, alors pour f 2 L1([a; b]) l�égalité:

D�
a (I

�
a f) (x) = I

���
a f (x) : (1.14)

est vraie presque par tout sur [a; b].

2: S�il existe une fonction ' 2 L1([a; b]), tel que f(x) = I�a '(x), alors :

I�aD
�
a f(x) = f(x): (1.15)

pour tout x 2 [a; b].

3: pour � > 0, k 2 N� et si les dérivées fractionnaires D�
a f et D

k+�
a f existent, alors:

Dk
a (D

�
a f (x)) = D

k+�
a f (x) : (1.16)

pour tout x 2 [a; b].
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4: Si � � � > 0 et la dérivée fractionnaire D���
a f existe, alors :

D�
a (I

�
a f) (x) = D

���
a f(x); (1.17)

pour tout x 2 [a; b]:

5: Formule de Leibniz:

Pour tout x > 0, � > 0, avec n � 1 < � < n 2 N, et si f; g et tous ses dérivées sont

continues sur [0; x], alors :

D�
RL (f (x) g (x)) =

1X
k=0

�
�

k

��
D��k
RL f (x)

�
g(k) (x) : (1.18)

D�où: �
�

k

�
=

� (�)

� (k) � (�� k) : (1.19)

Preuve.

1. Pour � > � > 0, alors n > m et comme f 2 L1([a; b]) nous avons:

D�
a (I

�
a f) (x) = DnIn�� (I�a f) (x) ;

= Dn
�
In��+�a f

�
(x) ;

= DnIn
�
I���a f

�
(x) ;

= I���a f (x) :

pour tout x 2 [a; b].

2: Comme f(x) = I�a ' (x) 2 L1([a; b]), alors, nous avons:

I�aD
�
a f (x) = I�a (D

�
a I

�
a ' (x)) ;

= I�a ' (x) ;

= f (x) ;

pour tout x 2 [a; b].
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3: Pour tout � > 0; k 2 N�, x 2 [a; b]. et comme D�
a f et D

k+�
a f existent, nous avons:

Dk
a (D

�
a f (x)) = Dk

aD
n��
a f (x) ;

= Dk+n
a In��+k�ka f (x) ;

= Dk+n
a Ik+n�(�+k)a f (x) ;

= Dk+�
a f (x) :

4. Pour tout � � � > 0, x 2 [a; b], et comme D���
a f existe, nous avons:

D�
a (I

�
a f) (x) = Dm

a I
m��
a (I�a f) (x) ;

= Dm
a I

m�(���)
a f (x) ;

= D���
a f (x) ;

pour j � 1 � � � � < j et j � m.

5: Formule de Leibniz:

En partant de la règle connue de Leibniz pour calculer la dérivée n � i�eme du produit de

deux fonctions f et g, on a pour tout entier n:

dn

dxn
(f (x) g (x)) =

nX
k=0

�
n

k

�
g(k) (x) f (n�k) (x) : (1.20)

Cette formule se généralise en remplaçant l�entier n par un paramètre réel � dans le membre

à droite de (1:20) à la formule:

D�
RL (f (x) g (x)) =

nX
k=0

�
�

k

��
D��k
RL f (x)

�
g(k) (x)�R�n (x) ; n > �+ 1;

où

R�n (x) =
1

n!
� (��)

Z x

0

(x� t)���1 g (t) dt
Z x

t

f (n+1) (�) (t� �)n d�;

13



avec lim
x!1

R�n (x) = 0:

Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues sur [0; x], la règle de Leibniz pour la

dérivation fractionnaire au sens de R-L s�écrit sous la forme:

D�
RL (f (x) g (x)) =

1X
k=0

�
�

k

��
D��k
RL f (x)

�
g(k) (x) :

Ce qui termine la preuve.

Proposition 1.8 (Dérivées fractionnaires au sens de R-L de quelques fonctions usuelles)

i)Pour � > 0, � > �1 et x 2 [a; b] nous avons :

D�
a

h
(x� �)�

i
=

� (� + 1)

� (� + 1� �) (x� a)
��� : (1.21)

ii) Pour tout � > 0 et j = 1:::[�] + 1, nous avons :

D�
0+x

��j = 0: (1.22)

iii) Pour � > 0, C 2 R et x 2 [a; b] nous avons :

D�
a (C) =

C

� (1� �) (x� a)
�� : (1.23)

1.3.2 La Dérivée fractionnaire de Caputo

Dé�nition 1.7 La dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � � 0 d�une fonction f est

donnée par:

D�
Cf (x) =

1

� (n� �)

xZ
0

(x� t)n���1 f (n) (t) dt; (1.24)

pour n� 1 < � < n; n 2 N�. Si de plus � 2 [0; 1], alors n = 1, d�où :

D�
Cf (x) = D

(�)
C f (x) =

xZ
0

(x� t)��

� (1� �)f
0
(t) dt; (1.25)

où f
0
désigne la dérivée usuelle de f .
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Lemme 1.9 Soit n � 1 < � < n, n 2 N, � 2 R et soit f une fonction telque D�
Cf existe,

alors nous avons en général:

D�
Cf (x) = In��Dnf (x) (1.26)

où n 2 N, Dn est l�opérateur de la dérivée usuelle.

Lemme 1.10 Nous supposons que n� 1 < � < n, � = � � (n� 1), m; n 2 N, �; � 2 R et

soit f une fonction, telque D�
Cf existe, alors :

D�
CD

mf (x) = D�+m
C 6= DmD�

Cf (x) : (1.27)

Corollaire 1.11 Supposons que n� 1 < � < n, � = �� (n� 1), n 2 N, �; � 2 R et soit la

fonction f , telque D�
Cf existe, alors

D�
Cf (x) = D

�
CD

n�1f (x) ; (1.28)

où Dn�1 désigne l�opérateur de la dérivée usuelle.

Preuve.

Nous remplaçons � par � et m par n� 1 dans (1:27), nous obtenons :

D�
CD

n�1f (x) = D�+n�1
C f (x) ;

= D
��(n�1)+n�1
C f (x) ;

= D�
Cf (x) :

Ce qui complète la démonstration.

Proposition 1.12 Soit n � 1 < � < n, n 2 N, � 2 R et soit f une fonction telque D�
Cf

existe, alors nous avons les propriétés suivantes pour l�opérateur de Caputo:

� lim
�!n

D�
Cf (x) = f

(n) (x) :

� lim
�!n�1

D�
Cf (x) = f

(n�1) (x)� f (n�1) (0) :
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Preuve.

Pour tout n� 1 < � < n, n 2 N, � 2 R , nous avons par l�intégration par partie:

D�
Cf (x) =

1

� (n� �)

xZ
0

f (n) (t)

(x� t)�+1�n
dt;

=
1

� (n� �)

0@�f (n) (t) (x� t)n��
n� � jx0 �

xZ
0

� f (n+1) (t) (x� t)
n��

n� � dt

1A ;
=

1

� (n� �+ 1)

0@f (n) (0) xn�� + xZ
0

f (n+1) (t) (x� t)n�� dt

1A :
En prenant la limite pour �! n et �! n� 1, respectivement, nous obtenons:

lim
�!n

D�
Cf (x) = f (n) (0) + f (n) (t) jx0= f (n) (x) :

et

lim
�!n�1

D�
Cf (x) =

�
f (n) (0) x+ f (n) (t) (x� t)

�
jx0 �

xZ
0

� f (n) (t) dt;

= f (n�1) (t) jx0 ;

= f (n�1) (x)� f (n�1) (0) :

Ce qui termine la preuve.

Proposition 1.13 (Dérivées fractionnaires au sens de Caputo de quelques fonctions usuelles)

i) Pour tout n� 1 < � < n, nous avons:

D�
Cx

p =
� (p+ 1)

� (p� �+ 1)x
p��; (p > n� 1); (1.29)

et

D�
Cx

p = 0; (p � n� 1): (1.30)
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ii) Pour � > 0, c 2 R, nous avons:

D�
C(c) = 0: (1.31)

iii) Pour � > 0; k 2 R, nous avons:

D�
C exp (kx) =

1X
i=0

ki+nxi+n��

� (i+ 1 + n� �) = k
nxn��E1;n��+1 (kx) ; (1.32)

où E1;n��+1 désigne la fonction de Mittag-Le­ er.

iv) Pour n� 1 < � < n, k 2 C, nous avons:

D�
C sin (kx) = �

1

2
i (ik)n xn�� (E1;n��+1 (ikx)� (�1)nE1;n��+1 (�ikx)) ; (1.33)

D�
C cos (kx) =

1

2
i (ik)n xn�� (E1;n��+1 (ikx) + (�1)nE1;n��+1 (�ikx)) ; (1.34)

où i2 = �1.

L�opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est un inverse à gauche de

l�opérateur d�intégration fractionnaire de Riemann-Liouville mais pas un inverse à droite.

Proposition 1.14 Soit 0 < � < 1 et soit f une fonction continue sur [0; x] telque D�
Cf

existe,

alors nous avons:

1: D�
C (I

�f (x)) = f(x),

2: I� (D�
Cf (x)) = f(x)� f(0):

Preuve.

Soit 0 < � < 1, nous avons:

D�
Cf (x) = I

1��f
0
(x) ; (1.35)
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Donc:

1:

D�
C (I

�f (x)) = I1��
�
d

dx
I�f (x)

�
;

= I1��
�
I��1f (x)

�
;

= I0f (x) ;

= f (x) :

2: Composons l�opérateur d�intégration dans l�équation (1:35) et utilisons la proposition 1:4

nous obtenons:

I� (D�
Cf (x)) = I�

�
I1��f

0
(x)
�
;

= If (x) ;

=

xZ
0

f
0
(t) dt;

= f(x)� f(0):

Ce qui termine la démonstration.

1.3.3 La di¤érence entre la dérivée au sens de R-L et la dérivée

au sens de Caputo

dans cette section, nous allons donner quelques points de di¤érence entre la dérivée au sens

de R-L et la dérivée au sens de Caputo:

� L�avantage principal de l�approche de Caputo est que les conditions initiales des équations

di¤érentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme pour

les équations di¤érentielles d�ordre entier, c�est-à-dire, contiennent les valeurs-limites des

dérivées d�ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieure x = a.

� Une autre di¤érence entre la dé�nition de Riemann et celle de Caputo est que la dérivée
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d�une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est: D�
RL =

C

� (1� �) (x� a)
��.

� Formèlement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver à la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo est également l�inverse quand on suit l�autre sens (R-L), c�est-à-dire pour

trouver la dérivée fractionnaire d�ordre � où n � 1 < � � n par l�approche de R-L, nous

commençons d�abord par l�intégration fractionnaire d�ordre (n��) pour la fonction f et puis

nous dérivons le résultat obtenu à l�ordre entierm, mais pour trouver la dérivée fractionnaire

d�ordre � où n�1 < � < n par l�approche de Caputo nous commençons par la dérivée d�ordre

entier m de la fonction f et puis nous l�intégrons d�ordre fractionnaire (n� �).

1.3.4 La relation entre la dérivée au sens de R-L et la dérivée au

sens de Caputo

Dans cette section nous allons donner la relation mathématique entre la dérivée au sens de

R-L et la dérivée au sens de Caputo.

Théorème 1.1 Soient x > 0, � > 0, avec n � 1 < � < n 2 N, alors, la relation entre

l�opérateur de Riemann-Liouville et de Caputo est:

D�
Cf (x) = D

�
RLf (x)�

n�1X
k=0

xk��

� (k + 1� �)f
(k) (0) : (1.36)

Preuve.Considérons le dévloppement limité en série de Taylor de la fonction f au point

x = 0:

f(x) = f(0) + xf
0
(0) +

x2

2!
f
00
(0) +

x3

3!
f
000
(0) + :::+

xn�1

(n� 1)! f
(n�1)(0) +Rn�1;

f(x) =

n�1X
k=0

xk

� (k + 1)
f (k) (0) +Rn�1:

avec:

Rn�1 =

xZ
0

f (n) (t) (x� t)n�1

(n� 1)! dt:

En utilisant les propriétés d�intégration d�ordre n, nous avons:

19



Rn�1 =
1

� (n)

xZ
0

f (n) (t) (x� t)n�1 (n� 1)!dt = Inf (n) (x) ;

d�où, en utilisant la linéarité de l�opérateur de R-L nous obtenon:

D�
RLf (x) = D�

RL

 
n�1X
k=0

xk

� (k + 1)
f (k) (0) +Rn�1

!
;

=
n�1X
k=0

D�
RL x

k

� (k + 1)
f (k) (0) +D�

RLRn�1;

=
n�1X
k=0

� (k + 1)

� (k � �+ 1)
xk��

� (k + 1)
f (k) (0) +D�

RLI
nf (n) (x) ;

=

n�1X
k=0

xk��

� (k � �+ 1)f
(k) (0) + In��f (n) (x) ;

=
n�1X
k=0

xk��

� (k � �+ 1)f
(k) (0) +D�

C f
(n) (x) :

Donc:

D�
Cf (x) = D

�
RLf (x)�

n�1X
k=0

xk��

� (k � �+ 1)f
(k) (0) :

Ce qui complète la démonstration.

Remarque 1.1 La formule (1:36) implique que les opérateurs fractionnaires de Caputo et

de R-L coïncident si et seulement si f et ses n� 1 dérivées sont nulles au point x = 0.

De même nous avons les résultats suivants:

Corollaire 1.15 La relation entre les dérivées fractionnaires de Caputo et de R-L est donnée

par la formule suivante:

D�
C f (x) = D�

RL

 
f (x)�

n�1X
k=0

xk

k !
f (k) (0)

!
: (1.37)

Preuve.Pour démontrer la formule, nous utilisons la relation de la dérivée fractionnaire

de R-L et la propriété de linéarité de l�opérateur de R-L:
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D�
Cf (x) = D�

RLf (x)�
n�1X
k=0

xk��

� (k + 1� �)f
(k) (0) ;

= D�
RLf (x)�

n�1X
k=0

D�
RLx

k

� (k + 1� �)f
(k) (0) ;

= D�
RL

 
f (x)�

n�1X
k=0

xk

k !
f (k) (0)

!
:

Ce qui termine la preuve.

1.4 La dérivée fractionnaire conformable (D.F.C.)

1.4.1 Dé�nitions de base

Soit q 2 (0; 1] ;R+ = [0;1) ; t0 2 R+ et étant donné une fonction continue x (t) : [t0;1)!

R.

Dé�nition 1.8 Pour tout q 2 (0; 1] la dérivée fractionnaire conformable Dq
t0 (x (t))de la

fonction x(t) d�ordre 0 < q � 1 est dé�nie par:

Dq
t0 (x (t)) = lim

(
x
�
t+ � (t� t0)1�q

�
� x (t)

�
; � ! 0

)
: (1.38)

I Si t0 = 0, alors D
q
t0 (x (t)) a la forme:

Dq
0 (x (t)) = lim

�
x (t+ � t1�q)� x (t)

�
; � ! 0

�
: (1.39)

Dans le cas t0 = 0, on notera D
q
0 (x (t)) = D

q (x (t)).

I Si Dq (x (t)) existe sur un intervalle ouvert (0; b), alors:

Dq (x (0)) = limt!0+D
q (x (t)) : (1.40)

I Si la dérivée fractionnaire conformable de x(t) d�ordre q existe sur (t0; 1), alors la

fonction x(t) est dite q�di¤érentiable sur l�intervalle (t0; 1) :

21



Proposition 1.16 Soit q 2 (0; 1] et x(t); y(t) soient q�di¤érentiables en un point t > 0.

Alors:

(a) Dq
t0 (ax (t) + by (t)) = aD

q
t0 (x (t)) + bD

q
t0 ( y (t)) pour tout a; b 2 R,

(b) Dq
t0 ( t

p ) = ptp�q pour tout p 2 R,

(c) Dq
t0 (x (t) y (t)) = x (t)D

q
t0 (y (t)) +y (t)D

q
t0 (x (t)),

(d) Dq
t0

�
x (t)

y (t)

�
=
y (t)Dq

t0 (x (t))� x (t)D
q
t0 (y (t))

y2 (t)
,

(e) Dq
t0 (x (t)) = 0 pour tout x (t) = � , où � est une constante arbitraire.

Corollaire 1.17 Soit � 2 ]0; 1], nous avons:

i) La dérivée fractionnaire conformable d�une fonction constante sur un intervalle I �

[0;+1[ est la fonction identiquement nulle sur I.

ii) (ecx)(�) = cx1��ecx; 8c 2 R; 8x � 0;

iii) (sin (bx))(�) = bx1�� cos (bx) ; 8b 2 R; 8x � 0;

iv) (cos (bx))(�) = �bx1�� sin (bx) ; 8b 2 R;8x � 0;

v)

��
1

�

�
x�
�(�)

= 1; 8x � 0:

Proposition 1.18 Soit h (y (t)) : (t0;1) ! R. Si h (�) est di¤érentiable par rapport à y (t)

et y (t) est q�di¤érentiable ,où 0 < q � 1, alors pour tout t 2 R+, t 6= t0 et y (t) 6= 0

Dq
t0 h (y (t)) = h

0
(y (t))Dq

t0 (y (t)) ; (1.41)

où h
0
(t) est une dérivée partielle de h.

Dé�nition 1.9 L�intégrale fractionnaire conformable d�ordre 0 < q � 1 avec une limite

inférieure t0 est dé�nie par:

Iqt0x (t) =

Z t

t0

(s� t0)q�1 x (s) ds: (1.42)

Proposition 1.19 La fonction x (t) : (t0;1) q�dé¢ rentiable pour q 2]0; 1], alors: pour

tout t > t0

Iqt0
�
D

q

t0
x (t)

�
= x (t)� x (t0) : (1.43)
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Chapitre 2

Stabilité au sens de lyapunov

Dans ce chapitre, on donnera la défnition de la stabilité au sens de Lyapunov, et quelques

résultats relatifs à cette notion dans le cas des systèmes autonomes. (voir [12] ; [18])

2.1 Préliminaires et dé�nitions

Ici, nous aborderons la stabilité au sens de Lyapunov pour les systèmes autonomes à temps

invariant, régi par l�équation di¤érentielle suivante:

8<: _x = f(x)

x(t0) = x0
(2.1)

Une notion primordiale dans l�étude de la stabilité est la notion de point d�équilibre.

Dé�nition 2.1 (Point d�équilibre).L�état xe est dit état ou point d�équilibre pour le système

(2:1), si x(t1) = xe implique x(t) = xe pour tout t � t1. Ou tout simplement que l�état xe

véri�e l�équation f(xe) = 0.

Dé�nition 2.2 (Dé�nition intuitive de la stabilité).

Si le système dynamique est "légèrement" perturbé de son point d�équilibre, le même système

reste "proche" de ce point d�équilibre. On dira alors que le point d�équilibre est stable.

Cette défnition intuitive de la stabilité traduit la capacité d�un système dynamique, pour

des conditions initiales données, à rester très proche d�un point d�équilibre suite à une per-

turbation.
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La traduction mathématique de cette défnition intuitive de la stabilité est donnée par la

dé�nition suivante.

Figure 2:1 : -Illustration de la dé�nition intuitive de la stabilité.

Dé�nition 2.3 (Stabilité au sens de Lyapunov).

Le point d�équilibre xe est dit stable si 8" > 0, il existe �(") > 0 tel que:

kx0 � xek � �) kx (t)� xek � "; 8t � t0: (2.2)

Cela signi�e que, quel que soit le rayon " d�une boule centrée sur l�équilibre, il est possible

de trouver une sous-boule de rayon �("), telle que la trajectoire issue de n�importe quelle

condition initiale dans cette sous-boule de rayon � ne quittera jamais la boule de rayon ".

Dé�nition 2.4 Le point d�équilibre xe est dit attractif s�il existe � > 0 tel que

kx0 � xek < �) lim
t!1

kx (t)� xek = 0 (2.3)

L�attractivité signi�e que, si l�état est initialisé dans un certain voisinage de l�état d�équilibre,

alors la trajectoire issue de cet état initial convergera vers l�état d�équilibre au bout d�un

temps su¢ sant.

Dé�nition 2.5 Un système dynamique est dit instable au sens de Lyapunov lorsqu�il n�est

pas stable au sens de la dé�nition 2:3:

Les deux dernières dé�nitions éclaircissent deux faits très importants dans l�étude de la

stabilité au sens de Lyapunov des systèmes dynamiques.

I Le premier est que l�instabilité d�un système dynamique ne signi�e pas nécessairement

une explosion ou divergence à l�in�ni.
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I Le deuxième est que l�attractivité d�un point d�équilibre n�assure pas la stabilité au sens
Lyapunov. En e¤et, il existe des systèmes qui convergent vers un point d�équilibre quelles

que soient les conditions initiales, sans pour autant que ces systèmes puissent être considérés

comme stables.

Dé�nition 2.6 (Stabilité asymptotique).

Le point d�équilibre xe est asymptotiquement stable s�il est stable et attractif.

Outre la stabilité, la stabilité asymptotique exige l�existence d�un voisinage du point

d�équilibre, tel que pour toute condition initiale appartenant à ce voisinage, l�état x(t) con-

verge vers xe lorsque le temps tend vers l�in�ni.

Cependant, la dé�nition de la stabilité asymptotique ne donne pas une idée sur la rapidité

de convergence de la trajectoire x(t) vers le point d�équilibre xe. D�où la notion de stabilité

exponentielle.

Dé�nition 2.7 (Stabilité exponentielle).

Le point d�équilibre xe est exponentiellement stable s�il existe � > 0 tel que, quel que soit

" > 0, il existe �(") tel que:

8t � t0; kx0 � xek � �) kx (t)� xek < " kx0 � xek exp(��(t� t0)): (2.4)

Cette dé�nition traduit le fait que toute trajectoire issue d�une condition initiale appar-

tenant à la boule ouverte de rayon � converge vers le point d�équilibre xe plus rapidement

qu�une fonction exponentielle. � est appelé dans ce cas le taux de convergence.

On note que la stabilité exponentielle implique la stabilité asymptotique ainsi que la

stabilité au sens de Lyapunov. Dans chacune des dé�nitions précédentes 2:6 et 2:7, la stabilité

est dé�nie localement, puisque les conditions initiales sont prises dans un voisinage V (xe)

autour du point d�équilibre xe. Si V (xe) = Rn , le point d�équilibre xe est dit globalement

asymptotiquement (exponentiellement) stable.

Dé�nition 2.8 (Stabilité Globale).

Si la condition de stabilité asymptotique (resp. exponentielle) est vérifée dans tout Rn, le

point d�équilibre est globalement asymptotiquement (resp. exponentiellement) stable.
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On note que les dé�nitions de la stabilité de Lyapunov, de la stabilité asymptotique et de

la stabilité exponentielle présentent quelques inconvénients:

I Il est di¢ cile de calculer de manière explicite chaque solution correspondante à chacune
des conditions initiales.

I Ces dé�nitions sont exprimées sous la forme de propositions mathématiques qu�il n�est
pas simple de véri�er (trouver ", �, �, etc.).

C�est pourquoi on présente dans la suite des résultats permettant de déterminer la stabilité

d�un système dynamique sans recours à l�intégration des équations di¤érentielles.

2.2 Théorèmes de stabilité

Commençons par des dé�nitions très utiles par la suite telles que candidat de Lyapunov et

fonction de Lyapunov.

Dé�nition 2.9 Une fonction V (x) : Rn ! R est dite dé�nie positive si

V (x) > 0; 8x 6= 0 et V (x) = 0 lorsque x = 0 (2.5)

Une fonction V (x) : Rn ! R est dite dé�nie négative si

V (x) < 0; 8x 6= 0 et V (x) = 0 lorsque x = 0: (2.6)

Dé�nition 2.10 [Candidat de Lyapunov]

Toute fonction V (x) dé�nie positive et continue est appelée candidat de Lyapunov.

Dé�nition 2.11 [Fonction de Lyapunov]

Une fonction de Lyapunov est un candidat de Lyapunov de classe C1 ayant la propriété

suivante:
�
V (x) � 0; 8x 6= 0;

�
V (x) = 0 si x = 0 (2.7)

Par la suite, di¤érents théorèmes de stabilité seront énoncés en considérant comme point

d�équilibre l�origine 0 de l�espace d�état Rn.

En e¤et, on peut toujours se ramener à l�étude de la stabilité de 0 par un simple change-

ment de variable:
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I Si xe est un point d�équilibre pour le système (2:1), c�est-à-dire f(xe) = 0, il su¢ t de

considérer le changement de coordonnées z = x� xe. Dans ce cas on aura:

_z = _x = f(x) = f(z + xe)
def
= g(z)

Dé�nition 2.12 (Stabilité au sens de Lyapunov).

Soit xe = 0 un point d�équilibre du système (2:1) et v � Rn un voisinage de ce point

d�équilibre. S�il existe une fonction de Lyapunov V dé�nie sur v,véri�ant en plus

�
V (x) � 0; 8x 2 v � f0g; (2.8)

alors le point d�équilibre xe est stable au sens de Lyapunov.

Théorème 2.1 (Stabilité asymptotique).

Soit xe = 0 un point d�équilibre du système (2:1) et v � Rn un voisinage de ce point

d�équilibre. S�il existe une fonction de Lyapunov V dé�nie sur v, véri�ant en plus

�
V (x) < 0; 8x 2 v � f0g;

alors le point d�équilibre est asymptotiquement stable.

On note que le théorème 2:1 donne des conditions su¢ santes pour assurer la stabilité au

sens de Lyapunov. La non existence d�une fonction de Lyapunov pour un système dynamique

ne veut pas dire que ce dernier est non stable au sens de Lyapunov. De même, le théorème

2:2 fournit seulement des conditions su¢ santes qui garantissent la stabilité asymptotique.

On remarque aussi que les conditions de ces deux théorèmes ne sont véri�ées que dans un

voisinage autour du point d�équilibre xe, d�où la quali�cation de théorème de stabilité locale

pour le théorème 2:1 et théorème de stabilité asymptotique locale pour le théorème 2:2:

Théorème 2.2 (Stabilité asymptotique globale).

Soit xe = 0 un point d�équilibre du système (2:1) et soit la fonction V : Rn ! R de classe

C1, telle que

(1) V (0) = 0 et V (x) > 0 dans Rn � f0g;

(2) kxk ! 1) V (x)!1;
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(3)
�
V (x) < 0 dans Rn � f0g;

alors xe est globalement asymptotiquement stable. La condition (2) garantit la bornitude non

radiale de la fonction V sur R .

Outre les théorèmes garantissant les stabilités locale et globale des systèmes dynamiques

autonomes, il existe des théorèmes caractérisant l�instabilité. Parmi ces théorèmes, on cite

le théorème de Chetaev.

Théorème 2.3 (Théorème d�instabilité).

Considérons D � Rn un voisinage de xe = 0. Choisissons r > 0 tel que la boule Br = fx 2

Rnj kxk � rg soit contenue dans D. Dé�nissons maintenant la région suivante de l�espace

d�état :

U = fx 2 BrjV (x) > 0g

Soit maintenant xe = 0 un point d�équilibre du système dynamique (2:1):Considérons V :

D ! Rn une fonction de classe C1 telle que V (0) = 0 et
�
V (x) > 0 sur U . S�il existe x0 tel

que V (x0) > 0 pour kx0k assez petit, alors xe = 0 est instable.

Nous allons maintenant aborder le cas particulier des systèmes linéaires.

Théorème 2.4 Considérons un système linéaire dé�ni par l�équation d�état suivante :

_x = Ax; A 2 Rn�n: (2.9)

�Le point d�équilibre 0 est stable au sens de Lyapunov si et seulement si toute valeur propre

de A est à partie réelle négative ou nulle et si toute valeur propre à partie réelle nulle est

simple.

� Si toutes les valeurs propres de A sont à partie réelle strictement négative, alors le point

d�équilibre 0 est asymptotiquement stable.

� S�il existe une valeur propre de A à partie réelle strictement positive, alors le point

d�équilibre est instable.

Dé�nition 2.13 Lorsque toute valeur propre de A est à partie réelle strictement négative

Re(�i) < 0, alors la matrice A est dite matrice de Hurwitz ou matrice de stabilité.
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Lemme 2.1 Le point d�équilibre xe = 0 du système (2:9) est globalement asymptotiquement

stable si et seulement si la matrice A est une matrice de Hurwitz.

Ainsi la stabilité asymptotique en l�origine d�un système linéaire caractérisé par l�équation

d�état (2:9) est donnée par le théorème suivant de Lyapunov.

Théorème 2.5 Une matrice A est une matrice de Hurwitz, si et seulement si pour toute

matrice symétrique dé�nie positive Q, il existe une matrice symétrique dé�nie positive P

solution de l�équation de Lyapunov suivante:

PA+ ATP = �Q: (2.10)

Une généralisation du théorème 2:5 pour les systèmes non linéaires autonomes a été pro-

posée par Lyapunov. En e¤et, une approximation locale de la dynamique d�un système non

linéaire permet, dans certains cas, d�en déduire la stabilité locale. Ainsi, on e¤ectue un

développement limité en série de Taylor du premier ordre en xe = 0 de l�équation (2:1). On

obtient alors le système approché linéaire suivant :

_x = Jx (2.11)

où

J =
@f

@x
(x)jx = 0

est la matrice Jacobienne de f en 0.

Théorème 2.6 Soit le système non linéaire dé�ni par (2:1). Admettons que la fonction f

de ce système est dé�nie sur un voisinage V autour de l�origine 0 et qu�elle est de classe

C1. L�origine est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de J sont à parties

réelles strictement négatives. L�origine est instable si au moins une valeur propre de J est

strictement positive.

Tous ces théorèmes et résultats concernent les systèmes autonomes non linéaires. Ils

furent étendus au cas des systèmes non linéaires non autonomes.
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Chapitre 3

Etude de la stabilité des solutions

d�une équation de mouvement

perturbé

Ici, on va étudier la stabilité des solutions des équations di¤érentielles fractionnaires con-

formables et on applique cette dérivée pour les fonctions de type Lyapunov et prendre comme

application les équations de mouvement perturbé.

Les principaux théorèmes de la méthode directe de Lyapunov pour cette classe d�équations

du mouvement sont établis.

3.1 La dérivée fractionnaire conformable de type Lya-

punov

Considérons un système d�équations di¤érentielles avec une dérivée de type fractionnaire du

vecteur d�état

Dq
t0 x(t) = f(t; x(t)); (3.1)

x(t0) = x0; (3.2)
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où x 2 Rn, f 2 C(R+� Rn;Rn), t0 � 0. On suppose en outre que pour (t0; x0) 2 int(R+�Rn)

le problème de la valeur initiale (IVP) (3:1)� (3:2) a une solution x(t; t0; x0) 2 Cq([t0; 1);

Rn) pour tout t � t0. De plus, on suppose que f(t; 0) = 0 pour tout t � t0 .

Soit V (t; x) 2 Cq(R+ � Rn;R+) une fonction de Lyapunov pour l�équation (3:1) est

construite de telle manière que V (t; 0) = 0, 8t 2 Rn. On pose Br = fx 2 Rn : kxk < rg;

r > 0.

Dé�nition 3.1 Soit V une fonction continue et q�di¤érentiable (scalaire ou vectorielle),

V : R+ � Br ! Rs pour l�équation (3:1) (s = 1ou s = m, respectivement), et x(t; t0; x0) la

solution du système (3:1)�(3:2) existe et se dé�nit sur R+�Br. Alors pour (t; x) 2 R+�Br
l�expression:

(1)

+Dq
t0V (t; x) = lim sup

(
V
�
t+ � (t� t0)1�q ; x

�
t+ � (t� t0)1�q ; t; x

��
� V (t; x)

�
; � ! 0+

)
(3.3)

est la dérivée fractionnaire supérieure à droite de la fonction de Lyapunov,

(2)

+Dq
t0V (t; x) = lim inf

(
V
�
t+ � (t� t0)1�q ; x

�
t+ � (t� t0)1�q ; t; x

��
� V (t; x)

�
; � ! 0+

)
;

est la dérivée fractionnaire inférieure à droite de la fonction de Lyapunov,

(3)

�D
q
t0 V (t; x) = lim sup

(
V
�
t+ � (t� t0)1�q ; x

�
t+ � (t� t0)1�q ; t; x

��
� V (t; x)

�
; � ! 0�

)
;

est la dérivée fractionnaire supérieure à gauche de la fonction de Lyapunov,

(4)

�D
q
t0V (t; x) = lim inf

(
V
�
t+ � (t� t0)1�q ; x

�
t+ � (t� t0)1�q ; t; x

��
� V (t; x)

�
; � ! 0�

)
;

est la dérivée fractionnaire inférieure à gauche de la fonction de Lyapunov.
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Une application su¢ sante des dérivées fractionnaires supérieures à droite des fonctions de

Lyapunov dans la construction de sa méthode directe est basée sur le résultat suivant

([25]).

Lemme 3.1 Soit V (t; x) continue, q�di¤érentiable et localement Lipschitz par rapport à sa

seconde variable x sur R+ � Br . Alors la dérivée fractionnaire de la fonction V (t; x) par

rapport à la solution x(t; t0; x0) est dé�nie par:

+Dq
t0 V (t; x) = lim sup

(
V
�
t+ � (t� t0)1�q ; x+ � (t� t0)1�q f (t; x)

�
� V (t; x)

�
; � ! 0+

)
;

(3.4)

où (t; x) 2 R+ �Br.

Si V (t; x(t)) = V (x(t)); 0 < q � 1, la fonction V est di¤érentiable sur x, et la fonction x(t)

est q�di¤érentiable sur t pour t > t0, alors

+Dq
t0 V (t; x) = V

0
(x(t))Dq

t0 x(t);

où V
0
est une dérivée partielle de la fonction V .

En tenant compte des relations (3:3) et (3:4), on obtient le résultat de Yoshizawa [25] pour

une dérivée fractionnaire de la fonction V (t; x) sous la forme

+Dq
t0V (t; x(t; t0; x0)) =

+ Dq
t0V (t; x):

Dé�nition 3.2 Si la fonction V (t; x) avec l�une de ses dérivées fractionnaires conformables

résoudrent le problème de stabilité (instabilité) des solutions de (3:1), on va appeler V (t; x)

une fonction de Lyapunov pour le système (3:1).

Exemple 3.1 Soit t > t0, V (t; x) = V1(x) = x2(t); x 2 R . Alors, d�après (c) de la

proposition 1:16, on a:

+Dq
t0V (x (t)) = +Dq

t0 (x(t)x(t));

= x(t)+Dq
t0 (x (t)) +

+ Dq
t0(x(t))x(t);

= 2x(t)+Dq
t0 (x (t)) ; (3.5)
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pour tout t � t0. Considérons l�équation fractionnaire conformable suivante pour 0 < q � 1;

Dq
t0x (t) = f (t; x (t)) ; (3.6)

où f : R�Rn ! R; f(t; 0) = 0 pour t � t0. Pour la fonction V (x) =
1

2
x2(t), en considérant

(3:5), on obtient
+Dq

t0 V (x (t)) = x(t)
+Dq

t0 x (t) = x(t)f(t; x(t)) (3.7)

dans le domaine de la fonction f(t; x).Soit V (t; x) = V2(x) = xTx; x 2 Rn. Alors, d�après

(c) de la proposition 1:16, on a

+Dq
t0(V2(x(t)) =

+ Dq
t0(x

T (t)x(t)) = 2xT (t)+Dq
t0(x(t)) (3.8)

Exemple 3.2 Soient x1; x2 : [t0; 1) ! R et x1; x2 q�di¤érentiables. Considérons les

équations du mouvement perturbé avec des dérivées fractionnaires conformables sous la forme

Dq
t0x1(t) = ��(t)x2 � �(t)x1; (3.9)

Dq
t0x2(t) = �(t)x1 � �(t)x2;

où �(t) et �(t) sont des fonctions continues à valeur singulière dé�nies sur t � t0.

Pour la fonction V2(x1; x2) =
1

2
(x21 + x

2
2) d�après (c) de la proposition 1:16, on obtient

+Dq
t0

�
1

2
(x21 + x

2
2)

�
= x1(t)

+Dq
t0 x1(t) + x2(t)

+Dq
t0 x2(t) (3.10)

= ��(t)(x21(t) + x22(t)):

Remarque 3.1 Dans [2] les auteurs obtiennent l�estimation (�) pour une dérivée fraction-

naire au sens de Caputo de la fonction de Lyapunov V (t; x1; x2) = (x21+ x
2
2) par rapport au

système (3:9)
c
t0
Dq
t (V (t; x1; x2)) � �2(x21(t) + x22(t)) ((�))

pour x 2 R2. En comparant cette estimation avec l�estimation (3:10), on voit qu�en estimant

une dérivée fractionnaire de Caputo on « perd » l�e¤et de la fonction �(t) sur les propriétés

de la solution nulle du système d�équations (3:9).
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Lemme 3.2 Soient x 2 R; y 2 Rn et P est une matrice constante n � n. Alors pour

les fonctions V1 = x2(t); V2 = yT (t)y(t) et V3 = yT (t)Py(t) les estimations suivantes sont

satisfaites:

(a) ct0D
q
t (x

2(t)) �+ Dq
t0 (x

2(t)) pour x 2 R;

(b) ct0D
q
t (y

T (t)y(t)) �+ Dq
t0 (y

T (t)y(t)) pour y 2 Rn;

(c) ct0D
q
t (y

T (t)Py(t)) �+ Dq
t0 (y

T (t)Py(t)), pour y 2 Rn.

Preuve.On applique la dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction V1; on obtient:

c
t0
Dq
t (x

2(t)) � 2x(t)ct0D
q
t (x(t)):

Des estimations similaires peuvent être obtenues pour les fonctions V2 et V3. En tenant

compte des égalités (3:5) et (3:8), on obtient les assertions (a)� (c) du lemme 3:2.

Du lemme 3:2, il s�ensuit que la dérivée fractionnaire conformable d�une fonction de type

Lyapunov est une borne supérieure des dérivées fractionnaires de Caputo de cette fonction

de Lyapunov.

3.2 Méthode directe de Lyapunov

Les dé�nitions de stabilité au sens de Lyapunov pour un système fractionnaire conformable

(3:1) restent les mêmes que pour les équations di¤érentielles ordinaires et les équations

di¤érentielles avec les dérivées fractionnaires de Caputo.

Dans nos principaux théorèmes nous utiliserons la classe de fonctions de Hahn

| = fa 2 C[R+; R+] : a(u) est strictement croissante et a(0) = 0g:

Théorème 3.1 Supposons que pour le système d�ordre fractionnaire conformable (3:1) il

existe une fonction q�di¤érentiable V (t; x); V (t; 0) = 0 pour t � t0 et des fonctions a; b 2 |

telles que:

(i) V (t; x) � a(kxk); (t; x) 2 R+ �Br,

(ii) V (t; x) � b(kxk); (t; x) 2 R+ �Br,

(iii)

+Dq
t0 (V (t; x(t))) � 0 pour (t; x) 2 R+ �Br: (3.11)
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Alors l�état x = 0 de (3:1) est uniformément stable.

Preuve.Soit x(t) = x(t; t0; x0) la solution de (3:1) pour (t0; x0) 2 (R+�Br) dé�nie pour

tout t � t0.

Soit t0 2 R+ et 0 < " < r est donné. Avec les conditions (i), (ii) du théorème 3:1 on peut

choisir � = �(") > 0, alors

b(�) < a("): (3.12)

On va montrer que kx0k < � implique kx(t) k < " pour tout t � t0. Si ce n�est pas vrai il

existe une solution x(t; t0; x0) = x(t) de (3:1) telle que pour kx0k < � il existe t1 > t0 pour

laquelle

kx(t1)k = "; kx(t)k < " pour tout t 2 [t0; t1):

D�aprés la formule 1:43 et la condition 3:11, la relation de Lyapunov

V (t; x(t))� V (t0; x0) = Iqt0
�
+Dq

t0 (V (t; x (t)))
�

deviènne

V (t; x(t))� V (t0; x0) � 0: (3.13)

Pour t = t1 on a de (3:13),

a(") � V (t1; x(t1)) � V (t0; x0) � b(kx0k) < b(�): (3.14)

Cette inégalité contredit la condition 3:12.

Ce qui termine la preuve.

Exemple 3.3 (Suite) D�après (3:7) et le théorème 3:1, l�état x = 0 de l�équation fraction-

naire conformable (3:6) est uniformément stable si

x(t)f(t; x(t)) � 0

pour (t; x) 2 R+ �Br.

Théorème 3.2 Soit la condition du théorème 3:1 satisfaite et à la place de (3:11) on retient
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l�estimation suivante:
+Dq

t0(V (t; x(t))) � �d(kxk) (3.15)

pour (t; x) 2 R+ � Br , où d 2 |. Alors l�état x = 0 du système (3:1) est uniformément

asymptotiquement stable.

Preuve.Puisque toutes les conditions sont satisfaites, l�état x = 0 est uniformément

stable.

On va montrer qu�il est uniformément asymptotiquement stable.

Soit 0 < " < r et � = �(") > 0 comme dans le théorème 3:1. Pour "0 � r on choisit

�0 = �0("0) > 0 et on considère la solution x(t; t0; x0) avec les données initiales t0 2 R+ et

kx0k < �0.

Soit pour t0 < t � t0 + T ("), où T (") � (qb(�0)=d(�(")))1=q. Pour x(t) on a kx(t)k � �(").

Nous voulons de montrer que cela n�est pas possible sous les conditions du théorème 3:2.

À partir de la relation de Lyapunov on trouve

V (t; x(t))� V (t0; x0) = Iqt0
�
+Dq

t0 (V (t; x (t)))
�

� �Iqt0(d(kx(t)k)) = �
tZ

t0

(s� t0)q�1d(kx(s)k)ds: (3.16)

De (3:16) on trouve:

V (t; x(t)) � V (t0; x0)�
tZ

t0

(s� t0)q�1d(kx(s)k)ds

� b(�0)� d(�("))
(t� t0)q
q

: (3.17)

Pour t = t0 + T (") par (3:17) on a 0 < a(�(")) � V (t0 + T ("); x(t0 + T (")) � b(�0) �

d(�("))
T (")q

q
� 0, ce qui est une contradiction.

La contradiction ci-dessus montre qu�il existe t1 2 [t0; t0 + T (")] tel que kx(t1)k < �(").

D�où kx(t) k < " pour tout t � t0 + T (") autant que kx(t0) k < �0 et limkx(t) k = 0 quand

t!1 uniformément en t0 2 R+.

Ce qui termine la preuve.

Exemple 3.4 (suite). Il résulte de (3:5) et des conditions du théorème 3:2 que l�état x1 =
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x2 = 0 de (3:9) sera uniformément asymptotiquement stable si la fonction �(t) satisfaite la

condition �(t) � �0 > 0, dans ce cas on a:

+Dq
t0 (V (x1(t); x2(t))) � �2�0(x

2
1(t) + x

2
2(t)) < 0

pour tout t � t0et 0 < q � 1.

Dans le théorème suivant, nous établirons les conditions d�instabilité de l�état x = 0 du

système (3:1).

Théorème 3.3 Soit pour le système (3:1) qu�il existe une fonction q�di¤érentiable

V (t; x) : R+ � B" ! R sur [t0;1) � G(h), où G(h) � B", t0 � 0, les conditions suivantes

sont satisfaites:

(1) 0 < V (t; x) � c <1 pour certainne constante c,

(2) +Dq
t0V (t; x) � a(V (t; x)), où a 2 |, 0 < q � 1,

(3) l�état x = 0 appartient à @G(h),

(4) V (t; x) = 0 pour [t0;1)� (@G(h) \B").

Alors l�état x = 0 du système (3:1) est instable.

Preuve.Il résulte de la condition (3) du théorème 3:3 que pour quelque soit � > 0 il existe

un x0 2 G(h) \B� tel que V (t0; x0) > 0.

Supposons que x(t) 2 G(h) et d�après les conditions (1) et (2) on a:

c � V (t; x(t))� V (t0; x0) � Iqt0a(V (t; x(t)) (3.18)

� V (t0; x0) + a(V (t0; x0))
(t� t0)q
q

De cette inégalité il résulte que la solution x(t) doit quitter le domaine G(h) à un instant

t1 > t0.

Étant que la condition (4) du théorème 3:3 est satisfaite, alors x(t) ne peut pas quitter le

domaine G(h) à travers le bord @G(h), car G(h) � B". Donc x(t) quittera B", c�est-à-dire

kx(t1)k � ".

Ce qui termine la preuve.

Il résulte du théorème 3:3 les deux corollaires suivantes.
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Corollaire 3.3 Supposons que toutes les conditions du théorème 3:3 sont véri�ées et que les

conditions (1) et (2) sont remplacées par les conditions suivantes, respectivement :

(1�) 0 < V (t; x) � b(kxk),

(2�) +Dq
t0 V (t; x) � a(kxk), où a; b 2 | .

Alors l�état x = 0 du système (3:1) est instable.

Corollaire 3.4 Supposons que toutes les conditions du théorème 3:3 sont véri�ées et que la

condition (2) est remplacée par

+Dq
t0 V (t; x) = �V (t; x) +W (x(t)); t 2 [t0;1); x 2 G(h); � > 0; (3.19)

où la fonction W est continue et W (x) � 0.

Alors l�état x = 0 du système (3:1) est instable :

Preuve.La relation (3:19) peut être représentée sous la forme intégrale

V (t; x(t)) = V (t0; x(t0))exp

�
�
(s� t0)q

q

�
+

tZ
t0

exp

�
�
(s� t0)q

q

�
�exp

�
��(s� t0)

q

q

�
(s� t0)q�1W (x(s))ds:

D�après la relation ci-dessus, étant que le second terme est positif avec les conditions du

corollaire 3:5, pour tout 0 < q � 1 on a

V (t; x(t)) � V (t0; x(t0))exp
�
�
(t� t0)q
q

�
; t � t0; (3.20)

Soit l�état initial de la solution x(t) = x(t; t0; x0) est x0 2 U où U est un voisinage de

l�origine

x = 0. Pour tout t � t0 l�estimation (3:20) reste valable par rapport à la solution x(t), alors

pour t!1 la fonction V (t; x(t)) croîte tandis que, par les conditions du théorème 3:3, elle

est bornée . Alors pour x(t) il existe t� tel que x(t�) va quitter Br. Ce qui prouve l�instabilité

de l�état x = 0 du système (3:1).

Exemple 3.5 Considérons le système conformable fractionnaire pour 0 < q � 1,

Dq
t0 x(t) = n(t)y � xg(t; x; y); x(t0) = x0;

Dq
t0 y(t) = �n(t)x� yg(t; x; y); y(t0) = y0; (3.21)
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où n(t) est une fonction continue pour tout t � t0, g(t; x; y) est une somme d�une série de

puissance convergente, g(t; 0; 0) = 0 pour t � t0. En appliquant la fonction 2V (x; y) = x2+y2

au système (3:21) on a

+Dq
t0 V (x(t)); y(t)) = �(x

2 + y2)g(t; x; y): (3.22)

En réalisant une q�intégration de (3:22), on obtient la relation de Lyapunov

V (x(t); y(t))� V (x0; y0) � �r2
tZ

t0

g(s; x(s); y(s))

(s� t0)q�1
ds (3.23)

sur le domaine x2 + y2 � r2 de l�état d�équilibre x = y = 0. De la relation (3:22) et de

l�inégalité (3:23) il résulte que:

(a) D�après le théorème 3:1, l�état x = y = 0 de (3:21) est uniformément stable à condition

que la fonction soit telle que g(t; x; y) � 0 pour t � t0;

(b) D�après le théorème 3:2 l�état x = y = 0 du système (3:21) est uniformément asympto-

tiquement stable, si g(t; x; y) > 0 sur le domaine x2 + y2 � r2 pour t � t0 ;

(c) D�après le théorème 3:3 l�état x = y = 0 du système (3:21) est instable si g(t; x; y) < 0

pour t � t0 sur un voisinage su¤usamment petit.

3.3 Principe de comparaison

On considère le système (3:1) avec la fonctionV (t; x) 2 C(R+ � Rn; R+) q�di¤erentiable

et de plus la dérivée totale fractionnaire conformable de la fonction V (t; x) donnée par la

formule (3:4).

L�application du principe de comparaison permet d�indiquer la forme générale de la struc-

ture des conditions de stabilité pour les équations fractionnaire conformable du mouvement

perturbé.

Théorème 3.4 Supposons que:

(1) Pour le système (3:1) il existe une fonction q�di¤érentiable V (t; x) avec une dérivée
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fractionnaire conformable (3:4),

(2) Il existe une fonction g(t; u) 2 C(R2+ ; R) telle que

+Dq
t0 V (t; x) � g(t; V (t; x)); (3.24)

pour (t; x) 2 R+ � Rn et 0 < q � 1,

(3) Il existe une solution maximale r(t) = r(t; t0; r0) 2 Cq([t0; 1); R) pour l�équation

fractionnaire conformable scalaire de comparaison la suivante:

Dq
t0 u(t) = g(t; u); u(t0) = u0 � 0; 8t � t0 (3.25)

Alors pour toutes les solutions du système (3:1) l�estimation

V (t; x(t)) � r(t); (3.26)

est valable pour tout t � t0 quand V (t0; x0) � u0.

Preuve.

Soit la solution x(t) = x(t; t0; x0) de l�IVP (3:1)�(3:2) existe sur t 2 [t0;1) et V (t0; x0) � u0.

Notonsm(t) = V (t; x(t)) et évaluons la dérivée fractionnaire conformable de la fonctionm(t)

utilisant (3:4). À partir de la condition (2) du théorème 3:4 on obtient

Dq
t0m(t) � g(t; V (t; x)) = g(t;m(t)): (3.27)

et de plus

Dq
t0 u(t) = g(t; u) + "; u(t0) = u0 + " � 0; " > 0: (3.28)

De cette égalité, il résulte que

Dq
t0 u(t; ") = g(t; u(t; ")) + " > g(t; u(t; "));

alors m(t) < u(t; ") et donc limu(t; ") = r(t) quand "! 0 uniformément sur t pour t0 � t <

T < +1.

Ce qui termine la preuve.
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3.4 Conclusion

Le calcul actuel de la dérivée fractionnaire de Caputo pour une fonction de type Lyapunov est

di¢ cile en raison de l�absence de règle de chaîne pour cette dérivée, comme pour les autres

dérivées fractionnaires (Riemann-Liouville, Grunwald Letnikov, etc.). Pour cette raison

prenant en considération des exemples particuliers, il est nécessaire d�estimer la dérivée

fractionnaire de la fonction de Lyapunov.

La méthode directe de Lyapunov est étendue aux systèmes d�équations du mouvement

perturbé avec des dérivées fractionnaires conformables, les théorèmes de la méthode directe

de Lyapunov et le principe de comparaison sont établis pour les fonctions scalaires de Lya-

punov, en tenant compte du fait que pour une dérivée fractionnaire conformable, une chaîne

des règles se déroule. La relation entre une dérivée fractionnaire conformable et une dérivée

de Caputo indique que la dérivée fractionnaire conformable des fonctions de Lyapunov est

un majorant pour la dérivée de Caputo de ces fonctions. Cette circonstance doit être prise

en compte en considération des problèmes spéci�ques de la stabilité des mouvements.
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