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Résumé

Dans ce mémoire, nous allons étudier dans les sens analytique et numé-
rique les équations intégrales de Volterra dans la forme linéaire, non linéaire
et intégro-différentielle. Sur le plan théorique on appliques la méthode de Pi-
card et sur le plan numérique on utilise la méthode de Nystrom qui consiste
a 'approximation de l'intégrale. Des tests numériques sont données pour vé-
rifier I’éfficacité et la convergence de notre méthode.

Mots clé : Equation de Volterra non linéaire, equation de Volterra intégro-
différentielle, méthode de Trapéze, méthode de Nystrom.



Abstract

In this thesis, we will study in analytical and numerical sens the Volterra
integral equations in the linear, nonlinear and integro-differential forms. In
the theoretical sens we apply the method of Picard and in numerical senses
we use the Nystrom method which consists to the approximation of the inte-
gral. Numerical tests are given to verify the efficiency and convergent of our
method.

Keywords : Volterra non linear equation, integro-differential equation,
Trapezoidal method, Nystrom method.
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Introduction

Dans ce mémoire on s’intérésse a l'étude des équations intégrales de
Volterra du seconde espéce dans la forme linéaire, non linéaire et intégro-
différentielle. Cette étude est consacré a 1’étude analytique et méme numé-
rique en se référant aux [3], [4] et [7].

Le mémoire est divisé en trois chapitres essentiels :

Dans le premier chapitre, on fait rappel a ’étude de I'équation intégrale
de Volterra linéaire (voir [[3]]) dans les deux sens analytique et numérique.
L’étude analytique est basée sur la méthode des approximations successives,
appellée aussi la méthode de Picard, tandis que dans 1’étude numérique on
utilise la méthode de Nystrom pour ’approximation de l'intégrale.

Des exemples numérique sont données pour voir l'effécacité de la méthode
choisie.

Le deuxiéme chapitre est consacré a l'étude de I’équation intégrale de
Volterra non linéaire.

Dans le dernier chapitre on se limite a ’étude numérique de 1’équation
intégro-différentielle de Volterra par la méthode de Nystrom donné dans [4]
(voir aussi [7]).



Chapitre 1

Rappel de 'équation intégrale de
Volterra linéaire

Dans ce chapitre, on va rappeller I'étude analytique et numérique de
I'équation integrale de Volterra linéaire (voir [3]) donné dans la forme :

u(t) = / k(t, s)u(s)ds + (1) (1.1)

1.1 Etude analytique

Pour montrer ’éxistence et 1'unicité de la solution u(t) de I’équation (|1.1)),
on a le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1 Si k(t,s) est continue dans a < s < t < b et f(t) est
continue dans a <t < b, alors I’équation intégrale (L.1)) posséde une solution
unique continue pour a < t < b.

Démonstration 1 . L’approche classique pour prouver l’éxistence et ['uni-
cité de la solution de est la méthode d’approrimation successive éga-
lement appelée la méthode de Picarad, qui consiste a définir les itérations
sutvantes :

un(t) = f(t) +/ k(t, s)u,—1(s)ds, n=12.. (1.2)

avec
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On pose
On(t) = up(t) — up—1(t), n=12,.. (1.3)

avec oo(t) = f(t)

Alors, on a

On(t) = / k(t,s)pn_1(s)ds, n=12 .. (1.4)
et

Un(t) = Z@(t) (1.5)

Comme f et k sont continue sur [a,b], alors3 G >0 et K >0 tel que :
fOI<G 0<t<b,
|k(t,s)| < K; a<s<t<hb.
On va démontrer par récurrence que

G(K(t—a))"

; , a<t<hb, n=20,1,.. (1.6)
n!

|6 (t)] <

En effet, pour n=0, l'inégalité (1.6 est évidente. Supposons maintenant
que (1.6)) est vrai pour n — 1, alors de (1.4) on obtient

GK™ t GK"(t — q)"
6a(8)] < FKl)'/ gty = SO (17)

d’ow par récurrence l'inégalité (1.6|) est vrai Vn > 0. par conséquent la suite
u,(t) définie dans (L.5)) converge ce qui nous permet écrire

u(t) = Z di(t) (1.8)

Nous allons montrer maintenant que u(t) donnée dans(1.8)) satisfait I’équa-

G(K(b—a))
tion (1.1, comme les termes ¢;(t) sont dominés par M
i!

s - [o.¢] . s -
série Y ., ¢i(t) est uniformément convergente. Par conséquent nous pou-
vons échanger l'ordre d’intégration et la somme dans [’expression suivante,
on obtient

/ k(t, s) Z@(s)ds = Z/ k(t,s)¢i(s)ds = Z G (t) = Z@(t)—f(t).
=0 =0 =0 =0 (19)

alors la
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Cela prouve que u(t) défini par satisfait ’équation . De plus,
comme chacun ¢;(t)est clairement continue, alors u(t) est aussi continue,
car il s’agit de la limite d’une suite des fonctions continues uniformément
convergentes.

On va montrer Uunicité de la solution u(t). Supposons qu’il existe une
autre solution continue u(t) de (L.1)) alors :

Mﬂ—ﬂ@%i/kﬁﬁﬂﬂﬂ—ﬂ@»% (1.10)

Comme u(t) et u(t) sont les deuzx continues, il existe une constante B tel
que :
lu(t) —u(t)| < B, a<t<hb,

en substituant dans (1.10]), on obtient

lu(t) — a(t) < KB(t—a), a<t<b,

en répétant la marche on montre que

B(K(t —a))"

ju(t) - a(t) < 2=

a<t<h.

Y

Pour tout n pour assez grand, le coté droit de ['inégalité est suffisament petit,
d’ot u(t) = u(t), a<t<b.

1.2 Etude numérique

Dans cette section on va construire une approximation de la solution de
I’équation ([1.1).

La méthode que nous allons utiliser est celle de Nystrom. Elle consiste a
remplacer 'intégrale qui apparait dans I’équation par une formule d’intégra-
tion. Soit la subdivision de l'intervalle [a,b], a =ty < t; < ta... < t, = b,

h : t; =a—+ih; 0<i<nmn;
n
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Nous remplagons l'intégrale

[ / "kt $)uls)ds:

Par la forme de quadrature suivante
I —th] (ti,t;)ult;); (1.11)

oil, {w;}}_, sont appellés les poids supposés vérifier

W > 0;sup{w;}i_, < W.
n>1

En appliquant cette approximation dans 1’équation (|1.1]), on obtient le sys-
téme suivante :

{ F(8) + B3 wik (b, t)uy + wik(ti, )
Up = f(to)

ou

On récuppére alors le systéme itératif suivant

i—1
1
T T T whk(t, ) (f(ti) +h k(i tj)uj) |

=0
ug = f(to).

1.3 Reésultats numériques

Dans cette partie, nous allons donner deux exemples différents pour voir
I’éffécacité de la méthode des Trapézes, qui donne une grande précision pour
approcher l'intégrale.

10
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Exemple 1.3.1 Considérons l’équation linéaire de Volterra définie comme
suit

u(t) = /Ot(ts)u(s)ds + f(t), 0<s<t<l,

o
K(t,s) =ts, 0<s<t<1,
K €C°([0,1] x R)
et
t3
f(t)zl—E, 0<t <1,

fec’([o,1]),

en se référant au théoreme (1.1.1)), on vérifie que I’équation admet la solution
exacte donnée par
u(t) = 1.

Les figures suivantes (voir figure (1.1)) représentent le résultat de calcul ob-
tenus pour N=10 et N=100.

Exemple 1.3.2 Considérons dans cet exemple l’équation suivante

u(t) = /t exp(ts)u(s)ds + f(t), 0<s<t<l1,

ot
K(t,s) = exp(ts), 0<s<t<l1,

K €C°([0,1] x R)

i exp(t*(t+1) — 1

t+1 )

f(t) =exp(t) — 0<t<1

)

fec([o,1]),

11
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FIGURE 1.1 — solution exacte et solution approchée pour N = 10 et N = 100

en se référant au théoreme (1.1.1)),0n vérifie que I’équation admet la solution

exacte donnée par

u(t) = exp(t).

Le tableau suivant donne une estimation de erreur entre la solution

12
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exacte et celle approchée avec un test d’arrét e = 1077.

Meéthode des Trapezes
N | E=max(|lu—U]|)
4 1.891863600719523e-001
10 | 1.990385309817144e-002
50 | 7.809406063645774e-004
100| 1.951186115651815e-004
200 | 4.877237452305394e-005

Les figures suivantes représentes le résultat obtenu pour N = 4 et N =
100.

3

u(t)
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2L -
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16 B
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12 -
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I 1 I 1 I 1 1 1 1
0 01 02 D3 04 0.5 0.6 o7 0.8 0.9 1

FIGURE 1.2 — solution exacte et solution approchée pour N =4

13
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FIGURE 1.3 — solution exacte et solution approchée pour N = 100

14



Chapitre 2

Equation intégrale de Volterra
non linéaire

Dans ce chapitre on s’interesse a ’étude analytiquement et numérique-
ment 1’équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espéce, donnée
dans la forme suivante

+ /tK(t, s, u(s))ds, a<t<b (2.1)

2.1 Etude analytique

Pour montrer I’éxistence et 'unicité de la solution u(t) de ’équation ([2.1),
on ait besoin de certaines hypothéses, on suppose alors que :

i) f(t)eC(ab)
|| K (ot
i) Vi s € [a,b],
K (t,s,u) — K(t,s

x R),
Vu,u € R,3A € RY,
a)|§A|u—ﬂ|

Le théoréme suivant donne l'existence et I'unicité de la solution de ’équation
e-1).

Théoréme 2.1.1 Suppossons que les hypothéses (H) sont vérifies alors I’équa-
tion (2.1) admet une solution unique continue sur [a,b].

Démonstration 2 Comme pour le cas linéaire, pour démontrer [’existence
et l'unicité de la solution, on utilise la méthode des approximation successives,

15
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définis par

avec ¢o(t) = f(t), on a alors

un(t) = Z i(t) (2.4)

et

| (t) /]qbn 1(8)|ds (2.5)

Par récurence on obtient

6u(1)] < SALZ ) 2.0
G = max |f(t)] (2.7)

Par conséquent
= alt) (2.8)
i=0

existe et est une fonction continue. Pour prouver que u(t) vérifie l’équation

, on pose
w(t) = un(t) + 6, (t) (2.9)

donc a partir de (2.2), on a

u(t) — o,(t) = f(t) —|—/ K(t,s,u(s) — 0p—1(8))ds

ou encore,

/Ktsu /Ktsu — 0n1(8)) — K(t,s,u(s))ds.

(2.10)

16
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Appliquant la condition de Lipschitz H(iii), on obtient

u(t) = f(t) —/ K(t,s,u(s))ds| < [0n(t)| + At — a)[|on[  (2.11)

ot
180111 = pmass 8,4(5)],
mais
lim [6,(t)] =0
n—»00
de sort que, en prenant n assez grand, le coté droit de l’inégalité est
suffisament petit .1l s’ensuit que la fonction u(t) définit par satisfait.

On va montrer que u(t) est une solution unique. Supposons qu'il existe une
autre solution continue (t) de ([2.1]) alors on a

u(t) —a(t) = / K(t,s,u(s)) — K(t,s,u(s))ds (2.12)
d’ou .
lu(t) — ()] < A / u(s) — i(s)|ds (2.13)

ce qui implique que

|u(t) — a(t)| < BL(t — a)
En répétant,la marche, on obtient :
B(A(t —a))"

ju(t) — a(t) < ==

(2.14)

pour tout n, par conséquent, on conclut que u(t) = @(t)

2.2 Etude numérique

La méthode que nous allons utiliser est celle de Nystrom. Soit la subdi-
vision de Uintervalle [a,b], a = tg < t; < to... < t, = b,
h = b’Ta, t; = a + jh. La méthode consiste a remplacer I'intégrale

1= [ Kbt

17
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par la forme de quadrature suivante

I; —thj (ti,t;,u(t;)). (2.15)

Nous choisissons la méthode des Trapeézes, c-a-d wy = w; = % et w; =1
pour 7 =1,...,:—1

h ! h
I, = §K(ti, to, Uy) + h ; K (t;,t;,U;) + §K(ti, t:, Uy,

En remplagant dans I’équation (2.1), on obtient le systéme suivant

Us = f(to)
Ui = f(t:) + 2K (ti,to, Up) + b 3123 K(ti, £, Uy) + BEK (8,5, Uy).

(2.16)
Le systéme ([2.16)) s’écrit sous la forme
Uy = f(tO);
U=S+ 4K, t,Up), (2.17)

S= f(t:) + 2K (ti,to, Up) + h Y12} K(ti,t5,Uj)

ou U; ~ u(t;). Le théoreme suivant nous permet de montrer 'éxistence et
I'unicité de la solution du systéme (|2

Théoréme 2.2.1 Si h est suffisamment petit, le systéme (2.16)) admet une
unique solution.

Démonstration 3 . Pour tout i > 1, nous définissons
h
ol
h i—1

8 = f(t) + 5K (tito, Uo) + ;K(ti,tj, U;).
D’aprés H(iii), on a

/ h h N /

[6:(Us) = 6ilU)] = [5 Kt 8, Us) = S K (8, 83, Ui)| < S AU = U, (2.18)

d’apres le théoreme du point fixe de Banach et pour h suffisamment petit, ¢;
est une contraction donc le systeme(2.17)) admet un unique point fize.

18
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2.3 Etude de 'erreur

Dans cette partie nous allons démontrer que la méthode numérique ainsi,
construite converge vers la solution exacte de I’équation (2.1)). Pour cela,nous
définissons

leil = [Ui —u(t;)],  0<i<N,
On dit que la méthode est convergente si
lim(max |¢;|) = 0.
h—0 0<i<n

Soit u solution de ({2.1)).La fonction

t; 7
50(ht) = / Kt 5, u(s))ds — b'S " w; K (bt u(t,)),
a =0

est appellée 'erreur de la consistance locale, par conséquent la méthode d’ap-
proximation est dite consistante si

lim (max |0n(h, t:)]) = 0.

Le théoréeme suivant nous permet de montrer que la méthode numérique
construite dans la partie précédente converge vers la solution exacte de I'équa-
tion (2.1))

Théoréme 2.3.1 Si la méthode d’approximation est consistante,alors
li 1) =0.
lim(max |ei])

Avant de démontrer ce théoréme, on est besoin de rappeller le lemme suivant
donné dans [3].

Lemme 2.3.1 (Lemme de Gronwall)
Soit {&, }nen vérifiant

n—1
6l <A |6l + By meN
i=0
ol
A>0, |B,/]<B

19
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Alors,
6ol <A+ AN (B+AG]),  n=1

La démonstration du théoréme (2.3.1)) est la suivante

Démonstration 4 Nous avons, pour 1 <1 < N,
i = |Us — u(t;)| = |h2i:wj(K(ti7tj7 Uj) — K(ti, tj,u(t;))) — on(h, t3)],
=0
d’apres Uhypotheése H(iii), on a
l&i] = \hiij(Uj — u(t;)) = on(h, ti)l;
=0

alors

j=0
ce qui donne
MVA <X maxi<i<n [0n (N, ;)|
P I e — - — .
I = T hwa Zjo T A

En utilisant le théoreme ([2.3.1)), on trouve

le;] < (1 + M)i_l (maXISiSn |5n(hati)|)

1—hWA 1—hWWA
e MWA ' (b—a)WA
—a
(H 1—hWA) = (H N(l—hWA)N)’
et
lim (1 L b-awA ) < +00
iresy N(1 — hWA)N ’

alors, 30 > 0 tel que

1+ WA\
. <
VN € N, E%(l—{_l—hWA) <46

ce qui prouve le résultat.

20
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2.4 Resultats numériques
Dans cette partie, nous allons donner un exemple pour voir I'éffécacité
de la méthode de Trapéze, qui donne une grande précision pour approcher

I'intégrale.

Exemple 2.4.1 On considere l'ezemple suivant

t 2s

+ u?(s)
on pose
K(t,s,u):L, 0<s<t<l1, wuE€eR,
1412 + u?(s)
et

f(t) = =In(1+222) +In(1+t¥)+t, 0<s<t<l1.

On vérifie facilement que f et K sont continues, pour 0 < s <t <1 et que le
noyau K est Lipschitzien par rapport a la troisieme variable u,en appliquant
le théoreme|2.2.1|, on vérifie que I’équation admet la solution exacte
u € C°([0,1]) donnée par,

u(t) = t.

Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur entre la solutions
exacte et approchée, avec test d’arrét e = 1077.

Meéthode des Trapezes
N | E=max(||lu — U;]|)
4 3.852532914045637e-003
10 | 6.181213618856596¢-004
30 | 6.862912315930281e-005
80 | 9.640766585272687e-006
100 | 6.171313766012432e-006
150 | 2.743580715947047e-006
250 | 9.869979691323749e-007

Les figures suivantes représentes le résultat obtenu pour N = 10 et N = 200.

21
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FIGURE 2.1 — solution exacte et solution approchée pour N = 10

Remarque 2.4.1 Nous remarquons dans les deuz cas (linéaire et non li-
néaire) que lorsque N prend des valeurs assez grandes, lerreur entre la solu-
tion exacte et la solution approchée,de ’équation de Volterra,tend vers zéro,
ce qui prouve la convergence de la méthode des Trapézes.
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FIGURE 2.2 — solution exacte et solution approchée pour N = 200

23



Chapitre 3

Equation intégro-différentielle non
linéaire de Volterra

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a 1’étude de I’équation intégro-différentielle
non linéaire de Volterra, ot la dérivée est donné sous le signe intégrale, donnée
dans la forme :

u(t) = f(t) +/ K(t,s,u(s),u'(s))ds, a<t<b (3.1)

L’équation (3.1)) est compliter par I’équation dérivée suivante
/ !/ !/ ! aK /
w(t) = £+ Kt tult) w'() + [ (s, uls) wis))ds,  a<t<b
(3.2)
Pour mettre ’équation dans un cadre fonctionnelle, on est besoin de cer-
taines hypothéses utiles. On suppose que f € C!([a,D]), et K une fonction
définie par,

K :[a,b]* xR? = R,

(t,s,u,v) = K(t,s,u,v),

et vérifie les hypotheéses suivantes :

24



UNIVERSITE 8 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

(1) K,% €C([a,b)? x R?),

(2) IM € R+*,Vt, s € [a,b],Vu,v € R,

max(|K(t, s, u, )], |%(t, s,u,0)|) < M
et

(1) 3o, B, @, € R+, Vu,v, 4,0 € R,Vt, s € [a,b],

|K(t,s,u,v) —K(t,s,ﬂ,@ﬂ < a|u—ﬂ| +6|U_T)|7

(Ha)
oK oK _
el _ 7 ) < &@lu — 1 _ 5
| By (t,s,u,v) 5 (t,s,u,0)| < alu—ul + Blv — ],
(2) <1

3.1 Etude numérique

La méthode que nous allons utiliser est celle de Nystrom. Pour N € N* |
on définit une subdivision de l'intervalle [a, b], tel que

_b—a
=
Soit la formule des intégrations numériques

b N
[ e iy wiee,
a i=0

ot,w; est une famille de réels,vérifiant, VN € N*, 3W > 0, maxo<j<n |w;| <
W. En appliquant cette quadrture sur les équations (3.1)) et (3.2), on obtient
le systéme suivant

h

tj=a+jh, 0<j<N.

UO = f(a)a (33>
Vo = f'(a) + K(a,a, Uy, Vp), (3.4)
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=0
/ ", 0K
Vn = f (tn) + K(tnu tnu U’rl7 Vn) + hzwza(tnntw Uiu ‘/2)7 1 S n S N7
=0
(3.6)
ol
Up = u(ty,),
et

Vo = (ty).

Pour montrer 1’éxistence et I'unicité de la solution du systéme (3.3))-(3.6]),
nous allons supposer une nouvelle hypothése (H3) donnée par

(Hs)|| a <1.

Théoréme 3.1.1 Sous les hypothéses (Hy),(Hs) et (Hs), et pour h suffi-
samment petit, le systeme (3.3)-(3.6) admet une unique solution sur |a,b.

Démonstration 5 Soit la norme suivante dans R?,

e |6)

Pour tout n > 1, nous définissons

= [X]+ Y],
1

\Y ) \Ft) + Kt tn, X,Y) + hw, 2 (b, te, X, Y) + A0y w9 (4,1, Ui, Vi) )

o

On obtient

) -G =G

Bl = hwn(K(tnytnyXa Y) _ K(tnatnaleyl))

ol
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K
By = K (bt X, V)= K (tos t, X', Y )b ( 22 (1 10, X, ¥ )= aa (t tn, X', Y"))

ot
Cependant
1] < AW (| X — X'| + BY = Y7)),
|Ba| < (a+hWa)|X = X'| + (B +hWB)[Y - Y|
Alors

Y/

RORE®|

Comme o < 1, en appliquant le théoréeme de Banach, nous obtenons le ré-
sultlat.

< max(hWa, \WW 3, (a+hWa), (B+hW ) H (if() - (X,>

1

3.2 Etude de 'erreur

Nous allons montrer que la méthode numérique construite dans la section
précédente converge vers la solution exacte de I’équation (3.1)). Pour cela,
nous définissons 'erreur,

= |Up — u(ty)| + |Vi — W (t0)], 0<n<N

On dit que la méthode est convergente si

1i =
lim ( max e,) =0

Pour 0 < n < N et u € C'(a,b), nous définissons I'erreur de consistance par,

h,t,) = /n K(tn,s,u(s),u'(s))ds — hzwiK(tn,ti,u(ti),u’(ti))|

=0

(tn, s, u( ))ds — hz:wZ tn,ti,u(ti),u’(ti)) )

La méthode d’approximation est dite consistante avec 1’équation (3.1), si

lim( max 6(h,t,)) = 0.

h—0 0<n<N
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Le théoréme suivant nous permet de montrer que la méthode numérique
construite,converge vers la solution exacte de I’équation (3.1)).

Théoréme 3.2.1 Si la méthode d’approximation est consistante avec l’équa-

tion (3.1)), alors

li =
lim( max ) =0

Démonstration 6 Pourn > 1, on a par définition
= |Un — u(ty)| + [Vo — /()]
= WS Wil (ta, t:, Us, Vi) — [ K (ta, 5, u(s), w/(s))ds|
K (tys t, Un, Vi) + RS0 g wi 2 (b, 6, Ui, Vi)

=K (b, by utn), 0/ (t0)) + [ G (tn, 5, u(s), ' (5))ds|

ainsi, en ajoutant et retranchant dans cette égalité les termes

thl (ts t, u(ti), v(t:))
et .
h;wi%—f(tn,ti,u(ti),v(ti))
on trouve
en =R g wiK (b, 6, U, Vi) — R Y g wiK (6, 6, u(t;), v(t;))
+h g Wi (tns tiy u(ts), 0(t:) = [1 K (b, s,u(s),u/(5))ds|
H|K (tn tn, U, Vi) + B0 g wi 2 (8, 43, Uy, V)
—hy " Owl o Kty ti, ults), v(t;))
Fh T w2 (i ulty), 0(8)) = K (Eny ey u(ty), (1))
[ (s, u(s),u (s))ds]
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par conséquent
en <Y g Wil (t, 6, Uy, Vi) — h Y g wilK (tn, i, u(ts), v(ts))]
K (tn, tn, Un, Vi) — K(tn, tn, u(ty), v’ (t,))]
A Y Wi (s i, Uy, Vi) — RS wi B (b, 1, u(ts), v(t))]
B STy wilk (ta tiults), v(t) = [i7 K (. 5, u(s), ' (5)) ds
A Y Wi (b, by, ut +ft" 9K (t,,,5,u(s),u'(s))ds|
ce qui donne
6n < R wiK (b, ty, Ui, Vi) — B0 wiK (t, ty, ults), v(ts))]
+|hwi K (t, tn, Un, Vi) — hwi K (t, ta, u(ty), v(ts))]
+h S w2 K (tn, i, U, Vi) — B w2 2 (i, u(ty), v(t:))|
+|hw; B (tn, by Un, Vi) — b 9 (tn, b, u(tn), v(tn)]
+K (tn, tn, Un, Vi) — K(tn, tn, u(ty,), v (t,))]
+H B3 wiK (t, iy u(ty), v(t:)) — fcf” K (t,,s,u(s),u(s))ds|
RS w A (i ults), v(t) + [ (4, s, u(s), W (5))ds|
d’apres les hypothéses (Hy), (Hs) et la définition de §(h,t,), on a

en < (a+ ahW + ahW)|U, — u(t,)| + (B + BAW + BhW) |V, — /(t,)]

n—1

+hW Z((a +a@)|U; — u(ts)| + (B + B)V: — u/(t:)]) + 3(h, t)).

pour h assez petit, on a

k=min(l — (a4 ahW + ahW),1 — (8 + BhW + BhW)) > 0,

29



UNIVERSITE 8 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

et
hWmaz(a + a, B+ ) - 1
€n < - ;ei + Eé(h, tn),

d’aprés le théoreme (2.3.1) du chapitre 2, on obtient

_ > n—1
1<1+thax(oz+oz,ﬁ+ﬁ)) <

€n f; 7 k

k max d(h,t;) + hWmazx(a + &, 3 + B)eo) ,

1<i<n
mais

_ > n—1 — o) N
(1 N (tham(ozk—l— a, B+ 5))) < <1 N (b— a)Wma]a;’[(lj +a,[+ 5)) 7

et

_ N
i (1+ ((b—a)Wma]:f[(kajLa,ﬁ—i—ﬁ)) < 4oo.

N—+4o00

Alors, 30 > 0 tel que

_ 5 n—1
VN € N; max 1 (1 + tha:v(a;a,B il 6)))

<40
1<n<N k

d’ou le résultat.

3.3 Résultat numérique

Dans cette partie, nous allons donner un exemple pour voir 1’éffécacité de
la méthode des Trapézes.

Exemple 3.3.1 Soit I’équation donnée par,

t 2s
u(t) = t+/ 5 —ds, te|0,1 3.7
O=0+ [ e 01 G

2s
142 4 2 4 22
100 100

ou, le noyau K(t,s,u,v) = satisfait,a (Hy), (Hy)et(Hs)

avec

1
M= — - -
0 <7y 6<2,
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et la fonction f(t) notée par

101 101¢2 101
t) =t — 100[In[— —In[— +
1) 356 + 00|~ Inlygg + O
on vérifie que la solution exacte est donnée par,
u(t) =t
et
u'(t) =1

Le tableau suivant donne une estimation de lerreur entre la solutions

exacte et la solution approchée avec un test d’arrét e = 1077

Meéthode des trapezes
N [ —max(Ju— Uil [~ Vil
4 1.519414700539290e-004
10 | 2.438124604164926e-005
20 | 6.118786601838622¢-006
50 | 9.903920661358256e-007
100 | 2.524897193545428e-007
200 | 9.113579024777607e-008
250 | 9.342530959965956¢e-008

Les figures suivantes montre la convergence de la méthode des Trapeézes.
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u(t)
09r * U

08 1

07 1

06 1

0&6F 1

0.4t -

03 1

02F 1

FIGURE 3.1 — solution exacte et solution approchée pour N = 10

u(t)
09+ = U

08 1

07 1

06 1

0&6F 1

04r 1

03 1

021 h

FIGURE 3.2 — solution exacte et solution approchée pour N = 100
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Conclusion

Dans ce travail, nons avons reprit I’étude des équations intégrales de Vol-
terra linéaires, non linéaires et intégro-différentielles. On a commencé par la
question de I’éxistence et 'unicité de la solution puis la construction d’une
approximation numérique en utilisant la méthode des trapézes.

A la fin de chaque étude, on a dévellopé des exemples numériques pour
assurer l'effécacité de notre méthodde choisie.
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