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Résumé : 

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéréssés  à l'étude de l'amélioration du 

comportement de l'algorithme en regardant en particulier la complexité 

algorithmique via de nouvelles techniques parmi les quelles fonctions noyau. 

pour cela nous avons donné étude comparative théorique de deux fonctions 

noyau pour la programmation linéaire ( Fonction noyau des barrièr termes 

logarithmique, Fonction noyau avec des termes de barrière trigonométrique ), 

l'étude comparative théorique prouver que la fonction noyau des barrièr 

termes logarithmique plus éfficace parapport la fonction noyau avec des 

termes de barrière trigonométrique 

Les mots clés : 

Méthode de point intérieur, Programmation linéaire, Fonction noyau. 

:ملخص  

 في خاص بشكل النظر خلال من الخوارزمية سلوك تحسين بدراسة مهتمون نحن ، مذكرةال هذه في

 مندالتي ل مقارنة نظرية دراسة قدمنا لهذا. النواةالمعتمدة على دالة  جديدة تقنيات عبر الخوارزمية تعقيد

 الحاجز بمصطلحات النواة دالةو ، اللوغاريتمي الحاجز لشروط النواة دالة) الخطية للبرمجة النواة دوالو

 كفاءة أكثر اللوغاريتمي الحاجز لمصطلحات النواة دالة أن المقارنة النظرية الدراسة أثبتت ،( المثلثي

.المثلثي الحاجز شروط مع النواة دالةب مقارنة  

 :الكلمات المفتاحية

 دوال النواة. البرمجة الخطية     . طريقة النقطة الداخلية     

Summary  :  

In this thesis, we are interested in the study of the improvement of the 

behavior of the algorithm by looking in particular at the algorithmic complexity 

via new techniques among which kernel functions. for this we gave theoretical 

comparative study of two kernel functions for linear programming ( Kernel 

function of logarithmic barrier terms, Kernel function with trigonometric 

barrier terms ), the theoretical comparative study prove that the kernel 

function of logarithmic barrier terms more efficient compared kernel function 

with trigonometric barrier terms. 

Keywords  :  

Interior point method, Linear programming, Kernel function. 
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Introduction

Dans ce mémoire, nous considérons le problème d�optimisation linéaire LO,
dont la forme primal est donnée par :

(PL) minfctx : Ax = b; x � 0g,
où A 2 Rm�n, rang(A) = m; b 2 Rm, et c 2 Rn, et son dual

(DL) maxfbty : Aty + s = c; s � 0g.

En 1984, Karmarkar [7] proposé une nouvelle méthode en temps polynô-
mial pour résoudre des programmes linéaires. Cette méthode et ses variantes qui
ont été développées par la suite qu�on appelle maintenant les IPMs. Pour une
référence sur le sujet, voir Y. Q. Bai et al[1], et J. Peng et al[9]. Sans perte de
généralité, nous supposons que (PL) et (DL) satisfaissent à la condition de point
intérieur IPC, i.e., il existe (x0, y0, s0) telle que

Ax0 = b; x0 > 0; Aty0 + s0 = c; s0 > 0.

Il est bien connu que la recherche d�une solution optimale de (PL) et (DL)
est équivalente à la résolution du système suivant :8<:

Ax = b; x � 0,
Aty + s = c; s � 0,
xs = 0.

On résout ce systeme par Les méthodes de trajectoire centrale (TC).
Les méthodes de trajectoire centrale (TC) ont été introduites et pleinement

développées au début des années 90. Elles possèdent de bonnes propriétés théo-
riques : une complexité polynômiale et une convergence super linéaire. Les algo-
rithmes de trajectoire centrale restreintent les itérés à un voisinage de la trajec-
toire centrale, ce dernier est une courbe de points strictement réalisables.
Les méthodes primales-duales de points intérieurs IPMs rentrent dans le

cadre chemin central et sont les méthodes les plus e¢ caces du point de vue
pratiques en particulier pour les problèmes de grande taille. Actuellement les
chercheurs, s�intéressent à l�étude de l�amélioration du comportement de l�al-
gorithme en regardant en particulier la complexité algorithmique via de nou-
velles techniques parmi les quelles fonctions noyaux. En e¤et, plusieurs travaux

2



TABLE DES MATIÈRES 3

montrent que l�itération théorique liée au court pas de déplacement dans les
IPMs est meilleure que celle liée à grand pas.
Le mémoire est organisé et divisé en trois chapitres comme suit :

Dans le chapitre 1, on présente les méthodes de trajectoire centrale via une
fonction noyau.
Le second chapitre, donne la fonction noyau avec un terme logarithmique de

M. BOUAFIA et a l[4], dé�nie comme suit :

 BL (t) =
t2 � 1� ln t

2
+

1

2 (q � 1)t
1�q � 1

2 (q � 1) ; q > 1:

Ils ont montré que l�algorithme correspondent converge avec complexité

O
�
qn

q+1
2q ln

n

�

�
itérations;

pour les méthodes à long-pas, cette borne est minime si on choisit q = 1
2
lnn, qui

donne les meilleurs bornes obtenues dans la littérature jusqu�à présent dé�ni par
O
�p

n lnn ln n
�

�
. Pour les méthodes petite mise à jour, s�ils ont pris q = O(1),

ils ont obtenu le meilleur savoir itération borne, à savoir O
�p

n ln n
�

�
.

Le troisième chapitre, donner la fonction noyau avec un terme trigonomé-
trique de M. BOUAFIA et al [2], dé�nie comme suit :

 BT (t) =
t2 � 1
2

+
4

�p
[tanp h (t)� 1] ; h (t) =

�

2t+ 2
; p � 2:

Ils ont montré que l�algorithme correspondent converge avec complexité

O
�
pn

p+2
2(p+1) ln

n

�

�
itérations;

pour les méthodes à long-pas, cette borne est minime si on choisit p = lnn
2
�1, qui

donne les meilleurs bornes obtenues dans la littérature jusqu�à présent dé�ni par
O
�p

n lnn ln n
�

�
. Pour les méthodes petite mise à jour, s�ils ont pris p = O(1),

ils ont obtenu le meilleur savoir itération borne, à savoir O
�p

n ln n
�

�
.

En�n,l�objet principal de notre travail est de faire une comparaison théorique
entre les deux fonctions de M.BOUAFIA et al [2.4].



Chapitre 1

Méthodes de trajectoire centrale
via une fonction noyau

1.1 Notions fondamentales

La programmation mathématique est un domaine vaste et riche dans l�analyse
numérique , elle traite plusieure modèles mathématiques et problèmes pratiques
importants.
D�une façaon générale ,un programme mathématique est un problème d�op-

timisation avec contrainte de type :

PM =

�
min f(x)
x 2 C

où

C =

�
x 2 Rn=gi(x) � 0; i = 1; :::;m

hj(x) = 0; j = 1; :::; p

�
et f; gi; hj sont des fonctions données de Rnver R; f la fonction objectif ,C

l�ensemble des solutions réalisables ou admissibles ,��les contraintes ,le domaine
��

1.1.1 La classi�cation des PMs

La classi�cation des PMs et son traitement numérique sont établis à partir
des propriétés fondamentales des fonctions f; g; h à savoir la covexité,la di¤é-
rentiabilité et la linéarité .
- Parmi les cas particuliers les plus étudiés on note :
� La programmation linéaire :(f linéaire,g; h a¢ nes).
� La programmation convexe :(f; g convexes; h a¢ ne,C convexe)
� La programmation en nombre entiers (C :ensemble discret :les variables

entiers)

4
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1.1.2 Programmation linéaire :

La programation linéaire dans Rn est constituée de la fammille de program-
mation qui traite la résolution des problèmes d�optimisation pour les quelles la
fonction objectif et toutes les contraintes sont linéaires ,il s�agit des problèmes
d�optimisation les plus célèbres ,les plus simples théoriquement et les plus étudiés
en recherche opérationnelle,le problème suivant est appelé programme linéaire8>><>>:

minCtx
Ax = b
Dx � e
x 2 Rn

�
ou A 2 Rm�n et b 2 Rm
D 2 Rp�n et C 2 Rn

�

On peut montrer que tout programme linéaire peut se ramener à l�une des
deux formes suivantes :
1) Forme canonique

(PC) =

8<:
minCtx
Ax � b
x � 0

(ou �)

2) Forme standard

(PS)

8>><>>:
min ctx
sc

Ax = b
x � 0

où A est une matrice réelle de type (m;n) supposée de pleine rang (c�est
_à_dire ; rg(A) = m < n);b un vecteur de Rn
Dans toute la suite,On s�intèresse au (PL) sous la forme standard suivant :

(PL)

8>><>>:
min ctx
sc

Ax = b
x � 0

Le dual du programmme (PL) est un programme linéaire dé�ni par :

(DL)

8>><>>:
max bty

Aty + s = c
s � 0; s 2 Rn
y 2 Rm

Dualité de programme linéaire



1. Méthodes de trajectoire centrale via une fonction noyau 6

Soit un programme linéaire(PL) mis sous sa forme standard , son dual
(DL),est dé�ni comme suite

(DL)

8<:
max bty
Aty � c
y 2 Rm

On note par :
� F(PL) = fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g, l�ensemble des solutions primales réali-
sables de (PL).

� Un vecteur x 2 F(PL) est appelé solution réalisable de (PL).
� Un vecteur x� 2 F(PL) minimisant la fonction objectif de (PL) s�appelle
solution optimale de (PL).

� Un programme linéaire (PL) réalisable est borné si la fonction objectif est
bornée sur F(PL).

�
�
F (PL) = fx 2 Rn : Ax = b; x > 0g, l�ensemble des solutions primales stric-
tement réalisables de (PL).

� F(DL) = fy 2 Rm : Aty + s = c; s � 0g, l�ensemble des solutions duales
réalisables de (DL).

� Un vecteur y� 2 F(DL) maximisant la fonction objectif de (DL) s�appelle
solution optimale de (DL).

�
�
F (DL) = fy 2 Rm : Aty + s = c; s > 0g, l�ensemble des solutions duales
strictement réalisables de (DL).

�
�
F =

�
F (PL) �

�
F (DL); l�ensemble des solutions primales-duales strictement

réalisables de (PL) et (DL).
Donnons quelques résultats fondamentaux de dualité en programmation li-

néaire.

Théorème 1.1.1 [8]"Dualité faible"
si x et y sont respectivement des solutions réalisables pour (PL) et (DL),alors

ctx � bty

Théorème 1.1.2 [8]"Dualité forte"
si
_
xet

_
y sont respectivement des solutions réalisables pour (PL) et (DL),alors

ct
_
x = bt

_
y ,alors

_
x est une solution optimale de (PL) et

_
ysolution de DL

Remarque 1.1.1 On peut transformer problème de maximisation à un problème
de minimisation et écrivant :max f = �min(�f)

1.2 Générique Primal-dual IPMs pour LO

Nous considérons le problème d�optimisation linéaire LO, dont la forme pri-
mal est donnée par :
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(PL) minfctx : Ax = b; x � 0g,
où A 2 Rm�n, rang(A) = m; b 2 Rm, et c 2 Rn, et son dual

(DL) maxfbty : Aty + s = c; s � 0g.

En 1984, Karmarkar [7] proposé une nouvelle méthode en temps polynô-
mial pour résoudre des programmes linéaires. Cette méthode et ses variantes qui
ont été développées par la suite qu�on appelle maintenant les IPMs. Pour une
référence sur le sujet, voir Y. Q. Bai et al[1], et J. Peng et al[9]. Sans perte de
généralité, nous supposons que (PL) et (DL) satisfaissent à la condition de point
intérieur IPC, i.e., il existe (x0, y0, s0) telle que

Ax0 = b; x0 > 0; Aty0 + s0 = c; s0 > 0. (1.1)

Il est bien connu que la recherche d�une solution optimale de (PL) et (DL)
est équivalente à la résolution du système suivant :8<:

Ax = b; x � 0,
Aty + s = c; s � 0,
xs = 0.

(1.2)

L�idée principale de primal-dual IPMs est de remplacer la troisième équation
(1:2), la condition dite de complémentarité pour (PL) et (DL), par l�équation
paramétrée xs = �e; avec � > 0 et e = (1; 1; ::::; 1)t 2 Rn. Ainsi que nous
considérons le système 8<:

Ax = b, x � 0,
Aty + s = c, s � 0,
xs = �e.

(1.3)

Assez surprenant, si le IPC est satisfaite, alors il existe une solution, pour
chaque � > 0, et cette solution est unique. Il est noté que (x(�); y(�); s(�)),
et nous appellons x(�) le �-centre de (PL) et (y(�); s(�)) le �-centre de (DL).
Ensemble de �-centres (Avec � passant par tous les nombres réels positifs) donne
un trajet de homotype, qui est appellée la trajectoire centrale de (PL) et (DL).
Si � ! 0, est puis la limite de la trajectoire centrale existe, et étant donné que
les points limites satisfont à la condition de complémentarité, la limite donne des
solutions optimales pour (PL) et (DL).
IPMs suivre la trajectoire centrale approximativement. Nous décrivons briè-

vement l�approche habituelle. Sans perte de généralité, nous supposons que
(x(�); y(�); s(�)), est connu depuis un certain � positive. Par exemple, en raison
de l�hypothèse ci-dessus, nous pouvons supposer ce pour � = 1, avec
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x(1) = s(1) = e. Nous réduisons alors � à � = (1 � �)� pour certains �xe
� 2 ]0; 1[, et on résout le système de Newton suivante :

A�x = 0,
At�y +�s = 0,
s�x+ x�s = �e� xs.

(1.4)

Le système (1:4) admet une solution unique désignée par (�x;�y;�s). Cette
direction est dite la direction de Newton classique pour LO. Ensuite, � est à
nouveau réduite par le facteur 1 � �,et nous appliquons la méthode de Newton
ciblant les nouveaux �-centres, et ainsi de suite. Ce processus est répété jusqu�à
ce que � est assez petit, jusqu�à ce que disent que n� � � ; à cette étape nous
avons trouvé une �-solution des problèmes (PL) et (DL). Le résultat d�un pas
Newton avec taille de pas � est notée

x+ = x+ ��x, y+ = y + ��y, s+ = s+ ��s. (1.5)

où, les � satisfait de la taille de pas (0 < � � 1).
Maintenant, nous introduisons le vecteur réduite v et les directions de re-

cherche réduite dx et ds comme suit : v =
q

xs
�
, dx =

v�x
x
, ds =

v�s
s
.

Système (1:4) peut être réécrit comme suit :8<:
A�x = 0,
At�y +�s = 0,
s�x+ x�s = ��vr� (v) .

(1.7)

qu�équivalent 8<:
Adx = 0,
A
t
�y + ds = 0,

dx + ds = v�1 � v.
(1.8)

où A = 1
�
AV �1X;V = diag(v); X = diag(x). A noter que la partie droite

de la troisième équation (1:8) est égale à le gradient négative de la fonction de
barrière logarithmique �(v) ; i.e., dx+ ds = �r�(v), alors le système (1:8) peut
être réécrit comme suit : 8<:

Adx = 0,
A
t
�y + ds = 0,

dx + ds = �r� (v) .
(1.9)

où la fonction de barrière �(v) : ]0;+1[n ! [0;+1[ est dé�nie comme suit :

� (v) = � (x; s; �) =
nX
i=1

 (vi) , (1.10)
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où

 (vi) =
v2i � 1
2

� ln vi. (1.11)

Nous utilisons � (v) que la fonction de proximité pour mesurer la distance
entre le trajectoire central et l�iterate ��centre de donnée � > 0. Nous dé�nissons
également la mesure de proximité basé sur la norme, �(v) : ]0;+1[n ! [0;+1[,
comme suit :

�(v) = 1
2
kr� (v)k = 1

2
kdx + dsk . (1.12)

Nous appellons  (t) la fonction de noyau de la fonction barrière logarith-
mique �(v). A noter que la paire (y; s) coincide avec le �-centre (y(�); s(�)) si
et seulement si v = e. On peut facilement véri�er que la fonction du noyau  (t)
dé�ni par (1:11) est une fonction strictement convexe, qui est dé�nie pour chaque
t 2 R++ et qui est minimum pour t = 1, alors que la valeur minimum est égale
à 0. Il ressort clairement de la description précédente que la proximité de (x; s)
à (x(�); s(�)) est mesuré par la valeur de �(v), avec � > 0 en tant que valeur
de seuil. Si �(v) � � , alors nous commençons une nouvelle itération externe en
e¤ectuant un �-mise à jour ; autrement, nous entrons dans une itération interne
par le calcul des directions de recherche à l�itération en cours par rapport à la
valeur actuelle de � et nous appliquons (1:5) pour obtenir des nouvelles itéra-
tions. Si nécessaire, nous le répétons la procédure jusqu�à ce qu�on trouve des
itérations qui sont dans le voisinage de (x(�); s(�)). Ensuite, � est à nouveau
réduite par le facteur 1 � � avec 0 < � < 1, et nous appliquons la méthode de
Newton ciblant les nouveaux �-centres, et ainsi de suite. Ce processus est répété
jusqu�à ce que � est su¢ samment petit, disent que jusqu�à ce que n� � � ; à ce
stade, nous avons trouvé une solution de �-approximative de LO. Les paramètres
� , � et la taille de pas � doivent être choisis de manière à ce que l�algorithme
est optimisée dans le sens où le nombre d�itérations exigées par l�algorithme est
aussi petit que possible.
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Algorithme : Générique Primal-dual IPMs pour LO
Données :
Une fonction de la proximité � (v) ;
Un paramètre de limite � > 0 ;
Un paramètre de précision � > 0 ;
Un paramètre de mise à jour de la barrière �xe �; 0 < � < 1 ;
début :
Initialisation : soit (x0, y0, s0) véri�e la IPC :

k = 0 ; �0 = 1 ; v0 =
q

x0s0

�0
;

Tant que : n�k > � faire :
début (itération externe)
�k+1 = (1� �)�k ;
Tant que : � (v) > � faire :
début (itération interne)
résoudre le système (1:7) pour obtenir (�x;�y;�s) ;
Calculer le pas de déplacement � ; et poser
x = x+ ��x ;
y = y + ��y ;
s = s+ ��s ;

v =
q

xs
�
;

�n (itération interne)
�n (itération externe)
�n.

1.3 Fonction noyau et propriétés

Dé�nition 1.3.1 On appelle  : ]0;+1[! [0;+1[ la fonction noyau si  est
deux fois di¤érentiable et véri�e les conditions suivantes :
�  0(1) =  (1) = 0,
�  00(t) > 0, 8t > 0,
� lim

t!0+
 (t) = lim

t!+1
 (t) = +1.

Donc  (t) et strictement convexe et minimale en 1 avec  (1) = 0, et implique
que  (t) s�écrit comme suit

 (t) =

tZ
1

�Z
1

 00(�)d�d�,

et la dernière condition indique que  (t) est une fonction barrière.

Lemme 1.3.1 [3]Soit  (t) fonction du noyau alors :
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1- t 0(t) �  (t), 8t � 1.
2- Si  (t1) =  (t2), tellque t1 < 1 < t2 alors :

 0(t1) < 0,  0(t2) > 0.

 (�t1) <  (�t2); 8� > 1.

1.3.1 Quali�cation de la fonction noyau

Lemme 1.3.2 [3]Si  (t) satisfait les propriétés suivantes :

t 00(t) +  0(t) > 0;8t < 1, (1.a)

t 00(t)�  0(t) > 0;8t > 1, (1.b)

 000(t) < 0;8t > 0, (1.c)

2 [ 00(t)]
2 �  0(t) 000(t) > 0;8t < 1, (1.d)

 00(t) 0(�t)� � 0(t) 00(�t) > 0;8t > 1; 8� > 1. (1.e)

alors  (t) est une fonction noyau quali�ée

1.3.2 Propriétés et relation entre les conditions de quali-
�cations

Les trois lemmes prochaines font clairement que les conditions (1:a), (1:b) et
(1:c) admettre une belle interprétation.

Lemme 1.3.3 ([9]) Soit  (t) une fonction deux fois di¤érentiable, alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i)  (
p
t1t2) �

( (t1) +  (t2))

2
, pour tous t1, t2 > 0.

(ii)  (e�) est convexe.

(iii) t 00(t) +  0(t) � 0, t > 0.

Lemme 1.3.4 [3]Soit  (t) une fonction deux fois di¤érentiable, alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i)  (

q
�21+�

2
2

2
) � ( (�1) +  (�2))

2
; �1; �2 > 0.

(ii)  (
p
t) est convexe, t > 0.

(iii) t 00(t)�  0(t) > 0, t > 0.
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Lemme 1.3.5 ([1]) Si  (t) véri�e (1:b) et (1:c) du lemme 1.3.2, alors  (t)
véri�e (1:e) :

 00(t) 0(�t)� � 0(t) 00(�t) > 0;8t > 1; 8� > 1.

Lemme 1.3.6 [3]Soit  (t) satisfait (1:c) alors :
1- nous distinguons les deux cas suivantes :
cas 1 : Pour tout t < 1, on a :

 (t) <
 0(t)

2
(t� 1) .

 00(t) (t� 1) <  0(t).
 00(1)

2
(t� 1)2 <  (t) �  00(t)

2
(t� 1)2 .

cas 2 : Pour tout t > 1, on a :

 0(t)

2
(t� 1) <  (t).

 00(t) (t� 1) <  0(t).
 00(t)

2
(t� 1)2 <  (t) <

 00(1)

2
(t� 1)2 .

2- Si  (t1) =  (t2), tellque t1 < 1 < t2 alors :

 0(t2) < � 0(t1).

1.3.3 Borne supérieure de � (v) pour chaque itération ex-
terne

Au début de chaque itération extérieure de l�algorithme, juste avant la mise
à jour paramètre � avec le facteur (1� �), on a � (v) < � . Depuis le facteur
� est mis à jour �+ = (1� �)�, avec 0 < � < 1, le vecteur v est mis à jour à
v+ = vp

1�� , qui conduit en général à une augmentation de la valeur de � (v),
Puis, au cours des itérations subséquentes intérieures, � (v) diminue jusqu�à ce
qu�il passe à nouveau le seuil � . Au cours de l�algorithme des plus grandes valeurs
de � (v) se produire juste après les mises à jour de �. Voilà pourquoi nous avons
besoin pour obtenir une estimation pour l�e¤et d�une valeurs de � dans la valeur
de � (v).
Il deviendra clair que dans l�analyse de l�algorithme certaines fonctions in-

verses en rapport avec les fonctions du noyau jacentes et sa dérivée première joue
un rôle crucial. Nous introduisons ces fonctions inverses ici.

% : [0;1[! [1;+1[ la fonction inverse de  (t).
� : [0;1[!]0; 1] la fonction inverse de �1

2
 0(t).

Nous avons le résultat suivant.
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Théorème 1.3.1 [3]Pour tout vecteur positif v et toute � > 1, on a :

� (�v) � n 

�
�%

�
� (v)

n

��
.

En conséquence de Théorème 1.3.1 on a que si � (v) � � et � = 1p
1�� alors,

la borne supérieure pour la valeur �
�

vp
1��

�
, la valeur de � (v) après la �-mise

à jour est une égalité

L (n; �; �) = n 

 
%
�
�
n

�
p
1� �

!
,

car % (s) croisante donc

� (v) � � , %

�
� (v)

n

�
� %

��
n

�
.

Corollaire 1.3.1 [3]Pour tout vecteur positif v, si et � (v) � � et 1p
1�� > 1, on

a :
L (n; �; �) � (�)0 ,

(�)0 =
n
2
 00 (1)

�
%( �n)p
1�� � 1

�2
.

1.3.4 Analyse décroissance de la fonction barrière de proxi-
mité �

Dans cette sous section, on va calculer le pas de déplacement et on prouve la
décroissance de la fonction barrière de proximité � à chaque itération intérieur
et on donne les résultats de complexité de l�algorithme.
Pour � �xé, si on prend � le pas de déplacement, alors la nouvelle itération

est donnée par

x+ = x+ ��x; s+ = s+ ��s; y+ = y + ��y.

On utilise (1:6) on obtient :

x+ = x(e+ �
�x

x
) = x(e+ �

dx
v
) =

x

v
(v + �dx)

et

s+ = s(e+ �
�s

s
) = s(e+ �

ds
v
) =

s

v
(v + �ds),

on a

v+ =

s
x+s+

�

=
p
(v + �dx)(v + �ds),
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pour tout � > 0 on pose

f(�) = �(v+)��(v):

Donc f(�) est la di¤érence de la proximité entre la nouvelle itération et l�ancienne
itération, pour � �xé. D�après la condition (1:a) ( lemme 1.3.3 (i) ), on a

�(v+) = �(
p
(v + �dx)(v + �ds))

� 1

2
(�(v + �dx) +�(v + �ds)),

d�où on a
f (�) � f1 (�) ,

telle que :

f1 (�) =
1

2
(�(v + �dx) +�(v + �ds))��(v), (1.13)

avec
f(0) = f1(0) = 0,

la dérivée de f1(�) est :

f 01(�) =
1

2

nX
i=1

( 0(vi + �[dx]i)[dx]i +  0(vi + �[ds]i)[ds]i),

où [dx]i et [ds]i désigne la i�eme composante des vecteurs dx et ds respectivement.
On utilise (1:12) on obtient :

f 01(0) =
1

2
r�(v)t(dx + ds)

= �1
2
r�(v)tr�(v)

= �2(�(v))2.

La dérivée de f 01(�) est

f 001 (�) =
1

2

nX
i=1

( 00(vi + �[dx]i)[dx]
2
i +  00(vi + �[ds]i)[ds]

2
i ), (1.14)

d�où f 001 (�) > 0; si dx; ou ds 6= 0; alors dans ce cas f1(�) est strictement convexe
en �:
On note par � = �(v); � = �(v) et vmin = min

i
(vi):

Lemme 1.3.7 ([1]) Soit f1(�) dé�nie dans (1:13) et � dé�nie dans (1:12); alors
on a :

f 001 (�) � 2�2 00(vmin � 2��).
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Lemme 1.3.8 ([1]) Si le pas de déplacement � véri�e l�inégalité suivante

� 0(vmin � 2��) +  0(vmin) � 2�, (1.15)

alors :
f 01(�) � 0.

Lemme 1.3.9 ([1]), Soit � : [0;1[!]0; 1] la fonction inverse de �1
2
 0(t) pour

tout t 2 ]0; 1].
Alors, la valeur maximale de � véri�ant (1:16) est donnée par

� =
1

2�
(�(�)� �(2�)).

Lemme 1.3.10 Soit � et � dé�nies dans le lemme 1.3.9 alors on a :

� � 1

 00(�(2�))
= e�. (1.16)

Preuve. Par la dé�nition de � on a

� 0(�(�)) = 2�,

on dérive par rapport à �, on trouve

� 00(�(�))�0(�) = 2,

alors
�0(�) = � 2

 00(�(�))
< 0,

et comme ( 00o�) (s) croisante donc

� =
1

2�

Z �

2�

�0(s)ds

=
1

�

Z 2�

�

ds

 00(�(s))

� 1

�

1

 00(�(2�))

Z 2�

�

ds,

où
 00(�(2�)) = max

[�;2�]
( 00o�) (s)

ce qui donne

� � 1

 00(�(2�))
= e�.

Ce qui termine la preuve
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Lemme 1.3.11 ([9]) On suppose que h(t) une fonction convexe et deux fois
di¤érentiable avec

h(0) = 0; h0(0) < 0,

et h(t) atteint son minimum global à t� > 0; et h00(t) est croissante pour tout t,
alors pour tout t 2 [0; t�], on a

h(t) � th0(0)

2
.

Preuve. Comme h0(0) < 0, h0(t�) = 0 et h00(t) � 0, alors h0(t) � 0 pour tout
t 2 [0; t�], utilisation de l�hypothèse du lemme nous pouvons écrire

h(t) =
R t
0
h0 (�) d�

= h0 (0) t+
R t
0

R �
0
h00 (�) d�d�

� h0 (0) t+
R t
0

R �
0
h00 (�) d�d�

= h0 (0) t+
R t
0
�h00 (�) d�

= h0 (0) t+
R t
0
�dh0 (�)

= h0 (0) t+ [�h0 (�)]t0 �
R t
0
h0 (�) d�

� h0 (0) t�
R t
0
h0 (�) d�

= h0 (0) t� h (t) .

Ce qui termine la preuve

Lemme 1.3.12 Si le pas de déplacement � véri�e � � � alors

f(�) � ���2.

Preuve. Soit h(�) dé�nie par

h(�) = �2��2 + �� 0(vmin)�
1

2
 (vmin) +

1

2
 (vmin � 2��),

alors

h(0) = f1(0) = 0; h
0(0) = f 01(0) = �2�2

h
00
(�) = 2�2 00(vmin � 2��)

d�après le lemme 1.3.7 on a

f
00

1 (�) � h
00
(�)

et par conséquent on obtient

f
0

1(�) � h
0
(�) et f1(�) � h(�),
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donc si � � � on a

h
0
(�) = h

0
(0) +

Z �

0

h
00
(�)d�;

= �2�2 +
Z �

0

2�2 00(vmin � 2��)d�

= �2�2 + �(� 0(vmin � 2��) +  0(vmin)) � �2�2 + 2�2 = 0,

avec h
00
(�) est croissante, donc d�après le lemme 1.3.11 on a

f(�) � f1(�) � h(�) � �h
0
(0)

2
= ���2.

Ce qui termine la preuve.
En combinant les résultats des lemmes 1.3.10 et 1.3.12 on obtient

f(e�) � � �2

 00(�(2�))
. (1.17)

1.3.5 Analyse de la complexité de l�algorithme

Avant cela, nous avons besoin des lemmes ci-dessous utilisés par J. Peng et
al. [9] pour faciliter au lecteur la compréhension des propos établis le long des
di¤érentes preuves.

Lemme 1.3.13 ([9]) Si � 2 [0; 1] alors

(1 + t)� � 1 + �t; 8t � �1.

Preuve. On dé�nit la fonction

f (t) = (1 + t)� � 1� �t, pour t � �1.

Alors
f 0 (t) = � (1 + t)��1 � �.
f 00 (t) = � (�� 1) (1 + t)��2 .
f 00 (t) � 0,

donc f (t) concave et f 0 (0) = 0, alors

f (t) � f (0) = 0.

Ce qui termine la preuve.

Lemme 1.3.14 ([9]). Soit t0; t1; :::; tK une suite des nombres positifs qui véri�e :

tk+1 � tk � �t1�
k ; k = 0; 1; :::; K � 1,

telle que � > 0 et 0 < 
 � 1, et

K �
�
t
0
�


�
.
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Preuve. utilisation de lemme 1.3.13 nous pouvons écrire

t
k+1 �
�
tk � �t1�
k

�

= t
k

�
1� �t�
k

�

� t
k

�
1� 
�t�
k

�
= t
k � 
�,

donc t
k � t
0 � 
�k, prenant K = k, on obtient t
0 � 
�K > 0, alors

K �
�
t
0
�


�
.

Ce qui termine la preuve.
On note par (�)0 la première ��mise à jour de �(v) et �k; k = 1; 2; :::; K

la suite des valeurs des �(v) dans les itérations intérieures. Alors d�aprés le
corollaire 1.3.1 on a :

(�)0 =
n

2
 00 (1)

 
%
�
�
n

�
p
1� �

� 1
!2
.

Autre part d�aprés (1:13) et (1:20) on a

�k+1 ��k � f(e�) � � �2

 00(�(2�))
.

alors on suppose qu�ils existent � > 0 et 0 < 
 � 1, telle que

� �2

 00(�(2�))
� ���1�
k .

Alors
(�k+1 � �)� (�k � �) � ��1�


k ;

donc
�k+1 � �k + ��1�


k ;

utilisation de lemme 1.3.14 pour tk = �k� � , on a K le nombre d�itérations
intérieures pour a chaque itération extérieur dé�nie comme suit :

K � [(�)0]



�

=

 
n
2
 00 (1)

�
%( �n)p
1�� � 1

�2!


�

. (1.18)

Pour détèrminer le nombre total d�itérations pour trouver une solution primale-
duale il est nécessaire de déterminer le nombre d�itérations extérieurs.
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Théorème 1.3.2 le nombre d�itérations extérieur pour trouver une solution primale-
duale approximative a valeur � > 0 est k tel que :

k � 1

�
ln
n

�
: (1.19)

Preuve. Si le paramètre de la trajectoire central à la valeur �0 = 1; et
�k = (1� �)k�0, n� � � , on a :

(1� �)k�0n � � ) (1� �)k � �
n

) k ln(1� �) � ln �
n

Puisque � ln(1� �) � � on obtient

k� � ln n
�

k � 1

�
ln
n

�
.

Ce qui termine la preuve.
Le nombre d�itérations total pour trouver une solution primale-duale approxi-

mative a valeurs � > 0 et � > 0 est multipliant le nombre d�itérations extérieures
par le nombre d�itérations internes,
nous obtenons pour le nombre total d�itérations, à savoir

[(�)0]



�
�
ln
n

�
=

 
n
2
 00 (1)

�
%( �n)p
1�� � 1

�2!


�
�
. (1.20)

1.3.6 Complexité asymptotique de nombre d�itérations
total

Dé�nition 1.3.2 (Notation O) Soient f et g deux fonctions f; g : N! R+: On
note f(n) = O(g(n)) lorsqu�il existe des entiers c et n0 tel que pour tout n � n0,

f(n) � cg(n)

Intuitivement, cela signi�e que f est inférieur à g à une constante multiplicative
près, pour les instances (données) de tailles su¢ samment grandes.

De même on dé�nit :

Dé�nition 1.3.3 (Notations o; 
; �) Soient f et g deux fonctions f; g : N !
R+
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- On note f(n) = o(g(n)) lorsque pour tout réel c, il existe un entier n0 tels que
pour tout n � n0,

f(n) � cg(n)

- On note f(n) = 
(g(n)) lorsqu�il existe des entiers c et n0 tels que pour tout
n � n0,

cg(n) � f(n)

- On note f(n) = �(g(n)) lorsque f(n) = O(g(n)) et f(n) = 
(g(n)).

Pour prendre � = O(n) et � = �(1); dans (1:20) on trouve le nombre d�ité-
ration pour IPMs à grand pas.
Pour prendre � = O(1) et � = �( 1p

n
); dans (1:20) on trouve le nombre

d�itération pour IPMs à petit pas.



Chapitre 2

Fonction noyau avec un terme
barrière logarithmique

Le deuxiéme chapitre, donner la fonction noyau avec un terme logarithmique
de M. BOUAFIA et al [4], dé�nie comme suit :

 BL (t) =
t2 � 1� ln t

2
+

1

2 (q � 1)t
1�q � 1

2 (q � 1) ; q > 1.

Ils ont montré que l�algorithme à correspondent converge avec complexité
O
�
qn

q+1
2q ln n

�

�
itérations, pour les méthodes à long-pas, cette borne est minime

s�ils ont choisi q = 1
2
lnn, qui donne les meilleurs bornes obtenues dans la litté-

rature jusqu�à présent dé�ni par O
�p

n lnn ln n
�

�
. Pour les méthodes petite mise

à jour, s�ils ont pris q = O(1), ils ont obtenu le meilleur savoir itération borne,
à savoir O

�p
n ln n

�

�
.

2.1 Propriétés de la fonction de noyau et la
fonction de barrière

Dans cette section, nous présentons une fonction noyau paramétrée et don-
nons ses propriétés qui sont essentiels à notre analyse de la complexité.
Maintenant, nous rappelons que notre fonction univariée paramétré  BL (t)

est dé�ni par :

 BL (t) =
t2 � 1� ln t

2
+

1

2 (q � 1)t
1�q � 1

2 (q � 1) ; q > 1. (2.1)

A cet e¤et, nous donnons les trois premières dérivées par rapport à t comme
suit :

21
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 0BL(t) = t� 1
2t
� 1

2
t�q,

 00BL (t) = 1 +
1
2t2
+ q

2
t�q�1,

 000BL (t) = � 1
t3
� q(q+1)

2
t�q�2.

(2.2)

De toute évidence,  BL (t) est une fonction de noyau et

 BL (t) > 1. (2.3)

Lemme 2.1.1 pour  BL (t), nous avons les résultats suivants.
(i)  BL (t) est exponentielle convexe pour tout t > 0 ; c�est

 E
�p

t1t2
�
� 1

2
( BL (t1) +  BL (t2)) .

(ii)  BL (t) est monotone décroissante pour tout t > 0.
(iii) t BL (t)�  BL (t) > 0 pour tout t > 0.
(iv)  BL (t) BL (�t)� � BL (t) BL (�t) > 0; t > 1; � > 1.

Preuve. Pour (i), utilisant (2:2), on a

t BL (t)+ BL (t) = t

�
1 +

1

2t2
+
q

2
t�q�1

�
+

�
t� 1

2t
� 1
2
t�q
�
> 0 pour tout t > 0.

et par le lemme 1.3.3, on a le résultat.
Pour (ii), utilisant (2:2), on a  000E (t) < 0, nous avons donc le résultat.
Pour (iii), utilisant (2:2), on a

t BL (t)+ BL (t) = t

�
1 +

1

2t2
+
q

2
t�q�1

�
+

�
t� 1

2t
� 1
2
t�q
�
> 0 pour tout t > 0.

Pour (iv), utilisant le lemme 1.3.5, (ii) et (iii), on a le résultat.
Ce qui termine la preuve.

Lemme 2.1.2 pour  BL (t), on a

1

2
(t� 1)2 �  BL (t) �

1

2
[ BL (t)]

2 ; t > 0. (2.4)

 BL (t) �
q + 3

4
(t� 1)2 ; t > 1. (2.5)

Preuve. Pour (2:4), utilisant (2:3) , on a

 BL (t) =

tZ
1

xZ
1

 BL (y) dydx �
tZ
1

xZ
1

1dydx =
1

2
(t� 1)2
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 BL (t) =

tZ
1

xZ
1

 BL (y) dydx

�
tZ
1

xZ
1

 BL (y) BL (x) dydx

=

tZ
1

 BL (x) BL (x) dx

=

tZ
1

 BL (x) d BL (x)

= 1
2
[ BL (t)]

2 .

Pour (2:5), depuis  BL (1) =  BL (1) = 0;  BL (t) < 0;  BL (1) =
q+3
2
, et en

utilisant le théorème de Taylor, nous avons

 BL (t) =  BL (1) +  BL (1) (t� 1) + 1
2
 BL (1) (t� 1)

2 + 1
6
 BL (�) (� � 1)

3

= 1
2
 BL (1) (t� 1)

2 + 1
6
 BL (�) (� � 1)

3

� 1
2
 BL (1) (t� 1)

2

= q+3
4
(t� 1)2 .

pour certains �; 1 � � � t.
Ce qui termine la preuve.
Soit % : [0;+1[ ! [1;+1[ la fonction inverse de  BL (t) pour t � 1 et soit

� : [0;+1[ ! ]0; 1] la fonction inverse de �1
2
 BL (t) pour tout t 2 ]0; 1]. Alors

nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.1.3 Pour  BL (t), on a

1 +

r
4

q + 3
s � � (s) � 1 +

p
2s; s � 0. (2.6)

� (z) >
1

(4z + 2)
1
q

; z � 0. (2.7)

Preuve. Pour (2:6), soit

s =  BL (t) ; t � 1, i.e., � (s) = t, t � 1.

Par (2:4), on a

 BL (t) �
1

2
(t� 1)2 .

alors
s � 1

2
(t� 1)2 ; t � 1.
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ce qui implique que
t = � (s) � 1 +

p
2s.

Par (2:5), on a

s =  BL (t) �
q + 3

4
(t� 1)2 ,

donc

t = � (s) � 1 +
r

4

q + 3
s.

Pour (2:7), soit

z =
�1
2
 BL (t) ; t 2 ]0; 1] .

Par la dé�nition on a
� : � (z) = t, t 2 ]0; 1] .

et Par la dé�nition de  BL (t), on a

z = �1
2

�
t� 1

2t
� 1

2
t�q
�

> 1
4
(t�q � 2t) > 1

4
(t�q � 2) ,

ce qui implique que

t = � (z) >
1

(4z + 2)
1
q

.

Ce qui termine la preuve.

Lemme 2.1.4 Soit 0 � � < 1, v+ = vp
1�� ; Si �BL (v) � � ; alors on a

�BL (v+) �
�
�n+ 2� + 2

p
2�n

�
2 (1� �)

.

Preuve. Depuis 1p
1�� � 1 et %

�
�BL(v)

n

�
� 1, nous obtenons

%
�
�BL(v)

n

�
p
1�� � 1.

Et pour t � 1, on a
 BL (t) �

t2 � 1
2

.
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En utilisant théorème 1.3.1, avec � = 1p
1�� , (2:6) et �BL (v) � � , on a

�BL (v+) � n BL

�
1p
1���

�
�BL(v)

n

��
� n

2

�h
1p
1���

�
�BL(v)

n

�i2
� 1
�

= n
2(1��)

�h
�
�
�BL(v)

n

�i2
�
p
1� �

�
� n

2(1��)

 �
1 +

q
2�BL(v)

n

�2
�
p
1� �

!
= n

2(1��)

��
1 + 2�BL(v)

n
+ 2
q
2�BL(v)

n

�
�
p
1� �

�
� n

2(1��)
��
1�

p
1� �

�
+ 2 �

n
+ 2
p
2 �
n

�
=
(�n+2�+2

p
2�n)

2(1��) .

Lorsque la dernière inégalité est de 1�
p
1� � = �

1+
p
1�� � �.

Ce qui termine la preuve.
Dénoter

(�BL)0 =

�
�n+ 2� + 2

p
2�n

�
2 (1� �)

= BTL (n; �; �) , (2.8)

alors, (�BL)0 majorant de �BL (v+) pendant le processus de l�algorithme.

Lemme 2.1.5 Soit �(v) est dé�ni dans (1:12). Alors, on a

�(v) �
r
1

2
�BL (v) =

r
1

2
�BL.

Preuve. utilisant (1:12), on a

�BL (v) =

nX
i=1

 BL (vi) �
nX
i=1

1

2
( BL (vi))

2 =
1

2
kr�BL (v)k2 =

4

2
�(v)2,

donc

�(v) �
r
1

2
�BL (v) =

r
1

2
�BL.

Ce qui termine la preuve.

2.1.1 Détermination de la taille du pas de déplacement

dans tout au long de la sous-section, nous supposons que � � 1. en utilisant
le lemme 2.1.5 et l�hypothèse que �E (v) � � , on a

�(v) �
r
1

2
.

A partir lemmes 1.3.7-1.3.9 , on a
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Lemme 2.1.6 Soit
_
� celle dé�nie dans le lemme 1.3.9. Si

�BL = �BL (v) � � � 1,

alors on a
_
� � 2

2 + (q + 1) (8� + 2)
q+1
q

.

Preuve. en utilisant le lemme 1.3.10, la dé�nition de  BL (t) et (2:7), on a

_
� � 1

 BL (� (2�))

comme � �
q

1
2
, et les fonctions croissantes 1

 BL(t)
et � (�) ; on a

_
� � 1

 BL(�(2�))

= 1

1+ 1

2�(2�)2
+ q
2
(�(2�))�(q+1)

� 1

1+ 1
2
(4(2�)+2)

2
q+ q

2
(4(2�)+2)

q+1
q

= 2

2+(q+1)(8�+2)
q+1
q
.

Ce qui termine la preuve.
Dénotant

�
� =

2

2 + (q + 1) (8� + 2)
q+1
q

. (2.9)

�
� le pas de déplacement et

�
� � �

�.

Lemme 2.1.7 Pour
�
� le pas de déplacement dé�nie dans (2:9) et soit

�BL (v) � 1:

Alors

f
�
�
�
�
� �

p
2

(q + 1) 148
[�BL (v)]

q�1
2q

. (2.10)
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Preuve. en utilisant le lemme 1.3.12 pour � =
�
� et (2:9), on a

f
�
�
�
�

� ��
��2

= � 2�2

2+(q+1)(8�+2)
q+1
q

� � 2�2

2(2�)+(q+1)(4(2�)+2(2�))
q+1
q

� � 2�2

2(2�)

q+1
q
+(q+1)(12�)

q+1
q

= � 2�2 
2(2)

q+1
q
+(q+1)(12)

q+1
q

!
(�)

q+1
q

� � 2�
2� q+1

q�
2(2)2+(q+1)(12)

2
�

= � 2�

q�1
q

(q+1)148

� �
p
2

(q+1)148
[�BL (v)]

q�1
2q

car

� �
r
1

2
�BL (v) �

r
1

2
.

2� �
p
2 � 1.

Ce qui termine la preuve.
Après la mise à jour de � à (1� �)�, on a

�BL (v+) �
�
�n+ 2� + 2

p
2�n

�
2 (1� �)

= (�BL)0 .

D�aprés la dé�nition de f (�), on a

f
�
�
�
�
= �BL

�
v+
�
��BL (v) � �

p
2

(q + 1) 148
[�BL (v)]

q�1
2q

.

Pour K le nombre total d�itérations internes dans l�itération extérieure. En
utilisant (3:21), on a

K � [(�BL)0]



�


=
�
148
p
2q
�
[(�BL)0]

q+1
2q .

soit (�BL)0 celle dé�nie dans (2:8) et soit � � 1, en utilisant (1:20) alors,
le nombre total d�itérations pour avoir une solution approchée avec n� < � est
majorant par �

148
p
2q
�
[(�BL)0]

q+1
2q
ln n

�

�
.
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Pour les méthodes de grande mise à jour avec � = O (n) et � = � (1), on a

O
�
qn

q+1
2q ln

n

�

�
itérations.



Chapitre 3

Fonction noyau avec un terme de
barrière trigonométrique

Le troisiéme chapitre, donner la fonction noyau avec un terme trigonomé-
trique de M. BOUAFIA et al [2], dé�nie comme suit :

 BT (t) =
t2 � 1
2

+
4

�p
[tanp h (t)� 1] , h (t) =

�

2t+ 2
, p � 2.

Ils ont montré que l�algorithme à correspondent converge avec complexité
O
�
pn

p+2
2(p+1) ln n

�

�
itérations, pour les méthodes à long-pas, cette borne est minime

s�ils ont choisi p = lnn
2
� 1, qui donne les meilleurs bornes obtenues dans la

littérature jusqu�à présent dé�ni par O
�p

n lnn ln n
�

�
. Pour les méthodes petite

mise à jour, s�ils ont pris p = O(1), ils ont obtenu le meilleur savoir itération
borne, à savoir O

�p
n ln n

�

�
.

3.1 Propriétés de la fonction noyau

Dans cette section, nous présentons une fonction noyau paramétrée et don-
nons ses propriétés qui sont essentiels à notre analyse de la complexité.
Maintenant, nous rappelons que cette fonction univariée paramétré  BT (t)

est dé�ni par :

 BT (t) =
t2 � 1
2

+
4

�p
[tanp h (t)� 1] , h (t) =

�

2t+ 2
, p � 2. (3.1)

De toute évidence,  BT (t) est une fonction noyau et

 0BT (t) = t+
4

�

�
1 + tan2 h (t)

� �
tanp�1 h (t)

�
h0 (t) , (3.2)

29
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 00BT (t) = 1 + u (t)

24 � (p� 1) tanp�2 h (t)+(p+ 1) tanp h (t)

�
(h0 (t))2+

[tanp�1 h (t)]h00 (t)

35 , (3.3)

 000BT (t) = u (t)

26666664

24 (p� 1) (p� 2) tanp�3 h (t)+2p2 tanp�1 h (t)+
(p+ 1) (p+ 2) tanp+1 h (t)

35 (h0 (t))3+�
3 (p� 1) tanp�2 h (t)+
3 (p+ 1) tanp h (t)

�
h00 (t)h0 (t)+

[tanp�1 h (t)]h000 (t)

37777775 , (3.4)

tel que

u (t) =
4

�

�
1 + tan2 h (t)

�
,

et
h0 (t) = ��

2(t+1)2
.

h00 (t) = �
(t+1)3

.

h000 (t) = �3�
(t+1)4

.
(3.5)

Lemme 3.1.1 [4]Pour h (t) dé�ni en (5:1) et p � 2, alors

0 < h (t) <
�

2
, t > 0. (3.6)

tanh (t) > 0, t > 0. (3.7)

�
[(p� 1) tanp�2 h (t) + (p+ 1) tanp h (t)] (h0 (t))2+

[tanp�1 h (t)]h00 (t)

�
> 0; t > 0. (3.8)

tanh (t)� 2

(p+ 1) �t
� 0; t > 0. (3.9)

3.1.1 Eligibilité de la nouvelle fonction noyau

Le lemme suivant sert à prouvé que la nouvelle fonction du noyau (3:1) est
éligible.

Lemme 3.1.1 [4]Soit  BT (t) dé�ni dans (3:1) et t > 0. Alors,

 00BT (t) > 1. (3.a)

 000BT (t) < 0. (3.b)

t 00BT (t)�  0BT (t) > 0. (3.c)

t 00BT (t) +  0BT (t) > 0. (3.d)



3. Fonction noyau avec un terme de barrière trigonométrique 31

La derniére propriété (3:d) dans le lemme 3:1:1 est équivalente à la convexité
de la fonction composée t 7!  BT (e

t) et cela vaut si et seulement si

 BT
�p

t1t2
�
� 1

2
( BT (t1) +  BT (t2))

Lemme 3.1.2 [4] pour  BT (t), on a

1

2
(t� 1)2 �  BT (t) �

1

2
[ 0BT (t)]

2 , t > 0. (3.10)

 BT (t) �
�
1 +

�

8
p
�
(t� 1)2 , t > 1. (3.11)

Soit � : [0;+1[ ! [1;+1[ la fonction inverse de  BT (t) pour t � 1 et
� : [0;+1[ ! ]0; 1] la fonction inverse de�1

2
 0BT (t) et pour tout t 2 ]0; 1]. alors

on a le lemme suivant.

Lemme 3.1.3 [4]Pour  BT (t), on obtient

1 +

r
8

8 + �p
s � � (s) � 1 +

p
2s; s � 0. (3.12)

tanh (t) � (4z + 2)
1

p+1 , z � 0. (3.13)

Lemme 3.1.4 [4]Soit 0 � � < 1, v+ = vp
1�� ; Si �BT (v) � � , alors on a

�BT (v+) �
�
�n+ 2� + 2

p
2�n

�
2 (1� �)

.

Dénoter

(�BT )0 =

�
�n+ 2� + 2

p
2�n

�
2 (1� �)

= L (n; �; �) , (3.14)

alors, (�BT )0 majorant de �BT (v+) pendant le processus de l�algorithme.

Lemme 3.1.5 [4] Soit �(v) est dé�ni dans (3:12). Alors, on a

�(v) �
r
1

2
�BT (v).
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3.1.2 Analyse de la complexité

Dans tout au long de la sous-section, nous supposons que � � 1. en utilisant
le lemme 3.1.5 et l�hypothèse que �BT (v) � � , on a

�(v) �
r
1

2
.

A partir lemmes 1.3.7-1.3.9 , on a

Lemme 3.1.6 [4] Soit
_
� celle dé�nie dans le lemme 1.3.9. Si

�BT = �BT (v) � � � 1,

alors on a
_
� � 1

(9 + 4p�) (8� + 2)
p+2
p+1

Dénotant
�
� =

1

(9 + 4p�) (8� + 2)
p+2
p+1

. (3.15)

�
� le pas de déplacement et

�
� � �

�.

Lemme 3.1.7 [4]Pour
�
� le pas de déplacement dé�nie dans (3:15) et soit

�BT (v) � 1.

Alors

f
�
�
�
�
� �

p
2

288 (13p+ 9)
[�BT (v)]

p
2(p+1) . (3.16)

Après la mise à jour de � à (1� �)�, on a

�BT (v+) �
�
�n+ 2� + 2

p
2�n

�
2 (1� �)

= (�BT )0 .

D�aprés la dé�nition de f (�), on a

f
�
�
�
�
= �BT

�
v+
�
��BT (v) � �

p
2

288 (13p+ 9)
[(�BT )0]

p
2(p+1) .

Pour K le nombre total d�itérations internes dans l�itération extérieure. En
utilisant (1:18), on a

K � [(�BT )0]



�


=

 
288 (13p+ 9) (p+ 1)

p
2

(p+ 2)

!
(�BT )

p+2
2(p+1)

0 .
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soit (�BT )0 celle dé�nie dans (3:10) et soit � � 1, en utilisant (1:20) alors,
le nombre total d�itérations pour avoir une solution approchée avec n� < � est
majorant par  

288 (13p+ 9) (p+ 1)
p
2

(p+ 2)

!
(�BT )

p+2
2(p+1)

0

ln n
�

�
. (3.17)

Pour les méthodes de grande mise à jour avec � = O (n) et � = � (1), on a

O
�
pn

p+2
2(p+1) ln

n

�

�
itérations.

Dans le cas d�un procédé à petite mise à jour, on a � = O (1) et � = �
�

1p
n

�
:

Remplacement de ces valeurs dans (3:17) ne donne pas la limite mieux possible.
Une meilleure borne est obtenu comme suit.
Par (3:11), avec

 BT (t) �
�
1 +

�

8
p
�
(t� 1)2 , t > 1,

on a
�BT (v+) � n BT

�
1p
1���

�
�BT (v)

n

��
� n

�
1 + �

8
p
� �

1p
1���

�
�BT (v)

n

�
� 1
�2

=
n(1+�

8
p)

(1��)

�
�
�
�BT (v)

n

�
�
p
1� �

�2
� n(1+�

8
p)

(1��)

��
1 +

q
2�BT (v)

n

�
�
p
1� �

�2
=

n(1+�
8
p)

(1��)

��
1�

p
1� �

�
+
q
2�BT (v)

n

�2
� n(1+�

8
p)

(1��)
�
� +

p
2 �
n

�2
=
(1+�

8
p)

(1��)
�
�
p
n+

p
2�
�2
= (�BT )0 .

où ils ont également utilisé cette 1�
p
1� � = �

1+
p
1�� � � et �BT (v) � � , en

utilisant cette borne supérieure (�BT )0, ils ont obtenu un majorant de nombre
total d�itérations suivant : 

288 (13p+ 9) (p+ 1)
p
2

(p+ 2)

!
(�BT )

p+2
2(p+1)

0

ln n
�

�
.

noter la maintenant (�BT )0 = O (p), et la complexité d�itérations devientO
�
p2
p
n ln n

�

�
iterations
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3.2 Tableaux comparatifs

On pose la fonction g(� ; �; p; q); dé�nie comme suit :

g(� ; �; p; q) = nombre total d0it�erations( BL)
nombre total d0it�erations( BT )

=
(148

p
2q)( (

�n+2�+2
p
2�n)

2(1��) )
q+1
2q

�
288(13p+9)(p+1)

p
2

(p+2)

��
(�n+2�+2

p
2�n)

2(1��)

� p+2
2(p+1)

1.pour p = 2 et q = 2

g(� ; �; 2; 2; n) =
37(

(�n+2n+
p
2�n)

2(1��) )
3
4

945

�
(�n+2�+2

p
2�n)

2(1��)

� 2
3

n 5 10 50 n �! +1
cas 01 : � = 1=2; � = 2 0:0446 0:0439 0:0548 0
cas 02 : � = 1=2; � = n 0:0487 0:0489 0:0127 0
cas 03 : � = 1=

p
n; � = 2 0:0514 0:0545 0:0623 0

cas 04 : � = 1=
p
n; � = n 0:0510 0:0529 0:0592 0

2.pour q = ln(n) et p = ln(n)
2
� 1

g(� ; �; lnn; ln(n)
2
� 1; n) = 148 ln(n)(

(�n+2n+
p
2�n)

2(1��) )
ln(n)+1
2 ln(n) 

288(13 ln(n)2 �4)( ln(n)2 )
( ln(n)2 +1)

!�
(�n+2�+2

p
2�n)

2(1��)

� ln(n)+2
2 ln(n)

n 5 10 50 n �! +1
cas 01 : � = 1=2; � = 2 0:0981 0:0854 0:0754 0
cas 02 : � = 1=2; � = n 0:1018 0:0932 0:0803 0
cas 03 : � = 1=

p
n; � = 2 0:0828 0:0703 0:0587 0

cas 04 : � = 1=
p
n; � = n 0:0857 0:0771 0:0634 0
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Conclusion :
Dans ce mémoire, nous nous sommes intéréssés à résoudre une program-

mation linéaire par les méthodes primales-duales de points intérieurs IPMs
rentrent dans le cadre chemin central et sont les méthodes les plus e¢ caces
du point de vue pratiques en particulier pour les problèmes de grande taille.
Actuellement les chercheurs, s�intéressent à l�étude de l�amélioration du compor-
tement de l�algorithme en regardant en particulier la complexité algorithmique
via de nouvelles techniques parmi les quelles ,les fonctions noyaux. pour cela nous
avons donné une étude comparative théorique de deux fonctions noyaux pour la
programmation linéaire ( Fonction noyau à terme barriére logarithmique, Fonc-
tion noyau à terme barriére trigonométrique ). Pour prouver l�e¢ cacité de deux
fonctions noyaux et évaluer son in�uence sur le comportement de l�algorithme,
l�étude comparative théorique a prouvé que la fonction noyau à terme barriére
logarithmique est plus é¢ cace parapport à la fonction noyau à terme barriére
trigonométrique
.
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