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Introduction

L'évolution au cours du temps de nombreux phénomeénes physiques, biologiques, éco-
nomiques ou mécaniques sont modélisés par des équations aux dérivées partielles (EDP).
La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations, elle consiste donc a etudier compor-
tement asymptotique de I'énergie que 'on note E(u, t) (c’est la norme des solutions dans
I'espace d’état), a étudier sa limite afin de déterminer si cette limite est nulle ou pas, et, si
cette limite est nulle, a donner une estimation de la vitesse de décroissance de I'énergie vers

zéro. Il existe plusieurs types de stabilisations :

1- la stabilisation forte : Elle consiste a analyser simplement la décroissance de I'énergie

des solutions vers zéro, i.e. E(t) — 0, lorsque ¢ — oo.

2- la stabilisation exponentielle : Dans se type on s’intéresse a la décroissance de I'éner-
gie la plus rapide, c’est-a-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle,
ie. E(t) < Ce ™ VYt > 0, ou1 C et a sont des constantes positives, avec C dépendante

des données initiales.

3- la stabilisation polynomiale : Elle conserne des situations intermédiaires, dans les-
quelles la décroissance des solutions n'est pas exponentielle, mais de type polynomial

C
par exemple E(t) < vVt > 0, ou C et J sont des constantes positives avec C qui

t_5/
dépend des données initiales.

4- la stabilisation logarithmique : Si E(f) < #, k > 0.
log(1 + k)

Il existe plusieures méthodes de stabilisation, par exemple la stabilisation par des feed-
backs, par des termes mémoires ou les deux. Dans notre travail on s’interesse a la stabilisation
du probleme de petrovski (équation des plaques) par un terme mémoire avec un noyau
oscillant. 1l est bien connu que les matériaux viscoelastiques fournissent un amortissement
natural, qui est dii a la propriété particuliere de ces materiaux a garder en mémoire les

déplacements antérieurs. Du point de vue mathématique, ces effets d’'amortissment sont
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Introduction 2

t
modélisés par des opérateurs intégro-différentiels / g(t — s)A%u(s)ds, ol g représente le

0
noyau dans 'expression de la mémoire.

Le probléme de petrovski avec terme mémoire s’écrit sous la forme :

r t
g + Nu— /g(t —5)A%u(s)ds =0 sur Q x (0,00)
0

(0.0.1)
u(t,x) = dou(t,x) =0 sur I x (0,00)

u(,0) =u% u(.,0)=ul x € Q)

o1 () est un ouvert borné de R” de frontiere I', g représente le noyau dans I'expression
du terme mémoire, v la dérivée normale orienté vers I'extérieur de Q). Ici u(t, x) est le
déplacement du point x a I'instant ¢, 11 la position initial et u' la vitesse initial,

avec les hypotheses suivantes :

Hypotheéses(H.1)

1) Soit A = A*> : D(A) C L?>(Q) — L?(Q) l'opérateur linéaire auto-adjoint sur
L*(Q), avec D(A) dense dans L? (Q), tel que, pour tout M > 0,

(Ax,x) > M ||x||*, ¥x € D (A),

ou
D(A) =H*(Q)NH; (Q),

et
Ax (&) =ANx (&), x€D(A) Ee Q.

2) La fonction g : (0,00) — (0, o) vérifie les conditions suivantes :

g € L}(0,0), est telle que :

/g(t)ds <1
0
On pose G (t) := /g(s)ds, telle que :
t

t— /g(s)ds > 0.

t
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Introduction 3

Hypotheses(H.2)

Il existe ap > O tels que gy, € Ll(O,oo) ett — /g,xo(s)ds; est un noyau fortement

t
défini positif.

Ce mémoire est basé sur le travail de Piermarco Cannarsa and Daniela Sforza. " Integro-
differential equations of hyperbolic type with positive definite kernels". Il est divisé en
trois chapitres :

Le premier chapitre : Il est consacré aux rappels des notions essentielles, de méme ainsi
que les résultats fondamentaux concernant les espace L?, les espace de sobolev

Dans la deuxiéme chapitre : On démontre 'existence et 'unicité de la solution forte
ainsi que la solution faible du probléeme (1) en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Enfin, dans le troisieme chapitre : On étudiera la stabilisation exponentielle. C'est a
dire on va montrer que I'énergie décroit exponentiellement. On définit I'énergie assoiee le

probléme (1) par la formule :

B ()= 5 w0+ 5 (1= [ s 0)ds) au(ol”

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréeme suivant :
Théoréeme Supposons que les hypotheses (H.1) et (H.2) sont vérifiées avec
ag > 0, alors il existe un nombre positif p; < p3 et C tels que :

pour tout (ug, u1) € D(—A) x X, vérifiant :
|| Auol| + [[ur]| < p1,

alors, I’énergie de la solution faible # du probleme (1) décroit exponontiellement.
C’est a dire:

Eu(t) < C(||Bug|| + [Jur)e™, vt >0,

et

/0 M E, (Hdt < C(||Aug|| + |[ua]]),

pour toutw € [0,a*], ota™ € (0, min(ag, 7)) et C(R) est une fonction positive

semi-continue supérieurement, telle que C(0) = 0.
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CHAPITRE

Rappels sur les espaces fonctionnels

1.1 Lespace des distributions

Notations :

1- Soienta = (aq,ap,...,a4y) € N" etx = (x1, X2, ..., X5 ) , on note par : D*, I'opérateur

de dérivation d’ordre « défini par:

olal

D* =
0x;19xy2...0% Xy,

ol

n
al =) a;.
i=1

2- Soit ¢ : () — k, on note par supp (¢) le sous-ensemble de () défini par :

supp (¢) = {x € ), ¢ (x) =0}

Définition 1.1.1. Soit Q) un ouvert de R", on dit qu'une fonction ¢ : @ — k (k = Rou C)
appartient a D (Q)) si ¢ est indéfiniment dérivable et son support est compact.

C’est espace sera appelé espace des fonctions testes.

Soient {(Pﬂ}yeN C Qetg € D(Q),onditque ¢, — @ dans D (Q) quand  — +oosi

seulement si il existe K, un compact de () tel que :

1- supp (¢,) CK, VueN.
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1.2 Les espaces L 5

2- D"¢, — ¢ uniformément sur K, Va € IN".

Définition 1.1.2. Soit () un ouvert de R". On appelle espace des distributions, le dual
topologique de D (Q)), et on le noter par D (Q).
Soit T une distribution sur Q etax € IN". La dérivée d’ordre « de T au sens des distributions

est définie par :
(D"T, 9) = (=1)*(T,D*p), Vg € D (Q).

1.2 Lesespaces L’

Définition 1.2.1. Soit () un ouvert de R". Lespace L (Q)), p € [1, +-oo[ est I'espace vectoriel
des (classes de) fonctions u définies sur () a valeurs dans k, ouk = IR o1 C, telles que u
est mesurable et |u|? est intégrable au sens de lebesgue sur ). Lespace L? (()) muni de la

norme: 1
P
lulliey = ([ Ju P dx)", pourp € (14|

est un espace de Banach.

Dans le cas ol p = 2, L? (Q)) muni du produit scalaire :

(1,0)12(00) :/Qu(x)v(x) dx.

est un espace de Hilbert.
On appelle L™ (Q)) I'espace constitué des (classes de ) fonctions mesurables et bornées

presque partout sur (). Muni de la norme :

[14]| Lo () = sup ess [u (x)],
xe)

ol
sup ess |u (x)| =inf{C >0, |u(x)| < Cp.psurQ},

xeQ)
L (Q)) est un espace de Banach.
On appelle Llpo (), 1 < p < +oolespace des (classes de) fonctions u mesurables et

telles que |u|” est intégrables au sens de Lebesgue sur chaque compacte K de Q).
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1.2 Les espaces L 6

1 1
Proposition 1.2.1 (Inégalité de Young). Soient 1 < p,q < oo, E + 5 =1,eta,b > 0,alors:

ab A
ab < — + —.
p q

Démonstration : Voir [2].

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Young générallisée). Soientl < p1,pa---,px < +o, tels

1
que —+ —+---+—=1etay,ap---,ar >0, alors:
pr P2 Pk
P1 P2 P
a a a
alﬂz---ak§L+L+.,,+ k.
pr P2 Pk

Proposition 1.2.3 (Inégalité de Holder). Soientu € LF (Q)) etv € L7 (Q) avecl <p,q < oo
et—+ — =1, alors:
uv € L1 (Q)
et
L ol dx < ooy [10ls(oy
Démonstration : Voir[2].

Remarque 1.2.1. Dans L? (Q) cette inégalité s'appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Corollaire 1.2.1 (Inégalité de Holder généralisée). Soient @1, ¢y, - - - ¢y des fonctions telles

1
que ; € LV (QO) avecp; > 1,1 <i<kou—+ —+ -+ — = —et— <1 Alors:
PLo P2 e PP

k
¢ = ljlfpieU’(Q),

et
||§0||LP(Q) < ||(P1HLP1(Q) ||(P2HU’2(Q) T ||(Pk||U’k(Q) :
Théoréme 1.2.1 (Théoreme de représentation de Riesz)). Soient 1 < p,q < 400,
' 1 1
¢ € (LF(Q))) tels queE + 7 = 1, alors il existe une unique (de classe) fonctionsu € LV (Q))

telle que :
(p,v) = /Qu (x)v(x)dx,Yv € LF (Q),

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



1.3 Convolution et régularation 7

et

e T

Démonstration : Voir [2].

/

Proposition 1.2.4. Si¢ € <Ll (Q)) , alors il existe une unique (classe de) fonctions

ueL®(Q), telleque:
(p,v) = /Qu (x)v (x)dx, Vv € L' (Q),

etona:
sy = 10l gy -

Démonstration : Voir [2].

/

Remarque 1.2.2. Grice au théoréemel.2.1[et ala proposition1.2.4} on peut identifie (L” (Q)))
1 1
aL?(Q),Vp € [0, +oo] telle que v + p =1

On peut montrer aussi que :

1- L9(Q) est séparable pour tout 1 < p < +oo0.
2- Linjecion de D (Q)) dans L? (Q)) est continue a image dense, pour tout 1 < p < +o0.

3- L” (Q) s'injecte continument dans D' (Q)), pour tout1 < p < +oo.

Lemme 1.2.1 (de Gronwall). si f(t) est une fonction continue de [0, T| dans R™ telle que :

£(t) < A+/Otg(s)f(s)ds vt e [0,T],

out A une constante positive, alors :

F(t) < Ael 845wt e [0,T].

1.3 Convolution et régularation

Dans tout ce paragraphe, on prend () = R". Les preuves des résultats de cette section se

trouvent dans [2].
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1.4 Espaces de Sobolev 8

Définition 1.3.1. Soient f € L' (R") etg € L (R")avec1 < p < +oo. Le produit

convolution de f par g est définie par :

frglx)= | Fla—y)gy)dy.
Théoreme 1.3.1. Soient f et g vérifiant les conditions de la définition[1.3.1} alors :
frge LV (RY) et ||f *gllpgay < Iflloiwe 1811y rey -

Maintenant, on note f = f (—x),Vx € R".

Proposition 1.3.1. Soient f € L' (R"), ¢ € L? (R") eth € L7 (R"), avec]l < p < +oo et

1
/n(f*g)hszg(f*h>-

—+ — =1, alors:
P 4
Proposition 1.3.2. Soient f et g vérifiant les conditions de la définition|1.3.1, alors :

supp (f xg) C supp (g).

Proposition 1.3.3. Soient f € D (R") etg € L} _(R"), avecK € N alors :

loc
fxge€ Ck (R™).

etona:
Dt (f+g) = (D*f) *g.

En particulier, si f € D (R") etg € L},_(R"), alors: f x g € C® (R").

1.4 Espaces de Sobolev

Définition 1.4.1. Soit Q) un ouvert borné de R", on définit 'espace W"* (Q}).

WP (Q) = {u € LV (Q) /D" € LP (Q), ¥ |a] < m},

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



1.5 Espaces fonctionnels a valeurs vectorielles 9

olt D%u est la dérivée au sens des distributions. Lespace W™* ()) muni de la norme.
= | X [ ID"u(lPdx] . pourl<p< oo

[ —— Y sup ess|D*u(x)|, pourp = +oo

|| <m
est un espace de Banach.
Pour p = 2,alors: W' () = H"(Q)).

Proposition 1.4.1 (Linégalité de Poincaré). Il existe un constante C, (Q)) > 0, telle que :
Il 2y < Celldullpqy,  Yu € Hg (Q).

En particulier lexpression || Aul| 2 est une norme sur Hg (Q) qui est équivalente a la norme
Il 2000 -

Théoréme 1.4.1 (Formule de Green). Soit Q) un ouvert bornée de R". Siu € H*(Q) et
v e H*(O),ona:

/ A uvdx =
Q

1.5 Espaces fonctionnels a valeurs vectorielles

Dans cette section nous allons introduire de nouveaux espaces qui sont nécessaires pour

donner un sens aux problemes d’évolutions. Soient X un espace de Banacheta,b € R.

1- Lespce L (a,b;X),1 < p < +oo est constitué par des (classes de) fonctions u

mesurables sur |a, b| a valeurs dans X, telles que :

1
oy o= ([ T 01 ) < e

et ||.[p(ap;x) €t une norme sur L” (a, b; X) .

L? (a,b; X) muni de la norme précédente est un espace de Banach.

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



1.5 Espaces fonctionnels a valeurs vectorielles 10

2- Pour p = +oo, LF (a,b; X) est 'espace des (classes de) fonctions # mesurable sur

|a, b[, avaleurs dans X et bornées p.p sur |a, b[ . Muni de la norme :

[l oo (a,,) = sup ess [lu (B)|x,

L™ (a,b; X) est un espace de Banach.

3- Soient {Ty;},cn C D' (a,b;X)etT € D (a,b; X) . On dit que (Tn),_, converge vers

T dans D' (a,b; X) si et seulement si :
(T, ¢) = (T, @) dans X, V¢ € D (a,b).

4- SoitS e D’ (a,b;X),ona:

ds B do
<E'q)>_ <¢’E>' Vo € D (a,b).

_ ds . . .
La fonction S — — est une fonction continue de D’ (a,b; X) sur lui méme.

dt
5- Pour p = 2 alors W (a,b; X) = H" (a,b; X) .

Si X est un espace de Hilbert alors I'espace H" (a, b; X) , muni du produit scallaire :

5 [ (u® (5, o
(0D = L (0,00 (1) a,

est une espace de Hilbert.

Proposition 1.5.1. Soit X etY deux espace de Banache sur la corpsk = R*outC, alors :

I- C([a,b]; X) estdense dans LF (a,b; X), et on a l'injection continue
C([a,b];X) < LP (a,b; X) pourl < p < +oco0.

2- Si X est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .)y, , alors L? (a,b; X)

est aussi un espace de Hilbert et sera muni du produit scalare suivant :

(02 = [ (00 ()t

3- LP (a,b; X) est séparable, si X est séparableet1 < p < +oo0.

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



1.6 La topologie faible et La topologie faible-étoile 11

4- SiX — Y ,alorsLF (a,b; X) — L1 (a,b;Y), pourl < g < p < +oco0.

5- Pourl < p < 4o alors:

L? (a,b; X) < D' (a,b; X).
Lemme 1.5.1. Soient H etV deux espaces de Banach tels que :

H—V.

Siu € L' (0, T; H) etu’ € L' (0,T; V), alors: u € C° ([0, T; V]).

Démonstration : Voir [I1].

1.6 La topologie faible et La topologie faible-étoile

1.6.1 La topologie faible

Définition 1.6.1. On appelle topologie faible sur E notée ¢ (E, El> , la topologie la moins

!/
fine rendant toutes les applications de E continues.

Notation : Soit (x;),cp etx € E.Onnote:
— Convergence forte : x, — x.

— Convergence faible : x, — x.

Proposition 1.6.1. Soit (x,), . une suite de E. On a les propriétés suivantes :

1- x, — x siet seulementsi f(x,) — f(x).Vf € E.

1- x, > x = x,;, — x.

2- Six, — xalors (xy),cp estbornée dans E et || x, || < lim inf ||x,|| 5.

1.6.2 La topologie faible-étoile

!

’ /)
Soit E un espace de Banach. On sait que E est de Banach. On note E son bidual qui est

!/
aussi de Banach. On souhaite munir E d’une autre topologie, suffisamment faible pour que

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



1.7 Proprietés de base sur les noyaux de types positifs et fortement définis positifs 12

la Boule unité fermée B, (0, 1) soit compact méme si E est de dimension infinie. Soit { . tel

E - R
g"'{fwf(s)

On note { I'application x — {,,onaalors{ €L (E, E ) .

que:

Définition 1.6.2. On appelle topologie faible-étoile la topologie la moins fine rendant

continue toutes les applications (. La topologie faible-étoile se note par o (EI, E > .

Notation : Soit (f;;),cp une suite d’éléments de E et fe E'.Onnote la convergence

faible-étoile par : f, — f.
Proposition 1.6.2. Soit (f,),cn une suite de E. Onales propriétés suivantes :

1- f, = fsietseulementsi f, (x) — f (x), pourtoutx € E.

- famf=>fa>f=>fu>f.

3- Sify — f,alors (fu), . est bornée dans E et 1fll g < liminf || fu|p .

Lemme 1.6.1 (de Aubin lions). Soit E espace de Banach séparable et (f,), . une suite

bornée de E , alors il existe une sous-suite (fu)y de (fn)en et f € E', telle que

fny Af dansE |

1.7 Proprietés de base sur les noyaux de types positifs et
fortement définis positifs

Soit X est un espace de Hilbert muni d'un produit scalair (., .) et une norme ||.||, pour
tout T € (0,00] et p € [1,00], onnote L (a, T; X), 'espace des fonctions u mesurable, on

notée L! (a,00; X) , lespace des fonctions appartient a L? (a, T; X) pour tout T € (0, o).

Définition 1.7.1. Soith € L}OC(O, o0), on dit que / est un noyau défini positif, si:
t
/ hxy(s) ))ds >0, t>0, (1.7.1)
0

pour touty € L7 (0, c0; X).
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1.7 Proprietés de base sur les noyaux de types positifs et fortement définis positifs 13

De plus, on dit que, & est un noyau fortement défini positif s'il existe une constant § > 0

telle que h(t) — e~ " est définie positif, c'est a dire :

t t
/ hxy(s) / exy(s),y(s))ds, t>0, (1.7.2)
0 0

pour touty € L2 (0,00; X), otie(t) = e .

Soit g € L1(0, o) est une fonction et G(t /g

Les résultats suivants sont utiles pour étudier la decroissance exponentielle.

Proposition 1.7.1. 1- Si G est un noyau défini positif, alors :
(e
/sm t)dt >0, Pourtoutw > 0. (1.7.3)
0

2- SiGeL! (0, 00) et g verifies , alors G est noyau définie positif.
Maintenant, nous allons demontrer un résultat analogue pour les noyaux fortement définis

positifs.
Démonstration : Voir [4].

Corollaire 1.7.1. (i) Si G est un noyau fortement défini positif, alors il existe 6 > 0, telle que :

5, Pourtoutw > 0. (1.7.4)
1 +w

/sm (wt)g(t)dt > 6—
0
(ii) SiG € ! (0,00) etil existed > O telle que g verifies , alors G est un noyau fortement
défini positif.

Lemme 1.7.1. Sig € L! (0, 00) est une fonction vérifiant, alors la fonction perturbée

e q(t), o >0,vérifie aussi bien.

Proposition 1.7.2. Soitg € L'(0,c0) une fonction telle quet — /g(s)ds.Alors:

t
9]

t— / e 7°g(s)ds, o > 0, est un noyau fortement défini positif.
t
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De plus, sid est la constante dans (|1.7.2), correspendante at —; / g(s)ds, alors, la
t

constante 6, pourt — /e“’sg(s)ds est donnée par :
t

)
Op = ———. 1.7.5
Lemme 1.7.2. Soith € C([0,00)) un noyau défini positif, alorsh > 0 et
t
||l y(£)]|* < 2h(0) /h*y T))T, t>0, (1.7.6)
0

pour touty € L}, (0, T; X).

Démonstration : Voir [12],[9].

Remarque 1.7.1. Si & et un noyau fortement défini positif et § est la constante de ((1.7.2]),
alors d’apres le lemmel.7.2, on a:

h(0) — 6 > 0. (1.7.7)

Lemme 1.7.3. Soith et un noyau fortement défini positif vérifianth,h' € L'(0,0). Alors :
, t
/Hh*y(r)wdr < S(Inl +4 (7| / hxy(T),y(T))dT, t>0, (1.7.8)
0

pour touty € L}, (O, 00; X), oi1§ est la constante de .

Démonstration : Voir [13],[9].

Lemme 1.7.4. Soith € L}OC(O, o0) un noyau fortement défini positif, alors :
) t
/Hy )Pt < [ly(O)[* + 5 /h*y >dr+/<h*y’(r),y’(r)>dr , (1.7.9)
0

pour toutt > 0 ety € L (0, 00; X),y € L},.(0,00; X), avec§ est la constante dans .

Démonstration : Voir [9],[7].
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Le noyau résoulvant :

Des résultats classiques pour les équations integrales nous assure que pour tout noyau

1
loc

h e L}OC(O,oo) etpourv € L; (0, 00; X), le probleme :

y(t) —hxy(t) =0o(t), t>0, (1.7.10)

admet une unique solutiony € Llloc (0, 00; X). En particulier, il existe une unique solution
r e L} (0,00)de

loc

r(t) —hxr(t)="h(t), t>0. (1.7.11)

Une telle solution est appellée noyau résolvant de h. De plus, la solution y de ((1.7.10)) est

donnée par la formule de variation de la constante :
y(t) =o(t) +r=o(t), t>0, (1.7.12)

ou 7 est le noyau résolvant de h.
Maintenant, on rappelle le théoréme de Paley-Wiener qui nous donne une condition

nécéssaire et suffisante pour que le noyau résonvant i € L(0, co) soit dans L' (0, o).

Corollaire 1.7.2. Soitg € L'(0,c0) telle que/g(s)ds < 1, avec on suppose que
0

(e e]

G(t) = /g(s)ds est un noyau fortement définie positif. Alors :
t

1- le noyau résolvantr de g appartient a Lt (0,00);

2- poutoutv € LP(0,00; X),1 < p < o0, la solution y de l'equation
y(t) —gxy(t) =o(t), 20,
appartient a L? (0, 00; X) et
yllp < @+ lIrllOlo]]p- (1.7.13)

Démonstration : Voir [4].
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Pour la convenance du lecteur, nous rappelons la notion de resolvent pour I’équation :
t

u(t) + Au(t /g (t —s)Au(s)ds =0, (1.7.14)
0

avec A l'opératour linéaire auto-adjoint sur X 2 domaine dense D(A) et g € L}, (0,00).
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CHAPITRE

Existence et unicité de la solution du
probléeme de petrovski avec un terme

mémoire

Introduction : Dans ce chapitre on va prouver l'existence et l'unicité de la solution forte
et de la solution faible, en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin. La méthode de Faedo-
Galerkin est une méthode trés robuste. L'idée de la méthode est la suivante. Partant d'un
probléme posé dans un espace de dimension infinie, on procede d’abord a une approxi-
mation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. On résout ensuite
le probleme approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre directement en
dimension infinie. Enfin, on passe d'une fagcon ou d’'une autre a la limite quand on fait tendre
la dimension des espaces d’approximation vers l'infini pour construire une solution du
probleme de départ.

On considere dans ce chapitre le probleme de petrovski avec un terme mémoire :

( t
s + Au — /g(t —5)A%u(s)ds =0 dans Q x (0,00)
0

(2.0.1)
u(t,x) = dpu(t,x) =0 sur I x (0,00)

u(.,0) = u®,us(.,0) = u dans Q

\

o1 ( est un ouvert borné de R" avec un frontiere I', g représente le noyau dans I'expres-
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sion du terme mémoire, v la dérivée normale orienté vers l'extérieur de (),

avec les hypothéses suivantes :

Hypotheése(H.1)

soit A = A?: D (A) C L?(Q) — L? (Q) I'éperatour linéaire auto-adjoint sur L (Q),
avec D(A) dense dans L2 (Q)), tel que, pour tout M > 0,

(Ax,x) > M |x|*, Vx € D(A),

D(A) = H*(Q)NnH} (Q),

et

Ax (&) =ANx (&), x€D(A) EeQ.

Hypothese(H.2)
La fonction g : (0,00) — (0, o0) vérifie les conditions suivantes :

1) g € L1(0,c0), est telle que :

[ee]

/g(t)ds < 1.

0

2) On pose G (t) := /g(s)ds, telle que :
t

o0

t— /g(s)ds > 0.

t
La méthode de Faedo-Galerkin est une méthode pédagogique et facile a comprendre, mais
cependant elle exige plus de régularité des fonctions utilisées. De plus des hypotheses 1 et 2,
faites, sur ¢, on suppose que :

3)g,g € LY(0,00).

Notations et définitions

On commence par définire les espaces suivants :

On pose :
D <A2> = H*(Q)NH2(Q),
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D(—A)=H3}(Q) = {v€H2(Q);v: g—z :Osurf}.

H? (Q) est muni de la norme

lollz) = 180]2(q)-
X = L% (Q) est muni de la norme
2
v = v|“dx.
ol = [, 1o

On note par Q; = Q) x |0, T[, et

(u,v) = / u(x)v(x)dx.
O
Théoréme 2.0.1. Supposons que les hypotheses (H.1) et (H.2) sont vérifées.

1- Si {uo, ul} eD <A2) x D (—A), alors il existe une unique solution forte du probleme

telle que :
ue L (0,T;H (Q) N H* (0)),

W €1 (0, T H3 () N12(0)),
U €L (0, T;L? (Q)) .

2- Si {uo, ul} € D (—A) x X, alors il existe une unique solution faible du probléme

telle que :

ueCl ([o, T); L2 (Q)) nc ([o, T); H2 (Q)) .

2.1 Solution forte

Dans cette section, on va prouver l'existense et I'unicité de la solution forte du probléme

(2.0.1). En multipliant I’équation différentielle.

¢
u’ + Au — /g(t — 5)A?u(s)ds = 0.
0

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



2.1 Solution forte 20

formellement par une fonction v, et en intégrant le résultat sur (), puis en appliquant la

formule de Green, on obtient :
/ u” (t,x) v (tx) dx+/ Au (t;x) Av (t, x) dx+/ gxAu(t,x)Av (t,x)dx =0,
0 0 0

Vt €10, +o0].

On considere I'espace
W = {w, w € H4(Q)mH§(Q)}.

Comme 'espace W est séparable, donc il existe une suite {wj}]. N dense dans W qui est

orthogonale dans L2 (Q2) . On définit :
Vin = [w1, wa, ...oy]

Vin est'espace de dimension finie, engendré par wy, wy, ...coy. Soit uy, (t) € V,, alors:

m

Um (t) = Zhlm (i’) wi,

i=1

vérifie 'équation suivante :
t
(1, (1), wi) + (Aum (1), Aw;) — /0 g(t—s) (Auy (s),Aw;) ds =0, (2.1.2)

avec les données initiales (quand m — o0 ) :

(um (0),w;) w; — u® dans H3(Q)NH*(Q),

I

~
I
—_

U (0)
(2.1.3)
(u, (0),w;) w; — u' dans H§(Q)NL*(Q).

I

N
Il
—

tyy (0)

Par des méthodes standard des EDO, on démontre I'existence de la solution approchée
pour le probleme ([2.1.2)) sur un certain intervalle [0, ¢, ). Puis, cette solution peut étre pro-

longer a l'intervalle entier [0, T], ou T = co, en employant la premiére estimation suivante :
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2.1.1 Premiere estimation a priori

La premiere estimation a priori nous permet de prolonger la solution obtenue a tout

l'intervalle [0.T] . Premiérment on montre que :

(s (1) (1)) = 5 [ (O]

On considere dans (2.1.2)v = wj, j = 1,2,....,m. En multipliant par h;m (1), t € [0, ty]

et en sommant sur j de 1 a m, on obtient:

(1, (£) 1ty (£)) + (Duay (2), Auty, (2)) — /Otg (t—s) (Aup (s),Auy, (t)) ds = 0. (2.1.4)

Sans perte de généralité, on consideére la base {wj} ._.. comme étant orthonormale dans

L*(Q). Graceacelaeta ,ona:pourj=1,2,..,m:
t
Wl (1) = (uly (£),0j) = — (B (1), Acwy) + /O g (t—5) (At (s), Aw;) ds.

Dot iy, (t) € L?(0,ty), donc:
[ o= [ 0

<) 1l

_/ Z

< z oo 5 /

2
dt
Q

W ( w]-Hth

i () oy,

tm

h” t) dt < 400

c’est a dire :
ull (t) € L2 (0, t; L (Q)) : (2.1.5)

Comme u), (t) est obsolument continue sur [0, t,,,[, on conclut que :

/ up (t,x) ,ub, (t,x)dx € LY (0, ty,) . (2.1.6)
Q
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On considere ® € D (0, t,,), alors de (2.1.5) et du théoréme de Fubinion a:

W ()il (1), DY, :</ Ao (t)dx,CI)>
( )p (0,tm),D(0,t) 0 D/(0,t),D(0,f)

—/tm/ ” t) ® (t) dxdt
-1, t"’ii o (0
2/ { CI>(t) 0" —/Otm 7 (t,x))Zcb’(t)dt}dx

/Ofm /Q (1, (1, x))* @' (1) dxdt

2
1 /
= 5 (Il (][5, @)
1d
= <§E 143 (f)}|§wq’>'
alors : ;
1
(st (£) 11, (1)) = 5 = | 07, (2.1.7)
De méme, on prouve que :
, 1d
(Bt (), Autfy (1) = 5= || S (D], (2.1.8)

En remplacant, (2.1.7)) et (2.1.8) dans (2.1.4)), on obtient :

i (3 01+ 5 10 (1) = (80 (1), 80, () = O

En intégrant sur [0, f[, t € |0, T[, on trouve :

1 1
5 Nt (D16 + 5 A ()11

1

/ 1 t ,
) ””m (O)HE) + 5 | vty (O)H?) +/0 (g% Ay (s), Auy, (s)) ds. (2.1.9)

Grace a hypothese (H.2-2),on a:

g*Aum(S):—/OSG/(S—T)Aum(T)dT

— G (0) Atty (5) — G (5) At (0) —/0 G (s —7) A, (T) dT.
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Par conséquent on déduit :

t

(At (s), Auy, (s)) ds — (Aum (0) ’/Ot G (s) Au,

- /Ot (G * Auy, (s), Auy, (s)) ds. (2.1.10)

/Ot (3% un (), Aty (5)) ds = G (0) [

0

En substituant ([2.1.10) dans (2.1.9), on obtient :

1 1 t
2 [ DI + 5 18 DI+ [(G * 2wy (5), 801 () ds

- % Huﬁn (0)||§) + % | Ay (0)||?) + G (0) /Ot (At (s), Auy, (s)) ds

- (Aum (0), /O "G (s) A, (5) ds) .

t
Mais, / (G (s) * Auy, (s) , Auy, (s)) > 0 car G est un noyau fortement défini positif, alors :
0

3 i (O + 3 1410 1)1
< % |17 (O)Hé + G (0) /0 (At (5), Auy, (s)) ds
1

+5 | At (0)]5 — <Aum (0) ,/Ot G (s) At (s) ds> . (2.1.11)

D’autre part, de (2.1.8) on a:

G (0) [ (mtm (5), 8y () = 52 [ (5 s
= SO (Jaun (O~ 1800 O)IR) . (2112)

/0 G (s) Aul, (s)ds = G (t) Aupy (t) — G (0) Auy (0 —|—/ $) Ay (s) ds

alors:
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— (Aum (0) ,/t G (s) Auj, (s) ds) =G (0) [[Aup, (O)Hé — (Aupy (0), G () Auy, (1))

- (Aum (0) ,/tg (s) Aty (s) ds) . (2.1.13)

0

En remplacons (2.1.12)) et (2.1.13]) dans (2.1.11]), on obtient :

1 1-G(0
Sl 2+ 25O a1

1 2 1+G(0)
<L+ 12EQ

— (A (0), G (t) Auy, (£)) — /Otg (s) (At (0), Aty (s)) ds. (2.1.14)

| At (0) ]|,

Maintenant on va estimer les termes du membre droite de ([2.1.14]).
En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, avec I'hypothese (H.2-2), on
aura:

Estimation du terme L1 = — (Auy, (0), G (t) Auy (1))

L1l = [(Aum (0), G (£) Duw ()]
< [Iglly [|Awm (O) || | Arer (£)]

1 2 2 2
< 7 I8l 18um (0) [ + [|Aum (1) [ - (2.1.15)

t
Estimation du terme L, = — / 2 () (At (0), Aty (s)) ds
0

Lal = | [ 55 (1 0), () s
< [ 18 )1 It O At (s)] s

< [l (10 (01 + 30 (5)1?) s

t
1
= 2 Il 180 ), + [ 1g(5)| 181 () 7y s (2.1.16)
0
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En remplacant (2.1.15)), (2.1.16) dans (2.1.14)), on obtient :

1, “1-G(0
3 i 0l + (Z52) 18 01
t
< 2 O+ Cllaun O)1 + [ IO [Aun(s)Pds — @117)
0
ou
1+G(0 1
c= 1250 S gl 4 gl
Donc
t
2 (1, )
8000 (1 < 1 g7 (3 10 OV + 8 O, ) + / B ()| s

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :

| Awy, ()% < ﬁ (Hu;ﬂ (0)||2, + C [| At (0)||§)) exp (%) . (2.1.18)

Maintenant de (2.1.17)) et (2.1.18]) on obtient :

14 (B2, + N[ Ata ()]

< (2 o (T ) @l (5l O + € 130 O

Comme

U (0) = ud, — u® dans H3Z(Q)NH*(Q)

et

ul, (0) = ul, — u! dans HZ(Q)NL2(Q).

Doncg, il existe un constante C indépendante de t et de m telle que :

145, (0|2, + [ A (0)]| < C,

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



2.1 Solution forte 26
d’'ou
2
14}, (1) |5y + [| At (1) |75 < C. (2.1.19)

Par conséquent, la solution approchée u,,(t) peut étre prolonger a tout l'itervalle [0, T|;

Vm € IN, donc on a l'inégalité (2.1.19) est vraie p.p sur [0, T] et Vin € IN, d’our:

{um (t)},yeny estbornée dans L% (O, T; H} (Q)) , (2.1.20)

{Auy (t)},,cny estbornée dans L (0, T;L? (Q)) , (2.1.21)

{u;ﬂ (t)} N ot bornée dans L (O, T; 12 (Q)) . (2.1.22)
me

2.1.2 Second estimation a priori

On commence par prouver, que la dérivée au sens des distributions et au sens classique

du premier et du deuxieme ordre, si elles existent, coinsident, alors :

<%um,q>> _ _/OT i (£) D' () dt

m T
:]; <_/ B (1)@ (1) dt) w;
=f{—\h]m<t><1><t>|§+ A h§m<t>q’<f>df}wf
j=1
m T
:Jg{ ; Him (t)CID(t)dt}w]
:/OTu;ﬂ(t)(ID(t)dt
= <u;n,q)>

et de (2.1.5) on montre que :

<%u;ﬂ,q>> — (ul,®).
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27
De méme, on prouve que :
d /
T (Aup (t), ij) , @) = ((Auy, (t),Aw]-) , @)
d t p
pr /0 g (t—s) (Aum (s),Auy, (t))ds |, @) =
t
</0 g (t —s) (Aup (s), Auy, (1)) ds,CI>> + (g (0) (Aup (£), Auy, (1)), @) .
On obtient la derniere égalité en appliquant la Prposition1.3.3
A partire des relations ci-dessus et de (2.1.5)), on a:
d 1 / g /
(i (1), ) = — (Bt (1), Bey) + /0 g (t—5) (Dt (5), Aw) ds + g (0) (At (£), Aw))
(2.1.23)

dans L? (0.T), d'oi1 : Hom (t) € L% (0.T) . Alors :

T ///
Il )y

2

dt
Q

W () w, H dt
Q

Zh’”
/ 2\
_/ 2

< 2 Jeonls [

2
Wi O oy,

h”’ t‘ dt < 400

c’est-a-dire :
u” (1) € L2 (o T;L? (Q))

A partir de (2.1.23)), on trouve :

(u (£), @) + (Auy, (1), Aw,) — /Otg’ (t—s) (Aum (s), Aw,) ds — g (0) (Aup (1), Aw;) = 0.
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En multipliant par /};, et en sommant sur j, on aura :

(e (£) 1y (£)) + (Buiyy, (£) , Ay, (¢ / g (t—s) (Aup (s), Auy, (t)) ds

Donc:
ld | "

3 I+ 35 v ()] = 9 0) (B (0, 805 1)

I
e

(2.1.24)

— /Ot g (t—s) (Aup (s), Auy, (1)) ds
D’autre part :
- /Otg' (t—5) (At (5), At (1)) ds — g (0) (At (£), Autl, (1))
_ _%/Otg’ (t—s) (Aum (S),AM;1 (t)) ds + /Otg// (t—s) (Aum (s),Au;n (t)) ds
5 (0) (At (1), A (1)) — £ (0) 5 (Au (6), A (6)) + (0) (A (6), Ay (1),
donc ([2.1.24)) peut étre écrite, sous la forme :
a5 5 8t () = 5 [ = 5) (B ), vty (1)) s

+/0 " (t— ) (B (5), Aty (1)) ds + g (0) (Duts (£), Dty (8)

—g(0) & (B (1), Au (1)) + 3 (0) (Au (£), Mty (1)) = 0,
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en intégrant sur (0, f) on obtient :

s I + 3 8 ] = 1 @+ [ ¢ =) (e 5), 6 1)
+%||Au H —//g T —5) (Aupy (s), Auy, (7)) dsdt
— g (0) [ (B (5, 8t (5)) s+ (0) (B (1), My (1)

~ 5(0) (Bt (0), 88, (0) =g (0) [ [ ()| s

On a besoin d’estimer le membre de droite de I'inégalité (2.1.25)).

On commence par 'estimation de la suite {u;ﬁ (O)} ,en posant t = 0 et en prenant

v = u), (0) dans (2.1.2), alors on aura :

D’apres la formule de Green, on a:
i ()] + (821, (0) 147, (0)) = 0.

De (2.1.3)), et des inégalités de Cauchy-Schwarz, et de Young, on a:

4 Q) = = (8% (0) 5, (0))

|62 O] 45 O

IN

< || a%un (o)};(n) ult, (0)[1%,

1
< = Ml (0) gs(r) + € [l (O

M 2
< 2c Tellun 0

oi1 M et un constante qui majore {1, (0)} dans H* (Q)), car

Uy (0) = u® dans H*(Q),
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doti:
|y (0)|| < Ly, (2.1.26)
ol L1 est une constante positive indépendante de m.

1
Estimation du terme Ky = 5 | Auy, (0) HZ — g (0) (Auy (0), Auy, (0)).
de (2.1.3) et (2.1.19), on déduit que :

> lau, ) ~ g (0) (8un (0), At (0) < Ly, (21.27)

avec L, une constante positif independante de m.
t
Estimation du terme K3 = / g (t=s) (Aup (s), Auy, (t)) ds.
0
En utilisant (H.2-3), les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young, et le théorémel.3.1}, on

aura:

Kl = (8000 (1), (0 5) o 5) 5|
(/ | Ay, ( |dx> (/Q (/Otg’(t—s)Aum(s)ds)zdx)%

= [| 8w ()| |8 Aum (£)]]
< sy (1) 1820w (1)1 8
1
< e[| au, (1) + 22 18117 1 dum (1117

= ¢ ||Aul, ()]|7,+ Ls (T), (2.1.28)

oue > 0.
t rT
Estimation du terme Ky = — / / g" (t—s) (Aup (s), Auy, (1)) dsd.
0 JO
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|Ky| = ’/Ot (Au;ﬂ (T),/OTg” (T —s) Auy, (s)ds) dt
g/ot (/()!Au;n(r)‘zdx)%</g (/OTg”(TS)Aum(s)ds)zdx>;dr

t
:/0 18wy (0)]| ll8” * Bt ()|, AT
t
< [ 18u @)l 18"y 1t ()l e
1 t 1 ot
<5 ) Iawhy e+ 5 [l 18 (2)lfE v
1 t 1 /T
<o [ lsuhy @G ar+5 [ 8] 18w ()1 dr

_ _/ | A, (7|2 dT + Ly (T) . (2.1.29)

t
Estimation du terme Ks = —g' (0) / (At (s), Aupy, (s)) ds.
0

|Ks5| = ’/ g (0) (Aupy (s), Auy, (s)) ds
/g ) || (3)]] | At (5)]] s
1 t
/OHAu;n (5)[[Pds+ 32 [ 1180 (5)] s
t T
2/ |6 )]s+ 3o [ 1w () s

/ | A, (5)]|* ds + Ls (T) . (2.1.30)

I reste a estimer la quantité Ko = —g (0) (Auy (£), Auy, (1))
[Ks| = |8 (0) (A (t) Auuyy (1)) |
< & (0) [|Aum (1)]] HA” )]
o))
< el (07 + By, (1)

= e ||dul, (1)]* + Le (¢) (2.1.31)
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De (2.1.26)), (2.1.27)), (2.1.28), (2.1.29), (2.1.30) et (2.1.31]) on conclut que :

t
2 DI + 5 g, ()2 < 2¢ | A, (t)||2+(s (g’(O))er%)/o |Aidy (5) |7 ds + Ly
(2.1.32)

ol Ly est constante positive independant de m, donc:

e (O] + (1 = 4e) ||, ()] < Ly + (26 (3 (0))* +1) /Ot [t ()| + (1 — 4e) || Aut, ()| ds.

(2.1.33)
En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :
2 2 2
i (O + (1 = de) | A, (8)]* < Ly exp (26 (g' (0))* + 1),
d'oti:
[t (8)||7 + || Auty (1) || < Lg. (2.1.34)
pour tout ¢ € [0, T| ol Lg est constante positive indépendante de m.
Lestimation (2.1.34]) implique :
{u;1 (t)} est bornée dans L (0; T; > (Q)) , (2.1.35a)
melN
{Auy, (t)},,cpy estbornéedans L% (0; T; L2 (Q)) , (2.1.36)
{up, (1)}, estbornéedans L% (O; T; H3 (Q)) : (2.1.37)

2.1.3 Passage alalimite

Initialement, en identifiant L? (Q) a son dual, on aura :
/
L* (0T H3 () = [L' (6 s H2(0)) ]

L® (0; T; L2 (Q)) = [Ll (o; T; L2 (Q))]/

/ /
etcomme H 2 (Q)) et L? (Q) sont séparables alors [Ll <O,' T,H (Q))} et [Ll <0; T;L? (Q))}
sont séparables (voir le propositior[1.5.1). D’apres le lemme de Aubin lions et des estimations
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a priori, il existe une sous suite {u, } de {i,, },,c telle que VT > 0

uy X4 dans L*® <O; T; Hg (Q)) , (2.1.38)
AN 00 2

w), “u' dans L (0; T; H (Q)> , (2.1.39)

w,, = u" dans L% (O; T; 1> (Q)) : (2.1.40)
Comme

Uy, A" dans L% (O; T; L? (Q)) ,
alors :

<u;j,(p> — (u”, @), Vo € L! (O; T;L? (Q)) .

C’est-a-dire :

/OT (uZ (t), o (t)) dt — /0 ! (W (t), @ (1)) dt.

Comme w; € H*(Q)NH; (Q) — L2 (Q),pour® € D (0,T) — L? (0, T), il sensuit que::

/OT (u;j (t) ,w]-> D (t)dt — /OT (u” (1), wj) @ (t)dt (2.1.41)
De (2.1.38),0ona:
Au, =5 Au dans L% (o; T;L? (Q)> (2.1.42)
alors :
(Auy, @) — (Au, @), Vo € L! (0; T; > (Q)) :
Ona:

Aw;® € ! (0,- T;L? (Q)) .

Pour ¢ = Aw;®,ona:

T T
/O(Auy(t),ij)(ID(t)dt%/O (Au(t), Aw;) @ (t)dt. (2.1.43)

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



2.1 Solution forte 34

De (2.1.42),ona:
g Au, = gxAu dans L (o,- T; L2 (Q)) ,

et donc:
(g% Auy, @) — (g% Au, ¢), Vo € L (0; T, L? (Q)) :

Pour ¢ = Aw;®, ona:

T T
/ (& * Auy (t), Aw;) @ () dt — / (g% Au(t),Aw;j) @ (t)dt. (2.1.44)
0 0
Soit j € IN et considérons # > j. En multipliant par® € D (0,T), en posant v = w,
et en integrant sur [0, T], il en résulte :

T T T
/O (u;;(t),wj)q>(t)dt+/o (Auy(t),ij)CD(t)dt—/o (g+ Aty (£), Aw;) @ (£) dt = 0.

Compte tenu des convergences ([2.1.41]), (2.1.43) et (2.1.44) on peut passer a la limite dans

I'équation présédante quend y — oo pour obtient :

T . T T
/0 (u (t),v)CID(t)dt+/0 (Au(t),Av)CI)(t)dt—/o (g Au(t), Av) @ (1) dt = 0.

Pour tout les w; dans W = {w € H*(Q) N H3 (Q)} ;ona:

T /) T T
/0 (u (t),v)d)(t)dt+/0 (Au(t),Av)CID(t)dt—/O (g% A (£), Av) D (£).dt = 0

V® € D (0,T) et Vv € W. En pariculier, pourv = ¢ € D (Q)) ,ona:
(u", @) + <A2u, (p<I>> — <g * A%u, q0<I>> =0,
c'est a dire:

<u”+A2u—g*A2u,qp<I>> =0,V (®,¢) €D(0,T) xD(Q).
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Comme l'espace {¢pP,® € D(0,T),¢p € D (Q)}, estdense dans D (Q;), alors:
" + A%y — g% A’u = 0dans D' (Qy),

donc:
u" + A% — g+ A2u = 0 dans L™ (o; T; L2 (Q)) .

2.1.4 Conditions aux limites

Comme u € Hg (Q)), la solution du probléeme approché vérifie automatiquement les

.. .. u
conditions au limites u = 3 =0.
1%

2.1.5 Données initiales

Dans cette section, on montre que :
u® = u (0) etu! =4 (0).

Premierement, ona:u,u’ € L! (O; T; H3 (Q)) etu” € L! (0; T; L? (Q)) , alors d’apres le
lemmédlL.5.1, ona:

ueC ([O.T] ; H2 (Q)) etu' € C° <[0.T] ;L2 (Q)) .
Soit ® € C! (0.T]) avec ® (0) = 1 et @ (T) = 0. Comme
uy Xy dans L® (0; T; HCZ, (Q)) ,

grace al'injetion
L® (0;T; V) < L (o; T; L2 (Q)>

on aura .
<u;,,<p> — (i, 9), Vg € L! (0; T; 12 (Q)) :

C’est-a-dire :

/OT <u;¢ (t),(p(t)> dt — /oT (u’ (t),go(t))dt, Vo 1 <O;T;L2 (Q))
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Comme w;® € L! (O; T, L? (Q)) , en particulier pour ¢ = w;® ona:

/OT <”;¢ (t) ,w]'> D (t)dt — /OT (u’ (t) ,w]-) @ (t)dt, VjeN.

Aprés integration par parties et convergence 1, “u dans L% (O; T; H3 (Q)) , onob-

tient :
[ (1),60) @ O]~ [ (a (),0) @' (1)t > [(a 1)) @ ()] — [ (1)) @ (1)
C’ést -a-dire :
T T
(1 (0, 0p) = [ (o (1)) @ (1)t = (1 0) ) = [ (u (1) o) @ (1)t

ce que implique que : (1, (0),w;) — (u (0),wj) de la densité de {wf}jelN dans L? (Q)),

ona: uy, (0) — u(0) dans L? (Q) .Deplus, de (2.1.3), ona:

uy (0) = u® dans H*(Q)NHE(Q).

Ce que implique que : u, (0) — u° dans L?(Q). De I'unicité de la limite faible, on

obtient que : u (0) = u°. De maniére analogue, on montre que : u’ (0) = u'.

2.1.6 Unicité

Soient u et v deux solutions forte du probleme ([2.0.1f). On considére w = u — v, on a

alors w qui vérifie le probleme suivant :

S
wit + Nw — / g(s—T)ANw(t)dt =0 sur Q x (0,00)
0

w(x,0) = w(x,0) =0 x e

En multipliant la premiere ligne de (2.1.45]) par w (t),alors il vient :

(w” (1), (t)) + <A2w (1), (t)) - /Otg (t—1) (Azw(r),w’ (t)) dt = 0.
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En appliquant la formule de Green, on aura :

t

(" (1), (1) + (8w (1), 80 () - / g (t—1) (Aw(), A0 (1)) dT =0,

0

donc:

H + EE |Aw (1)]|3 — /Otg (t—1) (Aw(r),Aw/ (t)) dt =0.

it
En integrant sur [0, ], on obtient :

2w @+ 3 180 @R - [ (g5 806), 80 ) ds = 3 |l O+ 180 O]

D’autre part,ona:

[ (Aw(s), A (5)) ds (Aw(O), /0 "G (5) A (s)>
- /Ot (G «Aw (), A0 (s)) ds.

/Ot (g* Aw(s), Aw' (s)) ds = G (0) /t

Comme G est un noyau fortement défini positif, alors :

t G (s) * Aw' (s) , A (s)) >0,
5 )

donc:
o' o + 5D a0 i < 3w @, + 25 a0 )1
—G(t)(Aw (0),Aw (1)) — /Otg (s) (Aw (0) ,Aw (s)) ds. (2.1.46)

En utilisant les mémes arguments que ceux pour estimer (2.1.46[), on obtient :
/ 2 2 / 2 5
|0 @)+ 18w @I < || @ +lIaw ), Vel

Grace a(2.1.45),ona:
2
! 2
| @) +llaw @)1 =o.

On conclut alors que :
w(t) =0,sur H3 (Q), Vte[0,T]
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donc u = v, d’oul'unicité de la solution.

2.2 Solution faible

Dans cette section, on va montrer ’existence et I'unicité de la solution faible du probleme
2.0.1)). Soit {uo,ul} € H3 (Q) x L*(Q), comme H* (Q) N H (Q) et H3 (Q) sont denses
respectivement dans H3 (Q) et L? (Q), alors il existe :

{ug, u}l} € H*(Q)NH3} (Q) x H3 (Q), telle que :

{ug, u%{} — {uO, ul} dans HZ (Q) x L2 (Q)).
or, pour chaque p € N, il existe une solution forte u, du probléme :

" t
Uy, + A*uy, — /0 g(t—s)A%uu(s)ds =0 sur Qx (0,c0)
uy(t,x) = dyuy(t,x) =0 sur I x (0,00) (2.2.47)
uﬂ(x,O):uo,u;t(x,O):u1 x e

soit: € IN, on considere : z;,, = u, — u, En utilisant les mémes arguments employés pour

montrer 'unicité de la solution forte, on obtient :

Z, (t)H; + 1820 1)1, < |72 (O)H; + Az (O], VEe o, T].

Comme le membre de droite converge vers 0, car {ug} converge dans H% (Q) et {u%l}

converge dans L (Q)), on aura:

!

{u,} une suite de cauchy dans C <[0.T] ; H3 (Q)) et {uy} une suite de cauchy dans
C <[0.T] ;L2 (Q)> ,douil existe u € C ([O.T] ; H} (Q)) ,tel que:

uy — u dans C ([O.T] ; H3 (Q)) , (2.2.48)

/

Uy

— 1 dans C ([O.T] ;L2 (Q)) . (2.2.49)
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Maintenant on considere ® € D (0.T) et ¢ € D (), alorsona:

" 2 . 2 _
<uy + AU, —gxA uy(t),q)q)>D,(Qt)D(Qt) 0, V& e D(0.T),p € D(Q)). (2.2.50)

Onnote que: <uﬂ,CI>g0> = — <u/,CI>/q)> V& € D(0.T), ¢ € D(Q).De(2.2.49), il s'ensuit

que:
— <u;4,q)/(p> — — <u/,®/(p> = <u//,d>(p>.

on conclut que :

@ " ® VO eD(0.T),peD(Q). (2251
<1/ly q)>D/(Qt)D(Qf) - <M ¢>D’(Qt)D(Qt) ( ) 4 ( ) ( )

En revanche:

n 82 2
(090) 1 g 0y ~ {032}
t ! D' (Q)D(Q)

et d’apres (2.2.48)), on a:

n 92 2 n 2 2
Z< auzy'q’g_(g> %E<g Z’cpg_(g> = (B020) 5 000

1 1

c’est a dire :

A*u,, ® — d 2.2.52
(8 (P> D' (Q)D(Qy) (2%, (P> D'(Q)D(QY) (2.2.52)
V® e D(0.T), ¢ € D(Q).
De (2.2.52), ona:
A%u,, @ A*u, ® . 2.2.53
(8% 8wy (”>D’<Qt>D<Qt> (g+8%n,29) D'(Q)D(@) (2:2:53)

pourtout® € D (0.T), ¢ € D (Q).
D’apres (2.2.51)), (2.2.52) et (2.2.53)), on obtient apres passage a la limite dans (2.2.50).

<u,, YA g Azu(t),CI)(p>D,(Qt)D(Qt) —0, VY®eD(0T),¢cD(Q).
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Comme D (Q)) ® D (0.T) estdense dans D (2 x |0, T [), donc:

<u” F A% s Azu(t),cb(p> —0, V& e D(Q).

D' (Q:)D(Q1)

alors :

u' 4+ A%u— g« A%u(t) =0, dans D (Q).

donc:
'+ A%u — g% A2u(t) = 0, dans L2 (o,- T, H 2 (Q)) .

de (2.2.48), (2.2.49),on a:

uec ([o.T] ; H2 (Q)) etu € C <[O.T] ;L2 (Q)) ,

donc:
ueC! ([O.T] ;L2 (Q)) nc ([O.T] ; H2 (Q)) .

2.2.1 Conditions aux limites

Comme u € Hg (Q)) , la solution du probleme approchée vérifie automatiquement les

.. .. u
conditions au limites u = — = 0.

ov

2.2.2 Données initiales

Du fait que :

{u%,u}l} — {uo,ul} dans H? (Q) x L2 (Q),

etde (2.2.47),ona:

uy,(0) = u(;, — u" dans V,

u;,(O) = u}l — ul dans L (Q) .

De (2.2.48) et (2.2.49)), on a:

u,(0) — u (0) dans Hj (Q),
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/

. (0) = u' (0) dans L?(Q)),

u

dotur:

1w (0)=u® etu (0)=ul.

2.2.3 Unicité

Soient u et v deux solutions du probléme et on considére z = u — v, alors :
zeC! ([o.T] ;L2 (Q)) nc ([o.T] ; H2 (Q))
et satisfait le probleme suivant :

t

zy + Az — / g(t—s)A%*z(s)ds =0 sur Qx (0,00)
0

z(t,x) = dyz(t,x) =0 sur I x (0,00)

z(x,0) = z¢(x,0) =0 x e

L'unicité des solutions faibles peut étre également obtenue par le méme argument de

I'unicité de la solution forte.
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CHAPITRE

Stabilisation exponentielle

Dans ce chapitre on étudie la stabilisation exponentelle. C’est a dire on va montrer que

I'énergie décroit exponentiellement. On considere le probleme suivant :

r t
g + Nu(t, x) — /g(t —5)A%u(t,s)ds =0 dans Q x (0,c0)
0

(3.0.1)
u(t,x) = dyu(t,x) =0 sur I x (0,00)

u(.,0) = u® u(.,0) = ul dans Q

\

o1 () est un ouvert borné de R” de frontiere I', g représente le noyau dans I'expression
du terme mémoire, v la dérivée normale orienté vers 'extérieur de Q).
On définit I'énergie assoiée a la solution faible u de (3.0.1)), sur un intervalle donnée [0.T],

par la formule :

B (1) =5 w0 +5 (1= [T g (o)ds) auo)l?,

avec les hypothéses suivantes :

Hypotheése(H.1)

1) Soit A = A? : D(A) C L*(Q) — L*(Q) I'éperatour linéaire auto-adjoint sur
L% (Q), avec D(A) dense dans L? (Q}), tel que, pour tout M > 0.

(Ax,x) > M|x|*, VxeD(A),
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D(A)=H"(Q)NH; (Q),

et
Ax (&) =ANx (&), x€D(A) Ee€ Q.

2) La fonction g : (0,00) — (0, o) vérifie les conditions suivantes :

g € L1(0,00), est telle que :

On pose G (t) := /g(s)ds, telle que :
t

t— /g(s)ds > 0.

t

Hypotheése(H.2)

[ee]

Il existe ap > O tels que g, € Ll(O,oo) ett — / Qu,(s)ds, est un noyau fortement

t
défini positif.

Théoréme 3.0.1. Supposons que les hypotheses (H.1) et (H.2) sont vérifiées avec gy > 0, alors

il existe un nombre positifp; < p% et C tels que:

V(uo,u1) € D(=A) x X, |[Auo|| + |[ma]| < p1,

alors, I'énergie de la solution faible u du probleme décroit exponontiellement. Cest a
dire:
Eu(t) < C(||Auol| + [|uq|)e 2 vt >0, (3.0.2)

et
/0 PUE, (1)dt < C(||Auo|| + ||ua]), (3.0.3)

pourtoutw € [0,a*], o™ € (0, min(ag, 7o) ) etC(R) est une fonction positive semi-continue

supérieurement, telle que C(0) = 0.

Dans une premiére étape, on donnes les résultats suivants qui seront utilisé dans la
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preuve du théoreme.

Remarque 3.0.1.
1- pour touta € [0,a0], g € L1(0,00) et G4(t) := /ga(s)ds est un noyau fortement

t
défini positif, avec
Oag S Oag

(1 + ag — 06)2 - (1 + 0(())2’

Oy = (3.0.4)

o0

en notant que G, (t) = / ~(@=#)sg. (s)ds et en appliquant la Proposition1.7.2[a

Sa,- En outre, d’apres (|1.7.7|) et (3.0.4), ona:

0= 0= T

> 0 >

(3.0.5)

2- Enutilisant g,, € L'(0,0), et le théoreme de la convérgence dominiée et le fait que
G(0) <1,ona:

Vo € [0,4], 1—Gu(0)> 1-6(0)

> > > 0, (3.0.6)

oua’ € (0,a]. Dans la suite on prend &’ = ay, donc (3 , est vérifiée pour tout
a € [0, ap].

3- Va € [0,a0 —£0], 0 < g9 < g, Gy € L1(0,00) et

1
Gallt < —[8aoll1/ (3.0.7)
€0
car il est clair de voir que :
[1Gat)lat < /se"‘s|g(s)|ds
0
i 14 DC S Dl S 1 i XS
= [ se oo g s)]ds < — [ en[g(s)ds
0
0 0

4- On observer que pour tout a € (0,a9 —£0],0 < g9 < a9, Gx € L?(0,00) et aussi
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d’apres (3.0.7)), ona:
2 1 2
1Gall2 < [1Galll[8aoll1 < aHgtonl' (3.0.8)

Lemme 3.0.1. Pour toutv € C1([0,T]; X), T > 0, on a pour tout t< [0,T] :

[g# 0051,/ (5))ds = — [(G #o/(5), 03y + (1o P+ [1o(0)] )
0 0
— G(t)(v(0),0(t)) — /g(s)(v(O),v(s))ds. (3.0.9)
0

((t),0(t) — g xv(t)) = (1= G(O)[[o(B)]]* + G(£){v(0),v(1)) + (v(t), G V' (1))

(3.0.10)
De plus, si G € L(0,00), alors on a pour toutt € [0,T] :
t t
[ Io(s) = g 0(s) P ds <21 G(0)) [ {o(s), 0(s) — g+ 0(s))ds
0 0
, 2
+2||G|]§|]v(0)|]2+2/HG*U(s)H ds. (3.0.11)
0
Preuve. Comme ¢ = —G/,leterme ¢ * v(t) peut étre intégré par partie, on trouve :
t
g*0( / G'(t —r)o(r)dr
0
t
— G(0)v(t) — G(t)v(0) — / G(t — )/ (r)dr. (3.0.12)
0
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Par conséquent, on a:

[tg#065),(5)ds = S (o)~ o)1) - <v<o>, / G(s)v'(s)ds>

0 0
/ (G *0'(s), 7/ (s))ds. (3.0.13)
0

Une autre intégration par partie, donne :

/ G(s)v/(s)ds = G(#)o(t) — G(0)v(0) + / 2(s)0(s)ds.
0

0

Ainsi, en substituant le résultat dans ((3.0.13]), on obtient :

j (g xv(s),v'(s))ds = — j(G x0(s),0'(s))ds + @(Hv(t)ll2 +[o(0)]?)
0 0
= G(#){(0),0(t)) - O/tg(8)<v(0),v(5)>d8- (3.0.14)
De (8.0.12), ona:
v (1) —g*o(t) = (1 G(0))o(t) — G(t)v(0) — j G(t — )0/ (r)dr. (3.0.15)
0

En multipliant (3.0.15)) par v(¢), on obtient (3.0.10)).
En utilisant ((3.0.15)) pour prouver ([3.0.11). En multipliant les deux membres de ({3.0.15)
par v(t) — g *x v(t); on obtient :

lo(t) =g+ 0(t)|]> = (1 = G(0))(v(t), v(t) — g *v(t)) +v(0) (G(t),0(t) — g * v(t))
+(Gx0'(t),v(t) —g*v(t)).

Maintenant on va estimrer les deuxieme et troisieme limites du membre de droite. En
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2

a
appliquant I'inégalité élémentaire |ab| < L ona

o(t) — g+ o(8)]|
< 2(1— G(0))(0(t), o(t) — g+ 0(1)) + 2|G (1) 2|0 (0)]]2 +2[|G # o/ |

Finallement, en intégrant sur [0, ¢], on obtient (3.0.11]). O

Preuve. [Preuve du théoréme]

Pour montrer que I'estimation (3.0.2), est vrai, il suffit de montrer que ||u'(t) ||2 et||Au (£)]?

décroit exponentiellement. C’est a dire :

!

2
W' (1)) < (1] = duol| + [ |l)e=

et
180 (1)1 < C(I| — dug] | + ||| e

Supposons pour cela que uy € D(A?) etu; € D(—A), alors la solution faible u est une
solution forte.

En posant 1, (t) = e*'u(t) et en remplagant dans (3.0.1)), on obtient le probléme suivant :

ull (£) — 20t (£) 4 a®uq (1) + A%ug () — Qo % A%uy () =0

/

(3.0.16)
us(0) = ug;  u,(0) = ug + auy.

Comme dans le cas non intégrable, le terme le plus difficile a estimer est 1’énérgie cinétique.

De plus, pour evaluer/ |1}, (s)||%ds, en appliquant (1.7.9) avec h = G, ety = ul, on aura
0
pour toutt > 0:
t t t
[ ) 1Pds < @R+ 5 | [ (G ui(s)is))ds + [ (Gou(6),ut (5))ds
0 0 0

(3.0.17)

Pour continuer la preuve, on doit estimer les intégrales du membre de droite. Ce que est
donné par les lemmes suivants.

Dans la suite, on pose C;, i € IN, constantes positives dépendantes seulement des

données et de ||Aug|| et ||u1|| O
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Lemme 3.0.2. Pour toutw € [0,xp) ett > 0,0na:

t
/ (G * 1, (5), 1!y (s))ds < Cy + Hy1 () +2a||(—A) ]2 /||u )[2ds  (3.0.18)
0
ouCy; > 0et
t
Hy1(t) == —Gga(t)(up, ua(t)) — /ga(s)(uo, u, (s))ds. (3.0.19)
0

Preuve. En multipliant la premiere ligne de (3.0.16|) par A_Zufx (t), on obtient :
(u(8), 572 (1) ) = 20 (ug (1), A2l (1) ) + 02 (wa(1), A2 (1))

n <A2ua(t),A*2u;(t)> . <g“ * Azua(t),Afzu;(t» = 0.

En appliquant la formule de Green, on aura :
(=) (1), (=8) (1) ) — 20 ((=8) (1), (=8) Ml () ) + (ua(), 4 (1))

+tx2<(—A)_1ua(t),(—A) L' ( > (go  a (1), 1 (£)) = 0.

donc:
L 8y ()1 — 20 (=) ()1 () a1
2dt & 2 dt
b e (O] — {50 % as), () = 0

En intégrant sur (0.t), on obtient :

t

“2
S=8) T (1P + S =8) a1+ Sl ()12 = [ (g s ) ()
0
= 1) O+ (=) o]+ Sl P+ 22 [ 11(~8) (o) o,
0
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t
En appliquant 'identité (3.0.9)) avec v = u, dans /(ga % 1,(s), 1l (s))ds, on aura:
0

a2

t
[(Gas i), is))ds = =Sl (=A) I = SN (=8) a1 = Sl a1
0

t
1 _ a? _ 1
21 =8) 1 )12 S (=) ol P+ S 0l P = [ gl wa(5))ds
0

t

+$ (0l P+ a2 (] 2) = G (£) (10, (1)) +2oc/(—A)—1||u;(s)\|2ds
0
donc:
t
[(Gue () 5)) s = Hiy +za/|| () IPds — 3]1(~) M (1)
0
2
—%H(—A)‘lua(t)llz—%||ua(t)||2+%II(—A)‘lu;(O)HZ
“2
8ol 4 4ol 2+ S (Jhol 2+ a1

t
Hya (1) 2= =G (1) (0, 40 (1)) ~ [ gul1ta(s), o).
0

En utilisant 'inégalité de Poincaré, on obtient :

t
[{Gax (), (s))ds < €+ Hia (£) + 20 [(~8) 71| /Hu )| s,
0
ot C; sont constante positive dépendante seulement de ||Aug|| et |[uq]| . O

Lemme 3.0.3. pourtoutwn € [0,01 — €], 0 < €9 < aq, avec:

52 x
. 0% 0
X1 = min ,— ¢ (3.0.20)
{8(1+a%)(1+ao)4llgaoll% 2}
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ett > 0 on a, les deux estimations suivantes :

[ (G (5), i (5))ds < SO(“Z"O) e 1||2> [ i) s
0 0

+ 2 - L(Co+ Hop(t)), (3.0.21)
et
L= 1+ 21-2) (e —ga*ua><t>\|2+a2%“(muua<t>||2
< Cot Haplt) +a (“2"‘0)2 b 8“1( 5 1\|2) [ll@)lds,  Go22)
:
oitCy > 0et

t

t
Hua(t) i= = [ ga(s)(14,(0), u(3))ds — [ ga(s) (Mo, Alte = ga ) (5))ds
0 0

205 )~ G (0), (¢ 3.0.23
+m w01 (1) — Ga(t)(uy (0), uy(t)). (3.0.23)

Preuve. Premiérment, en multipliant la premiére ligne de (3.0.16|) par :
/ / d
o (1) — Qu g (t) = E(”a — 8u* Ua) () + ga(t)ulo. (3.0.24)

et puis que, u € C'(]0,0); D(—A)), on obtient :

(o (), 105, () = G 1 (£)) — 20 (1), 1o (£) — a # 1ug (1))

o (1), 14 (1) — a4 () + 5 At — gacx 42) ()]

+8a(t) (Ao, Aa — gu * ua)(t)) = 0.
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En integrant sur (0.t), on aura:

t

1 1
S = [ ((5), o x4} + 5|t — g+ ) (1)

0

t
1 1
= Sl ()1 + S 1uo] [ — [ a(s) (it (e — g 1) (5)) s
0

t t

20 [ (1 (), (s) = ga ¥ () dls — 02 [ {ua(s), ul(5) — go e (5))ds.

0 0

¢
En appliquant I'identité (3.0.9)) avec v = u/, dans / (ull(s),gq * 1), )ds, on obtient :
0

LSO e + (Gl (9, (5))ds + 5118 1 = gow ) (1)
0

= LG 0y 12+ L118m0l[2 — Gu(8) (140), w4 (1)

t

— [ a5 (i (0), 1)) ds — [ gus)(Bito, Aua — g 10) (5))ds
0

t t

+ a/Z(u&(s),u,’X(s) — gu x U (s))ds — ocz/<u,x(s),u,’x(s) — guxul(s))ds.  (3.0.25)
0 0

-~ -~

Lq Ly

J/

Maintenant, on va estimer les termes L1 et L, dans ((3.0.25)).

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, pour estimer L1, on aura :
\L1|<2/| — G * Uy(s))| ds
t
<2 [ [Ju($)] 11 (5) — g (5) s

0
< / I (5) Pt + / () — g * 4 (5)] P,
0 0

7

-~

L3
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on a besoin d’estimer L3, alors, en appliquant I'identité avec v = 1, on trouve :
t
L </||u“||2ds+2 1-Ga(0)) [ (s — gu x 1ty(s))ds
0
t
+2/|Gal Bl 01 +2 [ 11Ga = (5) P,
0

donc:

t t
2Gu(0) Li| < 2/IGul Bk ()12 +2 [ 11Ge 1 (5) s + [ |1 P

t
En utillisant le lemme1.7.3| avec h = G, ety = u, (s) dans le terme/ ||Ga * 12 (s)||ds, on

0
obtient :
1 1 !
L] < —— 2 2 _/ 2d
1 o |ICHBIAOIP +5 1P
1 t
2 2 " "
4 ds, 6 >0. 3.0.26
+ 52Ga (0) <HGO¢H1‘|‘ HgtxH1> 0/<Ga*ua(s),u,x(s)> s, >0 ( )

Lestimation du terme Ly, en multipliant (3.0.24)), par u,(s), on obtient :

(ua(s), uy () — gu * ug(s)) = (ua(s), %(”a — Qu ¥ Uy ) (8)) + ga(s) (to, Ua(s))-

En intégrant par parties sur (0, f), on aura :
t
[ {1ta(5),16(5) = o % 4 (5)) s = (e, o — g )+ [ a(5) 0, wa(5))ds
0 0

- /(”&(S)rua(S) — Qu * Uy (s))ds.
0
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Comme

0

alors :

[ {1ta(5),16(5) = ga % 1 (5)) s = (e, o = g+ )+ [ a(5) 0, wa(5))ds
0 0

t
1 1
30l = Slla (D12 + [ (g wals), 4 (5)) s,

t
en appliquant 'identité (3.0.9)) avec v = u, dans /(g,x * 1y (s),ul(s))ds, on trouve :

/
[ 0a0,05) 0 = 06s = fat— 0# 0+ 7SO
/
—GdﬂWmWU»—l:%&DWAWF
/ Ga # 11l (), 11, (5))ds. (3.0.27)
/

Ensuite, de (3.0.10), on a:

(ua(t), ua(t) — ga * ua(t)) — Ga(t)(ua(0), ua(t))
= (1= Ga(0)) |t (1) || + (ua(t), Gu % g (1)),
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donc ([3.0.27) peut étre écrit sous la forme :

[ (51, 145) — s s ts = SO g g LS00y gy 2
0

4 (g (b), Go * 1l (1)) — / (Ga # 1 (), 1!, ())ds. (3.0.28)
0

Maintenant, en remplacant (3.0.26)) et (3.0.28)) dans ([3.0.25|), on obtient :

lié?ggwauﬂﬁ+}/«a*uﬂ@n&@»d&+%HAwa—ga*muaﬂﬁ
+aal SOy, )2

1+ Gu(0)

1 21/Gal3
< =2 (0) 2+ 5 [ Buol P + a2

G o 14 OIP

t
+ 2= 20O |2 - G0 0), ) - [0
t
— [ 8a(5) (B0, Aty — g ) (5))ils + = /W (5)][2ds
0

2 2 &
+2"‘||Ga|c|;1az;)illg“||l /<Ga*uﬁ(8)/uﬁf(5)>ds—w2< a(t), Ga * g (1))

t
+ a? /(Gm * 1l (s), ul (s)ds. (3.0.29)
0

o
De (3.0.7), (3.0.5)), et (3.0.4)), pour &« < ?0, ona:

HszH% 4“8%”% 4(14 “%)(1+“0)4 2 1
< < —. 3.0.30

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El'Yakine



Stabilisation exponentielle 55

En utilisant ((1.7.6), (3.0.18) et les inégalités de Young et de Cauchy-Schwartz, on aura :

| (ua(£), Go 143, (£)) | < [uta(£)]] [| Ga 1 (5

1 — Gx(0) 1 / 2
gT!Iua(t)\|2+1_—)IIGa*“a(S)H
< I )1+ 25 [ (G o) (s
O
< 1_53% (c1+Ha,1<>+zzx 1P /||u st)
+ 12Oy oy (.031)

en substituant (3.0.30)) et (3.0.31)) dans (3.0.29)), on obtient :

PO 012+ [ (Gl (5) () + 311 — g ) (1)

B TXCI
o2 t
< ot e Hoa(t) = a0 0) 1)) = [ 9) L 0) 4 ()

0
t

t
~ [ 8a(s) (At A —gwa><>>ds+ﬁ (G 1l (5), 1 (5))4ds
0

+oc(G“1(0)+1 4a” 0 1||2)/||u )||2ds,

ouC, > 0.

t

o o
Finallement, le terme - / (Gy * 1l (s),ul (s))ds peut étre absorbé par terme semilaire
1

0
du membre de gauche, d'ot1 on déduit (3.0.21)) et (3.0.22) pour a < a7 — €. O

Lemme 3.0.4. Soit

)2 8a2ll(—A)-1 2 -1 N
&y = min (4—(1(1“) (H( ) 1||2_|_(1‘£X00) +8 11"(_5()0) || ) ’?1’17()),

(3.0.32)
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alors pour touta € [0, a0 — €9], 0 < €9 < ap, et toutt > 0,0na:

1—Gu(0 1 1—G,(0
T”‘()Hu&(t)l\2 + 518 (ue — g * ug) (1)][? +a2+()\]ua(t)]\2 < Cs. (3.0.33)
t
| )1 <, (3030
ot Csz,Cyqy > 0.

Preuve. Premiérment, on va estimer le terme/ ||ul,(s)||*ds, de (3.0.17), (3.0.18), et (3.0.21)),
0

on trouve :

/Hu r|2ds<||u<>|\2+—(c1+ BG4 j(H 16+ Haz<>)+

de (3.0.4),ona:

D’autre part, on remarque que :

2 (g [ (14ap)? 8a? ) .
ch (3_;< ‘Saoo — 1( )||( A)~ 1H2>+2||(—A) 1”%) Sa—z,

alors :

t
2(1 + ag)?
JAABIRE Hu&(O)Her%(CHrZCz)
0

2(1 + 060)2

+
Oag

(Hor(t) + 2Hy o(f) /Hu (s)|%ds,
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donc:
a\ | 2(1+wg)?
(1-2) [ < o+ 2%+ 20y
2 0 2%
2(1+ p)?
+ 20 1) 4 2H,0(0),
&

d’ou, poura < a1 —¢gg,ona:

t
o 200(1 + ag)?
[ is)1Pds < 2 o))+ 22020 ¢ 4 o)
0 €0 ag€0
200(1 + ap)?
¢ 22080 1) 4 2H, 5(0). (3.0.35)
0(060
D’apres les lemmes3.0.3|et (3.0.35]), on a :
1— G,(0 1 1— G,(0
LG )12+ 2118 — ) (012 + 02 2= 5 )

< Cy 4 K||ul(0)||? + M (C1 +2Co) + MH, 1 (t) + (M + 1) Haa(t), (3.0.36)

avec :
2062(1 + 0(0)2 (1 + 060)2 80(% —112
M=« + —A ’
504060 50¢0 ].—G(O)H( ) ||
et
k=a-= —A ,
ouCy,Cy > 0.

Maintenant on va estimer le membre droit de (3.0.36)).

De (3.0.19) et (3.0.23)), on a:
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MH, 1(t) + (2M 4 1) Hy»(t)

0(2
= (M M 1) 2 ) =Gl o)) = [ a(s) o s ()

— (2M +1) | Gu(t) (4 (0), 1 (#)) +/8a(5)<u&(0)1u&(5)>d5
— (2M +1) /gm(s)(Auo, AUy — ga * Uy)(S))ds. (3.0.37)
0

On va estimer maintenant le membre de droite de I'inégalié ((3.0.37)).
En utilisant les inégalités des Young et de Cauchy-Schwartz avec I'inégalité de Poincaré.

Premiérment, 'estimation du terme Gy (t)(ug, ux(t))),

|Ga () (o, ua(t)))| < |Ga(t)] (o, ua(t)))]
< 18« (s)l4 luoll [[ua(t)]]
< ﬁ 1ga ()17 [loll” + € [[ua(t)]?

M
< 7o lga(s)1* 1Auo]® + e ua (1), (3.0.38)

ou e > 0 et M estla constante du 'inégalité de Poincaré.
t

En suite, 'estimation du terme / Qa(s){uo, ug(s))ds,
0

t

[ 88(6) (o, 10a())ds| < [ Iga(s)] |0, a(s))] s
0

0

t
§/|ga(8)|(||uo|| [[14a(5)]]) ds
0

< [180(6) (g IalP + € aa(5)12) s
0

t
M
< o 18wl ga(9)lly +¢ [ 1ga(5)] ua(s) s
0
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de plus, comme | g, (s)| < |ga,(s)|, alors:

t

] 8(5) 0 a(5) s

0

t
M
< o 1810 ()l + € [ Igas(s)] ua(s)|P s, (3039)
0

De la méme maniere, on prouve que :

Gal0) 04 (0), 14 ()] < - 8a ) 1 (0) [ + € [ ()]

) (3.0.40)

t

[ 8al5) (w0, (5))ds

0

t
1
< 22 1O I8l +¢ [ I80a(6)] [1e2(s)]ds, (3.0.41)
0

/gzx(s) <Au0,A(1/lzx — 8u * u,x)(s)>ds
0

t
1
< 4o 18u0]1* lIga()1l + 6/ 8o (8)] 1A — g * 1) (5) | . (3.0.42)
0

En remplacant (3.0.38)), (3.0.39), (3.0.40)), (3.0.41)), et (3.0.42)) dans ((3.0.37)), on obtient :

1—Ga(0)
2

21260, iy p

1
[l (O] + 511 (e = g ) ()| + & ——

< e(lJug (D11 + a?[Jua (D)) + Ce + C/ 800 (5[], (5) | °ds
0

+C [ 1300 (5) 11 (1 = 8o 1) ()] Pds +C [ [a(5)][1a(5)] s,
0 0

pour toute > 0ou Ce, C > 0.
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donc

1= Gu(0) 12, L 1- Gy(0)
2 ()1 + ] 18t — g # a) (D] P+ = g (1)

t
< CeC [l ()] (118010 = gax u) ()P + [0 )2+ [ (3)] ) s
0

En appliquant le lemme de Gronwall, on aura :

1—Gu(0 1 1—Gu(0
Tm()H“fx(t)HerEHA(W—ga*Ma)(t)||2+“2+()||”a(t)|| < CSeC|gtxo(5)| =Cs3
ouCz > 0. O
Lemme 3.0.5. Pour toutwn € [0,0p —€0],0 < g9 < ap, ett >0ona:
t
/ 1A (g — g * 1) (5)|[2ds < Cs,  Cs > 0. (3.0.43)
0

Preuve. En utilisant les mémes méthodes que celle des preuves des lemmes3.0.2]et[3.0.3] en
multipliant (3.0.16)) par u, (t) — a * 14 (t) et en inteégrant sur 0 a ¢, on trouve :

0
= — /(ul(s),u,x(s) — Qu * Ug(s))ds + 2u /(u;(s),u“(s) — Qu * Ug(s))ds
0 0
t
—a? (un (), un(s) — gu * Ua(s))ds
/
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Comme

O\H.
=
R
—~
»
~—
|
oQ
R
*
=
R
—~
~—
~
2
¥2)

alors :

— [ ga(s){uis), mods +2a [ (u(s),ma(s) — g ua(s))ds
0 0
—a? /(u,x(s),ua(s) — Qa * Uy(s))ds. (3.0.44)
0

Pour estimer la derniere intégrale du c6té droit du I'identitie (3.0.44)), en appliquant (3.0.11)),
on aura:

t
(1 —Ggu(0 / S), Un(S) — Qu * Ua(s))ds

| —_

0
t
< =5 [ lta(s) = g x 0a(5)2ds + Gl Blluol P+ [ 11Gi 14, () P
0
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En remplacant I'inégalité ci-dessus dans, ([3.0.44)), on trouve :

t t
2 o’ 2
O/!\A(ua—ga*uaxs)u ds+m0/u<ua—gwa><sm ds

t
< [ ) 1(5) — o % ()5 — (it — g )
0
t

a? t
— [ se(e) i) modds + 1= 5 0/ 1Ga 1 (5)] s

0
0(2||G1X||% ) “2 t 2
1 Gtx(O)H I +mo/!\ua(s)—gm*ua(s)|’ ds

Pour conclure, 'estimation ((3.0.33]) et (3.0.34]) découle la combinaison de (3.0.43|). O

Continue la preuve de théoréme. Premierment, on va montrer que ||Auy (t)||* et ||ul (t)|[?

est bornée par rapport une constante dépendante a ||ug||, ||u1]|, d'apres la Remarqué3.0.1|

etle corollair avecy = Au,(t) etv = A(uy — gu * Uy ), on donnée un estimation de la
at

terme ||Au,(t)||. En effet, deplus le noyou resolvent de g, donnée par r,(t) = e*'r(t) etrle

noyou resolvent de g.

[Aug|loo < (14 [|7ap| 1) [|A (e — ga * tha)]|co- (3.0.45)
Comme
A (1 —8a * U)o = sup Aty — Su * ug)|] > ||A (g — 8a * ug)|]. (3.0.46)
0<t<T
et
[[Aug |2 = sup ||Aug|[? > ||Aug]? (3.0.47)
0<t<T

alors, de (3.0.45]), (3.0.46) et (3.0.47)), on conclut que :

|| Aty | ]2 < sup ||A(uy — Qu * u,x)Hz. (3.0.48)
0<t<T
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D’autre part, de (3.0.33)), on a:
[[A(ug — ga * ”tx)||2 < (C3

alors :

sup ||A(uy — gu % 1a)||* < sup C3=C (3.0.49)
0<t<T 0<t<T

oi1 C est une constante positive qui dépend de données et de ||Aug|| et ||Au (£) .

Dong, de ((3.0.48]) et (3.0.49), on a:

[|Aua||* < C([|Aug|| + [[us]]) (3.0.50)

de (3.0.33), on a:
g (D)2 < C(I|Augl| + [ua]|) (3.0.51)

d’apres (3.0.50) et (3.0.51)), on déduit que :

[|Bua ()] + [Jug (D] * < C(I|Buo|| + [|ua]]) (3.0.52)

avec C(R) est une fonction semi-continue supérieurement et positive telle que C(0) = 0.
Maintenant, on montrer que ||Au(t)||? et ||’ (t)||* est décroissent exponentiellement

on commence par ||Auy (t)|[%

De (8.0.52), ona:
[|Aua(1)|* < C(||Auol| + [ua]])

d’autre part

[|Aua (1)1 = (Aua(t), Aua(t))
= (e Au(t), e Au(t))
= & au(t) 2.

D’ou
18 ()| < C||Aug|| + [ [ e, (3.0.53)

On va prouver maintenant que le terme ||’ (t)||?, décroit exponentiellement.

1l est clair que : ' (t) = e~/ (t) — we~*'11, (). En utilisant I'inégalite de Poincaré, on
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aura :

[/ (8)]]* = fle™ (1) — me™ua ()
< ke 2 (D] + e (1))
< ke 2 ([luf (8)* + M [ (£)]2)

ou K et M sont deux constantes positives.

D’apreés (3.0.52), en deduit que :

[/ (8)]]” < C(||Auo|| + ||| e, (3.0.54)

Maintenant, de (3.0.53), (3.0.54)), et (3.0.6)), on obtient :

Eu(t) < C(||Aug|| + [|u1]])e 2, vt > 0.
Finalment, pour terminer la preuve du théoreme il reste a montrer que :

/0Eu(t)ez”‘tdféC(IIAuo|!+||u1||)-

Ainsi, de (3.0.45]), d’apres ((1.7.13)) et (3.0.43]), on peut montrer une estimation uniforme pour
(o]
/ ||Aug (s)||ds, aussi de (3.0.34), on obtient :
0

| 18ua()IPds + [l (9)]Pds < C(lauol |+ [ (3.0.55)
Comme

I " (118u(s) P+ |11 (5)][2) s < / " M| 81 (3)| 2 + K[ (s) | Pds,  (3.056)
0 0

d’oty, 'on obtient de (3.0.55) et (3.0.56)), que :

| Bt at < c(l|uol] + ] ).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié I'existence, I'unicité et la décroissance exponentielle de
I'énergie associée au probleme viscoélastique de petrovski.

—La démonstration de l'existence et I'unicité est basée sur la méthode de Galerkin.

— La stabilisation se fait grace un terme mémoire qui consiste en la convolution d’'une
fonction de relaxation avec l'opérateur bi-Laplacien.

- La fonction de relaxation est un noyau fortement défini positif.

— On a obtenu une décroissance exponentielle de I’énergie associée au probleme de

petrovski.
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