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Introduction
L’évolution au cours du temps de nombreux phénomènes physiques, biologiques, éco-

nomiques ou mécaniques sont modélisés par des équations aux dérivées partielles (EDP).

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations, elle consiste donc à etudier compor-

tement asymptotique de l’énergie que l’on note E(u, t) (c’est la norme des solutions dans

l’espace d’état), a étudier sa limite afin de déterminer si cette limite est nulle ou pas, et, si

cette limite est nulle, à donner une estimation de la vitesse de décroissance de l’énergie vers

zéro. Il existe plusieurs types de stabilisations :

1- la stabilisation forte : Elle consiste à analyser simplement la décroissance de l’énergie

des solutions vers zéro, i.e. E(t) → 0, lorsque t → ∞.

2- la stabilisation exponentielle : Dans se type on s’intéresse à la décroissance de l’éner-

gie la plus rapide, c’est-à-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle,

i.e. E(t) ≤ Ce−αt , ∀t > 0, oùC et α sont des constantes positives, avecC dépendante

des données initiales.

3- la stabilisation polynômiale : Elle conserne des situations intermédiaires, dans les-

quelles la décroissance des solutions n’est pas exponentielle, mais de type polynomial

par exemple E(t) ≤ C
tδ

, ∀t > 0, ou C et δ sont des constantes positives avec C qui

dépend des données initiales.

4- la stabilisation logarithmique : Si E(t) ≤ C
log(1 + tk)

, k > 0.

Il existe plusieures méthodes de stabilisation, par exemple la stabilisation par des feed-

backs, par des termesmémoires ou les deux.Dans notre travail on s’interesse à la stabilisation

du problème de petrovski (équation des plaques) par un termemémoire avec un noyau

oscillant. Il est bien connu que les matériaux viscoèlastiques fournissent un amortissement

natural, qui est dû à la propriété particulière de ces matèriaux à garder en mémoire les

déplacements antérieurs. Du point de vue mathématique, ces effets d’amortissment sont

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El’Yakine



Introduction 2

modélisés par des opérateurs intégro-différentiels
t∫

0

g(t − s)∆2u(s)ds, où g représente le

noyau dans l’expression de la mémoire.

Le problème de petrovski avec termemémoire s’écrit sous la forme :


utt + ∆2u −

t∫
0

g(t − s)∆2u(s)ds = 0 sur Ω × (0, ∞)

u(t, x) = ∂vu(t, x) = 0 sur Γ × (0, ∞)

u(., 0) = u0; ut(., 0) = u1 x ∈ Ω

(0.0.1)

où Ω est un ouvert borné de Rn de frontière Γ, g représente le noyau dans l’expression

du terme mémoire, ν la dérivée normale orienté vers l’extérieur de Ω. Ici u(t, x) est le

déplacement du point x à l’instant t, u0 la position initial et u1 la vitesse initial,

avec les hypothèses suivantes :

Hypothèses(H.1)

1) Soit A = ∆2 : D (A) ⊂ L2 (Ω) −→ L2 (Ω) l’opérateur linéaire auto-adjoint sur

L2 (Ω), avec D(A) dense dans L2 (Ω), tel que, pour tout M > 0,

⟨Ax, x⟩ ≥ M ∥x∥2 , ∀x ∈ D (A) ,

où

D (A) = H4 (Ω) ∩ H2
0 (Ω) ,

et

Ax (ξ) = ∆2x (ξ) , x ∈ D (A) ξ ∈ Ω.

2) La fonction g : (0, ∞) −→ (0, ∞) vérifie les conditions suivantes :

g ∈ L1(0, ∞), est telle que :
∞∫

0

g(t)ds < 1.

On pose G (t) :=
∞∫

t

g(s)ds, telle que :

t −→
∞∫

t

g(s)ds ≥ 0.

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El’Yakine
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Hypothèses(H.2)

Il existe α0 ≥ 0 tels que gα0 ∈ L1(0, ∞) et t −→
∞∫

t

gα0(s)ds; est un noyau fortement

défini positif.

Cemémoire est basé sur le travail dePiermarcoCannarsa andDaniela Sforza. " Integro-

differential equations of hyperbolic type with positive definite kernels". Il est divisé en

trois chapitres :

Le premier chapitre : Il est consacré aux rappels des notions essentielles, de même ainsi

que les résultats fondamentaux concernant les espace LP, les espace de sobolev

Dans la deuxième chapitre : On démontre l’existence et l’unicité de la solution forte

ainsi que la solution faible du problème (1) en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Enfin, dans le troisième chapitre : On étudiera la stabilisation exponentielle. C’est à

dire on va montrer que l’énergie décroit exponentiellement. On définit l’énergie assoièe le

problème (1) par la formule :

Eu (t) :=
1
2

∥∥u′(t)
∥∥2

+
1
2

(
1 −

∫ ∞

0
g (s) ds

)
∥∆u(t)∥2 .

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème Supposons que les hypothèses (H.1) et (H.2) sont vérifiées avec

α0 > 0, alors il existe un nombre positif ρ1 ≤ ρ2
0 et C tels que :

pour tout (u0, u1) ∈ D(−∆)× X, vérifiant :

||∆u0||+ ||u1|| < ρ1,

alors, l’énergie de la solution faible u du problème (1) décroit exponontiellement.

C’est à dire :

Eu(t) ≤ C(||∆u0||+ ||u1||)e−2αt, ∀t ≥ 0,

et ∫ ∞

0
e2αtEu(t)dt ≤ C(||∆u0||+ ||u1||),

pour tout α ∈ [0, α∗], où α∗ ∈ (0, min(α0, η0)) et C(R) est une fonction positive

semi-continue supérieurement, telle que C(0) = 0.
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Rappels sur les espaces fonctionnels

1.1 L’espace des distributions

Notations :

1- Soient α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn et x = (x1, x2, ..., xn) , on note par : Dα, l’opérateur

de dérivation d’ordre α défini par :

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 ...∂αn xn

où |α| =
n

∑
i=1

αi.

2- Soit φ : Ω → k, on note par supp (φ) le sous-ensemble de Ω défini par :

supp (φ) = {x ∈ Ω, φ (x) = 0}

Définition 1.1.1. Soit Ω un ouvert de Rn, on dit qu’une fonction φ : Ω → k (k = R ou C)

appartient à D (Ω) si φ est indéfiniment dérivable et son support est compact.

C’est espace sera appelé espace des fonctions testes.

Soient
{

φµ

}
µ∈N

⊂ Ω et φ ∈ D (Ω), on dit que φµ → φ dans D (Ω) quand µ → +∞ si

seulement si il existe K, un compact de Ω tel que :

1- supp
(

φµ

)
⊂ K, ∀µ ∈ N.

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El’Yakine



1.2 Les espaces Lp 5

2- Dα φµ → φ uniformément sur K, ∀α ∈ Nn.

Définition 1.1.2. Soit Ω un ouvert de Rn. On appelle espace des distributions, le dual

topologique de D (Ω), et on le noter par D
′
(Ω).

SoitT unedistribution surΩ etα ∈ Nn. Ladérivéed’ordreαdeT au sensdesdistributions

est définie par :

⟨DαT, φ⟩ = (−1)|α| ⟨T, Dα φ⟩ , ∀φ ∈ D (Ω) .

1.2 Les espaces Lp

Définition 1.2.1. SoitΩ un ouvert deRn. L’espace Lp (Ω), p ∈ [1,+∞[ est l’espace vectoriel

des (classes de) fonctions u définies sur Ω à valeurs dans k, où k = R où C, telles que u

est mesurable et |u|p est intégrable au sens de lebesgue sur Ω. L’espace Lp (Ω)muni de la

norme :

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u (x)|p dx

) 1
p

, pour p ∈ [1,+∞[

est un espace de Banach.

Dans le cas où p = 2, L2 (Ω)muni du produit scalaire :

(u, υ)L2(Ω) =
∫

Ω
u (x) υ (x) dx.

est un espace de Hilbert.

On appelle L∞ (Ω) l’espace constitué des (classes de ) fonctions mesurables et bornées

presque partout sur Ω. Muni de la norme :

∥u∥L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |u (x)| ,

où

sup
x∈Ω

ess |u (x)| = inf {C > 0 ⧸ |u (x)| ≤ C p.p sur Ω} ,

L∞ (Ω) est un espace de Banach.

On appelle Lp
loc (Ω) , 1 ≤ p < +∞ l’espace des (classes de) fonctions u mesurables et

telles que |u|p est intégrables au sens de Lebesgue sur chaque compacte K de Ω.

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El’Yakine



1.2 Les espaces Lp 6

Proposition 1.2.1 (Inégalité de Young). Soient 1 < p, q < ∞,
1
p
+

1
q
= 1, et a , b > 0, alors :

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Démonstration : Voir [2].

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Young générallisée). Soient 1 < p1, p2 · · · , pk < +∞, tels

que
1
p1

+
1
p2

+ · · ·+ 1
pk

= 1 et a1, a2 · · · , ak > 0, alors :

a1a2 · · · ak ≤
ap1

1
p1

+
ap2

2
p2

+ · · ·+
apk

k
pk

.

Proposition 1.2.3 (Inégalité deHölder). Soient u ∈ Lp (Ω) et υ ∈ Lq (Ω) avec 1 ≤ p, q ≤ ∞

et
1
p
+

1
q
= 1, alors :

uυ ∈ L1 (Ω)

et ∫
Ω
|u.υ| dx ≤ ∥u∥Lp(Ω) ∥υ∥Lq(Ω) .

Démonstration : Voir[2].

Remarque 1.2.1. Dans L2 (Ω) cette inégalité s’appelle l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Corollaire 1.2.1 (Inégalité de Hölder généralisée). Soient φ1, φ2, · · · φk des fonctions telles

que φi ∈ Lpi (Ω) avec pi ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k où
1
p1

+
1
p2

+ · · ·+ 1
pk

=
1
p
et

1
p
≤ 1. Alors :

φ =
k

∏
ı=1

φi ∈ Lp (Ω) ,

et

∥φ∥Lp(Ω) ≤ ∥φ1∥Lp1 (Ω) ∥φ2∥Lp2 (Ω) · · · ∥φk∥Lpk (Ω) .

Théorème 1.2.1 (Théorème de représentation de Riesz)). Soient 1 ≤ p, q ≤ +∞,

φ ∈ (Lp (Ω))
′
tels que

1
p
+

1
q
= 1, alors il existe une unique (de classe) fonctions u ∈ Lp (Ω)

telle que :

⟨φ, υ⟩ =
∫

Ω
u (x) υ (x) dx, ∀υ ∈ Lp (Ω) ,

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El’Yakine



1.3 Convolution et régularation 7

et

∥u∥Lq(Ω) = ∥υ∥
(Lp(Ω))

′ .

Démonstration : Voir [2].

Proposition 1.2.4. Si φ ∈
(

L1 (Ω)
)′

, alors il existe une unique (classe de) fonctions

u ∈ L∞ (Ω) , telle que :

⟨φ, υ⟩ =
∫

Ω
u (x) υ (x) dx, ∀υ ∈ L1 (Ω) ,

et on a :

∥u∥L∞(Ω) = ∥υ∥
(L1(Ω))

′ .

Démonstration : Voir [2].

Remarque 1.2.2. Grâce au théorème1.2.1 et à la proposition1.2.4, onpeut identifie (Lp (Ω))
′

à Lq (Ω) , ∀p ∈ [0,+∞[ telle que
1
p
+

1
q
= 1.

On peut montrer aussi que :

1- Lq (Ω) est séparable pour tout 1 ≤ p < +∞.

2- L’injecion de D (Ω) dans Lp (Ω) est continue a image dense, pour tout 1 ≤ p < +∞.

3- Lp (Ω) s’injecte continument dans D
′
(Ω) , pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.

Lemme 1.2.1 (de Gronwall). si f (t) est une fonction continue de [0, T] dans R+ telle que :

f (t) ≤ A +
∫ t

0
g(s) f (s)ds ∀t ∈ [0, T] ,

où A une constante positive, alors :

f (t) ≤ Ae
∫

g(s)ds ∀t ∈ [0, T] .

1.3 Convolution et régularation

Dans tout ce paragraphe, on prend Ω = Rn. Les preuves des résultats de cette section se

trouvent dans [2].
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1.4 Espaces de Sobolev 8

Définition 1.3.1. Soient f ∈ L1 (Rn) et g ∈ Lp (Rn) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Le produit

convolution de f par g est définie par :

f ∗ g (x) =
∫

Rn
f (x − y) g (y) dy.

Théorème 1.3.1. Soient f et g vérifiant les conditions de la définition 1.3.1, alors :

f ∗ g ∈ Lp (Rn) et ∥ f ∗ g∥Lp(Rn) ≤ ∥ f ∥L1(Rn) ∥g∥Lp(Rn) .

Maintenant, on note f̆ = f (−x) , ∀x ∈ Rn.

Proposition 1.3.1. Soient f ∈ L1 (Rn), g ∈ Lp (Rn) et h ∈ Lq (Rn) , avec 1 ≤ p ≤ +∞ et
1
p
+

1
q
= 1, alors : ∫

Rn
( f ∗ g) h =

∫
Rn

g
(

f̆ ∗ h
)

.

Proposition 1.3.2. Soient f et g vérifiant les conditions de la définition 1.3.1, alors :

supp ( f ∗ g) ⊂ supp (g).

Proposition 1.3.3. Soient f ∈ D (Rn) et g ∈ L1
loc (R

n) , avec K ∈ N alors :

f ∗ g ∈ Ck (Rn) .

et on a :

Dk ( f ∗ g) =
(

Dk f
)
∗ g.

En particulier, si f ∈ D (Rn) et g ∈ L1
loc (R

n) , alors : f ∗ g ∈ C∞ (Rn) .

1.4 Espaces de Sobolev

Définition 1.4.1. Soit Ω un ouvert borné de Rn, on définit l’espaceWm,p (Ω).

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω)⧸Dαu ∈ Lp (Ω) , ∀ |α| ≤ m} ,

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El’Yakine



1.5 Espaces fonctionnels à valeurs vectorielles 9

où Dαu est la dérivée au sens des distributions. L’espaceWm,p (Ω)muni de la norme.

∥u∥m,p =

 ∑
|α|≤m

∫
Ω
|Dαu (x)|p dx

 1
p

, pour 1 ≤ p < +∞

∥u∥m,∞ = ∑
|α|≤m

sup ess |Dαu (x)| , pour p = +∞

est un espace de Banach.

Pour p = 2, alors : Wm,p (Ω) = Hm(Ω).

Proposition 1.4.1 (L’inégalité de Poincaré). Il existe un constante Cε (Ω) > 0, telle que :

∥u∥L2(Ω) ≤ Cε ∥∆u∥L2(Ω) , ∀u ∈ H 2
0 (Ω) .

En particulier l’expression ∥∆u∥L2(Ω) est une norme sur H 2
0 (Ω) qui est équivalente à la norme

∥u∥H 2
0 (Ω) .

Théorème 1.4.1 (Formule de Green). Soit Ω un ouvert bornée de Rn. Si u ∈ H4(Ω) et

υ ∈ H2(Ω), on a :

∫
Ω

∆2uυdx =
∫

Ω
∆u∆υdx +

∫
Γ

∂(∆u)
∂ν

υdΓ −
∫

Γ
∆u

∂υ

∂ν
dΓ.

1.5 Espaces fonctionnels à valeurs vectorielles

Dans cette section nous allons introduire de nouveaux espaces qui sont nécessaires pour

donner un sens aux problèmes d’évolutions. Soient X un espace de Banach et a, b ∈ R.

1- L’espce Lp (a, b; X) , 1 ≤ p < +∞ est constitué par des (classes de) fonctions u

mesurables sur ]a, b[ à valeurs dans X, telles que :

∥u∥Lp(a,b;X) :=
(∫ b

a
∥u (x)∥p

X dx
) 1

p

< +∞.

et ∥.∥Lp(a,b;X) est une norme sur Lp (a, b; X) .

Lp (a, b; X)muni de la norme précédente est un espace de Banach.
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2- Pour p = +∞, Lp (a, b; X) est l’espace des (classes de) fonctions u mesurable sur

]a, b[ , à valeurs dans X et bornées p.p sur ]a, b[ . Muni de la norme :

∥u∥L∞(a,b;X) = sup ess ∥u (t)∥X ,

L∞ (a, b; X) est un espace de Banach.

3- Soient {Tn}n∈N ⊂ D
′
(a, b; X) et T ∈ D

′
(a, b; X) . On dit que (Tn)n∈N

converge vers

T dans D
′
(a, b; X) si et seulement si :

⟨Tn, φ⟩ → ⟨T, φ⟩ dans X , ∀φ ∈ D (a, b) .

4- Soit S ∈ D
′
(a, b; X) , on a :〈

dS
dt

, φ

〉
= −

〈
φ,

dφ

dt

〉
, ∀φ ∈ D (a, b) .

La fonction S → dS
dt

est une fonction continue de D
′
(a, b; X) sur lui même.

5- Pour p = 2 alorsWm,p (a, b; X) = Hm (a, b; X) .

Si X est un espace de Hilbert alors l’espace Hm (a, b; X) , muni du produit scallaire :

(u, υ)Hm(a,b;X) =
m

∑
k=0

∫
Ω

(
u(k) (t) , υ(k) (t)

)
X

dt,

est une espace de Hilbert.

Proposition 1.5.1. Soit X et Y deux espace de Banache sur la corps k = R* où C, alors :

1- C ([a, b] ; X) est dense dans Lp (a, b; X) , et on a l’injection continue

C ([a, b] ; X) ↪→ Lp (a, b; X) pour 1 ≤ p < +∞ .

2- Si X est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .)X , alors L2 (a, b; X)

est aussi un espace de Hilbert et sera muni du produit scalare suivant :

(u, υ)L2(a,b;X) :=
∫ b

a
(u (t) , υ (t))X dt .

3- Lp (a, b; X) est séparable, si X est séparable et 1 ≤ p < +∞ .
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4- Si X ↪→ Y , alors Lp (a, b; X) ↪→ Lq (a, b; Y) , pour 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞.

5- Pour 1 ≤ p ≤ +∞ alors :

Lp (a, b; X) ↪→ D
′
(a, b; X) .

Lemme 1.5.1. Soient H et V deux espaces de Banach tels que :

H ↪→ V.

Si u ∈ L1 (0, T; H) et u
′ ∈ L1 (0, T; V) , alors : u ∈ C0 ([0, T; V]) .

Démonstration : Voir [11].

1.6 La topologie faible et La topologie faible-étoile

1.6.1 La topologie faible

Définition 1.6.1. On appelle topologie faible sur E notée σ
(

E, E
′
)
, la topologie la moins

fine rendant toutes les applications de E
′
continues.

Notation : Soit (xn)n∈N et x ∈ E. On note :

— Convergence forte : xn → x.

— Convergence faible : xn ⇀ x.

Proposition 1.6.1. Soit (xn)n∈N une suite de E. On a les propriétés suivantes :

1- xn ⇀ x si et seulement si f (xn) → f (x). ∀ f ∈ E
′
.

1- xn → x ⇒ xn ⇀ x.

2- Si xn ⇀ x alors (xn)n∈N est bornée dans E et ∥xn∥E ≤ lim inf ∥xn∥E .

1.6.2 La topologie faible-étoile

Soit E un espace de Banach. On sait que E
′
est de Banach. On note E

′′
son bidual qui est

aussi de Banach. On souhaite munir E
′
d’une autre topologie, suffisamment faible pour que
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la Boule unité fermée BE′ (0, 1) soit compact même si E est de dimension infinie. Soit ζx tel

que :

ζx :
{

E
′ → R

f 7→ f (s)

On note ζ l’application x → ζx , on a alors ζ ∈L
(

E, E
′′)

.

Définition 1.6.2. On appelle topologie faible-étoile la topologie la moins fine rendant

continue toutes les applications ζx. La topologie faible-étoile se note par σ
(

E
′
, E
)
.

Notation : Soit ( fn)n∈N une suite d’éléments de E
′
, et f ∈ E

′
. On note la convergence

faible-étoile par : fn
∗→ f .

Proposition 1.6.2. Soit ( fn)n∈N une suite de E
′
. On a les propriétés suivantes :

1- fn
∗
⇀ f si et seulement si fn (x) → f (x) , pour tout x ∈ E .

2- fn → f ⇒ fn ⇀ f ⇒ fn
∗
⇀ f .

3- Si fn
∗
⇀ f , alors ( fn)n∈N est bornée dans E

′
, et ∥ f ∥E′ ≤ lim inf ∥ fn∥E′ .

Lemme 1.6.1 (de Aubin lions). Soit E espace de Banach séparable et ( fn)n∈N une suite

bornée de E
′
, alors il existe une sous-suite ( fnk)k de ( fn)n∈N et f ∈ E

′
, telle que

fnk
∗
⇀ f dans E

′
.

1.7 Proprietés de base sur les noyaux de types positifs et

fortement définis positifs

Soit X est un espace de Hilbert muni d’un produit scalair ⟨., .⟩ et une norme ||.||, pour
tout T ∈ (0, ∞] et p ∈ [1, ∞], on note Lp (a, T; X) , l’espace des fonctions u mesurable, on

notée Lp
loc (a, ∞; X) , l’espace des fonctions appartient à Lp (a, T; X) pour tout T ∈ (0, ∞).

Définition 1.7.1. Soit h ∈ L1
loc(0, ∞), on dit que h est un noyau défini positif, si :

t∫
0

⟨h ∗ y(s), y(s)⟩ds ≥ 0, t ≥ 0, (1.7.1)

pour tout y ∈ L2
loc(0, ∞; X).
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De plus, on dit que, h est un noyau fortement défini positif s’il existe une constant δ > 0

telle que h(t)− δe−t est définie positif, c’est à dire :

t∫
0

⟨h ∗ y(s), y(s)⟩ds ≥ δ

t∫
0

⟨e ∗ y(s), y(s)⟩ds, t ≥ 0, (1.7.2)

pour tout y ∈ L2
loc(0, ∞; X), où e(t) = e−t.

Soit g ∈ L1(0, ∞) est une fonction et G(t) =
∞∫

t

g(s)ds.

Les résultats suivants sont utiles pour étudier la decroissance exponentielle.

Proposition 1.7.1. 1- Si G est un noyau défini positif, alors :

∞∫
0

sin(ωt)g(t)dt ≥ 0, Pour tout ω > 0. (1.7.3)

2- Si G ∈ L1(0, ∞) et g verifies (1.7.3), alors G est noyau définie positif.

Maintenant, nous allons demontrer un résultat analogue pour les noyaux fortement définis

positifs.

Démonstration : Voir [4].

Corollaire 1.7.1. (i) Si G est un noyau fortement défini positif, alors il existe δ > 0, telle que :

∞∫
0

sin(ωt)g(t)dt ≥ δ
ω

1 + ω2 , Pour tout ω > 0. (1.7.4)

(ii) Si G ∈ L1(0, ∞) et il existe δ > 0 telle que g verifies (1.7.4), alors G est un noyau fortement

défini positif.

Lemme 1.7.1. Si g ∈ L1(0, ∞) est une fonction vérifiant, (1.7.3) alors la fonction perturbée

e−σtg(t), σ > 0, vérifie (1.7.3) aussi bien.

Proposition 1.7.2. Soit g ∈ L1(0, ∞) une fonction telle que t −→
∞∫

t

g(s)ds. Alors :

t −→
∞∫

t

e−σsg(s)ds, σ > 0, est un noyau fortement défini positif.
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De plus, si δ est la constante dans (1.7.2), correspendante à t −→
∞∫

t

g(s)ds, alors, la

constante δσ pour t −→
∞∫

t

e−σsg(s)ds est donnée par :

δσ =
δ

(σ + 1)2 . (1.7.5)

Lemme 1.7.2. Soit h ∈ C([0, ∞)) un noyau défini positif, alors h ≥ 0 et

||h ∗ y(t)||2 ≤ 2h(0)
t∫

0

⟨h ∗ y(τ), y(τ)⟩τ, t ≥ 0, (1.7.6)

pour tout y ∈ L1
loc(0, T; X).

Démonstration : Voir [12],[9].

Remarque 1.7.1. Si h et un noyau fortement défini positif et δ est la constante de (1.7.2),

alors d’après le lemme1.7.2, on a :

h(0)− δ ≥ 0. (1.7.7)

Lemme 1.7.3. Soit h et un noyau fortement défini positif vérifiant h, h′ ∈ L1(0, ∞). Alors :

t∫
0

||h ∗ y(τ)||2dτ ≤ 1
δ
(||h||21 + 4

∥∥h′
∥∥2

1)

t∫
0

⟨h ∗ y(τ), y(τ)⟩dτ, t ≥ 0, (1.7.8)

pour tout y ∈ L1
loc(O, ∞; X), où δ est la constante de (1.7.2).

Démonstration : Voir [13],[9].

Lemme 1.7.4. Soit h ∈ L1
loc(0, ∞) un noyau fortement défini positif, alors :

t∫
0

||y(τ)||2dτ ≤ ||y(0)||2 + 2
δ

 t∫
0

⟨h ∗ y(τ), y(τ)⟩dτ +

t∫
0

⟨h ∗ y′(τ), y′(τ)⟩dτ

 , (1.7.9)

pour tout t ≥ 0 et y ∈ L2
loc(0, ∞; X), y

′ ∈ L1
loc(0, ∞; X), avec δ est la constante dans (1.7.2).

Démonstration : Voir [9],[7].
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Le noyau résoulvant :

Des résultats classiques pour les équations integrales nous assure que pour tout noyau

h ∈ L1
loc(0, ∞) et pour v ∈ L1

loc(0, ∞; X), le problème :

y(t)− h ∗ y(t) = v(t), t ≥ 0, (1.7.10)

admet une unique solution y ∈ L1
loc(0, ∞; X). En particulier, il existe une unique solution

r ∈ L1
loc(0, ∞) de

r(t)− h ∗ r(t) = h(t), t ≥ 0. (1.7.11)

Une telle solution est appellée noyau résolvant de h. De plus, la solution y de (1.7.10) est

donnée par la formule de variation de la constante :

y(t) = v(t) + r ∗ v(t), t ≥ 0, (1.7.12)

où r est le noyau résolvant de h.

Maintenant, on rappelle le théorème de Paley-Wiener qui nous donne une condition

nécéssaire et suffisante pour que le noyau résonvant h ∈ L1(0, ∞) soit dans L1(0, ∞).

Corollaire 1.7.2. Soit g ∈ L1(0, ∞) telle que
∞∫

0

g(s)ds < 1, avec on suppose que

G(t) =
∞∫

t

g(s)ds est un noyau fortement définie positif. Alors :

1- le noyau résolvant r de g appartient à L1(0, ∞) ;

2- pou tout v ∈ Lp(0, ∞; X), 1 ≤ p ≤ ∞, la solution y de l’equation

y(t)− g ∗ y(t) = v(t), t ≥ 0,

appartient à Lp(0, ∞; X) et

||y||p ≤ (1 + ||r||1)||v||p. (1.7.13)

Démonstration : Voir [4].
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Pour la convenance du lecteur, nous rappelons la notion de resolvent pour l’équation :

u′′(t) + Au(t)−
t∫

0

g(t − s)Au(s)ds = 0, (1.7.14)

avec A l’opératour linéaire auto-adjoint sur X à domaine dense D(A) et g ∈ L1
loc(0, ∞).
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Existence et unicité de la solution du

problème de petrovski avec un terme

mémoire

Introduction : Dans ce chapitre on va prouver l’existence et l’unicité de la solution forte

et de la solution faible, en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin. La méthode de Faedo-

Galerkin est une méthode trés robuste. L’idée de la méthode est la suivante. Partant d’un

problème posé dans un espace de dimension infinie, on procède d’abord à une approxi-

mation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. On résout ensuite

le problème approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre directement en

dimension infinie. Enfin, on passe d’une façon ou d’une autre à la limite quand on fait tendre

la dimension des espaces d’approximation vers l’infini pour construire une solution du

problème de départ.

On considère dans ce chapitre le problème de petrovski avec un termemémoire :


utt + ∆2u −

t∫
0

g(t − s)∆2u(s)ds = 0 dans Ω × (0, ∞)

u(t, x) = ∂vu(t, x) = 0 sur Γ × (0, ∞)

u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1 dans Ω

(2.0.1)

où Ω est un ouvert borné de Rn avec un frontière Γ, g représente le noyau dans l’expres-
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sion du termemémoire, ν la dérivée normale orienté vers l’extérieur de Ω,

avec les hypothèses suivantes :

Hypothèse(H.1)

soit A = ∆2 : D (A) ⊂ L2 (Ω) −→ L2 (Ω) l’éperatour linéaire auto-adjoint sur L2 (Ω),

avec D(A) dense dans L2 (Ω), tel que, pour tout M > 0,

⟨Ax, x⟩ ≥ M ∥x∥2 , ∀x ∈ D (A) ,

où

D (A) = H4 (Ω) ∩ H2
0 (Ω) ,

et

Ax (ξ) = ∆2x (ξ) , x ∈ D (A) ξ ∈ Ω.

Hypothèse(H.2)

La fonction g : (0, ∞) −→ (0, ∞) vérifie les conditions suivantes :

1) g ∈ L1(0, ∞), est telle que :
∞∫

0

g(t)ds < 1.

2)On pose G (t) :=
∞∫

t

g(s)ds, telle que :

t −→
∞∫

t

g(s)ds ≥ 0.

La méthode de Faedo-Galerkin est une méthode pédagogique et facile à comprendre, mais

cependant elle exige plus de régularité des fonctions utilisées. De plus des hypothèses 1 et 2,

faites, sur g, on suppose que :

3) g
′
, g

′′ ∈ L1(0, ∞).

Notations et définitions

On commence par définire les espaces suivants :

On pose :

D
(

∆2
)
= H4 (Ω) ∩ H2

0 (Ω) ,
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D (−∆) = H2
0 (Ω) =

{
υ ∈ H2 (Ω) ; υ =

∂υ

∂ν
= 0 sur Γ

}
.

H2
0 (Ω) est muni de la norme

∥υ∥H2
0(Ω) = ∥∆υ∥L2(Ω) .

X = L2 (Ω) est muni de la norme

∥υ∥L2(Ω) =
∫

Ω
|υ|2 dx.

On note par Qt = Ω × ]0, T[ , et

(u, υ) =
∫

Ω
u (x) υ (x) dx.

Théorème 2.0.1. Supposons que les hypothèses (H.1) et (H.2) sont vérifées.

1- Si
{

u0, u1
}
∈ D

(
∆2
)
× D (−∆) , alors il existe uneunique solution forte duproblème

(2.0.1) telle que :

u ∈ L∞
(

0, T; H2
0 (Ω) ∩ H4 (Ω)

)
,

u
′ ∈ L∞

(
0, T; H2

0 (Ω) ∩ L2 (Ω)
)

,

u
′′
∈ L∞

(
0, T; L2 (Ω)

)
.

2- Si
{

u0, u1
}

∈ D (−∆) × X, alors il existe une unique solution faible du problème

(2.0.1) telle que :

u ∈ C1
(
[0, T] ; L2 (Ω)

)
∩ C

(
[0, T] ; H2

0 (Ω)
)

.

2.1 Solution forte

Dans cette section, on va prouver l’existense et l’unicité de la solution forte du problème

(2.0.1). En multipliant l’équation différentielle.

u′′ + ∆2u −
t∫

0

g(t − s)∆2u(s)ds = 0.
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formellement par une fonction υ , et en intègrant le résultat sur Ω, puis en appliquant la

formule de Green, on obtient :

∫
Ω

u′′ (t, x) υ (t, x) dx +
∫

Ω
∆u (t; x)∆υ (t, x) dx +

∫
Ω

g ∗ ∆u (t, x)∆υ (t, x) dx = 0,

∀t ∈ ]0,+∞[ .

On considère l’espace

W =
{

ω, ω ∈ H4 (Ω) ∩ H2
0 (Ω)

}
.

Comme l’espace W est séparable, donc il existe une suite
{

ωj
}

j∈N
dense dans W qui est

orthogonale dans L2 (Ω) . On définit :

Vm = [ω1, ω2, ...ωm]

Vm est l’espace de dimension finie, engendré par ω1, ω2, ...ωm. Soit um (t) ∈ Vm alors :

um (t) =
m

∑
i=1

him (t)ωi,

vérifie l’équation suivante :

(
u′′

m (t) , ωi
)
+ (∆um (t) , ∆ωi)−

∫ t

0
g(t − s) (∆um (s) , ∆ωi) ds = 0, (2.1.2)

avec les données initiales (quand m → ∞ ) :

um (0) =
m

∑
i=1

(um (0) , ωi)ωi → u0 dans H2
0 (Ω) ∩ H4 (Ω) ,

u′
m (0) =

m

∑
i=1

(
u′

m (0) , ωi
)

ωi → u1 dans H2
0 (Ω) ∩ L2 (Ω) .

(2.1.3)

Par des méthodes standard des EDO, on démontre l’existence de la solution approchée

pour le problème (2.1.2) sur un certain intervalle [0, tm). Puis, cette solution peut être pro-

longer à l’intervalle entier [0, T], où T = ∞ , en employant la première estimation suivante :
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2.1.1 Première estimation à priori

La première estimation à priori nous permet de prolonger la solution obtenue à tout

l’intervalle [0.T] . Premièrment on montre que :

(
u′′

m (t) , u′
m (t)

)
=

1
2

d
dt
∥∥u′

m (t)
∥∥2

Ω .

On considère dans (2.1.2)v = ωj, j = 1, 2, ...., m. Enmultipliant par h
′
jm (t) , t ∈ [0, tm[

et en sommant sur j de 1 à m, on obtient :

(
u′′

m (t) , u′
m (t)

)
+
(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)
−
∫ t

0
g (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds = 0. (2.1.4)

Sans perte de généralité, on considère la base
{

ωj
}

j∈N
comme étant orthonormale dans

L2 (Ω) . Grâce à cela et a (2.1.2), on a : pour j = 1, 2, ...., m :

h′′jm (t) =
(
u′′

m (t) , ωj
)
= −

(
∆um (t) , ∆ωj

)
+
∫ t

0
g (t − s)

(
∆um (s) , ∆ωj

)
ds.

D’où h′′jm (t) ∈ L2 (0, tm) , donc :

∫ tm

0

∥∥u′′
m (t)

∥∥2
Ω dt =

∫ tm

0

∥∥∥∥∥ m

∑
j=1

h′′jm (t)ωj

∥∥∥∥∥
2

Ω

dt

≤
∫ tm

0

m

∑
j=1

∥∥∥h′′jm (t)ωj

∥∥∥2

Ω
dt

=
∫ tm

0

m

∑
j=1

∣∣∣h′′jm (t)
∣∣∣2 ∥∥ωj

∥∥2
Ω dt

≤
m

∑
j=1

∥∥ωj
∥∥2

Ω

∫ tm

0

∣∣∣h′′jm (t)
∣∣∣2 dt < +∞

c’est à dire :

u′′
m (t) ∈ L2

(
0, tm; L2 (Ω)

)
. (2.1.5)

Comme u′
m (t) est obsolument continue sur [0, tm[ , on conclut que :

∫
Ω

u′′
m (t, x) , u′

m (t, x) dx ∈ L1 (0, tm) . (2.1.6)
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On considère Φ ∈ D (0, tm) , alors de (2.1.5) et du théorème de Fubini on a :

〈
u′′

m (t) , u′
m (t) , Φ

〉
D′(0,tm),D(0,tm)

=

〈∫
Ω

u′′
m (t) u′

m (t) dx, Φ
〉

D′(0,tm),D(0,tm)

=
∫ tm

0

∫
Ω

u′′
m (t) u′

m (t)Φ (t) dxdt

=
∫

Ω

∫ tm

0

1
2

d
dt
(
u′

m (t)
)2 Φ (t) dtdx

=
1
2

∫
Ω

{(
u′

m (t, x)
)2 Φ (t) |t=tm

t=0 −
∫ tm

0

(
u′

m (t, x)
)2 Φ′ (t) dt

}
dx

= −1
2

∫ tm

0

∫
Ω

(
u′

m (t, x)
)2 Φ′ (t) dxdt

= −1
2

〈∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω , Φ′

〉
=

〈
1
2

d
dt
∥∥u′

m (t)
∥∥2

Ω , Φ
〉

.

alors : (
u′′

m (t) , u′
m (t)

)
=

1
2

d
dt
∥∥u′

m (t)
∥∥2

Ω . (2.1.7)

De même, on prouve que :

(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)
=

1
2

d
dt

∥∆um (t)∥2
Ω . (2.1.8)

En remplaçant, (2.1.7) et (2.1.8) dans (2.1.4), on obtient :

d
dt

(
1
2

∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω +

1
2
∥∆um (t)∥2

Ω

)
−
(

g ∗ ∆um (t) , ∆u′
m (t)

)
= 0

En intègrant sur [0, t[ , t ∈ ]0, T[ , on trouve :

1
2

∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω +

1
2
∥∆um (t)∥2

Ω

=
1
2

∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω +

1
2
∥∆um (0)∥2

Ω +
∫ t

0

(
g ∗ ∆um (s) , ∆u′

m (s)
)

ds. (2.1.9)

Grâce à hypothèse (H.2-2), on a :

g ∗ ∆um (s) = −
∫ s

0
G′ (s − τ)∆um (τ) dτ

= G (0)∆um (s)− G (s)∆um (0)−
∫ s

0
G (s − τ)∆u′

m (τ) dτ.
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Par conséquent on déduit :

∫ t

0

(
g ∗ ∆um (s) , ∆u′

m (s)
)

ds = G (0)
∫ t

0

(
∆um (s) , ∆u′

m (s)
)

ds −
(

∆um (0) ,
∫ t

0
G (s)∆u′

m (s) ds
)

−
∫ t

0

(
G ∗ ∆u′

m (s) , ∆u′
m (s)

)
ds. (2.1.10)

En substituant (2.1.10) dans (2.1.9), on obtient :

1
2

∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω +

1
2
∥∆um (t)∥2

Ω +
∫ t

0

(
G ∗ ∆u′

m (s) , ∆u′
m (s)

)
ds

=
1
2

∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω +

1
2
∥∆um (0)∥2

Ω + G (0)
∫ t

0

(
∆um (s) , ∆u′

m (s)
)

ds

−
(

∆um (0) ,
∫ t

0
G (s)∆u′

m (s) ds
)

.

Mais,
∫ t

0

(
G (s) ∗ ∆u′

m (s) , ∆u′
m (s)

)
≥ 0 car G est un noyau fortement défini positif, alors :

1
2

∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω +

1
2
∥∆um (t)∥2

Ω

≤ 1
2

∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω + G (0)

∫ t

0

(
∆um (s) , ∆u′

m (s)
)

ds

+
1
2
∥∆um (0)∥2

Ω −
〈

∆um (0) ,
∫ t

0
G (s)∆u′

m (s) ds
〉

. (2.1.11)

D’autre part, de (2.1.8) on a :

G (0)
∫ t

0

(
∆um (s) , ∆u′

m (s)
)
=

G (0)
2

∫ t

0

d
dt

∥∆um (s)∥2
Ω ds

=
G (0)

2

(
∥∆um (t)∥2

Ω − ∥∆um (0)∥2
Ω

)
. (2.1.12)

Comme

∫ t

0
G (s)∆u′

m (s) ds = G (t)∆um (t)− G (0)∆um (0) +
∫ t

0
g (s)∆um (s) ds

alors :
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−
(

∆um (0) ,
∫ t

0
G (s)∆u′

m (s) ds
)
= G (0) ∥∆um (0)∥2

Ω − (∆um (0) , G (t)∆um (t))

−
(

∆um (0) ,
∫ t

0
g (s)∆um (s) ds

)
. (2.1.13)

En remplaçons (2.1.12) et (2.1.13) dans (2.1.11), on obtient :

1
2

∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω +

1 − G (0)
2

∥∆um (t)∥2
Ω

≤ 1
2

∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω +

1 + G (0)
2

∥∆um (0)∥2
Ω

− (∆um (0) , G (t)∆um (t))−
∫ t

0
g (s) (∆um (0) , ∆um (s)) ds. (2.1.14)

Maintenant on va estimer les termes dumembre droite de (2.1.14).

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, avec l’hypothèse (H.2-2), on

aura :

Estimation du terme L1 = − (∆um (0) , G (t)∆um (t))

|L1| = |(∆um (0) , G (t)∆um (t))|

≤ ∥g∥1 ∥∆um (0)∥ ∥∆um (t)∥

≤ 1
4
∥g∥2

1 ∥∆um (0)∥2
Ω + ∥∆um (t)∥2

Ω . (2.1.15)

Estimation du terme L2 = −
∫ t

0
g (s) (∆um (0) , ∆um (s)) ds

|L2| =
∣∣∣∣∫ t

0
g (s) (∆um (0) , ∆um (s)) ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

0
|g (s)| ∥∆um (0)∥ ∥∆um(s)∥ ds

≤
∫ t

0
|g (s)|

(
1
4
∥∆um (0)∥2 + ∥∆um(s)∥2

)
ds

=
1
4
∥g∥1 ∥∆um (0)∥2

Ω +

t∫
0

|g(s)| ∥∆um(s)∥2
Ω ds. (2.1.16)
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En remplaçant (2.1.15), (2.1.16) dans (2.1.14), on obtient :

1
2

∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω +

(
−1 − G (0)

2

)
∥∆um (t)∥2

Ω

≤ 1
2

∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω + C ∥∆um (0)∥2

Ω +

t∫
0

|g(s)| ∥∆um(s)∥2 ds (2.1.17)

où

C =
1 + G (0)

2
+

1
4
∥g∥1 (1 + ∥g∥1) .

Donc

∥∆um (t)∥2
Ω ≤ −2

1 + G (0)

(
1
2

∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω + C ∥∆um (0)∥2

Ω

)
+

t∫
0

−2 |g(s)|
1 + G (0)

∥∆um(s)∥2 ds.

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :

∥∆um (t)∥2
Ω ≤ −2

1 + G (0)

(∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω + C ∥∆um (0)∥2

Ω

)
exp

( −2 ∥g∥1
1 + G (0)

)
. (2.1.18)

Maintenant de (2.1.17) et (2.1.18) on obtient :

∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω + ∥∆um (t)∥2

Ω

≤
(

2 − 2
1 + G (0)

exp
( −2 ∥g∥1

1 + G (0)

)
(1 + ∥g∥1)

)(
1
2

∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω + C ∥∆um (0)∥2

Ω

)
.

Comme

um (0) = u0
m → u0 dans H2

0 (Ω) ∩ H4 (Ω)

et

u′
m (0) = u1

m → u1 dans H2
0 (Ω) ∩ L2 (Ω) .

Donc, il existe un constante C indépendante de t et de m telle que :

∥∥u′
m (0)

∥∥2
Ω + ∥∆um (0)∥2

Ω ≤ C,
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d’où ∥∥u′
m (t)

∥∥2
Ω + ∥∆um (t)∥2

Ω ≤ C. (2.1.19)

Par conséquent, la solution approchée um(t) peut être prolonger à tout l’itervalle [0, T] ;

∀m ∈ N, donc on a l’inégalité (2.1.19) est vraie p.p sur [0, T] et ∀m ∈ N, d’où :

{um (t)}m∈N est bornée dans L∞
(

0, T; H2
0 (Ω)

)
, (2.1.20)

{∆um (t)}m∈N est bornée dans L∞
(

0, T; L2 (Ω)
)

, (2.1.21)

{
u
′
m (t)

}
m∈N

est bornée dans L∞
(

0, T; L2 (Ω)
)

. (2.1.22)

2.1.2 Second estimation à priori

On commence par prouver, que la dérivée au sens des distributions et au sens classique

du premier et du deuxième ordre, si elles existent, coïnsident, alors :〈
d
dt

um, Φ
〉

= −
∫ T

0
um (t)Φ′ (t) dt

= −
∫ T

0

(
m

∑
j=1

hjm (t)ωȷ

)
Φ′ (t) dt

=
m

∑
j=1

(
−
∫ T

0
hjm (t)Φ′ (t) dt

)
ωj

=
m

∑
j=1

{
−
∣∣hjm (t)Φ (t)

∣∣T
0 +

∫ T

0
h′jm (t)Φ (t) dt

}
ωj

=
m

∑
j=1

{∫ T

0
h′jm (t)Φ (t) dt

}
ωj

=
∫ T

0
u′

m (t)Φ (t) dt

=
〈
u′

m, Φ
〉

et de (2.1.5) on montre que : 〈
d
dt

u′
m, Φ

〉
=
〈
u′′

m, Φ
〉

.
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Demême, on prouve que :〈
d
dt
(
∆um (t) , ∆ωj

)
, Φ
〉

=
〈(

∆u′
m (t) , ∆ωj

)
, Φ
〉

〈
d
dt

(∫ t

0
g (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds
)

, Φ
〉

=〈∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds, Φ
〉
+
〈

g (0)
(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)

, Φ
〉

.

On obtient la dernière égalité en appliquant la Prposition1.3.3.

A partire des relations ci-dessus et de (2.1.5), on a :

d
dt
(
u′′

m (t) , ωj
)
= −

(
∆u′

m (t) , ∆ωj
)
+
∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆ωj

)
ds+ g (0)

(
∆um (t) , ∆ωj

)
(2.1.23)

dans L2 (0.T) , d’où : h′′′jm (t) ∈ L2 (0.T) . Alors :

∫ T

0

∥∥u′′′
m (t)

∥∥2
Ω dt =

∫ T

0

∥∥∥∥∥ m

∑
ȷ=1

h′′′ȷm (t)ωȷ

∥∥∥∥∥
2

Ω

dt

≤
∫ T

0

m

∑
ȷ=1

∥∥∥h′′′ȷm (t)ωȷ

∥∥∥2

Ω
dt

=
∫ T

0

m

∑
ȷ=1

∣∣∣h′′′ȷm (t)
∣∣∣2 ∥∥ωȷ

∥∥2
Ω dt

≤
m

∑
ȷ=1

∥∥ωȷ

∥∥2
Ω

∫ T

0

∣∣∣h′′′ȷm (t)
∣∣∣2 dt < +∞

c’est-à-dire :

u′′′
m (t) ∈ L2

(
0.T; L2 (Ω)

)
.

A partir de (2.1.23), on trouve :

(
u′′′

m (t) , ωȷ

)
+
(
∆u′

m (t) , ∆ωȷ

)
−
∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆ωȷ

)
ds− g (0)

(
∆um (t) , ∆ωȷ

)
= 0.
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Enmultipliant par h′′ȷm et en sommant sur j, on aura :

(
u′′′

m (t) , u′′
m (t)

)
+
(
∆u′

m (t) , ∆u′′
m (t)

)
−
∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′′

m (t)
)

ds

−g (0)
(
∆um (t) , ∆u′′

m (t)
)
= 0.

Donc :
1
2

d
dt
∥∥u′′

m (t)
∥∥2

+
1
2

d
dt
∥∥∆u′

m (t)
∥∥2 − g (0)

(
∆um (t) , ∆u′′

m (t)
)

−
∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′′

m (t)
)

ds = 0. (2.1.24)

D’autre part :

−
∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′′

m (t)
)

ds − g (0)
(
∆um (t) , ∆u′′

m (t)
)

= − d
dt

∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds +
∫ t

0
g′′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds

+ g′ (0)
(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)
− g (0)

d
dt
(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)
+ g (0)

(
∆u′

m (t) , ∆u′
m (t)

)
,

donc (2.1.24) peut être écrite, sous la forme :

1
2

d
dt
∥∥u′′

m (t)
∥∥2

+
1
2

d
dt
∥∥∆u′

m (t)
∥∥2 − d

dt

∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds

+
∫ t

0
g′′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds + g′ (0)
(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)

−g (0)
d
dt
(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)
+ g (0)

(
∆u′

m (t) , ∆u′
m (t)

)
= 0,
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en intègrant sur (0, t) on obtient :

1
2

∥∥u′′
m (t)

∥∥2
+

1
2

∥∥∆u′
m (t)

∥∥2
=

1
2

∥∥u′′
m (0)

∥∥2
+
∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds

+
1
2

∥∥∆u′
m (0)

∥∥2 −
∫ t

0

∫ τ

0
g′′ (τ − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (τ)
)

dsdτ

− g′ (0)
∫ t

0

(
∆um (s) , ∆u′

m (s)
)

ds + g (0)
(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)

− g (0)
(
∆um (0) , ∆u′

m (0)
)
− g (0)

∫ t

0

∥∥∆u′
m (s)

∥∥2 ds.

(2.1.25)

On a besoin d’estimer le membre de droite de l’inégalité (2.1.25).

On commence par l’estimation de la suite
{

u′′
m (0)

}
, en posant t = 0 et en prenant

υ = u′′
m (0) dans (2.1.2), alors on aura :

(
u′′

m (0) , u′′
m (0)

)
+
(
∆um (0) , ∆u′′

m (0)
)
= 0.

D’après la formule de Green, on a :

∥∥u′′
m (0)

∥∥2
+
(

∆2um (0) , u′′
m (0)

)
= 0.

De (2.1.3), et des inégalités de Cauchy-Schwarz, et de Young, on a :

∥∥u′′
m (0)

∥∥2
= −

(
∆2um (0) , u′′

m (0)
)

≤
∥∥∥∆2um (0)

∥∥∥
Ω

∥∥u′′
m (0)

∥∥
Ω

≤
∥∥∥∆2um (0)

∥∥∥2

H4(Ω)

∥∥u′′
m (0)

∥∥2
Ω

≤ 1
4ϵ

∥um (0)∥2
H4(Ω) + ε

∥∥u′′
m (0)

∥∥2
Ω

≤ M
4ϵ

+ ε
∥∥u′′

m (0)
∥∥2

Ω .

où M et un constante qui majore {um (0)} dans H4 (Ω) , car

um (0) → u0 dans H4 (Ω) ,
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d’où : ∥∥u′′
m (0)

∥∥ ≤ L1, (2.1.26)

où L1 est une constante positive indépendante de m.

Estimation du terme K2 =
1
2

∥∥∆u′
m (0)

∥∥2 − g (0)
(
∆um (0) , ∆u′

m (0)
)

.

de (2.1.3) et (2.1.19), on déduit que :

1
2

∥∥∆u′
m (0)

∥∥2 − g (0)
(
∆um (0) , ∆u′

m (0)
)
≤ L2, (2.1.27)

avec L2 une constante positif independante de m.

Estimation du terme K3 =
∫ t

0
g′ (t − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (t)
)

ds.

En utilisant (H.2-3), les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young, et le théoréme1.3.1, on

aura :

|K3| =
∣∣∣∣(∆u′

m (t) ,
∫ t

0
g′ (t − s)∆um (s) ds

)∣∣∣∣
≤
(∫

Ω

∣∣∆u′
m (t)

∣∣2 dx
) 1

2
(∫

Ω

(∫ t

0
g′ (t − s)∆um (s) ds

)2

dx

) 1
2

=
∥∥∆u′

m (t)
∥∥

Ω

∥∥g′ ∗ ∆um (t)
∥∥

Ω

≤
∥∥∆u′

m (t)
∥∥

Ω ∥∆um (t)∥Ω

∥∥g′
∥∥

1

≤ ε
∥∥∆u′

m (t)
∥∥2

Ω +
1
4ε

∥∥g′
∥∥2

1 ∥∆um (t)∥2
Ω

= ε
∥∥∆u′

m (t)
∥∥2

Ω + L3 (T) , (2.1.28)

où ε > 0.

Estimation du terme K4 = −
∫ t

0

∫ τ

0
g′′ (τ − s)

(
∆um (s) , ∆u′

m (τ)
)

dsdτ.
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|K4| =
∣∣∣∣∫ t

0

(
∆u′

m (τ) ,
∫ τ

0
g′′ (τ − s)∆um (s) ds

)
dτ

∣∣∣∣
≤
∫ t

0

(∫
Ω

∣∣∆u′
m (τ)

∣∣2 dx
) 1

2
(∫

Ω

(∫ τ

0
g′′ (τ − s)∆um (s) ds

)2

dx

) 1
2

dτ

=
∫ t

0

∥∥∆u′
m (τ)

∥∥
Ω

∥∥g′′ ∗ ∆um (τ)
∥∥

Ω dτ

≤
∫ t

0

∥∥∆u′
m (τ)

∥∥
Ω

∥∥g′′
∥∥

1 ∥∆um (τ)∥Ω dτ

≤ 1
2

∫ t

0

∥∥∆u′
m (τ)

∥∥2
Ω dτ +

1
2

∫ t

0

∥∥g′′
∥∥2

1 ∥∆um (τ)∥2
Ω dτ

≤ 1
2

∫ t

0

∥∥∆u′
m (τ)

∥∥2
Ω dτ +

1
2

∫ T

0

∥∥g′′
∥∥2

1 ∥∆um (τ)∥2
Ω dτ

=
1
2

∫ t

0

∥∥∆u′
m (τ)

∥∥2
Ω dτ + L4 (T) . (2.1.29)

Estimation du terme K5 = −g′ (0)
∫ t

0

(
∆um (s) , ∆u′

m (s)
)

ds.

|K5| =
∣∣∣∣∫ t

0
g′ (0)

(
∆um (s) , ∆u′

m (s)
)

ds
∣∣∣∣

≤
∫ t

0
g′ (0)

∥∥∆u′
m (s)

∥∥ ∥∆um (s)∥ ds

≤ ε
(

g′ (0)
)2
∫ t

0

∥∥∆u′
m (s)

∥∥2 ds +
1
4ε

∫ t

0
∥∆um (s)∥2 ds

≤ ε
(

g′ (0)
)2
∫ t

0

∥∥∆u′
m (s)

∥∥2 ds +
1
4ε

∫ T

0
∥∆um (s)∥2 ds

= ε
(

g′ (0)
)2
∫ t

0

∥∥∆u′
m (s)

∥∥2 ds + L5 (T) . (2.1.30)

Il reste à estimer la quantité K6 = −g (0)
(
∆um (t) , ∆u′

m (t)
)

.

|K6| =
∣∣g (0) (∆um (t)∆u′

m (t)
)∣∣

≤ g (0) ∥∆um (t)∥
∥∥∆u′

m (t)
∥∥

≤ ϵ
∥∥∆u′

m (t)
∥∥2

+
(g (0))2

4ε
∥∆um (t)∥2

= ϵ
∥∥∆u′

m (t)
∥∥2

+ L6 (ε) . (2.1.31)
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De (2.1.26), (2.1.27), (2.1.28), (2.1.29), (2.1.30) et (2.1.31) on conclut que :

1
2

∥∥u′′
m (t)

∥∥2
+

1
2

∥∥∆u′
m (t)

∥∥2 ≤ 2ε
∥∥∆u′

m (t)
∥∥2

+

(
ε
(

g′ (0)
)2

+
1
2

) ∫ t

0

∥∥∆u′
m (s)

∥∥2 ds + L7

(2.1.32)

où L7 est constante positive independant de m, donc :

∥∥u′′
m (t)

∥∥2
+(1 − 4ε)

∥∥∆u′
m (t)

∥∥2 ≤ L7 +
(

2ε
(

g′ (0)
)2

+ 1
) ∫ t

0

∥∥u′′
m (s)

∥∥2
+(1 − 4ε)

∥∥∆u′
m (s)

∥∥2 ds.

(2.1.33)

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :

∥∥u′′
m (t)

∥∥2
+ (1 − 4ε)

∥∥∆u′
m (t)

∥∥2 ≤ L7 exp
(

2ε
(

g′ (0)
)2

+ 1
)

,

d’où : ∥∥u′′
m (t)

∥∥2
+
∥∥∆u′

m (t)
∥∥2 ≤ L8. (2.1.34)

pour tout t ∈ [0, T] où L8 est constante positive indépendante de m.

L’estimation (2.1.34) implique :

{
u
′′
m (t)

}
m∈N

est bornée dans L∞
(

0; T; L2 (Ω)
)

, (2.1.35a)

{
∆u′

m (t)
}

m∈N
est bornée dans L∞

(
0; T; L2 (Ω)

)
, (2.1.36)

{
u′

m (t)
}

m∈N
est bornée dans L∞

(
0; T; H2

0 (Ω)
)

. (2.1.37)

2.1.3 Passage à la limite

Initialement, en identifiant L2 (Ω) à son dual, on aura :

L∞
(

0; T; H2
0 (Ω)

)
≡
[

L1
(

0; T; H−2 (Ω)
)]′

L∞
(

0; T; L2 (Ω)
)
≡
[

L1
(

0; T; L2 (Ω)
)]′

et commeH−2 (Ω) et L2 (Ω) sont séparables alors
[

L1
(

0; T; H−2 (Ω)
)]′

et
[

L1
(

0; T; L2 (Ω)
)]′

sont séparables (voir le proposition1.5.1). D’apres le lemme de Aubin lions et des estimations
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à priori, il existe une sous suite
{

uµ

}
de {um}m∈N telle que ∀T > 0

uµ
∗
⇀ u dans L∞

(
0; T; H2

0 (Ω)
)

, (2.1.38)

u′
µ

∗
⇀ u′ dans L∞

(
0; T; H2

0 (Ω)
)

, (2.1.39)

u′′
µ

∗
⇀ u′′ dans L∞

(
0; T; L2 (Ω)

)
. (2.1.40)

Comme

u′′
µ

∗
⇀ u′′ dans L∞

(
0; T; L2 (Ω)

)
,

alors : 〈
u′′

µ, φ
〉
→
〈
u′′, φ

〉
, ∀φ ∈ L1

(
0; T; L2 (Ω)

)
.

C’est-à-dire : ∫ T

0

(
u′′

µ (t) , φ (t)
)

dt →
∫ T

0

(
u′′ (t) , φ (t)

)
dt.

Commeωj ∈ H4 (Ω)∩ H2
0 (Ω) ↪→ L2 (Ω) , pourΦ ∈ D (0, T) ↪→ L2 (0, T) , il s’ensuit que :

∫ T

0

(
u′′

µ (t) , ωj

)
Φ (t) dt →

∫ T

0

(
u′′ (t) , ωj

)
Φ (t) dt (2.1.41)

De (2.1.38), on a :

∆uµ
∗
⇀ ∆u dans L∞

(
0; T; L2 (Ω)

)
(2.1.42)

alors : 〈
∆uµ, φ

〉
→ ⟨∆u, φ⟩ , ∀φ ∈ L1

(
0; T; L2 (Ω)

)
.

On a :

∆ωjΦ ∈ L1
(

0; T; L2 (Ω)
)

.

Pour φ = ∆ωjΦ, on a :

∫ T

0

(
∆uµ (t) , ∆ωj

)
Φ (t) dt →

∫ T

0

(
∆u (t) , ∆ωj

)
Φ (t) dt. (2.1.43)
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De (2.1.42), on a :

g ∗ ∆uµ
∗
⇀ g ∗ ∆u dans L∞

(
0; T; L2 (Ω)

)
,

et donc : 〈
g ∗ ∆uµ, φ

〉
→ ⟨g ∗ ∆u, φ⟩ , ∀φ ∈ L1

(
0; T; L2 (Ω)

)
.

Pour φ = ∆ωjΦ, on a :

∫ T

0

(
g ∗ ∆uµ (t) , ∆ωj

)
Φ (t) dt →

∫ T

0

(
g ∗ ∆u (t) , ∆ωj

)
Φ (t) dt. (2.1.44)

Soit j ∈ N et considérons µ > j. Enmultipliant (2.1.2) par Φ ∈ D (0, T), en posant υ = ωȷ

et en intègrant sur [0, T], il en résulte :

∫ T

0

(
u′′

µ (t) , ωj

)
Φ (t) dt+

∫ T

0

(
∆uµ (t) , ∆ωj

)
Φ (t) dt−

∫ T

0

(
g ∗ ∆uµ (t) , ∆ωj

)
Φ (t) dt = 0.

Compte tenu des convergences (2.1.41), (2.1.43) et (2.1.44) on peut passer à la limite dans

l’équation présédante quend µ → +∞ pour obtient :

∫ T

0

(
u′′ (t) , υ

)
Φ (t) dt +

∫ T

0
(∆u (t) , ∆υ)Φ (t) dt −

∫ T

0
(g ∗ ∆u (t) , ∆υ)Φ (t) dt = 0.

Pour tout les ωj dansW =
{

ω ∈ H4 (Ω) ∩ H2
0 (Ω)

}
; on a :

∫ T

0

(
u′′ (t) , υ

)
Φ (t) dt +

∫ T

0
(∆u (t) , ∆υ)Φ (t) dt −

∫ T

0
(g ∗ ∆u (t) , ∆υ)Φ (t) .dt = 0

∀Φ ∈ D (0, T) et ∀υ ∈ W. En pariculier, pour υ = φ ∈ D (Ω) , on a :

〈
u′′, φΦ

〉
+
〈

∆2u, φΦ
〉
−
〈

g ∗ ∆2u, φΦ
〉
= 0,

c’est à dire :

〈
u′′ + ∆2u − g ∗ ∆2u, φΦ

〉
= 0, ∀ (Φ, φ) ∈ D (0, T)× D (Ω) .

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El’Yakine



2.1 Solution forte 35

Comme l’espace {φΦ, Φ ∈ D (0, T) , φ ∈ D (Ω)} , est dense dans D (Qt), alors :

u′′ + ∆2u − g ∗ ∆2u = 0 dans D
′
(Qt) ,

donc :

u′′ + ∆2u − g ∗ ∆2u = 0 dans L∞
(

0; T; L2 (Ω)
)

.

2.1.4 Conditions aux limites

Comme u ∈ H2
0 (Ω) , la solution du problème approché vérifie automatiquement les

conditions au limites u =
∂u
∂ν

= 0.

2.1.5 Données initiales

Dans cette section, on montre que :

u0 = u (0) et u1 = u′ (0) .

Premièrement, on a : u, u′ ∈ L1
(

0; T; H2
0 (Ω)

)
et u′′ ∈ L1

(
0; T; L2 (Ω)

)
, alors d’après le

lemme1.5.1, on a :

u ∈ C0
(
[0.T] ; H2

0 (Ω)
)
et u′ ∈ C0

(
[0.T] ; L2 (Ω)

)
.

Soit Φ ∈ C1 ([0.T]) avec Φ (0) = 1 et Φ (T) = 0. Comme

uµ
∗
⇀ u dans L∞

(
0; T; H2

0 (Ω)
)

,

grâce à l’injetion

L∞ (0; T; V) ↪→ L∞
(

0; T; L2 (Ω)
)

on aura : 〈
u′

µ, φ
〉
→
〈
u′, φ

〉
, ∀φ ∈ L1

(
0; T; L2 (Ω)

)
.

C’est-à-dire :

∫ T

0

(
u′

µ (t) , φ (t)
)

dt →
∫ T

0

(
u′ (t) , φ (t)

)
dt, ∀φ ∈ L1

(
0; T; L2 (Ω)

)
.
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Comme ωjΦ ∈ L1
(

0; T; L2 (Ω)
)

, en particulier pour φ = ωjΦ on a :

∫ T

0

(
u′

µ (t) , ωj

)
Φ (t) dt →

∫ T

0

(
u′ (t) , ωj

)
Φ (t) dt, ∀j ∈ N.

Aprés intègration par parties et convergence uµ
∗
⇀ u dans L∞

(
0; T; H2

0 (Ω)
)

, on ob-

tient :

[(
uµ (t) , ωj

)
Φ (t)

]T
0 −

∫ T

0

(
uµ (t) , ωj

)
Φ′ (t) dt →

[(
u (t) , ωj

)
Φ (t)

]T
0 −

∫ T

0
(u (t) , ωi)Φ′ (t) dt

C’ést -à-dire :

(
uµ (0) , ωj

)
−
∫ T

0

(
uµ (t) , ωj

)
Φ′ (t) dt →

(
u (0) , ωj

)
−
∫ T

0

(
u (t) , ωj

)
Φ′ (t) dt,

ce que implique que :
(
uµ (0) , ωj

)
→
(
u (0) , ωj

)
de la densité de

{
ωj
}

j∈N
dans L2 (Ω) ,

on a : uµ (0) → u (0) dans L2 (Ω) . De plus, de (2.1.3), on a :

uµ (0) → u0 dans H4 (Ω) ∩ H2
0 (Ω) .

Ce que implique que : uµ (0) ⇀ u0 dans L2 (Ω) . De l’unicité de la limite faible, on

obtient que : u (0) = u0. Demanière analogue, on montre que : u′ (0) = u1.

2.1.6 Unicité

Soient u et υ deux solutions forte du problème (2.0.1). On considère ω = u − υ, on a

alors ω qui vérifie le problème suivant :
ωtt + ∆2ω −

∫ s

0
g (s − τ)∆2ω(τ)dτ = 0 sur Ω × (0, ∞)

ω =
∂ω

∂ν
= 0 sur Γ × (0, ∞)

ω(x, 0) = ωt(x, 0) = 0 x ∈ Ω

(2.1.45)

En multipliant la première ligne de (2.1.45) par ω
′
(t) , alors il vient :

(
ω

′′
(t) , ω

′
(t)
)
+
(

∆2ω (t) , ω
′
(t)
)
−
∫ t

0
g (t − τ)

(
∆2ω(τ), ω

′
(t)
)

dτ = 0.
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En appliquant la formule de Green, on aura :

(
ω

′′
(t) , ω

′
(t)
)
+
(

∆ω (t) , ∆ω
′
(t)
)
−
∫ t

0
g (t − τ)

(
∆ω(τ), ∆ω

′
(t)
)

dτ = 0,

donc :

1
2

d
dt

∥∥∥ω
′
(t)
∥∥∥2

Ω
+

1
2

d
dt

∥∆ω (t)∥2
Ω −

∫ t

0
g (t − τ)

(
∆ω(τ), ∆ω

′
(t)
)

dτ = 0.

En intègrant sur [0, t] , on obtient :

1
2

∥∥∥ω
′
(t)
∥∥∥2

Ω
+

1
2
∥∆ω (t)∥2

Ω −
∫ t

0

(
g ∗ ∆ω(s), ∆ω

′
(s)
)

ds =
1
2

∥∥∥ω
′
(0)
∥∥∥2

Ω
+

1
2
∥∆ω (0)∥2

Ω .

D’autre part, on a :

∫ t

0

(
g ∗ ∆ω(s), ∆ω

′
(s)
)

ds = G (0)
∫ t

0

(
∆ω(s), ∆ω

′
(s)
)

ds −
(

∆ω(0),
∫ t

0
G (s)∆ω

′
(s)
)

−
∫ t

0

(
G ∗ ∆ω

′
(s) , ∆ω

′
(s)
)

ds.

Comme G est un noyau fortement défini positif, alors :

∫ t

0

(
G (s) ∗ ∆ω

′
(s) , ∆ω

′
(s)
)
≥ 0,

donc :

1
2

∥∥∥ω
′
(t)
∥∥∥2

Ω
+

1 − G (0)
2

∥∆ω (t)∥2
Ω ≤ 1

2

∥∥∥ω
′
(0)
∥∥∥2

Ω
+

1 + G (0)
2

∥∆ω (0)∥2
Ω

− G (t) (∆ω (0) , ∆ω (t))−
∫ t

0
g (s) (∆ω (0) , ∆ω (s)) ds. (2.1.46)

En utilisant les mêmes arguments que ceux pour estimer (2.1.46), on obtient :

∥∥∥ω
′
(t)
∥∥∥2

Ω
+ ∥∆ω (t)∥2

Ω ≤
∥∥∥ω

′
(0)
∥∥∥2

Ω
+ ∥∆ω (0)∥2

Ω , ∀t ∈ [0, T[ .

Grâce à (2.1.45), on a : ∥∥∥ω
′
(t)
∥∥∥2

Ω
+ ∥∆ω (t)∥2

Ω = 0.

On conclut alors que :

ω (t) = 0, sur H2
0 (Ω) , ∀t ∈ [0, T]
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donc u = υ, d’ou l’unicité de la solution.

2.2 Solution faible

Dans cette section, on vamontrer l’existence et l’unicité de la solution faible du problème

(2.0.1). Soit
{

u0, u1
}
∈ H2

0 (Ω)× L2 (Ω) , comme H 4 (Ω)∩ H2
0 (Ω) et H2

0 (Ω) sont denses

respectivement dans H2
0 (Ω) et L2 (Ω), alors il existe :{

u0
µ, u1

µ

}
∈ H4 (Ω) ∩ H2

0 (Ω)× H2
0 (Ω) , telle que :

{
u0

µ, u1
µ

}
→
{

u0, u1
}

dans H2
0 (Ω)× L2 (Ω) .

or, pour chaque µ ∈ N, il existe une solution forte uµ du problème :


u
′′
µ + ∆2uµ −

∫ t

0
g (t − s)∆2uµ(s)ds = 0 sur Ω × (0, ∞)

uµ(t, x) = ∂νuµ(t, x) = 0 sur Γ × (0, ∞)

uµ(x, 0) = u0 , u
′
µ(x, 0) = u1 x ∈ Ω

(2.2.47)

soit ι ∈ N, on considère : zµι = uµ − uι En utilisant les mêmes arguments employés pour

montrer l’unicité de la solution forte, on obtient :

∥∥∥z
′
µι (t)

∥∥∥2

Ω
+
∥∥∆zµι (t)

∥∥2
Ω ≤

∥∥∥z
′
µι (0)

∥∥∥2

Ω
+
∥∥∆zµι (0)

∥∥2
Ω , ∀t ∈ [0, T[ .

Comme le membre de droite converge vers 0, car
{

u0
µ

}
converge dans H2

0 (Ω) et
{

u1
µ

}
converge dans L2 (Ω) , on aura :{

uµ

}
une suite de cauchy dans C

(
[0.T] ; H2

0 (Ω)
)
et
{

u
′
µ

}
une suite de cauchy dans

C
(
[0.T] ; L2 (Ω)

)
, d’ou il existe u ∈ C

(
[0.T] ; H2

0 (Ω)
)

, tel que :

uµ → u dans C
(
[0.T] ; H2

0 (Ω)
)

, (2.2.48)

u
′
µ → u

′
dans C

(
[0.T] ; L2 (Ω)

)
. (2.2.49)
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Maintenant on considère Φ ∈ D (0.T) et φ ∈ D (Ω) , alors on a :

〈
u
′′
µ + ∆2uµ − g ∗ ∆2uµ(t), Φφ

〉
D′

(Qt)D(Qt)
= 0, ∀Φ ∈ D (0.T) , φ ∈ D (Ω) . (2.2.50)

Onnote que :
〈

u
′′
, Φφ

〉
= −

〈
u
′
, Φ

′
φ
〉

∀Φ ∈ D (0.T) , φ ∈ D (Ω) .De (2.2.49) , il s’ensuit

que :

−
〈

u
′
µ, Φ

′
φ
〉
→ −

〈
u
′
, Φ

′
φ
〉
=
〈

u
′′
, Φφ

〉
.

on conclut que :

〈
u
′′
µ, Φφ

〉
D′

(Qt)D(Qt)
→
〈

u
′′
, Φφ

〉
D′

(Qt)D(Qt)
, ∀Φ ∈ D (0.T) , φ ∈ D (Ω) . (2.2.51)

En revanche :

〈
∆2uµ, Φφ

〉
D′

(Qt)D(Qt)
=

n

∑
i=1

〈
∂2uµ

∂x2
i

, Φ
∂2φ

∂x2
i

〉
D′

(Qt)D(Qt)

et d’après (2.2.48), on a :

n

∑
i=1

〈
∂2uµ

∂x2
i

, Φ
∂2φ

∂x2
i

〉
D′

(Qt)D(Qt)

→
n

∑
i=1

〈
∂2u
∂x2

i
, Φ

∂2φ

∂x2
i

〉
D′

(Qt)D(Qt)

=
〈

∆2u, Φφ
〉

D′
(Qt)D(Qt)

c’est à dire : 〈
∆2uµ, Φφ

〉
D′

(Qt)D(Qt)
→
〈

∆2u, Φφ
〉

D′
(Qt)D(Qt)

(2.2.52)

∀ Φ ∈ D (0.T) , φ ∈ D (Ω).

De (2.2.52), on a :

〈
g ∗ ∆2uµ, Φφ

〉
D′

(Qt)D(Qt)
→
〈

g ∗ ∆2u, Φφ
〉

D′
(Qt)D(Qt)

. (2.2.53)

pour tout Φ ∈ D (0.T) , φ ∈ D (Ω) .

D’après (2.2.51), (2.2.52) et (2.2.53), on obtient après passage à la limite dans (2.2.50).

〈
u
′′
+ ∆2u − g ∗ ∆2u(t), Φφ

〉
D′

(Qt)D(Qt)
= 0, ∀Φ ∈ D (0.T) , φ ∈ D (Ω) .
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Comme D (Ω)⊗ D (0.T) est dense dans D (Ω × ]0, T [) , donc :

〈
u
′′
+ ∆2u − g ∗ ∆2u(t), Φφ

〉
D′

(Qt)D(Qt)
= 0, ∀Φ ∈ D (Qt) .

alors :

u
′′
+ ∆2u − g ∗ ∆2u(t) = 0, dans D

′
(Qt) .

donc :

u
′′
+ ∆2u − g ∗ ∆2u(t) = 0, dans L2

(
0; T; H−2 (Ω)

)
.

de (2.2.48), (2.2.49), on a :

u ∈ C
(
[0.T] ; H2

0 (Ω)
)
et u

′ ∈ C
(
[0.T] ; L2 (Ω)

)
,

donc :

u ∈ C 1
(
[0.T] ; L2 (Ω)

)
∩ C

(
[0.T] ; H2

0 (Ω)
)

.

2.2.1 Conditions aux limites

Comme u ∈ H2
0 (Ω) , la solution du problème approchée vérifie automatiquement les

conditions au limites u =
∂u
∂ν

= 0.

2.2.2 Données initiales

Du fait que : {
u0

µ, u1
µ

}
→
{

u0, u1
}

dans H2
0 (Ω)× L2 (Ω) ,

et de (2.2.47), on a :

uµ(0) = u0
µ → u0 dans V,

u
′
µ(0) = u1

µ → u1 dans L2 (Ω) .

De (2.2.48) et (2.2.49), on a :

uµ(0) → u (0) dans H2
0 (Ω) ,
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u
′
µ(0) → u

′
(0) dans L2 (Ω) ,

d’où :

u (0) = u 0 et u
′
(0) = u 1.

2.2.3 Unicité

Soient u et υ deux solutions du problème (2.0.1) et on considére z = u − υ, alors :

z ∈ C 1
(
[0.T] ; L2 (Ω)

)
∩ C

(
[0.T] ; H2

0 (Ω)
)

et satisfait le problème suivant :
ztt + ∆2z −

∫ t

0
g (t − s)∆2z(s)ds = 0 sur Ω × (0, ∞)

z(t, x) = ∂vz(t, x) = 0 sur Γ × (0, ∞)

z(x, 0) = zt(x, 0) = 0 x ∈ Ω

L’unicité des solutions faibles peut être également obtenue par le même argument de

l’unicité de la solution forte.
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Stabilisation exponentielle

Dans ce chapitre on étudie la stabilisation exponentelle. C’est à dire on va montrer que

l’énergie décroit exponentiellement. On considère le problème suivant :


utt + ∆2u(t, x)−

t∫
0

g(t − s)∆2u(t, s)ds = 0 dans Ω × (0, ∞)

u(t, x) = ∂vu(t, x) = 0 sur Γ × (0, ∞)

u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1 dans Ω

(3.0.1)

où Ω est un ouvert borné de Rn de frontière Γ, g représente le noyau dans l’expression

du termemémoire, ν la dérivée normale orienté vers l’extérieur de Ω.

On définit l’énergie assoièe à la solution faible u de (3.0.1), sur un intervalle donnée [0.T] ,

par la formule :

Eu (t) :=
1
2

∥∥u′(t)
∥∥2

+
1
2

(
1 −

∫ ∞

0
g (s) ds

)
∥∆u(t)∥2 ,

avec les hypothèses suivantes :

Hypothèse(H.1)

1) Soit A = ∆2 : D (A) ⊂ L2 (Ω) −→ L2 (Ω) l’éperatour linéaire auto-adjoint sur

L2 (Ω), avec D(A) dense dans L2 (Ω), tel que, pour tout M > 0.

⟨Ax, x⟩ ≥ M ∥x∥2 , ∀x ∈ D (A) ,
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où :

D (A) = H4 (Ω) ∩ H2
0 (Ω) ,

et

Ax (ξ) = ∆2x (ξ) , x ∈ D (A) ξ ∈ Ω.

2) La fonction g : (0, ∞) −→ (0, ∞) vérifie les conditions suivantes :

g ∈ L1(0, ∞), est telle que :
∞∫

0

g(t)ds < 1.

On pose G (t) :=
∞∫

t

g(s)ds, telle que :

t −→
∞∫

t

g(s)ds ≥ 0.

Hypothèse(H.2)

Il existe α0 ≥ 0 tels que gα0 ∈ L1(0, ∞) et t −→
∞∫

t

gα0(s)ds, est un noyau fortement

défini positif.

Théorème 3.0.1. Supposons que les hypothèses (H.1) et (H.2) sont vérifiées avec α0 > 0, alors

il existe un nombre positif ρ1 ≤ ρ2
0 et C tels que :

∀(u0, u1) ∈ D(−∆)× X, ||∆u0||+ ||u1|| < ρ1,

alors, l’énergie de la solution faible u du problème (3.0.1) décroit exponontiellement. C’est à

dire :

Eu(t) ≤ C(||∆u0||+ ||u1||)e−2αt ∀t ≥ 0, (3.0.2)

et ∫ ∞

0
e2αtEu(t)dt ≤ C(||∆u0||+ ||u1||), (3.0.3)

pour tout α ∈ [0, α∗], où α∗ ∈ (0, min(α0, η0)) etC(R) est une fonctionpositive semi-continue

supérieurement, telle que C(0) = 0.

Dans une première étape, on donnes les résultats suivants qui seront utilisé dans la
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preuve du théorème.

Remarque 3.0.1.

1- pour tout α ∈ [0, α0], gα ∈ L1(0, ∞) et Gα(t) :=
∞∫

t

gα(s)ds est un noyau fortement

défini positif, avec

δα =
δα0

(1 + α0 − α)2 ≥ δα0

(1 + α0)2 , (3.0.4)

en notant que Gα(t) =

∞∫
t

e−(α0−α)sgα0(s)ds et en appliquant la Proposition1.7.2 à

gα0 . En outre, d’après (1.7.7) et (3.0.4), on a :

Gα(0) ≥ δα ≥ δα0

(1 + α0)2 . (3.0.5)

2- En utilisant gα0 ∈ L1(0, ∞), et le théorème de la convèrgence dominiée et le fait que

G(0) < 1, on a :

∀α ∈ [0, α′], 1 − Gα(0) ≥
1 − G(0)

2
> 0, (3.0.6)

où α′ ∈ (0, α0]. Dans la suite on prend α′ = α0, donc (3.0.6), est vérifiée pour tout

α ∈ [0, α0].

3- ∀α ∈ [0, α0 − ε0], 0 < ε0 < α0, Gα ∈ L1(0, ∞) et

||Gα||1 ≤ 1
ε0
||gα0 ||1, (3.0.7)

car il est clair de voir que :

∞∫
0

|Gα(t)|dt ≤
∞∫

0

seαs|g(s)|ds

=

∞∫
0

se−(α0−α)seα0s|g(s)|ds ≤ 1
ε0

∞∫
0

eα0s|g(s)|ds

4- On observer que pour tout α ∈ (0, α0 − ε0] , 0 < ε0 < α0, Gα ∈ L2(0, ∞) et aussi
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d’après (3.0.7), on a :

||Gα||22 ≤ ||Gα||1||gα0 ||1 ≤ 1
ε0
||gα0 ||21. (3.0.8)

Lemme 3.0.1. Pour tout v ∈ C1([0, T]; X), T > 0, on a pour tout t∈ [0, T] :

t∫
0

⟨g ∗ v(s), v′(s)⟩ds = −
t∫

0

⟨G ∗ v′(s), v′(s)⟩ds +
G(0)

2
(||v(t)||2 + ||v(0)||2)

− G(t)⟨v(0), v(t)⟩ −
t∫

0

g(s)⟨v(0), v(s)⟩ds. (3.0.9)

⟨v(t), v(t)− g ∗ v(t)⟩ = (1 − G(0))||v(t)||2 + G(t)⟨v(0), v(t)⟩+ ⟨v(t), G ∗ v′(t)⟩.
(3.0.10)

De plus, si G ∈ L2(0, ∞), alors on a pour tout t ∈ [0, T] :

t∫
0

∥v(s)− g ∗ v(s)∥2 ds ≤ 2(1 − G(0))
t∫

0

⟨v(s), v(s)− g ∗ v(s)⟩ds

+ 2||G||22||v(0)||2 + 2
t∫

0

∥∥∥G ∗ v
′
(s)
∥∥∥2

ds. (3.0.11)

Preuve. Comme g = −G′, le terme g ∗ v(t) peut être intégré par partie, on trouve :

g ∗ v(t) = −
t∫

0

G′(t − r)v(r)dr

= G(0)v(t)− G(t)v(0)−
t∫

0

G(t − r)v′(r)dr. (3.0.12)
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Par conséquent, on a :

t∫
0

⟨g ∗ v(s), v′(s)⟩ds =
G(0)

2
(||v(t)||2 − ||v(0)||2)−

〈
v(0),

t∫
0

G(s)v′(s)ds

〉

−
t∫

0

⟨G ∗ v′(s), v′(s)⟩ds. (3.0.13)

Une autre intégration par partie, donne :

t∫
0

G(s)v′(s)ds = G(t)v(t)− G(0)v(0) +
t∫

0

g(s)v(s)ds.

Ainsi, en substituant le résultat dans (3.0.13), on obtient :

t∫
0

⟨g ∗ v(s), v′(s)⟩ds = −
t∫

0

⟨G ∗ v′(s), v′(s)⟩ds +
G(0)

2
(||v(t)||2 + ||v(0)||2)

− G(t)⟨v(0), v(t)⟩ −
t∫

0

g(s)⟨v(0), v(s)⟩ds. (3.0.14)

De (3.0.12), on a :

v (t)− g ∗ v(t) = (1 − G(0)) v(t)− G(t)v(0)−
t∫

0

G(t − r)v′(r)dr. (3.0.15)

En multipliant (3.0.15) par v(t), on obtient (3.0.10).

En utilisant (3.0.15) pour prouver (3.0.11). En multipliant les deux membres de (3.0.15)

par v(t)− g ∗ v(t); on obtient :

||v(t)− g ∗ v(t)||2 = (1 − G(0))⟨v(t), v(t)− g ∗ v(t)⟩+ v(0) ⟨G(t), v(t)− g ∗ v(t)⟩

+
〈

G ∗ v′(t), v(t)− g ∗ v(t)
〉

.

Maintenant on va estimrer les deuxième et troisième limites du membre de droite. En
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appliquant l’inégalité élémentaire |ab| ≤ a2

4 + b2 , on a :

||v(t)− g ∗ v(t)||2

≤ 2(1 − G(0))⟨v(t), v(t)− g ∗ v(t)⟩+ 2|G(t)|2||v(0)||2 + 2
∥∥G ∗ v′

∥∥2 .

Finallement, en intègrant sur [0, t], on obtient (3.0.11).

Preuve. [Preuve du théorème]

Pourmontrerque l’estimation (3.0.2), est vrai, il suffitdemontrerque
∥∥u′(t)

∥∥2 et∥∆u (t)∥2

décroit exponentiellement. C’est à dire :

∥∥∥u
′
(t)
∥∥∥2

≤ C(|| − ∆u0||+ ||u1||)e−2αt,

et

∥∆u (t)∥2 ≤ C(|| − ∆u0||+ ||u1||)e−2αt.

Supposons pour cela que u0 ∈ D(∆2) et u1 ∈ D(−∆), alors la solution faible u est une

solution forte.

En posant uα(t) = eαtu(t) et en remplaçant dans (3.0.1), on obtient le problème suivant : u′′
α(t)− 2αu′

α(t) + α2uα(t) + ∆2uα(t)− gα ∗ ∆2uα(t) = 0

uα(0) = u0; u′
α(0) = u0 + αu1.

(3.0.16)

Comme dans le cas non intégrable, le terme le plus difficile à estimer est l’énérgie cinétique.

De plus, pour évaluer
t∫

0

||u′
α(s)||2ds, en appliquant (1.7.9) avec h = Gα et y = u′

α, on aura

pour tout t ≥ 0 :

t∫
0

||u′
α(s)||2ds ≤ ||u′

α(0)||2 +
2
δα

 t∫
0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u′

α(s)⟩ds +
t∫

0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds

 .

(3.0.17)

Pour continuer la preuve, on doit estimer les intégrales du membre de droite. Ce que est

donné par les lemmes suivants.

Dans la suite, on pose Ci, i ∈ N, constantes positives dépendantes seulement des

données et de ||∆u0|| et ∥u1∥
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Lemme 3.0.2. Pour tout α ∈ [0, α0] et t ≥ 0, on a :

t∫
0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u′

α(s)⟩ds ≤ C1 + Hα,1(t) + 2α||(−∆)−1||2
t∫

0

||u′
α(s)||2ds (3.0.18)

où C1 > 0 et

Hα,1(t) := −Gα(t)⟨u0, uα(t)⟩ −
t∫

0

gα(s)⟨u0, uα(s)⟩ds. (3.0.19)

Preuve. Enmultipliant la première ligne de (3.0.16) par ∆−2u′
α(t), on obtient :〈

u′′
α(t), ∆−2u′

α(t)
〉
− 2α

〈
u′

α(t), ∆−2u′
α(t)

〉
+ α2

〈
uα(t), ∆−2u′

α(t)
〉

+
〈

∆2uα(t), ∆−2u′
α(t)

〉
−
〈

gα ∗ ∆2uα(t), ∆−2u′
α(t)

〉
= 0.

En appliquant la formule de Green, on aura :

〈
(−∆)−1u′′

α(t), (−∆)−1u′
α(t)

〉
− 2α

〈
(−∆)−1u′

α(t), (−∆)−1u′
α(t)

〉
+
〈
uα(t), u′

α(t)
〉

+α2
〈
(−∆)−1uα(t), (−∆)−1u′

α(t)
〉
−
〈

gα ∗ uα(t), u′
α(t)

〉
= 0.

donc :

1
2

d
dt
||(−∆)−1u′

α(t)||2 − 2α||(−∆)−1u′
α(s)||2 +

α2

2
d
dt
||(−∆)−1uα(t)||2

+
1
2

d
dt
||uα(t)||2 − ⟨gα ∗ uα(s), u′

α(s)⟩ = 0.

En intègrant sur (0.t), on obtient :

1
2
||(−∆)−1u′

α(t)||2 +
α2

2
||(−∆)−1uα(t)||2 +

1
2
||uα(t)||2 −

t∫
0

⟨gα ∗ uα(s), u′
α(s)⟩ds

=
1
2
||(−∆)−1u′

α(0)||2 +
α2

2

∥∥∥(−∆)−1u0

∥∥∥2
+

1
2
||u0||2 + 2α

t∫
0

||(−∆)−1u′
α(s)||2ds.
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En appliquant l’identité (3.0.9) avec v = uα dans
t∫

0

⟨gα ∗ uα(s), u′
α(s)⟩ds, on aura :

t∫
0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u′

α(s)⟩ds = −1
2
||(−∆)−1u′

α(t)||2 −
α2

2
||(−∆)−1uα(t)||2 −

1
2
||uα(t)||2

+
1
2
||(−∆)−1u′

α(0)||2 +
α2

2
||(−∆)−1u0||2 +

1
2
||u0||2 −

t∫
0

gα⟨u0, uα(s)⟩ds

+
G (0)

2

(
||u0||2 + ||uα(t)||2

)
− Gα (t) ⟨u0, uα(t)⟩+ 2α

t∫
0

(−∆)−1||u′
α(s)||2ds

donc :

t∫
0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u′

α(s)⟩ds = Hα,1(t) + 2α

t∫
0

||(−∆)−1u′
α(s)||2ds − 1

2
||(−∆)−1u′

α(t)||2

− α2

2
||(−∆)−1uα(t)||2 −

1
2
||uα(t)||2 +

1
2
||(−∆)−1u′

α(0)||2

+
α2

2
||(−∆)−1u0||2 +

1
2
||u0||2 +

G (0)
2

(
||u0||2 + ||uα(t)||2

)
,

où :

Hα,1(t) := −Gα (t) ⟨u0, uα(t)⟩ −
t∫

0

gα⟨uα(s), u0⟩ds.

En utilisant l’inégalité de Poincaré, on obtient :

t∫
0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u′

α(s)⟩ds ≤ C1 + Hα,1(t) + 2α||(−∆)−1||2
t∫

0

||u′
α(s)||2ds,

où C1 sont constante positive dépendante seulement de ||∆u0|| et ∥u1∥ .

Lemme 3.0.3. pour tout α ∈ [0, α1 − ε0], 0 < ε0 < α1, avec :

α1 = min

{
α2

0δ2
α0

8(1 + α2
0)(1 + α0)4||gα0 ||21

,
α0

2

}
, (3.0.20)
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et t ≥ 0 on a, les deux estimations suivantes :

t∫
0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds ≤ α
α1

ε0

(
(1 + α0)

2

δα0

+
8α2

1
1 − G(0)

||(−∆)−1||2
) t∫

0

||u′
α(s)||2ds

+
α1

ε0
(C2 + Hα,2(t)), (3.0.21)

et

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

1
2
||(−∆)−1(uα − gα ∗ uα)(t)||2 + α2 1 − Gα(0)

4
||uα(t)||2

≤ C2 + Hα,2(t) + α

(
(1 + α0)

2

δα0

+
8α2

1
1 − G(0)

||(−∆)−1||2
) t∫

0

||u′
α(s)||2ds, (3.0.22)

où C2 > 0 et

Hα,2(t) := −
t∫

0

gα(s)⟨u′
α(0), u′

α(s)⟩ds −
t∫

0

gα(s)⟨∆u0, ∆(uα − gα ∗ uα)(s)⟩ds

+
2α2

1 − Gα(0)
Hα,1(t)− Gα(t)⟨u′

α(0), u′
α(t)⟩. (3.0.23)

Preuve. Premièrment, en multipliant la première ligne de (3.0.16) par :

u′
α(t)− gα ∗ u′

α(t) =
d
dt
(uα − gα ∗ uα)(t) + gα(t)u0. (3.0.24)

et puis que, u ∈ C1([0, ∞); D(−∆)), on obtient :

⟨u′′
α(t), u′

α(t)− gα ∗ u′
α(t)⟩ − 2α⟨u′

α(t), u′
α(t)− gα ∗ u′

α(t)⟩

+ α2⟨uα(t), u′
α(t)− gα ∗ u′

α(t)⟩+
1
2

d
dt
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2

+gα(t)⟨∆u0, ∆(uα − gα ∗ uα)(t)⟩ = 0.
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En intègrant sur (0.t), on aura :

1
2
||u′

α(t)||2 −
t∫

0

⟨u′′
α(s), gα ∗ u′

α⟩ds +
1
2
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2

=
1
2
||u′

α(0)||2 +
1
2
||∆u0||2 −

t∫
0

gα(s)⟨∆u0, ∆(uα − gα ∗ uα)(s)⟩ds

+ 2α

t∫
0

⟨u′
α(s), u′

α(s)− gα ∗ u′
α(s)⟩ds − α2

t∫
0

⟨uα(s), u′
α(s)− gα ∗ u′

α(s)⟩ds.

En appliquant l’identité (3.0.9) avec v = u′
α dans

t∫
0

⟨u′′
α(s), gα ∗ u′

α⟩ds, on obtient :

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

t∫
0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds +
1
2
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2

=
1 + Gα(0)

2
||u′

α(0)||2 +
1
2
||∆u0||2 − Gα(t)⟨u′

α(0), u′
α(t)⟩

−
t∫

0

gα(s)⟨u′
α(0), u′

α(s)⟩ds −
t∫

0

gα(s)⟨∆u0, ∆(uα − gα ∗ uα)(s)⟩ds

+ α

t∫
0

2⟨u′
α(s), u′

α(s)− gα ∗ u′
α(s)⟩ds

︸ ︷︷ ︸
L1

− α2
t∫

0

⟨uα(s), u′
α(s)− gα ∗ u′

α(s)⟩ds

︸ ︷︷ ︸
L2

. (3.0.25)

Maintenant, on va estimer les termes L1 et L2 dans (3.0.25).

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, pour estimer L1, on aura :

|L1| ≤ 2
t∫

0

∣∣⟨u′
α(s), u′

α(s)− gα ∗ u′
α(s)⟩

∣∣ ds

≤ 2
t∫

0

||u′
α(s)||||u′

α(s)− gα ∗ u′
α(s)||ds

≤
t∫

0

||u′
α(s)||2ds +

t∫
0

||u′
α(s)− gα ∗ u′

α(s)||2ds

︸ ︷︷ ︸
L3

,
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on a besoin d’estimer L3, alors, en appliquant l’identité (3.0.11) avec v = u′
α, on trouve :

|L1| ≤
t∫

0

||u′
α||2ds + 2(1 − Gα(0))

t∫
0

⟨u′
α(s), u′

α(s)− gα ∗ u′
α(s)⟩ds

+ 2||Gα||22||u′
α(0)||2 + 2

t∫
0

||Gα ∗ u′′
α(s)||2ds,

donc :

2Gα(0) |L1| ≤ 2||Gα||22||u′
α(0)||2 + 2

t∫
0

||Gα ∗ u′′
α(s)||2ds +

t∫
0

||u′
α||2ds.

En utillisant le lemme1.7.3 avec h = Gα et y = u′′
α(s) dans le terme

t∫
0

||Gα ∗ u′′
α(s)||2ds, on

obtient :

|L1| ≤
1

Gα(0)

||Gα||22||u′
α(0)||2 +

1
2

t∫
0

||u′
α(s)||2ds


+

1
δαGα(0)

(
||Gα||21 + 4||gα||21

) t∫
0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds, δ > 0. (3.0.26)

L’estimation du terme L2, en multipliant (3.0.24), par uα(s), on obtient :

⟨uα(s), u′
α(s)− gα ∗ u′

α(s)⟩ = ⟨uα(s),
d
ds
(uα − gα ∗ uα)(s)⟩+ gα(s)⟨u0, uα(s)⟩.

En intègrant par parties sur (0, t), on aura :

t∫
0

⟨uα(s), u′
α(s)− gα ∗ u′

α(s)⟩ds = ⟨uα, uα − gα ∗ uα⟩|t0 +
t∫

0

gα(s)⟨u0, uα(s)⟩ds

−
t∫

0

⟨u′
α(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds.
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Comme

t∫
0

⟨u′
α(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds =

t∫
0

⟨u′
α(s), uα(s)⟩ds −

t∫
0

⟨u′
α(s), gα ∗ uα(s)⟩ds

=
1
2

t∫
0

d
dt
||uα(t)||2ds −

t∫
0

⟨u′
α(s), gα ∗ uα(s)⟩ds

=
1
2
||uα(t)||2 −

1
2
||u0||2 −

t∫
0

⟨u′
α(s), gα ∗ uα(s)⟩ds

alors :

t∫
0

⟨uα(s), u′
α(s)− gα ∗ u′

α(s)⟩ds = ⟨uα, uα − gα ∗ uα⟩|t0 +
t∫

0

gα(s)⟨u0, uα(s)⟩ds

+
1
2
||u0||2 −

1
2
||uα(t)||2 +

t∫
0

⟨gα ∗ uα(s), u′
α(s)⟩ds,

en appliquant l’identité (3.0.9) avec v = uα dans
t∫

0

⟨gα ∗ uα(s), u′
α(s)⟩ds, on trouve :

t∫
0

⟨uα(s), u′
α(s)− gα ∗ u′

α(s)⟩ds = ⟨uα, uα − gα ∗ uα⟩|t0 +
1 + Gα(0)

2
||u0||2

− Gα(t) ⟨u0, uα(t)⟩ −
1 − Gα(0)

2
||uα(t)||2

−
t∫

0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u′

α(s)⟩ds. (3.0.27)

Ensuite, de (3.0.10), on a :

⟨uα(t), uα(t)− gα ∗ uα(t)⟩ − Gα(t)⟨uα(0), uα(t)⟩

= (1 − Gα(0))||uα(t)||2 + ⟨uα(t), Gα ∗ u′
α(t)⟩,
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donc (3.0.27) peut être écrit sous la forme :

t∫
0

⟨uα(s), u′
α(s)− gα ∗ u′

α(s)⟩ds =
Gα(0)− 1

2
||u0||2 +

1 − Gα(0)
2

||uα(t)||2

+ ⟨uα(t), Gα ∗ u′
α(t)⟩ −

t∫
0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u′

α(s)⟩ds. (3.0.28)

Maintenant, en remplaçant (3.0.26) et (3.0.28) dans (3.0.25), on obtient :

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

t∫
0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds +
1
2
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2

+ α2 1 − Gα(0)
2

||uα(t)||2

≤ 1 + Gα(0)
2

||u′
α(0)||2 +

1
2
||∆u0||2 + α

2||Gα||22
Gα(0)

||u′
α(0)||2

+ α2 1 − Gα(0)
2

||u0||2 − Gα(t)⟨u′
α(0), u′

α(t)⟩ −
t∫

0

gα(s)⟨u′
α(0), u′

α(s)⟩ds

−
t∫

0

gα(s)⟨∆u0, ∆(uα − gα ∗ uα)(s)⟩ds +
α

Gα(0)

t∫
0

||u′
α(s)||2ds

+ 2α
||Gα||21 + 4||gα||21

Gα(0)δα

t∫
0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds − α2⟨uα(t), Gα ∗ u′
α(t)⟩

+ α2
t∫

0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u′

α(s)ds. (3.0.29)

De (3.0.7), (3.0.5), et (3.0.4), pour α ≤ α0

2
, on a :

||Gα||21 + 4||gα||21
Gα(0)δα

≤
4(1 + α2

0)(1 + α0)
4

α2
0δ2

α0

||gα0 ||21 ≤ 1
2α1

. (3.0.30)
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En utilisant (1.7.6), (3.0.18) et les inégalités de Young et de Cauchy-Schwartz, on aura :

∣∣⟨uα(t), Gα ∗ u′
α(t)⟩

∣∣ ≤ ||uα(t)||
∥∥Gα ∗ u′

α(s)
∥∥

≤ 1 − Gα(0)
4

||uα(t)||2 +
1

1 − Gα(0)

∥∥Gα ∗ u′
α(s)

∥∥2

≤ 1 − Gα(0)
4

||uα(t)||2 +
2Gα(0)

1 − Gα(0)

t∫
0

⟨Gα ∗ u′
α(s), u

′
α(s)⟩ds

≤ 2Gα(0)
1 − Gα(0)

C1 + Hα,1(t) + 2α||(−∆)−1||2
t∫

0

||u′
α(s)||2ds


+

1 − Gα(0)
4

||uα(t)||2 (3.0.31)

en substituant (3.0.30) et (3.0.31) dans (3.0.29), on obtient :

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

t∫
0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds +
1
2
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2

+ α2 1 − Gα(0)
4

||uα(t)||2

≤ C2 +
2α2

1 − Gα(0)
Hα,1(t)− Gα(t)⟨u′

α(0), u′
α(t)⟩ −

t∫
0

gα(s)⟨u′
α(0), u′

α(s)⟩ds

−
t∫

0

gα(s)⟨∆u0, ∆(uα − gα ∗ uα)(s)⟩ds +
α

α1

t∫
0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds

+ α

(
1

Gα(0)
+

4α2

1 − Gα(0)
||(−∆)−1||2

) t∫
0

||u′
α(s)||2ds,

où C2 > 0.

Finallement, le terme
α

α1

t∫
0

⟨Gα ∗ u′′
α(s), u′′

α(s)⟩ds peut être absorbé par terme semilaire

du membre de gauche, d’où on déduit (3.0.21) et (3.0.22) pour α ≤ α1 − ε0.

Lemme 3.0.4. Soit

α2 = min

 δα0

4(1 + α0)2

(
||(−∆)−1||2 + (1 + α0)

2

δα0

+
8α2

1||(−∆)−1||2
1 − G(0)

)−1

,
α1

2
, η0

 ,

(3.0.32)
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alors pour tout α ∈ [0, α2 − ε0], 0 < ε0 < α2, et tout t ≥ 0, on a :

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

1
2
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2 + α2 1 − Gα(0)

2
||uα(t)||2 ≤ C3. (3.0.33)

∫ t

0
||u′

α(s)||2ds ≤ C4, (3.0.34)

où C3 , C4 > 0.

Preuve. Premièrment, on va estimer le terme
t∫

0

||u′
α(s)||2ds, de (3.0.17), (3.0.18), et (3.0.21),

on trouve :

t∫
0

||u′
α(s)||2ds ≤ ||u′

α(0)||2 +
2
δα

(
C1 +

α1

ε0
C2

)
+

2
δα

(
Hα,1(t) +

α1

ε0
Hα,2(t)

)
+

α
2
δα

(
α1

ε0

(
(1 + α0)

2

δα0

+
8α2

1
1 − G(0)

||(−∆)−1||2
)
+ 2||(−∆)−1||20

) t∫
0

||u′
α(s)||2ds

de (3.0.4), on a :
1
δα

≤ (1 + α0)
2

δα0

.

D’autre part, on remarque que :

α
2
δα

(
α1

ε0

(
(1 + α0)

2

δα0

+
8α2

1
1 − G(0)

||(−∆)−1||2
)
+ 2||(−∆)−1||20

)
≤ α

α2
,

alors :

t∫
0

||u′
α(s)||2ds ≤ ||u′

α(0)||2 +
2(1 + α0)

2

δα0

(C1 + 2C2)

+
2(1 + α0)

2

δα0

(Hα,1(t) + 2Hα,2(t)) +
α

α2

t∫
0

||u′
α(s)||2ds,
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donc :

(
1 − α

α2

) t∫
0

||u′
α(s)||2ds ≤ ||u′

α(0)||2 +
2(1 + α0)

2

δα0

(C1 + 2C2)

+
2(1 + α0)

2

δα0

(Hα,1(t) + 2Hα,2(t)),

d’où, pour α ≤ α1 − ε0, on a :

t∫
0

||u′
α(s)||2ds ≤ α2

ϵ0
||u′

α(0)||2 +
2α2(1 + α0)

2

δα0ϵ0
(C1 + 2C2)

+
2α2(1 + α0)

2

δα0ϵ0
(Hα,1(t) + 2Hα,2(t)). (3.0.35)

D’après les lemmes3.0.3 et (3.0.35), on a :

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

1
2
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2 + α2 1 − Gα(0)

2
||uα(t)||2

≤ C2 + K||u′
α(0)||2 + M (C1 + 2C2) + MHα,1(t) + (2M + 1) Hα,2(t), (3.0.36)

avec :

M = α
2α2(1 + α0)

2

δα0ϵ0

(
(1 + α0)

2

δα0

+
8α2

1
1 − G(0)

||(−∆)−1||2
)

,

et

k = α
α2

ϵ0

(
(1 + α0)

2

δα0

+
8α2

1
1 − G(0)

||(−∆)−1||2
)

,

où C1, C2 > 0.

Maintenant on va estimer le membre droit de (3.0.36).

De (3.0.19) et (3.0.23), on a :
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MHα,1(t) + (2M + 1) Hα,2(t)

=

(
M + (2M + 1)

2α2

1 − G(0)

)−Gα(t)⟨u0, uα(t)⟩ −
t∫

0

gα(s)⟨u0, uα(s)⟩ds


− (2M + 1)

Gα(t)⟨u′
α(0), u′

α(t)⟩+
t∫

0

gα(s)⟨u′
α(0), u′

α(s)⟩ds


− (2M + 1)

t∫
0

gα(s)⟨∆u0, ∆(uα − gα ∗ uα)(s)⟩ds. (3.0.37)

On va estimer maintenant le membre de droite de l’inégalié (3.0.37).

En utilisant les inégalités des Young et de Cauchy-Schwartz avec l’inégalité de Poincaré.

Premièrment, l’estimation du terme Gα(t)⟨u0, uα(t))⟩,

|Gα(t)⟨u0, uα(t))⟩| ≤ |Gα(t)| |⟨u0, uα(t))⟩|

≤ ∥gα(s)∥1 ∥u0∥ ∥uα(t)∥

≤ 1
4ϵ

∥gα(s)∥2
1 ∥u0∥2 + ϵ ∥uα(t)∥2

≤ M
4ϵ

∥gα(s)∥2 ∥∆u0∥2 + ϵ ∥uα(t)∥2 , (3.0.38)

où ε > 0 et M est la constante du l’inégalité de Poincaré.

En suite, l’estimation du terme
t∫

0

gα(s)⟨u0, uα(s)⟩ds,

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

gα(s)⟨u0, uα(s)⟩ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
t∫

0

|gα(s)| |⟨u0, uα(s)⟩| ds

≤
t∫

0

|gα(s)| (∥u0∥ ∥uα(s)∥) ds

≤
t∫

0

|gα(s)|
(

1
4ϵ

∥u0∥2 + ϵ ∥uα(s)∥2
)

ds

≤ M
4ϵ

∥∆u0∥2 ∥gα(s)∥1 + ϵ

t∫
0

|gα(s)| ∥uα(s)∥2 ds,
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de plus, comme |gα(s)| ≤ |gα0(s)| , alors :∣∣∣∣∣∣
t∫

0

gα(s)⟨u0, uα(s)⟩ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ M
4ϵ

∥∆u0∥2 ∥gα(s)∥1 + ϵ

t∫
0

|gα0(s)| ∥uα(s)∥2 ds. (3.0.39)

De la mêmemanière, on prouve que :

∣∣Gα(t)⟨u′
α(0), u′

α(t)⟩
∣∣ ≤ 1

4ϵ
∥gα(s)∥2

1

∥∥u′
α(0)

∥∥2
+ ϵ

∥∥u′
α(t)

∥∥2 , (3.0.40)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

gα(s)⟨u′
α(0), u′

α(s)⟩ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
4ϵ

∥∥u′
α(0)

∥∥2 ∥gα(s)∥1 + ϵ

t∫
0

|gα0(s)|
∥∥u′

α(s)
∥∥2 ds, (3.0.41)

∣∣∣∣∣∣−
t∫

0

gα(s)⟨∆u0, ∆(uα − gα ∗ uα)(s)⟩ds

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

4ϵ
∥∆u0∥2 ∥gα(s)∥1 + ϵ

t∫
0

|gα0(s)| ∥∆(uα − gα ∗ uα)(s)∥2 ds. (3.0.42)

En remplaçant (3.0.38), (3.0.39), (3.0.40), (3.0.41), et (3.0.42) dans (3.0.37), on obtient :

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

1
2
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2 + α2 1 − Gα(0)

2
||uα(t)||2

≤ ε(||u′
α(t)||2 + α2||uα(t)||2) + Cε + C

t∫
0

|gα0(s)|||u′
α(s)||2ds

+ C
t∫

0

|gα0(s)|||∆(uα − gα ∗ uα)(s)||2ds + C
t∫

0

|gα0(s)|||uα(s)||2ds,

pour tout ε > 0 où Cε, C > 0.
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donc

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

1
2
||∆(uα − gα ∗ uα)(t)||2 + α2 1 − Gα(0)

2
||uα(t)||2

≤ Cε + C
t∫

0

|gα0 (s) |
(
||∆(uα − gα ∗ uα)(s)||2 + ||uα(s)||2 + ||u′

α(s)||2
)

ds.

En appliquant le lemme de Gronwall, on aura :

1 − Gα(0)
2

||u′
α(t)||2 +

1
2
||∆(uα − gα ∗uα)(t)||2 + α2 1 − Gα(0)

2
||uα(t)|| ≤ CεeC|gα0 (s)| = C3

où C3 > 0.

Lemme 3.0.5. Pour tout α ∈ [0, α2 − ε0], 0 < ε0 < α2, et t ≥ 0 on a :

t∫
0

||∆(uα − gα ∗ uα)(s)||2ds ≤ C5, C5 > 0. (3.0.43)

Preuve. En utilisant les mêmes méthodes que celle des preuves des lemmes3.0.2 et 3.0.3, en

multipliant (3.0.16) par uα(t)− gα ∗ uα(t) et en intègrant sur 0 à t, on trouve :

t∫
0

||∆(uα − gα ∗ uα)(s)||2ds

= −
t∫

0

⟨u′′
α(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds + 2α

t∫
0

⟨u′
α(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds

− α2
t∫

0

⟨uα(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds.
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Comme

t∫
0

⟨u′′
α(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds

= ⟨u′
α, uα − gα ∗ uα⟩|t0 −

t∫
0

⟨u′
α(s),

d
ds

(uα − gα ∗ uα) (s)⟩ds

= ⟨u′
α, uα − gα ∗ uα⟩|t0 −

t∫
0

⟨u′
α(s), u

′
α(s)− gα ∗ u

′
α(s)⟩ds +

t∫
0

gα⟨u′
α(s), u0⟩ds

alors :

t∫
0

||∆(uα − gα ∗ uα)(s)||2ds

= −⟨u′
α, uα − gα ∗ uα⟩|t0 +

t∫
0

⟨u′
α(s), u′

α(s)− gα ∗ u′
α(s)⟩ds

−
t∫

0

gα(s)⟨u′
α(s), u0⟩ds + 2α

t∫
0

⟨u′
α(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds

− α2
t∫

0

⟨uα(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds. (3.0.44)

Pour estimer la dernière intégrale du côté droit du l’identitie (3.0.44), en appliquant (3.0.11),

on aura :

− (1 − Gα(0))
t∫

0

⟨uα(s), uα(s)− gα ∗ uα(s)⟩ds

≤ −1
2

t∫
0

||uα(s)− gα ∗ uα(s)||2ds + ||Gα||22||u0||2 +
t∫

0

||Gα ∗ u′
α(s)||2ds.
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En remplaçant l’inégalité ci-dessus dans, (3.0.44), on trouve :

t∫
0

||∆(uα − gα ∗ uα)(s)||2ds +
α2

2(1 − Gα(0))

t∫
0

||(uα − gα ∗ uα)(s)||2ds

≤
t∫

0

⟨u′
α(s), u′

α(s)− gα ∗ u′
α(s)⟩ds − ⟨u′

α, uα − gα ∗ uα⟩|t0

−
t∫

0

gα(s)⟨u′
α(s), u0⟩ds +

α2

1 − Gα(0)

t∫
0

||Gα ∗ u′
α(s)||2ds

+
α2||Gα||22
1 − Gα(0)

||u0||2 +
α2

4(1 − Gα(0))

t∫
0

||uα(s)− gα ∗ uα(s)||2ds

+ 4(1 − Gα(0))
t∫

0

||u′
α(s)||2ds.

Pour conclure, l’estimation (3.0.33) et (3.0.34) découle la combinaison de (3.0.43).

Continue la preuve de théorème. Premièrment, on va montrer que ||∆uα(t)||2 et ||u′
α(t)||2

est bornée par rapport une constante dépendante à ||u0||, ||u1||, d’après la Remarque3.0.1

et le corollaire1.7.2 avec y = ∆uα(t) et v = ∆(uα − gα ∗ uα ), on donnée un estimation de la

terme ∥∆uα(t)∥. En effet, deplus le noyou resolvent de gα donnée par rα(t) = eαtr(t) et r le

noyou resolvent de g.

||∆uα||∞ ≤ (1 + ||rα0 ||1)||∆(uα − gα ∗ uα)||∞. (3.0.45)

Comme

||∆(uα − gα ∗ uα)||∞ = sup
0≤t ≤T

||∆(uα − gα ∗ uα)|| ≥ ||∆(uα − gα ∗ uα)||. (3.0.46)

et

||∆uα||2∞ = sup
0≤t ≤T

||∆uα||2 ≥ ||∆uα||2 (3.0.47)

alors, de (3.0.45), (3.0.46) et (3.0.47), on conclut que :

||∆uα||2 ≤ sup
0≤t ≤T

||∆(uα − gα ∗ uα)||2. (3.0.48)
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D’autre part, de (3.0.33), on a :

||∆(uα − gα ∗ uα)||2 ≤ C3

alors :

sup
0≤t ≤T

||∆(uα − gα ∗ uα)||2 ≤ sup
0≤t ≤T

C3 = C (3.0.49)

où C est une constante positive qui dépend de données et de ||∆u0|| et ∥∆u (t)∥2.

Donc, de (3.0.48) et (3.0.49), on a :

||∆uα||2 ≤ C(||∆u0||+ ||u1||) (3.0.50)

de (3.0.33), on a :

||u′
α(t)||2 ≤ C(||∆u0||+ ||u1||) (3.0.51)

d’après (3.0.50) et (3.0.51), on déduit que :

||∆uα(t)||2 + ||u′
α(t)||2 ≤ C(||∆u0||+ ||u1||) (3.0.52)

avec C(R) est une fonction semi-continue supérieurement et positive telle que C(0) = 0.

Maintenant, on montrer que ||∆u(t)||2 et ||u′(t)||2 est décroissent exponentiellement

on commence par ||∆uα(t)||2;

De (3.0.52), on a :

||∆uα(t)||2 ≤ C(||∆u0||+ ||u1||)

d’autre part

||∆uα(t)||2 = ⟨∆uα(t), ∆uα(t)⟩

=
〈
eαt∆u(t), eαt∆u(t)

〉
= e2αt ∥∆u(t)∥2 .

D’où

∥∆u(t)∥2 ≤ C(||∆u0||+ ||u1||)e−2αt. (3.0.53)

On va prouver maintenant que le terme ||u′(t)||2, décroit exponentiellement.

Il est clair que : u
′
(t) = e−αtu′

α(t)− αe−αtuα(t). En utilisant l’inégalite de Poincaré, on
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aura :

∥∥u′(t)
∥∥2

=
∥∥e−αtu′

α(t)− αe−αtuα(t)
∥∥2

≤ ke−2αt
(∥∥u′

α(t)
∥∥2

+ ∥uα(t)∥2
)

≤ ke−2αt
(∥∥u′

α(t)
∥∥2

+ M ∥∆uα(t)∥2
)

où K et M sont deux constantes positives.

D’après (3.0.52), en deduit que :

∥∥u′(t)
∥∥2 ≤ C(||∆u0||+ ||u1||)e−2αt. (3.0.54)

Maintenant, de (3.0.53), (3.0.54), et (3.0.6), on obtient :

Eu(t) ≤ C(||∆u0||+ ||u1||)e−2αt, ∀t ≥ 0.

Finalment, pour terminer la preuve du théorème il reste à montrer que :

∫ ∞

0
Eu(t)e2αtdt ≤ C(||∆u0||+ ||u1||).

Ainsi, de (3.0.45), d’après (1.7.13) et (3.0.43), on peut montrer une estimation uniforme pour∫ ∞

0
||∆uα(s)||2ds, aussi de (3.0.34), on obtient :

∫ ∞

0
||∆uα(s)||2ds +

∫ ∞

0
||u′

α(s)||2ds ≤ C(||∆u0||+ ||u1||). (3.0.55)

Comme

∫ ∞

0

(
||∆u(s)||2 + ||u′

(s)||2
)

e2αtds ≤
∫ ∞

0
M||∆uα(s)||2 + K||u′

α(s)||2ds, (3.0.56)

d’où, l’on obtient de (3.0.55) et (3.0.56), que :

∫ ∞

0
Eu(t)e2αtdt ≤ C(||∆u0||+ ||u1||).

U. Guelma Département de Mathématiques Gherbi Chaima Nour El’Yakine



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié l’existence, l’unicité et la décroissance exponentielle de

l’énergie associée au problème viscoélastique de petrovski.

– La démonstration de l’existence et l’unicité est basée sur la méthode de Galerkin.

– La stabilisation se fait grâce un termemémoire qui consiste en la convolution d’une

fonction de relaxation avec l’opérateur bi-Laplacien.

– La fonction de relaxation est un noyau fortement défini positif.

– On a obtenu une décroissance exponentielle de l’énergie associée au problème de

petrovski.
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