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Résumé

L�objectif de ce mémoire s�inscrit dans l�étude de l�existence de la solution d�un pro-

blème en résonance moyennant le degré de coïncidence de Mawhin.

Mots clés : Opérateurs de Fredholm, résonance, théorie du degré de coïncidence de

Mawhin.
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Abstract

The objective of this memory is devoted to the study of the existence of solution for

the resonance problem via the coincidence degree theory of Mawhin.

Keywords : Fredholm operators, resonance, coïncidence degree theory of Mawhin.
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Notations

X étant un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de X:on notera par :

- X=F l�espace quotient de X par F:

- dim(F ) dimension de F

- co dim(F ) codimension de F

L : X ! Y étant un opérateur linéaire on notera

- D (L) domaine de dé�nition de L

- Ker (L) noyau de L

- Im (L) image de L

- ind (L) indice de L (lorsque L est de Fredholm).

- degB degré de Brouwer

- degLS degré de Leray-Schauder.
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0.1 Introduction

Ces dernières années tout comme la théorie du point �xe, le degré topologique com-

munément appelé les théorèmes de continuation s�est révélé un outil très imporatnt pour

la résolution de certains problèmes aux limites non linéaires associés à des équations dif-

férentielles ordinaires et fonctionnelles. Ces théorèmes se base sur un processus appelé

processus de continuation qui consiste à déformer l�application non dé�nie sur tout l�es-

pace en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons l�existence d�un point �xe.

Cette déformation est connue sous le nom d�homotopie. La propriété d�invariance par

homotopie du degré topologique permet alors de déduire l�existence d�un point �xe et

par conséquent d�une solution au problème donné. En revanche le concept du degré topo-

logique d�une application fut introduit d�abord par Brouwer aux environs de 1910 pour

une application continue. Il utilisa ce degré pour démontrer qu�une application continue

d�une sphère dans Rn en elle-même possède un point �xe. En 1934, Leray et Schauder

ont étendu le degré de Brouwer aux perturbations compactes de l�identité c�est à dire

les opérateurs de la forme I � T dans des espaces de Banach de dimension in�nie. Puis

en 1972, Mawhin a étendu la puissante théorie du degré de Leray-Schauder du cas des

perturbations compactes de l�identité à celui des perturbations non linéaires compactes

d�applications de Fredholm d�indice zéro.

C�est dans ce contexte que ce mémoire s�inscrit et l�objectif est donc l�étude d�un pro-

blème en résonance. Au fait nous nous proposons d�etudier l�existence de la solution d�une

équation di¤érentielle d�ordre trois à conditions non locales de type intégrale suivante :

8<: x
000
(t) = f (t; x (t) ; x0 (t)) ; 0 < t < 1;

x (0) = x00 (0) = 0; x (1) = 2
�2

R �
0
x (t) dt; � 2 (0; 1) ;

(0.1)

où f : [0; 1] � R2 ! R est une fonction de Carathéodory, et � 2 (0; 1) : Il importe

de souligner que notre étude repose sur la théorie du degré de coïncidence de Mawhin.

Cette notion que nous employons et qui est décrite plus en détail dans la suite, consiste
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à transformer le problème (0.1) en une équation opérationnelle de la forme

Lx = Nx; (0.1
0
)

où Lx = x
000
; et Nx = f (t; x (t) ; x0 (t)) avec t 2 (0; 1). On dit que le problème aux

limites (0:1) est en résonance si l�équation linéaire Lx = x
000
(t) = 0; sous les conditions

aux limites données possède une solutions non triviale i.e, si dimkerL 6= f0g, autrement

dit si L n�est pas inversible. Néanmoins, il n�y a aucun problème si le noyau de la partie

linéaire de cette équation ne contient que zéro, car dans ce cas L est surjective et l�équation�
0:1

0�
pourra être réduite à un problème de point �xe pour l�opérateur L�1N et pour le

résoudre on utilisera un théorème convenable soit par exemple celui de Schauder si L�1N

est compact ou de Banach si L�1N est contractant. Mais qu�on ait il si L�1 n�existe

pas. A cet e¤et, Mawhin à montrer que si L est un opérateur de Fredholm d�indice zéro,

on a dans ce cas dim(Ker(L)) = co dim(Im(L)) < 1. Par conséquent il existe deux

projections continues P : X ! X; et Q : Y ! Y telles que

Im (P ) = KerL et Ker (Q) = Im (L) ;

(ici X et Y sont des espaces de banach), et un isomorphisme J : Ker(L)! Im (Q), que

l�application L+ JP est bijective et que

(L+ JP )�1 = L�1p (I �Q) + J�1Q:

avec Lp = L jD(L)\Ker(P ) et que l�equation
�
0:1

0�
prend la forme

x = (L+ JP )�1 (N + JP )x

=
�
L�1p (I �Q) + J�1Q

�
(N + JP )x

=
�
P + J�1QN + L�1p (I �Q)N

�
x
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c�est à dire que l�équation donnée est équivalente à un problème de point �xe pour

l�opérateur

M = P + J�1QN + L�1p (I �Q)N

qui est indépendant du choix des projections P et Q: SiM est compact, alors à partir du

degré de Leray- Schauder, Mawhin a développé une nouvelle théorie du degré topologique

connu sous le nom de degré de coïncidence pour le couple (L;N).

Terminons cette introduction par une analyse rapide du contenu de ce mémoire.

Dans le premier chapitre, nous discutons le concept du degré topologique et ses pro-

priétés nous dé�nissons alors le degré de Brouwer en dimension �nie puis le degré de

Leray-Schauder en dimension in�nie et comme application nous prouvons quelques théo-

rèmes de point �xe topologiques à savoir : le théorème du point �xe de Brouwer et de

Schauder.

A travers le chapitre deux nous verrons que pour dé�nir le degré de coïncidence

de Mawhin où du moins pour le construire nous aurons besoin d�identi�er une classe

importante d�opérateurs : les opérateurs de Fredholm d�indice zéro. En revanche comme

nous le verrons ces opérateurs peuvent être obtenus à partir des projections, alors nous y

consacrons une autre section. En�n dans la dernière section de ce chapitre nous prouvons

le théorème de continuation de Mawhin.

Dans le troisième et dernier chapitre nous présentons une brève introduction de

quelques notations et certains résultats fondamentaux intervenant dans la reformulation

du problème ainsi que le théorème principal soit celui d�existence de la solution obtenu

à partir du théorème de coïncidence de Mawhin.
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Chapitre 1

Degré topologique et ses applications

Ce premier chapitre introductif est consacré aux outils mathématiques utiliser pour

développer ces présentes études. On s�intéresse plus particlièrement à une notion bien

importante : le degré topologique et ses implications pour les théorèmes de points �xes.

Cette théorie est intéressante pour deux raisons : d�une part, elle constitue l�une des

approches classiques pour démontrer quelques théorèmes d�aspect topologiques, et d�autre

part elle est à l�origine d�un autre concept : le degré de coïncidence de Mawhin que nous

verrons en detail dans la suite de ce mémoire.

1.1 Avant propos

Soient y 2 Rn, f : Rn ! Rn une application au moins continue et soit l�équation

f (x) = y (1; 1)

La question qui se pose souvent : peut on assurer l�existence de la solution de (1; 1) :

C�est évidement très simple dans le cas où f est linéaire, on calcule justement le

déterminant s�il est non nul alors, il existe une solution et même une seule de (1; 1) pour

tout y 2 Rn.
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Mais dans le cas où f est non linéaire ce n�est pas de la même simplicité. On souhaite

alors développer un outil jouant pour les applications non linéaires ce rôle de déterminant

pour les applications linéaires : un réel appelé le "degré" qui indique par sa non-nullité

que (1; 1) a au moins une solution stable. Ce degré dépendra de f; y et de l�ensemble sur

lequel on cherche les solutions de (1; 1) :

Cependant les degrés topologiques les plus connus sont de Brouwer pour les espaces

de dimension �nie, de Leray-Schauder pour la dimension in�nie et comme conséquence

de ce dernier on a le dégré de coincidence de Mawhin.

Notons qu�une des propriétés la plus importante quand à l�emploi pratique du degré

topologique est la propriété d�invariance par homotopie qu�on appelle aussi principe de

continuation. Pour cela nous allons commencer par dé�nir cette notion ainsi que quelques

unes de ses proriétés.

1.2 Dé�nitions de l�homotopie et ses propriétés

1.2.1 Principes de continuation.

Le processus de continuation permet d�établir l�existence d�un point �xe pour une

application non dé�nie sur tout l�espace autrement dit ce principe consiste à déformer

l�application en une autre plus simple pour laquelle on connait l�existence d�un point

�xe. Cette déformation est connue sous le nom d�homotopie et devra véri�er certaines

conditions à savoir :

Dé�nition 1.1 Soient X et Y deux espaces topologiques. Deux applications continues

f , g : X ! Y sont dites homotopes lorsqu�il existe une application continue

H : X � [0; 1]! Y;

telle que H (x; 0) = f (x) et H (x; 1) = g (x). En d�autres termes, il existe une famille

d�applications de X dans Y , à savoir x ! H (x; t) pour 0 � t � 1; qui part de f pour

12



arriver à g; et varie continûment. On note f ' g.

Exemple 1.1 Soit X = Y = Rn, on considère c : Rn ! Rn l�application constante

c (x) = 0, et i : Rn ! Rn l�application i (x) = x. Montrons que c et i sont homotopes. Il

su¢ t de prendre :

H : Rn � [0; 1]! Rn

H (x; t) = tx:

Alors H (x; 0) = 0 = c (x) et H (x; 1) = x:

Dans cette section, nous donnons un brèf aperçu de la notion du degré topologique

que ce soit en dimension �nie ou in�nie. Le degré, deg (f;
; y) de f dans 
 par rapport

à y donne une information sur le nombre de solutions de l�équation f(x) = y dans un

ensemble ouvert 
 � X où f : 
 � X ! X est continue, y =2 f (@
) et X est un espace

topologique, métrique la plupart du temps.

1.2.2 Degré topologique de Brouwer

Cas particulier ; dimension 1

Soit f : [0; 1]! R continue, ne s�annule ni en 0 ni en 1, et soit d (f) = 1
2
(sgn (1)� sgn (0)).

Si d (f) 6= 0 alors f (0) et f (1) ont des signes di¤érents, par le théorème des valeurs in-

termédiaires 9 x 2 [0; 1] tel que

f (x) = 0 (1; 2)

donc l�entier deg(f) permet d�assurer qu�il existe au moins une solution de (1; 2) dans

[[0; 1] : On décomposant 
 en ses composantes connexes 
 = [
i2I
]ai; bi[ on peut dé�nir

deg(f;
; y) =
1

2

X
(sgn (f (bi)� y)� sgn (f (ai)� y))

13



Ce degré est adapté à (1; 1) tel que f : 
 ! R soit continue et ne s�annule pas sur

@
 .

Considérons maintenant un ouvert borné 
 de Rn de frontière @
 et de fermeture 
.

C
k
(
;Rn) désignera l�espace des fonctions à valeurs dans Rn k fois di¤érentiables dans


 qui sont continues sur 
.

Soit x0 2 
; si f est di¤érentiable en x0, on note par Jf (x0) = det f 0 (x0) le Jacobien

de f en x0:

Dé�nition 1.2 Soit f une fonction de classe C1 sur 
. Notons par Jf (x0) le Jacobien

de f en un point x0 de 
: Le point x0 est dit point critique si Jf (x0) = 0: Dans le cas

contraire x0 est dit point régulier.

Dé�nition 1.3 Soient f 2 C1 (
;Rn) et y 2 Rn n f (@
) une valeur régulière de f . On

appelle degré topologique de f dans 
 par rapport à y le nombre entier

deg (f;
; y) =
X

x2f�1(y)

Sgn Jf (x) ;

où Sgn Jf (x) désigne le signe de Jf (x), dé�ni par sgn(t) = 1 si t > 0 et sgn(t) = �1 si

t < 0:

Exemple 1.2 Soit f : R! R, x! x2 alors le deg (f; ]0; 2[ ; 1) = 0:

Nous donnons à présent quelques propriétés importantes du degré topologique de

Brouwer

Théorème 1.1 Soit 
 � Rn un ouvert borné, et posons

A (
) =
�
f 2 C

�

;Rn

�
: y =2 f (@
)

	
L�application deg (f;
; y) : A(
)! Z satisfait les propriétés suivantes

1. (Normalisation) deg (I;
; y) = 1 si y 2 
 et deg (I;
; y) = 0 si y 2 Rn n f (@
)

où I désigne l�application identité sur 


2. (Solvabilité) Si deg (f;
; y) 6= 0, alors f (x) = y admet au moins une solution

14



dans 
.

3. (Invariance par homotopie) Pour tout h : [0; 1]� 
 ! Rn et tout y : [0; 1]! Rn

continues telles que y (t) =2 h (t; @
) pour tout t 2 [0; 1], alors

deg (h (0; :) ;
; y (0)) = deg (h (1; :) ;
; y (1))

4 .( Additivité) Supposons que 
1 et 
2 sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts

de 
 et y =2 f
�

r (
1 [ 
2 )

�
. Alors

deg (f;
; y) = deg (f;
1; y) + deg (f;
2; y) :

5. deg (f;
; y) = deg (f � y;
; 0) :

Dans le but de démontrer l�existence des solutions d�équations non linéaires dans Rn,

la propriété (2) du théorème ci dessus est souvent complétée par la propriété d�invariance

par homotopie du degré. L�intérêt principal de cette notion réside dans le fait que si deux

applications sont homotopes alors elles ont le même degré.

Exemple 1.3 Soit 
 = (�1; 1) et considérons l�application

h : (t; x) 2 [0; 1]� 
! h (t; x) = (1� t)x+ txex

il est clair que cette application satisfait

1. h est continue sur [0; 1]� 


2. h (0; x) = x et h (1; x) = xex

3. Pour tout t 2 [0; 1] ; la fonction h (t; x) ne s�annulle pas en f�1; 1g : Donc si

f (x) = xex alors deg (f; (�1; 1) ; 0) = deg (I; (�1; 1) ; 0) = 1

15



1.2.3 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace vectoriel normé de dimension in�nie 
 � X un ensemble ouvert

et borné f : 
! X une fonction continue et y 2 X tel que y =2 f (@
). Dans la section

précedente nous avons vu qu�en dimension �nie C
�

; X

�
est une classe convenable de

fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré le degré de Brouwer satisfaisant

les propriétés 1; 2 et 3 du théorème. Malheureusement, en dimension in�nie C
�

; X

�
ne

l�est pas. Dans cet exemple on perd l�espoir de trouver un degré topologique pour une

application continue sur un espace de dimension in�nie

Soit E = l1 =
�
(xn)n�1 de suites bornées

	
et T : E ! E dé�nie par T (x) =

(0; x1; x2; :::) pour chaque x = (x1; x2; :::) 2 E:

Soit h : [0; 1]� 
 l�homotopie entre Id etT tel que

h (t; x) = tx+ (1� t)T (x) = (tx1; tx2 + (1� t)x1; :::::)

8t 2 [0; 1] ; h (t; x) = 0,

8>>>>>><>>>>>>:

tx1 = 0

tx2 + (1� t)x1) = 0

::::

txn + (1� t)xn�1) = 0

, (x1; x2; :::xn) = (0; 0; ::::0)

donc la seule solution de h (t; x = 0) est la suite nulle.

S�il existe un degré pour tous les applications continues sur E alors on aura d�aprés

l�invariance par homotopie du degré

1 = deg (Id;B (0; 1) ; 0) = deg (T;B (0; 1) ; 0)

D�où

deg (T;B (0; 1) ; z) = 1 6= 0;

c�est à dire pour tout z proche de 0 on a T (x) = z ce qui est faux car z = (�; 0; 0; :::::) ;

� 6= 0 alors T (x) 6= z
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En réalité, le bon cadre pour introduire la notion de degré topologique de Leray-

Schauder est celui des perturbations compactes de l�identité, c�est a dire des opérateurs

du type I � T avec T un opérateur compact.

Pour construire ce degré, nous avons besoin de quelques résultats et dé�nitions no-

tamment ceux des opérateurs compacts et de rang �nis:

Dé�nition 1.4 Soient X un espace de Banach et 
 une partie de X. Une application

continue T : 
 ! X est dite compacte si T
�


�
est relativement compacte: Elle est dite

complètement continue, si l�image de tout sous ensembe borné B de 
 est relativement

compacte.

Dé�nition 1.5 La fonction f : 
 ! R est dite absolument continue sur I si pour tout

" > 0, il existe un � > 0 tel que pour toute partition �nie d�intervalles disjoints [ak; bk]
n
k=1

de 
; on a la relation :

nX
k=0

(bk � ak) < � )
nX
k=0

jf (bk)� f (ak)j < "

Dé�nition 1.6 Soient X un espace de Banach et 
 une partie de X. On dit que l�ap-

plication T : 
 ! X est de rang �ni si dim (Im (T )) <1, autrement dit , si Im (T ) est

un sous-espace de dimension �nie de X.

Lemme 1.1 Soient X un espace de Banach, 
 � X.un ouvert borné et T : 
! X une

application compacte. Alors, pour tout � > 0; il existe un espace de dimension �nie noté

F et une application continue T� : 
 ! F telle que

kT�x� Txk < � pour tout x 2 
:

Dé�nition 1.7 Soient X un espace de Banach, 
 � X.un ouvert borné et T : 
 ! X

une application compacte. Supposons maintenant que 0 =2 (I � T ) (@
) : Il existe �0 > 0

tel que pour � 2 (0; �0) le degré de Brouwer deg (I � T�;
 \ F; 0) est bien dé�ni où T�
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est dé�ni comme dans le lemme 1.1. Par conséquent, nous dé�nissons le degré de Leray-

Schauder par

deg (I � T;
; 0) = deg (I � T�;
 \ F; 0) :

Remarque 1.1 Cette dé�nition ne dépend que de T et de 
: Si y 2 X est tel que

y =2 (I � T ) (@
) le degré de I � T dans 
 par rapport à y est dé�ni comme étant

deg (I � T;
; y) = deg (I � T � y;
; 0) :

Théorème 1.2 Soit X un espace de Banach et

A =
�
(I � T;
; 0) ; 
 un ouvert borné de X; T : 
! X compacte, 0 =2 (I � T ) (@
)

	
alors, il existe une unique application deg (f;
; y) : A ! Z appelé le degré topologique

de Leray-Schauder telle que :

1. (Normalité) Si 0 2 
 alors deg (I;
; 0) = 1 ;

2. (Solvabilité) Si deg (I � T;
; 0) 6= 0; alors 9 x 2 
 tel que (I � T )x = 0;

3.(Invariance par homotopie) Soit H : [0; 1] �
 une homotopie compacte, telle que

0 =2 (I �H (t; :)) (@
) : Alors

deg (I �H (0; :) ;
; 0) = deg (I �H (1; :) ;
; 0)

4. (Additivité) Soient 
1 et 
2 deux sous-ensembles disjoints ouverts de 
 et

0 =2 (I � T )
�

r (
1 [ 
2 )

�
:

Alors, deg (I � T;
; 0) = deg (I � T;
1; 0) + deg (I � T;
2; 0).

Le degré de Leray-Schauder conserve toutes les propriétés de base du degré de Brou-

wer. Pour �nir et comme conséquence de cette notion du degré nous allons prouver

quelques théorèmes de points �xe topologiques.
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1.3 Applications

1.3.1 preuve de quelques théorèmes de point �xe topologiques

Théorème 1.3 (Brouwer) Soit B la boule unité fermée de Rn et f : B ! B continue.

Alors f a un point �xe : il existe x 2 B tel que f (x) = x:

Preuve. On va montrer l�existence de la solution de f (x) = x sur B:

� S�il existe un x 2 @B; alors il n�y a rien à prouver.

� Si nonon suppose que f (x) 6= x; 8 x 2 @B;

Soient h (t; x) = x � tf (x) ;8 (t; x) 2 [0; 1]� B (0; 1) et y (t) = 0;8 t 2 [0; 1] :On

montre que y (t) =2 h (t; @B (0; 1)) 8 t 2 ]0; 1[ :

Supposons par absurde que

9 t 2 ]0; 1[ , 9 x 2 @B (0; 1) : y (t) = h (t; x)

On a donc

h (t; x) = 0, x� tf (x) = 0; t < 1

, x = tf (x)

) jxj = t jf (x)j

) 1 � t (car jxj = 1 et jf (x)j � 1)

contradiction puisque t < 1:Par suite h (t; x) 6= 0; 8 (t; x) 2 [0; 1]� @B (0; 1)

D�après l�invariance par homotopie du degré de Brouwer

deg (h (0; :) ; B (0; 1) ; y (0)) = deg (h (1; :) ; B (0; 1) ; y (1))

c�est à dire

1 = deg (I; B (0; 1) ; 0) = deg (I � f;B (0; 1) ; 0)

19



donc deg (I � f;B (0; 1) ; 0) 6= 0) 9 x 2 B (0; 1) tel que f (x) = x:

Théorème 1.4 (Schauder) Soit B la boule unité fermée d�un Banach E et f : B ! B

compacte. Alors f a un point �xe : il existe x 2 B tel que f (x) = x:

Preuve. Soit h (t; x) = tf (x) fonction compacte sur [0; 1] �B. Si, pour un t 2 [0; 1]

et un x 2 @B; on a x� h (t; x) = 0, alors tf (x) = x; comme jxj = 1 et jf (x)j � 1; ceci

impose t = 1 et x = f (x) donc un point �xe sur @B situation que l�on a exclue. On peut

donc appliquer les propriétés de normalisation et d�invariance par homotopie du degré

donne

1 = deg (I; B; 0) = deg (I � f;B; 0)

puisque h (0; �) = 0 et h (1; �) = f donc l�existence d�un point �xe.
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Chapitre 2

Théorème de continuation de

Mawhin

Avant de faire une présentation plus détaillée du théorème de continuation de Mawhin,

faisons brièvement un état d�art sur les opérateurs de Fredholm ainsi que les principales

notions qui s�y rapportent. En revanche comme nous le verrons par la suite ces opérateurs

peuvent être obtenus à partir des projections alors nous y consacrons cette section.

2.1 Sommes directes et projections

2.1.1 Supplémentaire topologique

Soient E et F deux sous-espaces fermés d�un R-espace vectoriel normé X. On dit que

E est un supplémentaire topologique de F si X est la somme directe de F et E c-à-d

X = F � E.
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2.1.2 Projection

Soit X un espace vectoriel. On dit qu�un opérateur linéaire P : X ! X est une

projection si

P (P (x)) = P 2 (x) = P (x) ;8x 2 X

Proposition 2.1 Soit X un espace vectoriel. Un opérateur linéaire P : X ! X est une

projection si et seulement si (I � P ) est une projection. De plus si l�espace X est normé

alors P est continue si et seulement si (I � P ) est continue.

Preuve. Soit P une projection. Alors :

(I � P )2 (x) = x� 2P (x) + P 2 (x) = x� 2P (x) + P (x) = x� P (x) = (I � P ) (x) :

Réciproquement, si (I � P ) est une projection (I � (I � P )) = P est aussi une projec-

tion. Pour le cadre topologique, comme l�identité est une application continue et que la

somme de deux applications continues reste continue nous avons que P est continue si et

seulement si (I � P ) l�est.

Proposition 2.2 Si P est une projection dans X alorsKerP = Im (I � P ) et Im (P ) =

Ker (I � P ) ::.

2.2 Projection sur un sous-espace de dimension �nie

Lemme 2.1 Projection sur un sous-espace de dimension �nie. Si E est un sous-

espace vectoriel de dimension �nie d�un espace normé X, alors il existe un projecteur P

continu sur X tel que Im (P ) = E:

Corollaire 2.1 Si E est un sous-espace vectoriel de dimension �nie d�un espace normé

X, alors il existe un sous-espace vectoriel fermé F � X tel que X = E � F:
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Dé�nition 2.1 Codimension d�un sous-espace vectoriel. Si l�espace quotient X=Y

est de dimension �nie, on dit que le sous-espace vectoriel fermé Y de X est de codimen-

sion �nie dans X et on écrit

co dim (Y ) = dim (X=Y )

Lemme 2.2 Soient E un espace vectoriel normé, M et N deux sous-espaces vectoriels

fermés de E tels que M \ N = f0g : Si dim (M) = co dim (N) <1; alors E =M �N .

2.3 Opérateurs de Fredholm

Dé�nition 2.2 Soient X et Y deux R-espaces vectoriels normés, on dit qu�une applica-

tion linéaire L : D (L) � X ! Y est de Fredholm si elle véri�e les conditions suivantes

1. Ker (L) = L�1 (f0g) est de dimension �nie.

2. Im (L) = L (D (L)) est fermée et de codimension �nie.

Rappelons que la codimension de Im (L) est la dimension de co ker (L) = dim (Y= Im (L)) :

Si L est un opérateur de Fredholm alors son indice est l�entier

ind (L) = dim(Ker(L))� co dim(Im(L)):

Exemple 2.1 1. Si X et Y sont de dimensions �nies, alors toute application linéaire

L : X ! Y est de Fredholm avec

ind (L) = dim(X)� dim(Y ):

2. Si X et Y sont des espaces de Banach et L : X ! Y est une application linéaire bijec-

tive, alors L est un opérateur de Fredholm d�indice 0: En e¤et, il découle de la bijectivité

que Ker(L) = f0Xg ; dont la dimension est nulle et Im(L) = Y et sa codimension est
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nulle ainsi

ind (L) = dim(Ker(L))� co dim(Im(L)) = 0:

3. L�identité I : X ! X est un opérateur de Fredholm d�indice 0:.

Dans tout ce que suit L : D (L) � X ! Y désigne un opérateur de Fredholm d�indice

0.

Si L est de Fredholm alors d�aprés ce qui précède il existe deux projections continues :

P : X ! X et Q : Y ! Y telles que

Im (P ) = KerL et KerQ = Im (L) :

Posons

X1 = Im (I � P ) = KerP et Y1 = Im (Q) ;

alors on peut écrire

X = KerL�X1 ; Y = Im (L)� Y1

Considérons un isomorphisme,

J : KerL! Im (Q) ;

dont l�existence est assurée par le fait que dimKerL = dim Im (Q) = n. Remarquons que

D (L) = KerL� (D (L) \X1)

et que la restriction de L à D (L) \X1 est un isomorphisme sur Im (L) ; notons par Lp

cette restriction c�est à dire Lp : D (L) \X1 ! Im (L) alors

Lemme 2.3 Lp est un isomorphisme algébrique.

Preuve. Tout d�abord, montrons que Lp est injective. Pour cela, soit x 2 KerLp �

KerL = ImP , alors il existe un y 2 Dom P tel que x = Py: Comme P est une
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projection, on obtient x = Py = P 2y = P (Py) = Px = 0: Par conséquent, x = 0; et

donc KerLp = f0g ; ce qui signi�e l�injection de Lp.

Quand à la surjection de Lp; puisque P est une projection, alors nous pouvons écrire

l�espace vectoriel X comme somme directe X = KerP � ImP = KerP �KerL: Prenons

z 2 ImL; donc il existe x 2 D (L) � X tel que Lx = z: Comme X = KerP � KerL;

alors il existe deux éléments uniques e 2 KerP et f 2 KerL tels que x = e + f . On a

z = Lx = L (e+ f) = Le + Lf = Le + 0 = Le; ainsi e 2 D (L) : Finalement, on obtient

e 2 D (L) ; e 2 KerP et Lpe = z, d�où Lp est bien surjective.

Dé�nissons maintenant Kp := L
�1
p ; il est clair que Kp : Im (L) � Y ! D (L)\KerP

est bijectif, que PKp = 0; et qu�il véri�e les propriétés

Lemme 2.4 (1) Sur Im (L), on a LKp = I: (2) Sur D (L), on a KpL = I � P:

Preuve. (1) Prenons x 2 Im (L) ; alors LKpx = L (Kp (x)) = Lp (Kp (x)) = Ix:

(2) Comme ImP = KerL; alors LP = 0; et par suite KpL = KpL (I � P ) : Donc

montrer (2), revient à véri�er que KpL (I � P ) = KpLp (I � P ) : Si on a Im (I � P ) �

D (Lp) = D (L) \ KerP; alors le resultat s�ensuit. Prenons x 2 D (L) Comme P (x) 2

KerL � D (L) et D (L) est un sous espace vectoriel de X; on a (x� Px) 2 D (L) :

Puisque P (x� Px) = P (x)�P 2 (x) = P (x)�P (x) = 0; alors (x� Px) 2 KerP: et

par conséquent (x� Px) 2 D (L) \KerP: D�ici on obtient Im (I � P ) � D (L) \KerP:

D�où en utilisant (1) KpL (I � P ) = KpLp (I � P ) s�ensuit.

Considérons l�opérateur KP;Q : Y ! X dé�ni par L�1p (I �Q) ; on a

Lemme 2.5 L�opérateur L+ JP : D (L)! Y est un isomorphisme et

(L+ JP )�1 = KP;Q + J
�1Q:

En particulier,

(L+ JP )�1 x = J�1x pour tout x 2 ImQ:
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Preuve. Pour l�injectivité de L+ JP; soit x 2 D (L) tel que

(L+ JP )x = 0 (1.1)

De cette égalité on en déduit que

Lx 2 Im (L) \ Im (J) = Ker (Q) \ Im (Q) = f0g ;

d�où x 2 Ker (L) : Par conséquent, Px = x et compte tenu de (1:1) ; Jx = 0; par suite

x = 0. Pour la surjectivité de L+ JP , y 2 Y . A¢ rmons que

x =
�
KP;Q + J

�1Q
�
y

est une solution de

(L+ JP )x = y:

En e¤et, comme J�1Qy 2 Ker (L) ; il en résulte que

Lx = LKPQy = LL
�1
p (I �Q) y = (I �Q) y:

Comme KPQy 2 D (L) \KerP; il s�ensuit que

JPx = JJ�1Qy = Qy:

Conséquement

(L+ JP )x = (I �Q) y = Qy

et (L+ JP )�1 = KP;Q + J
�1Q.

Lemme 2.6 Si N : � � X ! X est une application, le problème

x 2 D (L) \�; Lx = Nx
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est équivalent au problème de point �xe

x 2 �; x = Px+ J�1QNx+KP;QNx:

Preuve. On a

[x 2 D (L) \�; Lx = Nx]

, [x 2 D (L) \�; (L+ JP )x = (N + JP )x]

,
�
x 2 �; x = (L+ JP )�1 (N + JP )x

�
:

D�autre part, en utilisant le lemme 2.5 il s�ensuit que

(L+ JP )�1 (N + JP ) =
�
KP;Q + J

�1Q
�
(N + JP )

= KP;QN +KP;QJP + J
�1QN + J�1QJP:

Puisque Im (J) = Im (Q) = Ker (I �Q) ; il en résulte que

KP;QJP = L
�1
p (I �Q) JP = 0:

Puisque QjImQ = IjImQ et Im (J) = Im (Q) ; on en déduit que

J�1QJP = J�1JP = P

Par conséquent, (L+ JP )�1 (N + JP ) = P + J�1QN +KP;QN .

Soient X, Y deux espaces de Banach et L : dom (L) � X ! Y un opérateur de

Fredholm d�indice zéro.

Dé�nition 2.3 Soit 
 un sous ensemble ouvert borné de X tel que dom (L)\ 
 6= ;,

l�application N : X ! Y est dite L�compacte sur 
 si QN
�


�
est borné et KPQN : 


! X est compacte:
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Comme conséquence des lemmes (2:5) et (2:6) le degré de coincdence de Mawhin se

dé�nit comme suit :

Dé�nition 2.4 Si les opérateurs L et N satisfont les propiétés mentionnées ci dessus,

alors le degré de coïncidence de L et N sur 
 est dé�nit par

deg [(L;N) ;
] = degLS (I �M;
; 0)

où M désignera la quantité donnée par M (P; J;Q) = P + J�1QN + KP;QN; voir ci

dessus.

Revenons à ce qui a motivé cette partie et prouvons le théorème de continuation de

Mawhin.

2.4 Preuve du théorème de Mawhin

Théorème 2.1 Soit L un opérateur de Fredholm d�indice zéro, et N est L�compact sur


: Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

i) Lx 6= �Nx pour tout (x; �) 2 [ (D (L) nKerL) \ @
]� ]0; 1[ :

ii) QNx 6= 0 pour tout x 2 KerL \ @
:

iii) degB (J
�1QN jKerL;
 \KerL; 0) 6= 0; où Q : Y ! Y est la projection dé�nie ci

dessuss avec ImL = KerQ:

Alors l�équation Lx = Nx admet au moins une solulion dans domL\ 
:

Preuve. Pour � 2 [0; 1] ; considérons la famille de problèmes

x 2 D (L) \ 
; Lx = �Nx+ (1� �)QNx: (1.2)

Soit M : [0; 1]� 
! Y une homotopie dé�nie par

M (�; x) = Px+ J�1QNx+ �KP;QNx:
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En vertu du lemme (2:6) , le problème (1:2) est équivalent à un problème de point �xe

x 2 
 et

x = Px+ J�1Q (�N + (1� �)QN)x+KP;Q (�N + (1� �)QN)x

= Px+ �J�1QNx+ (1� �) J�1QNx+ �KP;QNx+ (1� �)KP;QQNx

= M (�; x) :

Donc, cette dernière équation est équivalente à un problème de point �xe

x 2 
; x =M (�; x) : (1.3)

S�il existe un x 2 @
 tel que Lx = Nx alors, nous avons terminé. Maintenant supposons

que

Lx 6= Nx pour tout x 2 D (L) \ 
 (1.4)

Et d�autre part

Lx 6= �Nx+ (1� �)QNx (1.5)

pour tout (�; x) 2 ]0; 1[� (D (L) \ @
) :Si

Lx = �Nx+ (1� �)QNx

pour tout (�; x) 2 ]0; 1[ � (D (L) \ @
), on obtient par application de Q aux deux

membres de l�egalité précédente

QNx = 0; Lx = �Nx

La première de ces égalités et la condition (ii) impliquent que x =2 KerL \ @
 i.e x 2

@
 \ (D (L) nKerL) et donc la seconde égalité contredit (i) : En utilisant une nouvelle
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fois (ii) ; il s�ensuit que

Lx 6= QNx pour tout x 2 D (L) \ @
: (1.6)

En vertu de (1:4), (1:5)et (1:6) on déduit que

x 6=M (�; x) pour tout (x; �) 2 [0; 1]� @
: (1.7)

Il est facile de vérifer queM (�; x) est compacte car N est L� compact sur 
, dés lors en

utilisant la propriété d�invariance par homotopie du degré de Leray-Schauder, on obtient

degLS (I �M (0; :) ;
; 0) = degLS (I �M (1; :) ;
; 0) (1.8)

D�autre part on a

degLS (I �M (0; :) ;
; 0) = degLS
�
I �

�
P + J�1QN

�
;
; 0

�
(1.9)

Mais le rang de P + J�1QN est contenu dans le Ker (L) ; d�où en utilisant la pro-

priété de reduction du degré de Leray-Schauder et le fait que P jKer(L)= I jKer(L)
(car Ker (L) = Im (P ) = Ker (I � P )) ; on obtient

degLS
�
I �

�
P + J�1QN

�
;
; 0

�
= degB

�
I �

�
P + J�1QN

�
;
 \Ker (L) ; 0

�
= degB

�
J�1QN;
 \Ker (L) ; 0

�
(1.10)

En vertu de (1:8), (1:9)et (1:10), il s�ensuit que degLS (I �M (1; :) ;
; 0) 6= 0; et donc la

propriété d�existence du degré de Leray-Schauder implique l�existence d�un x 2 
 tel que

x =M (1; x) i.e x 2 D (L) \ 
; Lx = Nx:
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Chapitre 3

Existence de la solution d�une

equation di¤érentielle d�ordre trois à

condition intégrale en resonance.

Résumé

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence de la solution d�un problème en

résonance associé à une équation di¤érentielle d�ordre trois à conditions non locales de

type intégrale moyennant le concept de la théorie du degré de coïncidence de Mawhin.

3.1 Introduction

Considérons l�équation di¤érentielle d�ordre trois suivante :

x
000
(t) = f (t; x (t) ; x0 (t)) ; 0 < t < 1; (3.1)

assujettie aux conditions non locales

x (0) = x00 (0) = 0; x (1) =
2

�2

Z �

0

x (t) dt ; � 2 (0; 1) ; (3.2)
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où f : [0; 1] � R2 ! R est une fonction de Carathéodory, et � 2 (0; 1) : On dit que le pro-

blème à valeurs aux limites (3:1), (3:2) est en résonance si l�equation linéaire Lx = x
000
= 0;

sous les conditions aux limites (3:2) possède une solution non triviale i.e., dimkerL � 1:

Il est bien connu que l�étude des équations di¤érentielles ordinaires aux conditions

non locales plus particulièrement aux conditions intégrales joue un rôle important aussi

bien en théories qu�en applications. L�étude de ces problèmes est motivée par ses diverses

applications notamment en thermo-élasticité, en génie chimique, en physique des plasmas,

ainsi que dans certains modèles de revêtement d�écoulement d�eau souterraines.

3.2 Resultat d�existence

Dans cette partie, nous allons donner quelques notations et des résultats fondamen-

taux intervenant dans la reformulation du problème.

Soit X; Y deux espaces de Banach et soit L : domL � X ! Y un opérateur de

Fredholm d�indice zero et P : X ! X; Q : Y ! Y deux projections continues telles que

ImP = KerL; KerQ = ImL et X = Ker L�KerP; Y = ImL� ImQ: Il en suit que L

jdomL\KerP : domL\KerP ! ImL est inversible, notons par KP son application inverse.

Soit 
 un sous ensemble ouvert borné de X tel que domL \ 
 6= ;, l�application N :

X ! Y est dite L-compact sur 
 si l�application QN
�


�
est bornée et KP (I �Q)N :


! X est compacte. En�n rappelons le théorème d�existence de point �xe de Mawhin.

Théorème 3.1 Soient L un opérateur de Fredholm d�indice zéro et N une application

L� compact sur 
: Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

i) Lx 6= �Nx pour tout (x; �) 2 [ (domLnKerL) \ @
]� (0; 1) :

ii) Nx =2 ImL pour tout x 2 KerL \ @
:

iii) deg (QN jKerL;
 \KerL; 0) 6= 0; où Q : Y ! Y est la projection dé�nie ci

dessuss avec ImL = KerQ:

Alors l�équation Lx = Nx admet au moins une solulion dans domL\ 
:
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Dé�nition 3.1 Une fonction f : [0; 1]� R2 ! R est une fonction de Carathéodory si

(i) La fonction t! f(t; x; y) est mesurable pour tout x; y 2 R:

(ii) La fonction (x; y)! f(t; x; y) est continue presque pour tout t 2 [0; 1]:

Théorème 3.2 (Ascoli-Arzela) Considérons X = C ([a; b]) muni de la norme

kuk = max
a�t�b

ju(t)j, avec �1 < a < b < +1. Si M est un sous ensemble de X tel que

i: M est borné, i.e. kuk � r; 8u 2M et r > 0 un nombre �xé,

ii: M est équicontinu, i.e.

8" > 0; 9� > 0; tq jt1 � t2j < � et u 2M =) ju(t1)� u(t2)j < ":

Alors, M est relativement compact

Dans ce qui suit utilisons les espaces classiques C [0; 1] ; C1 [0; 1], et L1 [0; 1] : Pour

x 2 C1 [0; 1], on dé�nit la norme kxk = max
�
kxk1 ;

x01	 où kxk1 = max
t2[0;1]

jx (t)j ;

tandis que kxk1 représente la norme dans L1 [0; 1]. Soient X = C1 [0; 1] ; Y = L1 [0; 1] et

l�opérateur linéaire L : domL � X ! Y dé�ni par

Lx = x
000
; x 2 domL =

�
x 2 W 3;1 ([0; 1]) : x (0) = x

00
(0) = 0; x (1) =

2

�2

Z �

0

x (t) dt

�

où W 3;1 [0; 1] =
�
x : [0; 1]! R : x; x0 ; x00 sont absolument continues dans [0; 1]

avec x
000 2 L1 [0; 1] g

Soit l�opérateur N : X ! Y dé�ni par

Nx = f (t; x (t) ; x0 (t)) ; t 2 (0; 1) :

Alors le problème aux limites (3:1) et (3:2) sera équivalent à Lx = Nx

Nous donnons à présent le théorème principal de ce chapitre soit celui d�existence de

la solution du problème (3:1)� (3:2).

Théorème 3.3 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites
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1) Il existe des fonctions �; �;  2 L1 [0; 1]telles que pour tout (x; y) 2 R2; t 2 [0; 1]

on a

jf(t; x; y)j � � (t) jxj+ � (t) jyj+  (t) : (3.3)

2) Il existe une constante M > 0; telle que pour x 2 domL si
��x0 (t)�� > M pour tout t 2

[0; 1] alors

Z 1

0

(1� s)2 f
�
s; x (s) ; x

0
(s)
�
ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f
�
s; x (s) ; x

0
(s)
�
ds 6= 0: (3.4)

3) Il existe une constante M� > 0; telle que pour tout x (t) = bt 2 KerL avec jbj > M�;

on a ou bien

b

�Z 1

0

(1� s)2 f (s; b (s) ; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; b (s) ; b) ds
�
< 0; (3.5)

ou bien

b

�Z 1

0

(1� s)2 f (s; b (s) ; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; b (s) ; b) ds
�
> 0: (3.6)

Alors le problème (3; 1) et (3; 2) admet au moins une solution dans C1 [0; 1] pourvu que

k�k+ k�k < 1

2
: (3.7)

La preuve de ce théorème se fait en des étapes dont chacune sera représentée par la

démonstration d�un lemme.

Lemme 3.1 L�opérateur L : domL � X ! Y est un opérateur de Fredholm d�indice

zero. De plus on peut dé�nir l�opérateur projection continue Q : Y ! Y par

Qy (t) = k

�Z 1

0

(1� s)2 y (s) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 y (s) ds
�
t

où k = 60=5 � 2�3 et l�opérateur linéaire KP = (LdomL\kerP )
�1 : ImL ! domL\KerP
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par

Kpy (t) =
1

2

Z t

0

(t� s)2 y (s) ds y 2 ImL:

En outre

kKpyk � kyk1 pour tout y 2 ImL:

Preuve. Il est clair que sous les conditions données on a

Lx = x
000
= 0, x (t) = at2

2
+ bt+ c où a; b et c sont des constantes réelles ; et comme

x00(0) = x(0) = 0 alors a = c = 0 donc

kerL = fx 2 dom L : x = bt; b 2 R; t 2 [0; 1]g ' R:

Montrons que

ImL =

�
y 2 Y :

Z 1

0

(1� s)2 y (s) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 y (s) ds = 0
�
: (3.8)

Le problème

x
000
= y (3.9)

a une solution x (t) satisfaisant les conditions x (0) = x
00
(0) = 0; x (1) = 2

n2

R �
0
x (t) dt si

et seulement si

Z 1

0

(1� s)2 y (s) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 y (s) ds = 0: (3.10)

En e¤et de (3:9) on a

x (t) = x
00
(0)

t2

2
+ x

0
(0) t+ x (0) +

1

2

Z t

0

(t� s)2 y (s) ds = x0 (0) t+ 1
2

Z t

0

(t� s)2 y (s) ds
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En vertu de x (1) = 2
n2

R �
0
x (t) dt on obtient

Z 1

0

(1� s)2 y (s) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 y (s) ds = 0:

D�autre part si (3:10) est véri�ée, posons

x (t) = bt+
1

2

Z t

0

(t� s)2 y (s) ds

où b est une constante réelle, il est clair que x
000
= y et x00(0) = x(0) = 0 de plus on a

x (1) = b+ 1
2

R 1
0
(1� s)2 y (s) ds alors

x (1) =
2

�2

Z �

0

�
bt+

1

2

Z t

0

(t� s)2 y (s) ds
�
dt

= b+
1

�2

�
1

3

Z �

0

(� � s)3 y (s) ds
�

Posons

Ry =

Z 1

0

(1� s)2 y (s) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 y (s) ds;

dé�nissons Qy (t) = k: (Ry) :t; il est clair que dim ImQ = 1:

On a

Q2y = Q (Qy) = k (k:Ry)

�Z 1

0

(1� s)2 sds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 sds
�
t

= (kRy) t = Qy;

ce qui implique que l�opérateur Q est une projection. En outre il est facile de véri�er que

ImL = kerQ; et que Im L est fermée vient du fait que ImL = kerQ = Q�1 (f0g).

Véri�ons à présent que Y = Im L� Im Q. Pour y 2 Y;on a y = (y �Qy) +Qy d�où

y �Qy 2 ker Q = Im L car (Q2y = Qy) et Qy 2 Im Q alors Y = Im L+ Im Q:De plus

Im L\ Im Q = f0g ;en e¤et, si y 2 Im L = ker Q =) Qy = 0, si y 2 Im Q : 9 y0 2 Y

tel que y = Qy
0
=) Qy = Q2y

0
= Qy

0
= y = 0 car (Qy = 0) et donc y 2 Im L\ Im
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Q =) y = Qy = 0 ce qui véri�e que Im L\ Im Q = f0g ; d�où Y = Im L� Im Q et dim

ker L = 1 = dim Im Q = codim Im L = 1 donc Ind L =dim kerL� codim Im L = 0; dés

lors L est un opérateur de Fredholm d�indice zero.

Dé�nissons maintenant la projection P de X vers X par

Px (t) = x
0
(0) t :

Alors l�inverse généralisé de l�opérateur KP : ImL! dom L\ Ker P de L est donné par

Kpy (t) =
1

2

Z t

0

(t� s)2 y (s) ds:

On remarque que ImP = KerL et KerP =
�
x 2 X; x0 (0) = 0

	
. Montrons que P

est une projection. En e¤et, Px (t) = x
0
(0) t =) P 2x = P

�
x
0
(0) t

�
=
h
x
00
(0) t+ x

0
(0)
i
t =

x
0
(0) t = Px. Evidemment par un simple calcul on véri�e que KerL \KerP = f0g de

plus il découle de x = (x � Px) + Px que X = KerP +KerL: Donc ceci con�rme que

X = KerL�KerP:

Suite aux dé�nitions de P et KP il est facile de voir que l�inverse généralisé de L est

KP . En e¤et, pour y 2 ImL on a

(LKp) y (t) = [(Kpy) t]
000
=

�
1

2

Z t

0

(t� s)2 y (s) ds
�000

= y (t) ;

et pour x 2 dom L\ ker P; en utilisant deux intégrations par partie on obtient

(KpL)x (t) = (Kp)x
000
(t) =

1

2

Z t

0

(t� s)2 x000 (s) ds

= x (t)� x (0)� x0 (0) t � 1
2
x
00
(0) t2;

étant donné que x 2 dom L\ ker P c�est à dire x (0) = x00 (0) = 0 et Px = 0 alors

(KpL)x (t) = x (t) :
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Ceci montre que Kp = (LjdomL\kerP )
�1 : D�autre part on a pour tout y 2 ImL, t 2 [0; 1]

kKpyk1 �
Z 1

0

(1� s)2 jy (s)j ds �
Z 1

0

jy (s)j ds = kyk1 ;

et comme (Kpy)
0
(t) =

R 1
0
(1� s) y (s) ds; alors

(Kpy)
0

1
�
Z 1

0

(1� s) jy (s)j ds �
Z 1

0

jy (s)j ds = kyk1

d�où kKpyk = max
�
kKpyk1 ;

(Kpy)
0

1

�
� kyk1. Ceci termine la démonstration du

lemme 3:1

Lemme 3.2 Soit 
1 = fx 2 domLnKerL : Lx = �Nx, pour � 2 [0; 1]g : Alors 
1 est

borné.

Preuve. Soit x 2 
1; et Lx = �Nx: Alors � 6= 0 et QNx = 0; car x =2 KerL et

Nx 2 ImL = KerQ; donc

Z 1

0

(1� s)2 f
�
s; x (s) ; x

0
(s)
�
ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f
�
s; x (s) ; x

0
(s)
�
ds = 0:

Ainsi par la condition (2) ; il existe t0 2 [0; 1], tel que
��x0 (t)�� � M . Comme x

0
; x

00
sont

absolument continues pour tout t 2 [0; 1];

x
0
(0) = x

0
(t0)�

Z t0

0

x
00
(t) dt; x

00
(t) = x

00
(0) +

Z t

0

x
000
(s) ds;

alors on a

���x0 (0)��� �M+����Z t0

0

�
x
00
(0) +

Z t

0

x
000
(s) ds

�
dt

���� �M+Z 1

0

���x00 (0)��� dt+Z 1

0

�Z 1

0

���x000 (s) ds���� dt
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donc

���x0 (0)��� �M+Z 1

0

�Z 1

0

���x000 (s) ds���� dt =M+x000
1
=M+kLxk1 �M+kNxk1 :

(3.11)

A nouveau pour x 2 
1; x 2 domLnKerL; alors (I � P )x 2 domL\KerP et LPx = 0;

on sait d�aprés le lemme 3.1 que

k(I � P )xk = kKpL (I � Px)k � kL (I � Px)k1 = kLxk1 � kNxk1 : (3.12)

En se servant des estimations (3:11) et (3:12), on déduit que

kxk � kPxk+ k(I � P )xk =
���x0 (0)���+ k(I � P )xk �M + 2 kNxk1 : (3.13)

De (3:3) et (3:13);on obtient

kNxk1 =
Z 1

0

jf (s; x (s) ; x0 (s))j ds � k�k1 kxk1 + k�k1
x0

1
+ kk1 ;

dés lors

kxk � 2
�
k�k1 kxk1 + k�k1

x0
1
+ kk1 +

M

2

�
: (3.14)

Ainsi de kxk1 � kxk et (3:14) on obtient

kxk1 �
2

1� 2 k�k1

�
k�k1

x0
1
+ kk1 +

M

2

�
; (3.15)

car 1�2 k�k1 � 1�2 (k�k1 + k�k1) > 0 voir condition (3:7) :D�autre part de
x01 � kxk

de (3:14) et (3:15) on a

x0
1

�
1� 2 k�k1

1� 2 k�k1

�
� 2

1� 2 k�k1

�
kk1 +

M

2

�
:
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donc x0
1

�
1� 2 k�k1 � 2 k�k1

1� 2 k�k1

�
� 1

1� 2 k�k1
[2 kk1 +M ] :

c�est à dire x0
1
�

2
�
kk1 + M

2

�
1� 2 k�k1 � 2 k�k1

=M1: (3.16)

D�où de (3:16), il existe M1 > 0; tel que

x0
1
�M1; (3.17)

ainsi de (3:17) et (3:15), il existe M2 > 0 tel que

kxk1 �M2: (3.18)

Par conséquent

kxk = max
n
kxk1 ;

x0
1

o
� max fM1; M2g :

Donc 
1 est borné.

Lemme 3.3 L�ensemble 
2 = fx 2 KerL : Nx 2 ImL g est borné.

Preuve. Soit x 2 
2; alors x 2 KerL = fx 2 domL : x = bt; b 2 R; t 2 [0; 1]g et

QNx = 0; car Nx 2 ImL = KerQ par conséquent

Z 1

0

(1� s)2 f (s; bs; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; bs; b) ds = 0:

De la condition (2) du théorème 3.3, on déduit qu�il existe t1 2 [0; 1], tel que
��x0 (t1)�� =

jbj �M . Comme dans ce cas on a kxk1 = max
t2[0;1]

jx (t)j = jbj =
x01 ; alors kxk = jbj �

M; donc 
2 est borné.

Lemme 3.4 Si la première partie de la condition (3) du théorème 3.3 est satisfaite c�est
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à dire

b � 60

5� 2�3

�Z 1

0

(1� s)2 f (s; b (s) ; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; b (s) ; b) ds
�
< 0; (3.19)

pour tout jbj > M�: Alors l�ensemble


3 = fx 2 KerL : � �Jx+ (1� �)QNx = 0; � 2 [0; 1] g

est borné, où J : KerL! ImQ désigne un isomorphisme linéaire dé�ni par J (bt) = bt;

8b 2 R; t 2 [0; 1] :

Preuve. Supposons que x = b0t 2 
3, alors on a

�b0t = (1� �)
60

5� 2�3

�Z 1

0

(1� s)2 f (s; b (s) ; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; b (s) ; b) ds
�
t;

donc

�b0 = (1� �)
60

5� 2�3

�Z 1

0

(1� s)2 f (s; b (s) ; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; b (s) ; b) ds
�
:

Si � = 1; alors b0 = 0. Par ailleurs, si jb0j > M�; alors en vue de (3:19) on a

�b20 = b0 (1� �)
60

5� 2�3

�Z 1

0

(1� s)2 f (s; b (s) ; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; b (s) ; b) ds
�
< 0;

ceci contredit le fait que �b20 � 0: D�où jxj = jb0tj � jb0j �M� alors kxk �M� par suite


3 � fx 2 KerL : kxk �M�g est borné.

Si � = 0; alors

Z 1

0

(1� s)2 f (s; b (s) ; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; b (s) ; b) ds = 0 ;

en tenant compte de la condition (3) du théorème 3:3, on obtient kxk = jbj �M�:

Lemme 3.5 Si la deuxième partie de la condition (3) du théorème 3.3 est satisfaite, c�est
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à dire

b � 60

5� 2�3

�Z 1

0

(1� s)2 f (s; b (s) ; b) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; b (s) ; b) ds
�
> 0; (3.20)

pour tout jbj > M�:Alors l�ensemble


3 = fx 2 KerL : �Jx+ (1� �)QNx = 0; � 2 [0; 1] g ;

est borné. Ici J est dé�ni comme dans le lemme 3.4. D�une manière analogue à la preuve

du lemme précédent on prouve également que 
3 est borné.

Lemme 3.6 Supposons que 
 est un sous ensemble ouvert borné de X tel que domL \


 6= ;. Alors N est L�compact sur 
.

Preuve. En e¤et nous devons montrer que l�applicationQN
�


�
est bornée etKP (I �Q)N :


! X est compact. Comme 
 est borné, il existe une constante r > 0 telle que kxk � r

pour tout x 2 
: Pour x 2 
 on a

jQNxj =
�����k Z 1

0

(1� s)2 f (s; x (s) ; x0 (s)) ds� 2

3�2

Z �

0

(� � s)3 f (s; x (s) ; x0 (s)) ds
�
t

����
� k

Z 1

0

(1� s)2 jf (s; x (s) ; x0 (s))j ds+ 2

3�2

Z 1

0

(1� s)2 jf (s; x (s) ; x0 (s))j ds

�
�
k +

2

3�2

�Z 1

0

jf (s; x (s) ; x0 (s))j ds;

compte tenu de la condition 1 du théoréme 3.3 on obtient

kQNxk1 �
�
k +

2

3�2

�
((k�k1 + k�k1) r + kk1) : (3.21)

Dés lors QN
�


�
est borné.

Montrons à présent queKP (I �Q)N
�


�
est compacte. En e¤et, remarquons d�abord
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que pour x 2 


kNxk1 =
Z 1

0

jf (s; x (s) ; x0 (s))j ds � (k�k1 + k�k1) r + kk1 ; (3.22)

de plus

jKP (I �Q)Nx (t)j =
1

2

����Z t

0

(t� s)2 (I �Q)Nx (s) ds
���� � Z 1

0

(1� s)2 j(I �Q)Nx (s)j ds

�
Z 1

0

(jNx (s)j+ jQNx (s)j) ds = kNxk1 + kQNxk1 :

et

���[KP (I �Q)Nx]
0
(t)
��� =

����Z t

0

(t� s) (I �Q)Nx (s) ds
���� � Z 1

0

(1� s) j(I �Q)Nx (s)j ds

�
Z 1

0

(jNx (s)j+ jQNx (s)j) ds = kNxk1 + kQNxk1 :

D�où de (3:21) et (3:22),
KP (I �Q)N

�


� � kNxk1+kQNxk1 conséquementKP (I �Q)N

�


�

est borné. Prouvons maintenant que KP (I �Q)N
�


�
est équicontinu. En e¤et, pour t1;

t2 2 [0; 1] ; t1 < t2; on a

jKP (I �Q)Nx (t1)�KP (I �Q)Nx (t2)j =

=
1

2

����Z t1

0

(t1 � s)2 (I �Q)Nx (s) ds�
Z t2

0

(t2 � s)2 (I �Q)Nx (s) ds
����

�
Z t1

0

(t2 � s)2 � (t1 � s)2 j(I �Q)Nx (s)j ds+
Z t2

t1

(t2 � s)2 j(I �Q)Nx (s)j ds

�
Z t1

0

(t2 � s)2 � (t1 � s)2 (jNx (s)j ds+ jQNx (s)j) ds

+

Z t2

t1

(t2 � s)2 (jNx (s)j ds+ jQNx (s)j) ds

� 2 (t2 � t1)
Z 1

0

(jNx (s)j ds+ jQNx (s)j) ds+
Z t2

t1

(jNx (s)j ds+ jQNx (s)j) ds

43



et ���[KP (I �Q)Nx]
0
(t1)� [KP (I �Q)Nx]

0
(t2)

���
� (t2 � t1)

Z 1

0

j(I �Q)Nx (s)j ds+
Z t2

t1

j(I �Q)Nx (s)j ds

� (t2 � t1)
Z 1

0

(jNx (s)j ds+ jQNx (s)j) ds+
Z t2

t1

(jNx (s)j ds+ jQNx (s)j) ds:

Ainsi kKP (I �Q)Nx (t1)�KP (I �Q)Nx (t2)k ! 0 quand t1 ! t2 par conséquent

KP (I �Q)N
�


�
est équicontinu. En vue du théorème d�Ascoli-Arzela,KP (I �Q)N

�


�

est compact, alors N est L-compact sur 
:

3.3 Preuve du théorème 3.3

La preuve du théorème 3.3 est une conséquence immédiate des lemmes ci-dessus et le

théorème de coïncidence de Mawhin.

Preuve. En e¤et, soit
 le sous ensemble ouvert borné deX i.e
 = fx 2 X; kxk � rg

tel que [3i=1
i � 
: Des lemmes (2) et (3) on a

i) Lx 6= �Nx; pour tout x 2 (domLnKerL)\@
 et � 2 (0; 1) car 
1\@
 � (0; 1) = ?:

ii) Nx =2 ImL pour tout x 2 KerL \ @
 car 
2\ @
 = ?:

iii) Soit H (x; �) = ��Jx+(1� �)QNx = 0; en accord avec les lemmes (4) et (5) on

sait que H (x; �) 6= 0 pour tout x 2 KerL \ @
 car 
3 \ @
 = ?; alors par la propriété

d�invariance par homotopie du degré on obtient

deg (QN jKerL;
 \KerL; 0) = deg ( H (�; 0) ;
 \KerL; 0)

= deg ( H (�; 1) ;
 \KerL; 0)

= deg ( � J;
 \KerL; 0) 6= 0:

Donc par le théorème (3:1), l�equation Lx = Nx admet au moins une solution dans

domL\ 
; et dés lors (3:1), (3; 2) a au moins une solution x 2 C1 [0; 1] :
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Conclusion
Dans ce mémoire nous avons appliqué le degré de coïncidence de Mawhin pour l�étude

d�un problème en résonance non linéaire avec des conditions aux limites non locales.

Tout d�abord nous avons discuté dans le premier chapitre le concept du degré to-

pologique et ses propriétés où nous avons dé�ni le degré de Brouwer en dimension �nie

puis le degré de Leray-Schauder en dimension in�nie et comme applications nous avons

prouvé quelques théorèmes de point �xe topologiques à savoir : le théorème du point �xe

de Brouwer et de Schauder. A travers le chapitre deux nous avons identi�é une classe im-

portante d�opérateurs : les opérateurs de Fredholm d�indice zéro qui dé�nissent le degré

de coïncidence de Mawhin puis nous avons terminé ce chapitre par la démonstration du

théorème de Mawhin.

En�n dans le troisième et dernier chapitre nous avons présenté via le théorème de

continuation de Mawhin un résultat d�existence de la solution d�un problème aux limites

associé à une équation di¤érentielle d�ordre trois à conditions non locales de type intégrale
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