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Résumé Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur I'étude des inégalités intégrales de
type Hermite-Hadamard. Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de
convexité classique, MT-convexité ainsi que quelques identités intégrales importantes que
nous utiliserons dans les chapitres qui suivent. Dans le deuxieme chapitre, nous citons certains
résultats déja connus dans la littérature sur les inegalités intégrales de type Hermite-Hadamard
pour les fonctions convexes en utilisant un opérateur fractionnaire de type exponentielle.
Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré aux inégalités de type Hermite-
Hadamard pour les fonctions beta-convexes et on termine notre mémoire par quelques
applications..

Mots clés : Inégalité d'Hermite-Hadamard, inégalité de Holder, fonctions convexes, fonctions
MT-convexes, fonctions beta-convexes, intégrale de Riemann-Liouville
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Chapitre 1

Inégalités de type Hermite-Hadamard

pour les fonctions MT- convexes

1.1 Introduction

Les inégalités intégrales jouent un role important dans le développement de toutes les branches
mathématiques modernes telle que la théorie des probalilités et des statistiques, ’analyse réelle,
I’analyse complexe, et I’analyse numérique. Une inégalité trés intéressante qui est largement
étudiée dans la littérature est due & Hermite et Hadamard qui 1’ont découverte indépendamment
( découverte par Charles Hermite en 1883 et prouvée par Jaques Hadamard en 1893), voir
[[4], [7], [9]] . Maintenant elle est connue comme l'inégalité d’Hermite-Hadamard, on peut dire
qu’elle est le premier résultat fondamental pour les fonctions convexes avec une interprétation
géométrique naturelle et de nombreuses applications. Elle nous génére une estimation de la valeur
moyenne de la fonction convexe sur un intervalle borné. Ce célebre résultat est donné comme

suit :

f(a;b>§bia/abf<m>dxgw' "

Ces derniéres années, de nombreux chercheurs ont accordé beaucoup d’attention a la théorie de

la convexité en raison de sa grande utilité dans divers domaines des sciences pures et appliquées.
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La théorie des fonctions convexes et les inégalités sont étroitement liées. Le concept des fonctions
convexes a effectivement trouvé une place importante dans les mathématiques modernes, comme
on peut le voir dans de grand nombre d’articles de recherche et des livres consacrés au domaine
de nos jours. Beaucoup de mathématiciens ont consacré leurs efforts & généraliser et raffiner cette
inégalité et I’étendre a différentes classes de fonctions : fonctions s-convexes, fonctions p-convexes,
etc. et 'appliquer a des moyennes spéciales ( la moyenne arithmétique, la moyenne géométrique
, etc.).

L’objectif de ce travail est d’étudier et généraliser quelques inégalités intégrales pour certains
type de convexités en utilisant 'approche fractionnaire au sense de Riemann-Liouville en passant
par une introduction et quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré aux inégalités de type
Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes pour les intégrales classiques ainssi que les
intégrales fractionnaires de type Riemann-Liouville Dans le deuxiéme chapitre nous présentons
certains Théorémes concernant les inégalités de type Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-
Fejér et Dragomir-Agarwal en utilisant un opérateur fractionnaire de type exponentielle.pour
les fonctions convexes. Dans le troisiéme chapitre on donne certains Théorémes concernant les

fonctions beta-convexes, et on termine notre mémoire par quelques applications.

1.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les inté-
grales classiques

La convexité joue un role trés important dans la théorie classique de 'optimisation. Elle
est un outil indispensable pour la recherche des conditions & la fois nécessaires et suffisantes
d’optimalité. L’objectif de ce chapitre est de donner quelques résultats concernant I'inégalité

d’Hermite-Hadamard pour les fonctions M T-convexes.
Définition 1.1 La fonction f : I C R — R est dite convexe, si

flte+ (1 —=t)y) < if(x)+ (1 —1)f(y), (1.1)

pour tout x, y € I ett € [0,1]. On dit que f est concave si (—f) est conveze.
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Exemple 1.1 1) f(z) = 2? est une fonction convexe dans R.
2) f(x) =€ est une fonction convexe dans R.

3) f(z) = |z| est convere dans R.

Définition 1.2 On dit que f : I CR — R est une fonction MT -conveze si elle est positive

et pour tout z, y € I, t €]0,1] on a :

Vit \/1——t
it W T g

Lemme 1.1 [8] Soit f: 1 C R — R une fonction différentiable dans I° intérieure de linter-

fltz + (1 —t)y) <

fy)- (1.2)

valle T telles que a, b € I avec a < b. Si f' € Li[a,b] alors pour tout h €]0,1[ on a :

b 1 1
f(w)—bia/ f(u)du:(b—a)[(l—h)2/0 tf’(tw+(1—t>a)dt+h2/0 (t—1)f (tb+(1—t)w)dH]

ol

w = ha+ (1 — h)b.

Preuve. En intégrant par parties, on a

tf (tw + (1 —t)a)]l 1

e G ), T

/1 (t—=1) f/(th+ (1 — tyw)dt = {(t— 1)f(btb_+ (1-tw }

_ f(w) L '
_b_w—(b_w)Q/wf(u)du.

/01 tf' (tw+ (1 —t)a)dt = { /01 fltw+ (1 —t)a)dt

et

/ftb+ (1 — t)w)dt

Alors
(b—a) {(1 — h)? /ltf'(tw + (1 —t)a)dt + h? /1(t —1)f (th+(1— t)w)dt}

:(b_a)(l_h>2(u{(—a_ — /f du) — a)h? (bf(_w;_(b_lwyfwa(u)du)

= (b—a)(1 h)Q((b_a)( h)_(b—a /f du)
4
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+0-an (0 ~ /wa )

Lemme 1.2 [5] Soit f: I C R — R une fonction différentiable dans I° intérieure de linter-

valle T telle que a, b € I avec a < b. Si f' € Li[a,b], alors on a :

(b_x)f(b?,ff_“ b_a/ F(u)du 32:0;) /O(t—l)f’(tx+(1—t)a)dt

UL / (1= 0)f (b2 + (1 — )bt

pour tout x € |a, b].

Preuve. En intégrant par parties :

/Ol(t—l)f’(ter(l—t)a)dt— fl 1 /xf(u)du

r—a (xr—a)?

et
/01(1 —t)f'(tx + (1 — t)b)dt = bffbl — (b_lx)z /:f(u>du
Alors
o) / - 0t (- e+ =0 / W07+ (1 e
St (st + bbii>2(f—x = ), )
:(b—x)f(b?)—l_—éx—a b_a/ fu
| |

Théoréme 1.1 [8, 5| Soit f : I C [0,00[— R une fonction différentiable sur I° lintérieure de
Uintervalle I telle que f' € Lila,b] ot a, b € I avec a <b. Si |f'| est une fonction MT-convexe

dans [a,b] et |f (z)| < M pour tout x € [a,b], alors on a :
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‘ w) b—a/f )du
i)

(b-2)f0) + (@ —a)fla) 1 [
' s [ S <

i)

< —M(b—a), pourtouth €]0,1]. (1.3)

Mnr[(x —a)? + (b — )

0 —a) . pour tout x € [a,b].

(1.4)

Preuve. i) En utilisant le Lemme 1.1 et la MT-convexité de |f’|, on a :

< (b—a) {(1—/1)2/0 HF (w0 + (1 — £)a)|dt

+h2/0 (1—t>yf’<tb+(1—t)w))\dt]

<t-afa-n7 [ o (Al + L )

21—t 2/t
et [a— (Sl + o) o

< - a-n7 [ {da-ntsda-ntha

+ h? /01 {t—%(l — )5+ ta(1 —t)é}dt}

1 —h)?+ h?
AR ey < T — ).
4 4
Ici, nous avons utilisé la fonction Beta d’Euler telle que :
' I'(z)T(y)
y)= [ 1=t = : Y >0
Ba) = [ - yta= gLy

ou I est la fonction Gamma d’Euler

Alors

et (1—h)>+hn?<1.
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i1) En utilisant le Lemme 1.2 et le fait que |f’| est une fonction MT-convexe, alors on aura :

‘(b—x)f(b?)irix—a)f(@) - bia/a Flu)du

< %/01(1—t)|f’(t:1:+(1—t)a|dt+%/{)l(l—t)|f’(t:v+(1—t)b|dt
<6 Lamn [ e+ L]
HO [amg [ irwr+ L o] a
< M=l 022 [ (- 020 = 09

Avec [ est la fonction beta d’Euler

La preuve est terminée. =

1
Remarque 1.1 1) Dans le Théoréme 1.1, si on choisit h = 3 dans (1.3), alors on trouve que :

b b
1("57) - 2 [ s <

2) Dans le Théoréme 1.1, si on choisit x = i dans (1.4), alors on trouve que :

‘ﬂ@2 b—a/f

Théoréme 1.2 [8, 5| Soit f: I C [0,00[— R une fonction différentiable sur I° lintérieure de

Mmn(b— a)
16 '

Mﬂ'(b —a)
3 :

Vintervalle I telle que f' € Ly[a,b] et a, b€ I aveca <b. Si|f'|? est une fonction MT -conveze

1 1 /
dans [a,b], ¢ > 1 avec —+ = =1 et |f ()| < M pour tout x € |a,b], alors on a :
qa p

i)

‘f(w) - ﬁ /abf(u)du < <%p); (g)é M(b—a), pour tout h €]0,1]. (1.5)
i)
Vmwvﬂtf—@mw_ﬁﬁ/ﬂwwk_ ]M(Qé@‘%fg‘”i (1.6)

pour tout x € [a, b].
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Preuve. i) On suppose que p > 1. D’aprés le Lemme 1.1 et I'inégalité de Holder on obtient :

-5 [ s

<(b—a) {(1 - h)Q/ tf (tw + (1 — t)a)|dt

0

+h2/01(1 —t)|f(tb+ (1 - t)w)|dt]

<(-a) [(1 ([ tpdt>; ([ 170w+ 0 daean

+h? (/01(1 — t)pdt); (/01 |f/(thb+ (1 — t)w)|th> ;]
_ (ﬁ) (-0 [(1 ([ 1w+ - t)@\th);
o (/01 F(th+ (1 — t)w)\th); ]

Maintenant en utilisant le fait que |f’|? est une fonction MT-convexe et |f'(x)| < M pour tout

x € [a,b], alors on aura :

/O |f (tw + (1 — t)a)|dt

< [ [ @+ L @] @
[ = N

= T+ 1P @] < Tare

et

b , CINVT=E o Ve
[ a o< [ o) i

= T+ PO < T

> CVISE Vi w
/o—ﬁ dt_/o =7

Alors

-5 [ s
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1+p

< (L) (g) (1= 1)% + 12 M(b— a)

< (%p)i (g) M(b - a).

i7) On suppose que p > 1. En utilisant le Lemme 1.2 et I'inégalité de Holder on a :

‘(b—x)f(b)btgv—a)f(a) _bia/a Flu)du

<5 /0(1—t)!fl(m+(1—t)a)|dt—|—<bb__xa)2/0 (1 =) f'(te + (1 —t)b)|dt

< %__?2 (/01(1—15%) (/ [t + (1= t)a )|th)1
(bb__xj (/01(1—tpdt) (/ |f/(tz + (1 —t)b )|qalt>1

Maintenant en utilisant le fait que |f’|? est une fonction MT-convexe et |f'(z)] < M , alors on

+

aura :

[t +a—naa< [ [ irwp+ L @] a=Firwre i@

< T,

b |

et

ALﬂm+u—WWﬁs/“L£;4ﬂ>r fﬁﬂﬂwﬂﬁzgwwW+v%m

<

M1

Y

NN

Alors on obtient

b—a

= (J;_—C;) (1 +1p)1/p (qu>g * (bb—_:z;) (1 +1p)1/p (quy

_ M (z)é(m—a)z—i-(b—x)?
(1+p)7\2 (b—a)

(b—a)f(b) +(z—a)f(a) 1 [
_b—a/ flu)du

. oou pl4qglt=1.
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1
Remarque 1.2 1) Dans le Théoréme 1.2, si on choisit h = 3 dans (1.5), alors on trouve que :

(50) - [ o] <3 () (i) oo

a
2) Dans le Théoréme 1.2, si on choisit x = % dans (1.6) alors, on trouve que :

’f(a);f(b) L / fydal < 2 (1)”; b ()

(14p)r \2
Théoréme 1.3 [8, 5] Soit f: 1 C [0,00[— R une fonction différentiable sur I° l'intérieure de

Vintervalle I telle que f' € Ly[a,b] et a, b € I avec a < b. Si |f'|9 est une fonction MT-convexe

dans [a,b], ¢ > 1 et |f (z)] < M pour tout x € [a,b], alors pour tout h €]0,1] on a :

)
bialfﬂuﬂu

EESHOEICETDE by

1+
‘f(w) — < <%> maM(b—a), pour tout h €]0,1][. (1.8)

i)

e u SMG)H%(%Q)”“_@Z, (1.9)

2 (b—a)

pour tout x € [a,b].

i)

‘(b_x)f(b)btif_a)f(a)_bia/a f(u)du <

pour tout x € [a, b].

Preuve. i) A partir du Lemme 1.1 et en utilisant I'inégalité des puissances moyennes, on a :

=2 [ s

g@—aWO—thtUﬁw+ﬂ—ﬂwwt

+h2/01(1 —t)|f (tb+ (1 - t)w)|dt]

10
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sw_@kr4ﬁ<éﬁﬁ>;(Aﬂwmwwﬁ*mwﬁvé
+h2<411_ﬂﬁ>kz(Aul—ﬂU“w+wl_wwwa]
:(§>P;w_a>bl—MZQAVU%mel—”@““>;

e (/01(1 b+ (1 — t)w>yth) ;]

1—

Q=

En utilisant le fait que |f’|? est une fonction M7T-convexe et |f'(z)] < M pour tout x € [a, b],

alors on obtient :

[ st a oo < o[ ipwpes S ] a
o[ 1y,
4 4 — 4
de méme
[ =i a - < a0 S e o] a
P [ O] 7
:z{ i }§1M~

Par conséquent, nous avons :

I\ e
< (5) ma(b—a)

><kl_hy{3V%wﬂﬁ+U%@p}é+Jﬂ{3vmwﬂm+vxwp}1

-2 [ s

4 4

ce qui acheve la preuve.
i1) En utilisant le Lemme 1.2 et I'inégalité des puissances moyennes on a :

‘(b—x)f(b)birix—a)f(a) - bia/a Flu)du

11



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

(x —a)?

<
~ b—a

/01(1 —Of (tr + (1 — t)a)|dt + %/01(1 — )| (tx + (1 — t)b)|dt

1—1

< (z:‘;)? (/01(1—t)dt) q (/01(1—t)\f’(ta:jt(l—t)a)]th)é

1

+(bb__122 </01(1 - t)dt) E (/01(1 — )| f (tz + (1 — t)b)|th);

Maintenant en utilisant le fait que |f’|? est une fonction MT-convexe et |f'(x)| < M , alors on

aura :

Ja-olrasa- ooy < [ [(1 A= OV iy & “‘W‘ﬁf’(a)@dt

N 2
=gl [ e -0 irap [ e - o
e
et
/01(1 — )| f (tr + (1 —t)b)|%dt < /1 {(1\/1%/|f( )N+ %If(b)w} dt < %M‘l.

Alors, on obtient :

’(b_x)f(b?)i—f_a)f(a)_bia/a i SM@ X G);(x—a();jg—w?_

i) A partir du lemme 1.2 et en utilisant 'inégalité des moyennes puissances, on a :

‘(b—x)f(b?)irix—a)f(a) _bia/a Flu)du

: /11.(1 =) f (tx + (1 — t)aldt + %/11.(1 — )| f'(tz + (1 —t)b|dt

< (3;__2)2 (/01 1dt>1; (/01(1 I (4 (1 — t)a|th>é
+<bb__?2 (/01 1dt) o (/01(1 — ) (tr + (1 — t)a\%it)é .

Maintenant en utilisant le fait que |f’|? est une fonction MT-convexe et |f'(x)| < M , alors on

aura :

/0(1—t)q\f’(tx+(1—t)a)|th§/ {(1\/#'“ )+ (1_2;;1_t|f'(a)|q} dt

12
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1 1 1 1 1
— !f'(x)lq/ 21 — 1) Y2dt 4 5‘f/<a)|q/ 21— )ty
0 0

2
M(IB (§ q—l—l) _|_1MCIﬁ <17q+§)

et

/0(1—t)‘1\f’(t:z:+(1—t)b)|thg/0 {%_1—T\f'<x)|q+ (1_2;1/_;1_t|f’(b)|‘1] dt

F)T(a+3)
2I'(g+1) M.

donc, on a :

Q=

(x —a)*+ (b—x)?
(b—a) ’

(b—a)f(0) +(z—a)f(a) 1 [
‘ b—a _b—a/af(u)du

SM(r@)r(w%))

2I'(¢+1)

1
Remarque 1.3 1) Dans le Théoréme 1.3, si on choisit h = 3 dans (1.8), alors on trouve que :

b 2+
bia/ fu)du| < <1) maM(b— a).

2
(a+b)

) -

2) Dans le Théoréme 1.3, si on choisit © =

e T AL

dans (1.9), alors on obtient que :

<M <%>2+;7r«lz(b—a). (1.11)

2

(a+0b)
2

3) Dans le Théoréme 1.3, si on choisit x = dans (1.10), alors on a :

§M<r<%>r<q+%>>qG)”q@_a}. (112)

['(g+1)

‘f(a);f(b) N bi&/abf(U)du

13
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1.3 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les inté-
grales fractionnaires

Définition 1.3 Soit f € Ly [a,b] alors les intégrales de Riemann-Liowville J. f et J f d’ordre

a > 0 avec a >0 sont définies par :

eef@) = e [ @= 0 @t @ > a
et , ,
Ji fx) = m/ (t—z)* L f(t)dt, = <b,

telle que T'(a) = [ e “u*du, ot JO, f(x) = Ji-f(x) = f(x). Dans le cas a = 1 Uintégrale

devienne une intégrale classique.

Le premier résultat congcernant I'inégalité d’Hermite-Hadamard pour le cas fractionnaire est

donné par le Théoreme suivant

Théoréme 1.4 [9] Soit [ : [a,b] — R une fonction positive avec 0 < a < b et f € Ly[a,b]. Si f
est une fonction convexe dans [a, b] alors les inégalités suivantes pour les intégrales fractionnaires

sont vérifiées :

1(%57) < s+ s < P00 a0y
Preuve. Puisque f est une fonction convexe sur [a, b], on a pour z, y € [a,b] avec A = 2
; (a:;y) < L)+ 1) o
Clest & dire, avec © = ta + (1 — )b, y = (1 — t)a + tb, on a
2 (“‘2”’) < f(ta+ (1 —)b) + f((1—t)a + tb). (1.15)

En multipliant les deux cotés de (1.15) par t*!, puis en intégrant I’inégalité résultante par

rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient :

24 (“‘2”’) < /Olta‘lf(ta+(1—t)b)dt+/1 191 F((1 — Ha + th)dt

Q 0
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Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

) s [ () s

() o
“G—ar [Jax f(b) + Ji= f(a)]
C’est a dire,
F("57) < gl s + @)

et la premiére inégalilé est démontrée.
Pour la preuve de la deuxiéme inégalité de (1.13), on note d’abord que si f est une fonction

convexe, alors, pour A € [0, 1],elle donne :

flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(D)
et
f(A=t)a+1tb) < (1—1t)f(a) +Lf(D).

En additionnant ces inégalités membre & membre on obtient

fta+ (1 —=1t)b) + f((1 —t)a+tb) < tf(a)+ (1 —2t)f(b) + (1 —1t)f(a)+tf(b). (1.16)

Puis en multipliant les deux cotés de (1.16) par t*~! et en intégrant I'inégalité résultante par

rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient :

[ e stas s [ e ok < (@) + 0] [ e
C’est a dire,
sl 1)+ g f(a)) < ST

La preuve est terminée. m

Lemme 1.3 [8] Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° interieur de l’intervalle
I telle que a, b € I avec a <b. Si [ € Lyla,b] alors pour tout h €]0,1] et « >0 on a :

[(1—h)*+ h*] I'(a+1)
(b —a)l-e b—a

=(b-a)” {(1 — h)>*! /01 t*f'(tw + (1 — t)a)dt

fw) = [Ju- @) + T (D))

—pott /1 tf (tw + (1 — t)b)dt} ,
0

ot (o) = [;° e "u*"'du est la fonction Gamma d’Euler.
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Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

Preuve. En intégrant par parties :

fltw+ (1 —t)a)

/01 tf (tw + (1 — t)a)dt = {ta ]1 . o /01 1 (b 4+ (1 — fa)dt

ot (=) ae
B i(f}l T (w _O;)onrl /aw (u—a)*" f(u)du

fw) — al(e)

et

w—>b w—>b

it ()
_bf(—wqi * (b _Z)a—i-l /wb (b—w)*" f(u)du

f(w) al(a) 4
Th—w T oy e IO

fltw+ (1 —t)b)]l o«

/1 " (tw + (1 — t)b)dt = {ta /1 27 f(tw 4 (1 — t)b)dt

Alors
(b—a)* {(1 — h)**t /1 tf'(tw + (1 — t)a)dt — b /1 e (tw + (1 — t)b)dt]

S o g ne (1 KO e )]

_|_

= 0-a |-

_ a a+1 f('LU) F<a + 1) «
- oo [0 (Gl = - e 1)

- (_h(JlCo(I_U)a) i lvﬁl:((zé—+ cga“ J&f(b))]

_(Q=Wfw) Tatn) o\ (L A | Te+l) ),
‘( b—aye w—a>*”f<0 ((b—@k&* w—a>%ﬁ”“>

_=nfw) Tla+1) o 0 hfw)  Tla+l)
= 0o (b—a) Ju-f(a) + b_ai b_a) Jur f(b)

{(1 —h)*+h*} M[Ja,f(a)+Ja+f(b)]-

- (b —a)l-« Jlw) = b—a
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Lemme 1.4 [6] Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° intérieur de l’intervalle

I, ova,bel aveca <b. Si f' € Lyla,b], alors pour tout x € [a,b] et a« >0 on a :

(z — a)af(ab)j;b —z)°f(b) F(bo‘_+a1) [T f(a) + J2 £(b)]

(x —a (b — x)>t!

=g /Ol(ta —1)f'(tr + (1 — t)a)dt + . /01(1 —t*) f'(te + (1 — t)b)dt,

ot D(o) = [[° e "u*"'du est la fonction Gamma d’Euler.

)a+1

Preuve. En intégrant par parties :

f(tz - <_1a— t>a>r B / Y - <_1a— Ha) ,

/Ol(ta — 1) f'(tz + (1 —t)a)dt = {(ta - 1)

_fla o /lto‘_lf(tm—l—(l—t)a)dt

r—a T—alj

A ()

_ f(a) B @ - /m (u— a)afl Flu)du

r—a (xr—a) a

@) _aT@) .
>a+1 xr~

r—a (r—a

et

[ a=erie a-omi= [(1 LA ”b)] - [t et 0200

b Q@ !
— % - m/ﬂ t*Hf(tr + (1 —t)b)dt

it (55) e
N bfibic a (b _am)? /: <Z : Z)alf(u)du
-0 P / - )

_b—x_(b—x

f) _ al(a) o,
b—x  (b—x)* "

17
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Alors

(x — a)*t?
b—a
_ @@= (fla)  ale) .o (b—z) (fb)  al(e)
= (x_a (l__a)aHJf ( )) + (b_x (b_x)aﬂjﬁf(b))
(x—a)*fla)+ (b—2)f(b) T'(a+1)

- b—a — @)+ TR 0.

(b — x)ot?

b—a /01(1 — 1) f'(tx + (1 — t)b)dt

/1(15“ — D f'(tr + (1 — t)a)dt +

Théoréme 1.5 [8, 5] Soit f: I C [0,00[— R une fonction différentiable sur I° lintérieur de
Vintervalle I telle que f' € Ly[a,b] et a, b € I avec a <b. Si |f'| est une fonction MT -convexe

dans [a,b] et |f'(x)] < M pour tout x € [a,b] avec a > 0, alors on a :

i)

e e LR OR N0
< (b _za)aMﬁ <%,o¢+%) ., pour tout h €]0,1]. (1.17)

i)
(. —a)*fla) + (b—2)*f(b) T(a+1) [T f(a) + Jﬁf@)]’

b—a b—a
M U], ircin o

Preuve. i) D’apres le Lemme 1.3, la propriété du module et en utilisant la MT-convexité de

| f’|, on obtient :

['a+1)
b—a

’ [(1 = h)* + K]

T 5 10) + T3 0]

f(w) =

<(b—a) {(1 — h)a“/o t|f (tw + (1 — t)a)| dt

1
+ha+1/ | f (tw + (1 — t)b)ydt}

0

<O fa-mn o (s dg) @i+ s (a5 3) 1r@l

L pe {5 (a v %) (w)] + 8 (a +3 g) |f’(b)l] }
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g(b;a)aM{(l—h)aﬂnLha“}{5(0‘+2 2)+/3( ;;)}

0 s (s ),

h)ott + hott <1 pour tout h € [0, 1].

<

Avec 'utilisation de I'estimation: (1 —
i1) D’apres le Lemme 1.4, la propriété du module et en utilisant la MT-convexité de | f'|, on

obtient :

b—a b—a

(z=a)*f(@)+ (b= 2)'fb) T@t1) gy i oy <b>1’

_ Na+l 1
cleza™ / £ — 1 (t + (1 — f)aldt
b—a 0

e\ atl 1
+%/ 11—t f'(tx + (1 — t)bldt
0

b_
(x —a)*tt (! N NG Vi—t,
<O [ | orsir@l+ Y 2 ]
(b— )t [t N Vit 11—t ,
T ) P R IO
< —M;:Eb >;+ /0 (L—t) [P =) V221 — )2 dt
+—M§Zb - 2; /0 (1—t) [(2(1 =) V2 21— 1) dt
_ M[(xz — a);‘(; _+a()b — z)*t] /O (1— %) [tl/Q(l )R (1 t)1/2)} dt
Mz —a)* + (b—x)*] {ﬂ _ Tla+3)T(3)
2(b—a) ['(a+1)

On a utilisé la fonction beta d’Euler, définie par

! [(z)T(y)
B(z,y) = / N1 =) dt = =——~%,  pour tout z, y >0

1
Remarque 1.4 1) Dans le Théoréme 1.5, si on choisit h = 3 dans (1.17), alors on trouve que :

(13) 0= [y 100+ g 50 >H
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< (b_Wﬁ(l a+1> M.

2 2’ 2
(a+b)
2

2) Dans le Théoréme 1.5, si on pose x = dans (1.18), alors on obtient que :

2

(b—a) ' fla)+ f(b) Tla+1) T, o
9a—1 9 - b—a [J(m)f(a)—i_J(a;q;)va(b):H

_ M(b—a) [ CPla+3)T(5)
= 20t I'(a+1)

3) Dans le Théoréme 1.5, si on prend o = 1 dans (1.18), alors on trouve l'inégalité (1.4) du

Théoréme 1.1.

Théoréme 1.6 [8, 5] Soit f: I C [0,00[— R une fonction différentiable sur I° Uintérieur de
Vintervalle T tel que f' € Lyifa,b] et a, b € I avec a <b. Si |f'|7 est une fonction MT -convexe

1 1 ,
dans [a,b], ¢ > 1 avec —+ — =1 et |f (x)| < M pour tout x € [a,b] avec a > 0, alors on a
q p

i)

{(1 = h)*+ h*} Tla+1), ., . N
O ) = H D o) + g2 10)
< (1—1—1ap>p (g)EM(b—a)a, pour tout h €0, 1]. (1.19)
i)
e IOl 0 0 D i) + 0]
Mz —a)* ™ + (b—2)*] e [T+ DT ()’
< = <§) (aF (1+p+é)) . pour tout x € [a,]. (1.20)

Preuve. D’apres le Lemme 1.3, propriété du module et en utilisant I'inégalité de Holder, on a :

‘ {(1 = h)e +he}
(b—a)o

)= S D) + a2 0)

< (b—a)* [(1 — h)““/o t*|f'(tw + (1 — t)a)| dt

1
+ h““/ | f (tw + (1 — t)b)] dt]
0

<-ara-n ([ t“”dt>; ([ 1w+~ t)a)|th);
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+hot! (/Oltapdt>’l’ </01 it + (1 _t>a)|th)é
: (api 1)2) e [(1 o (/01 |f/(tw + (1 = t)a)lth);

+ pott (/01 |f'(tw + (1 — t)b)yth) ;]

Maintenant en utilisant le fait que |f'|? est une fonction MT -convexe et |f'(z)| < M pour tout

x € |a,b], alors on a :

/01|f,(tw+(1—t)a)|th§/ol{ Vi |f,(w)|q+\/m|f’(a)|q} a

21—t 2V/t
< T+ 17 @] < T
et
Lo Ty pr / m M1
1w @ - oppa < S+l < 5

Donc, on a :

' [(1<b—_h):>:r:t‘”‘] Flw) — %{Jg_ﬂa) - J{i+f(b)}‘

< (api 1>; (b—a) [(1 — h)**! (WTMQ) + Kot (”TMq) é]

(i) () oo

i1) D’apres le Lemme 1.4 et I'inégalité de Holder on obtient :

(z—a)*fla) + (b—2)*f(b) TDla+1)
b—a b—a

Lﬁﬂ@+ﬁ¢@ﬂ

o+l 1
sﬁ;ﬁL—/Ww—HUﬁx+u—wﬂﬁ
b_a 0

o\ atl 1
+M/ 11—t f(tx + (1 — t)bldt
b—a 0

< % (/01 (1 —ta)Pdt)’l’ </01 Flez+(1 —t)a]th);

21
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+% (/01 (1— o) dt); (/01 e+ (1= t)b\th);

Maintenant en utilisant le fait que |f'|? est une fonction MT -convexe et |f (z)| < M, alors on

[ 17t a—napa < [ [ rwp L]
= TP @+ @l < T
et
[+ a—impa < [ [ i@ S o] a
= Z1f @I+ 17 (@] < S0,

/1(1 —teypdt =+ /1(1 gpstige = LUEDT (él)

(67

Alors on obtient

e ) OO Ty )

b—a b—a

B =

T M4 :
5 )

dans (1.20), alors on trouve

b—a \ol (1+p+1) 2 —a \ol'(1+p+1)

< le—a™ (”Hp)F(é))’l’ (qu><?+ (=) (F(Hp)r(i))

Remarque 1.5 1) Dans le Théoréme 1.6, si on choisit x =

(a+ D)
2

que

‘ (b—a)* ' fla)+f(b) T(a+1) {
2a-1 2 b—a

Ty HO Ty 0|

2

SM(Ef (F(val)I‘(é))zl"

20 2/ \al'(1+p+1)
2) Dans le Théoréme 1.6, si on prend o = 1 dans (1.20), alors on trouve l’inégalité (1.6) du

Théoréme 1.2.

Théoréme 1.7 [8,5] Soit f : I C [0,00[— R une fonction différentiable sur I°l’intérieur de
Vintervalle I telle que f' € Ly[a,b] et a, b€ I aveca <b. Si|f'|? est une fonction MT -convexe

dans [a,b], ¢ > 1 et |f (x)| < M, avec o > 0, alors on a :
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i)
e ) = B D o) + 2. 10)
< <1ia>1_q (M)qﬂ/[(b_a)a, pour tout h €]0,1[. (1.21)

i)
(z —a)*f(a) + (b—2)*f(b) T(a+1)

b_a - B0t D+ 250

., pour tout x € [a,b].

(1.22)

Preuve. D’apres le Lemme 1.3, propriété du module et I'utilisation de I'inégalité des puissances

moyennes, on a :

<(b-a)" {(1 - h)a“/o | f (tw + (1 — t)a)| dt

1
+h°‘+1/ t | f (tw + (1 —t)b)|dt}
0

<(b-a) [(1 - )t ( / 1 m) ( / (w4 (1 t>a>!th)é
+ht </01tadt) ; (/Oltalf’(tw + (1 - t)a)]%it)él

) (a i 1> : v [(1 —w </01 oL (tw + (1 — t)a)!th);

+hot </Olta|f’(tw + (1 - t)b)|‘1dt) ;] (1.23)

Maintenant en utilisant le fait que |f'|? est une fonction M7T -convexe dans [a, ] et |f/(x)] < M,

alors on a :

[ et - napa < o [ pr L]
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Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

s (a3 s (ar 3.3 1ror)
Sﬂg{ﬁ(“+§§)+5( %§>}—‘55<?“+%) (1.24)

) ![wwwwu—mww;fw[QQAMnu”f?mw@ﬁ
— 5 [p(at33) @i s (as 55 1ror]
SNET IR RN

Si on utilise (1.24) et (1.25) dans (1.23) on obtient le résultat recherché

i1) D’apres le Lemme 1.4 et I'inégalité des puissances moyennes on obtient :

(z—a)*f(a) + (b—2)*f(b) TDla+1)
b—a b—a

L@ﬂ@+ﬁJ@M

(r—a

)a+1 1 (b— I)aﬂ 1
< —/ It — 1| (b + (1 — t)aldt + b—/ 11— ]| f/(tz + (1 — t)bldt
—a 0 —a 0

b
< % (/01 (1 —to‘)dt)l_; (/01(1 — )| f (te + (1 — t)a|‘1d1t)é

+(b%fﬂ (/01 (1t dt)l}z (/01(1 — )|tz + (1 — t)b|‘1dt) q (1.26)

Maintenant en utilisant le fait que |f'|? est une fonction MT -convexe et |f'(z)| < M, alors on

[a-enreasa-nora s [a-oe| |+ + L@ d
< Tq /01(1 — 1) (B2 =)L - )Y dt
_ M F(a+3)T(3)
-2 (W_ T(a+1) > (1.27)
et
Au—mwmwa—mwwsla—w[Jéfum| v A
_ M F(a+3)T(3)
_7(7_ NSy > (1.28)

Substituons (1.27) et (1.28) dans (1.26) on obtient (1.22). m
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b
Remarque 1.6 1) Dans le Théoréme 1.7, si on choisit © = (a—2k ) dans (1.22) alors on trouve

que :

(b—a)* ' fla)+f(b) T(a+1) {
20-1 2 b—a

Ty @)+ T2y 10|

S I I ERLCES

a+1 2 T (a + 1)

2) Dans le Théoréme 1.7, si on choisit « = 1 dans (1.22) alors on trouve l'inégalité (1.9) du

Théoréme 1.3.
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Chapitre 2

Inégalité d’Hermite-Hadamard via un
opérateur fractionnaire de type

exponentielle

2.1 Inégalités de type Hermite-Hadamard

Définition 2.1 Soit f € Li[a,b]. Les intégrales fractionnaires IS et I d’ordre o €]0,1[ sont

respectivement définies par :

o = oo (<1 9) f6)ds, 0> 21)
et ,

Iof(z) = ;/ exp( 1;a<s—x)> F(s)ds, x <b. (2.2)
Sia =1, alors

lim 77 f / f(s)ds,  Tmlf(x / f(s

De plus, en vue de :

(-
lim — exp

a—0 v

l—«

o)) =0l -

On en déduit que
lim 7 f(2) = f(2), I} f(x) = f(z).

a—0
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exponentielle

11—«

Nous fizons p = (b—a).

Théoréme 2.1 [1] Soit f : [a,b] — R une fonction positive avec 0 < a < b et f € Li[a,b]. Si f
est une fonction conveze dans [a.b], alors les inégalités suivantes pour les intégrales fractionnaires

(2.1) et (2.2) sont vérifiées :

it L0 oy popa) < L@ SO
f( 2 ) = 2(1 —exp(—p))[jaf(b) + 1y f(a)] < 5 .

(2.3)

. . 1
Preuve. Puisque f est une fonction convexe, pour z, y € [a, b], avec A = 3 on trouve que :

c+y\ _ f(@)+ fy)
() < (2.4
laquelle, pour x = ta + (1 — t)b, y = (1 — t)a + tb, prend la forme :
2f (a;b> < fltat(1=t))+ f((1 = t)a+ th). (2.5)

En multipliant les deux cotés de (2,5) par exp(—pt) puis en intégrant 'inégalité résultante par

rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient :

A=)y (S48 < [yl s 0 00) + 41— e )

= /0 exp(—pt)f (ta+ (1 —t)b) dt + /0 exp(—pt) f((1 —t)a + tb)dt

_ bia/abexp (—1;‘“<b—s>) F(s)ds + bfa/abexp (—1;O‘<s—a>) F(s)ds

(07

= m[lg‘f(b)+lﬁf(a)].

En conséquence nous obtenons :

2(1 —exp(—p)) , [a+Db a N
D) (90) < i)+ 1)

Donc la premiére inégalité de (2.3) est établie.
Pour la preuve de la deuxiéme inégalité de (2.3), on note d’abord que f est une fonction

convexe. Alors, pour t € [0,1], on a

flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)
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exponentielle

et
f(A=t)a+tb) < (1—1t)f(a)+Lf(b).
En additionnant les deux inégalités précédentes, on a :

fta+ (1 —=t)b)+ f((1 —t)a+tb) < f(a)+ f(b). (2.6)

En multipliant les deux cotés de (2,6) par exp(—pt) puis en intégrant 'inégalité résultante par

rapport & ¢ sur [0, 1], on obtient :

(1-— epr(—P)) [f(a) + f(b)] > /0 exp(—pt)f (ta+ (1 —t)b) dt
+ [ explopts (1= a0,
donc
itz + 1) < B2 ) 1 g

D’ou la deuxiéme inégalité de (2.3) est prouvée. Ceci achéve la preuve du Théoréme 2.1. ®

Corollaire 2.1 soit f : [a,b] — R une fonction positive avec 0 < a < b et f € Li[a,b]. Si f est
une fonction concave dans [a,b], alors les inégalités suivantes pour les intégrales fractionnaires

(2.1) et (2.2) sont vérifiées :

a+b -« o o f(a)+f<b)
1("5°) 2 syl + () = 19210
Remarque 2.1 Pour o — 1, on trouve que :
: -« 1
lim

a—12(1 — exp(—p)) - 2(b—a)

Ainsi, linégalité d’Hermite-Hadamard (x) déduite du Théoréme 2.1 a la limite a — 1.

2.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard-Fejér

Théoréme 2.2 [1] Soit f : [a,b] — R une fonction convexe et intégrable avec a < b . Si

b
w : la,b] — R est une fonction positive, intégrable et symétrique par rapport a i

, (i.e.
w(a+b—x) =w(r)), alors on obtient les inégalités suivantes :

fla) + f(b)
2

[ISw(b) + Ifw(a)]. (2.7)

PS50 )+ Fruta)] < ()0 + 5 fu)(0)] <
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Preuve. Puisque f est une fonction convexe sur [a,b], on utilise I'inégalité (2.5) pour tout

t € [0, 1]. En multipliant les deux cotés de (2.5) par
exp(—pt)w((1 — t)a + tb), (2.8)
puis en intégrant 'inégalité résultante par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient :

2f (“ ; b) /01 exp(—pt)w((1 — t)a + th)dt

< /1 exp(—pt) f(ta + (1 — )byw((1 — t)a + tb)dt

+ /1 exp(—pt) f((1 —t)a + th)w((1 —t)a + tb)dt

_ bia/abexp (—1;0‘(5—@) Fla+b— s)w(s)ds

0 L (120 ) ot

(0%

=7 i - / exp (_1 ; a(b _ 3)> f(s)w(a+b—s)ds + - a[{f[f(a)w(a)]
= S {12 [FOw®)] + I [f(a)w(a)]}

+

D’ou
«Q
b—a

2f ( : b) / exp(—ph)w (L~ t)a+ th)dt < (I3 (FO)w(®)) + I (f(a)w(a))].

2

. ’ . Y a
Puissque w est symétrique par rapport a ,ona:

Donc, on a :

P57 ) + fput)] < 12 L 000)] + 1 o).
Ceci établit la premiére inégalité du Théoréme 2.2.
Afin de prouver la deuxiéme inégalité de (2.7), on s’appuie sur 'inégalité (2.6) pour tout
€ [0,1]. Comme f est une fonction convexe, en multipliant les deux cotés de (2,6) par (2.8)

puis en intégrant 'inégalité résultante par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient

/01 exp(—pt) f(ta+ (1 —t)b)w((1 — t)a + tb)dt
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+ /1 exp(—pt)u((1 —t)a + th)w((1 — t)a + tb)dt

<@+ 10)] [ exp(=ptyul(1 =t + )t

En conséquence, on obtient :

0w ()] + [ [f(a)w(a)]

IN

Donc la preuve du Théoréeme 2.2 est terminée. m

Corollaire 2.2 Soit f : [a,b] — R une fonction concave et intégrable avec a < b. Siw : [a,b] — R

b e wlatb—2) = w(x)),

est une fonction positive, intégrable et symétrique par rapport a

alors on obtient les inégalités suivantes :

(452 ) + o) 2 112 () 00+ 5 (o) o)

fla) + f(b)

L1z w() + Fwa)

Remarque 2.2 Du Théoréme 2.2 avec a — 1, on obtient ["inégalité d’Hermite-Hadamard-Féjer

f <a+b)/ dy</ fy)w(y)dy < f(a);f(b) /abw(y)dy

ot f:|a,b] — R est une fonction convexe et w : [a,b] — R est une fonction positive, intégrable

a+b
5

suwvante :

et symétrique par rapport a

2.3 Inégalités de type Dragomir-Agarwal

Théoréme 2.3 [1] Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I . Si \f’| est une fonction

conveze dans [a,b] ot a, b € I, alors on a l'inégalité suivante :

J@+fb)  1-a
2 2(1 — exp(—p)

L2 f(b) + I fa)]] <

—tank (7) (If' @1+ 17 0)1) - (29)

Preuve. Pour [’ € L, [a,b], par une intégration par parties c’est facile & trouver :

fla+fb) 11—«
2 2(1 — exp(—p)

L2 F(b) + 15 f(a)]
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b—a ! ) 1 ,
— {/0 exp(—pt) f'(ta + (1 —t)b)dt—/o exp(—p(1 — 1)) f'(ta + (1 —t)b)zl; .

Puis, en utilisant (2.10) et la convexité de |f'|, on obtient :

‘f(a)+f(b) i
2(1 — exp(—p)

12 f(b) + 15 f(a)]

b—a !eXp —pt) — exp(—p(1 — 1))
1 —exp(—p)

cb—a [ ]exp(=pt) = exp(=p(l — 1))
/ 1 — exp(—p)
b—a |eXp —pt) —exp(=p(L =) .\

el p) (L =) f'(b)|dt

exp(—pt) —exp(—p(1 — 1))
“|f(a |/ .

| |f'(ta+ (1 —t)b)|dt

t|f'(a)ldt

tdt

“ () "exp(—p(1 —t)) — exp(—pt)
! 1 —exp(—p)

2

tdt

1

2 exp(—pt) —exp(—p(1 —1)) .
I/ () (1—t)dt

1 —t)dt

exp(—p(1 — 1)) — exp(—pt)
(0l / 1 —exp(—p) (

b—

RpT= eXp( ))Hf( a)[(Q1 4 Q2) + |f'(0)|(Qs + Q4)]

Ce qui conduit a :

15 (b) + I f (a)]

‘f(a)+f(b)  1-a
2 2(1 - exp(—p)

< b—
2(1 - eXP( p))

17/(@)(Q1 + Q2) + £/ ()](@s + Q). (2.11)
Q1 = / * (exp(—pt) — exp(—p(1 — 1)) tdt

e £—§> + 5 (1= exp(=p)), (2.12)

Qs = [ (-1~ 1) — expl—pt)ta

2
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— % (1 — exp (—g) + exp(—p)) - %(1 — exp(—p)), (2.13)

Qs = / " (exp(—pt) — exp(—p(1 — £)))(1 — t)dt

+

exp f}—’é) % (1 + exp(—p)) — %(1 — exp(=p)), (2.14)
et

Qs = / (exp(—pt) — exp(—p(1 — 1)))(1 — t)dt

_ _% b 1= exp(op). (215)

En insérant la valeur de Q;(: = 1,2,3,4) donnée par (2.12) — (2.15) dans (2.11), on obtient

I'inégalité (2.9), cela compléte la preuve. m

Corollaire 2.3 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I. Si \f’| est une fonction

concave dans [a,b] ot a, b € I, alors on a l'inégalité suivante :

f((l)+f<b) l -« e «a b—a P / /
T S ey O+ (@] 2 S b () (@] + 1O
Remarque 2.3 Pour a — 1, On observe que :
) 11—« B 1 . b—a p\ _ b—a
ilinl 2(1 —exp(—p))  2(b—a) et iLH} W tanh (Z) 8

Alors, du Théoréme 2.3 avec a — 1, on obtient l'inégalité de Dragomir-Agarwal suivante :

a ’ —¢
HOZIO 2 [ fa] < 252 0@+ 1)

telle que f : I C R — R une fonction différentiable sur I avec a,b € I.

32



Chapitre 3

Fonctions beta-convexes

Dans ce chapitre on donne quelques résultats concernant 1'inégalité d’Hermite-Hadamard

pour les fonctions beta-convexe

3.1 Inégalités pour les fonctions beta-convexes

Définition 3.1 Une fonction f: 1 C R — R appartienne a la classe P(I) si elle est positive et

pour tout u, v € I avecu <wv ett € [0,1], alors l'inégalité suivante est vérifiée :

flu+ (1 —=t)w) < f(u) + f(v). (3.1)
Définition 3.2 Une fonction f: I C R — R est dite de Godunova-Levin si :
flu+ (1 —t)w) < @ + 1]”(__1))t (3.2)

pour tout u, v € I avecu <wv ett € ]0,1].

Définition 3.3 Une fonction f: I C R — R est dite de s-Godunova-Levin de premiére espéce

St :

fltu+ (1 —t)v) < (3.3)

pour tout u, v € I avec u < v ett € ]0,1], s €]0,1].
1l est évident que pour s = 1 la définition des fonctions de s-Godunova-Levin de premiére

espéce se réduit o la définition des fonctions de Godunova-Levin .
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Définition 3.4 Une fonction f : I C R — R est dite de s-Godunova-Levin de seconde espéce

" ) S0
=1

pour tout u, v € I avecu <wv ett € 10,1[, s €]0,1].

fltu+ (1 —t)v) < (3.4)

1l est évident que pour s = 0, les fonctions de s-Godunova-Levin de seconde espéce se rameénent
a des fonctions de P(I).

Si s =1, elles se réduits a des fonctions de Godunova-levin

Définition 3.5 Une fonction f: Ry — R, ou R, = [0, 00[, est dite s-conveze au premier sense
8% :

flou+ pv) < o f(u) + 5 f(v). (3.5)
pour tout u, v € [0,00[, o, B > 0 avec a® + 3° = 1. Pour certains s €]0,1] fizé. Cette classe des

fonctions est notée K.

Définition 3.6 Une fonction f: R, — R, ou R = [0, 00][ est dite s-convexe au deuxiéme sense
8% :
flau+ Bv) < o’ f(u) + 6°f(v). (3.6)
pour tout u, v € [0,00[, o, § > 0 avec a + B = 1. Pour certains s €)0, 1] fizé. Cette classe des
fonctions est notée K2,
Cette définition de la s-convezité considérée par Breckner, ou le probléeme a été considéré
lorsque les fonctions rationnelles s-convexes sont s-convexes. Aussi, on note qu’on peut  facile-
ment voir que pour s = 1, la s-convexité (dans les deux senses) se réduit a la converité ordinaire

des fonctions définies sur [0, +00.

Définition 3.7 Soit h : J — R une fonction positive, h # 0. On dit que f : [ — R est une
fonction h-conveze, ou que f appartienne a la classe SX (h, I), si f est positive et pour tout u,

vel aveca€l0,1], ona:
flau+ (1 —a)v) < h(a)f(u) + (1 — a)f(v). (3.7)

Si linégalité (3.7) est inversée, alors f est dite h-concave, c’est a dire, f € SV (h, I).
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Il est clair que si h(a) = «, alors toutes les fonctions positives convexes appartiennent a
SX (h, I) et les fonctions positives concaves appartiennent o SV (h,I), si h(a) = é, alors
SX (h,I) = Q(I), si h(a) = 1, alors SX (h,I) O P(I), si h(a) = «*, ot s €]0,1[, alors
SX (h,I) D K2.

Remarque 3.1 Soit h une fonction positive telle que :
ha) > «

pour tout a €]0, 1[.par exemple, la fonction h(v) = v* ot k < 1 et v > 0 a cette propriété. Si f

est une fonction positive et convexe dans I, alors pour tout u, v € I, a €]0,1[ on a :
flou+ (1= a)v) < af(u) + (1 —a)f(v) < h(a)f(u) + A1 —a)f(v).

Donc f € SX (h,I). De méme, si la fonction h a la propriété : h(a) < a pour tout a €]0, 1],

alors n’importe quelle fonction f positive et concave elle appartienne & la classe SV (h,I).

Définition 3.8 Une fonction f : I C R — R est dite une fonction beta-convexe sur I, si

l'inégalité suivante est vérifieé :
flu+ 1 =t)w) <P (1 =) f(u) +t7(1 —t)" f(v). (3.8)

pour tout u, v € I et t € [0,1], ou p, ¢ > —1. On dit que f est beta-concave si (—f) est

beta-conveze.

Remarque 3.2 Dans la définition ci-dessus si (p, q) = {(0, 0),(1, 0), (-1, 0),(—s, 0),(s, 0)},
alors on obtient respectivement : P(I), convexité ordinaire, une fonction de Godunova-Levin, une

fonction de s-Godunova-Levin de seconde espéce, une fonction s-convezre de deuxiéme sense.

Théoréme 3.1 [10] Soit f : I C R — R une fonction beta-convexe, p, ¢ > —1 et a, b € I avec

a < b. Alors la double inégalité suivante est vérifiée :

pia1p [@tD I T'(p+1I'(¢+1)
rof (50 < b [ < FEE D (10 L o). 69)

Si f est une fonction positive beta-concave, alors l'inégalité (3.9) est inversée.
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Preuve. En utilisant la beta-convexité de f dans I, alors on a :
flta+ 1 =t)b) <P (1—1)" f(a) +t7(1 =) f(b) (3.10)
Intégrons les deux cotés de (3.10), nous avons :

01 flta+ (1 =t)b)dt < /01 [P (1 —t)? f(a) +t7 (1 —t)? f(D)] dt

= f(a)/ltp(l —t)th+f(b)/1tq(1 — )P dt
=f@Bp+1a+ 1)+ fO)6(P+1,¢+1)
B Fp+1I(¢+1)
=5+ L+ 1@ + 1) = S D )+ g0
En utilisant (3.10) et en substituant = = ta + (1 — t)b, y = (1 — t)a + tb, on obtient :

f(x—;—y) :f(ta+(;—t)b+ (1—t;a+tb>

[f(ta+ (1 =1)b) + f((1 —t)a + tb)] dt.

<
— 9ptq

Intégrons les deux cotés, nous avons :

f (a;b) < 2p1+q Volf(tﬁ a —t)b)dt+/01f((1 —t)a+tb)dt]

2p+q{ /f da:+—/f dx]—2p+q1 /f

ce qui achéve la preuve. m

Remarque 3.3 1) Si on choisit p = 0, ¢ = 0 dans (3.9) alors on obtient l'inégalité suivante

pour les fonctions de classe P(I) :

b—a/a fla)de < [f(a) + f(O)].

2) Si on choisit p =0, g =1 oup =1, ¢ = 0 dans (3.9), alors (3.9) est réduite a l'inégalité

d’Hermite-Hadamard suivante :

(252 £t o030
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3) Si on choisit p=1, ¢ =1 dans (3.9) alors on obtient l'inégalité suivante :

24 (5) < 5a /abf@)dg‘jS S

4) Si on choisit p = s, ¢ =0 et s €]0,1] dans (3.9) alors on obtient la double inégalité suivante :

(52t o[22

5) St on choisit p =2, ¢ =2 et s €]0,1] dans (3.9) alors on obtient la majoration suivante :

{ );()f(b)]

6) Si on choisit p =10, ¢ = 10 dans (3.9) alors on obtient la majoration suivante :

ama | o < [y

Théoréme 3.2 [10] Soit f et g deux fonctions & valeurs réelles, positives et beta-converes sur

la,b] et p, g > —1. Alors, on a :

1 b L(2p+1)I'(2¢ + 1) C(p+q+1I(p+q+1)
b—a/f T S R G 2+ 2) (a,) T(2p+2¢ + 2)

N(a,b), (3.11)

ou

M(a,b) = fla)g(a)dz + f(b)g(b) et N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).
Preuve. On utilisons la beta-convexité de f et g sur [a,b],on a :
flta+ (1 —=1t)b) <tP(1—t)?f(a)+t1(1 —1t)?f(D) (3.12)

glta+ (1 — t)b) < (1 — t)7g(a) + t9(1 — t)7g(b) (3.13)

de (3.12) et (3.13) on trouve :
flta+ (1 —t)b)g(ta+ (1 —t)b)

< [P =87 f(a) +#7(1 = )7 F ()] x [t"(1 = 1)7g(a) + (1 — 1)7g(b)] (3.14)

En intégrant les deux cotés de (3.14), on trouve :

/1 F(ta+ (1 —t)b)g(ta+ (1 — t)b)dt
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< / (1 — 1)1 f(a) + 1901 — )7 (B)] [P(1 — £)7g(a) + t9(1 — )%g(b)] dt
< / £22(1— 1 f(a)g(a)dt + / 11— 1) £ (b)g (b)dt

+ /0 (1 — )P f(b)g(a)dt + /O (1 — )P f(a)g(b)dt.

Alors on obtient que

/ F(@)g(@)de < B(2p+ 1,24 + 1)[f(a)g(a) + F(B)g(b)

+8(p+q+1,p+q+1[f(b)ga) + f(a)g()].

L(2)C(y)
P +y)’
et les notations de M(a,b) et N(a,b), nous obtenons le résultat souhaité. m

En utilisant la relation suivante : 3(z,y) = fol 1 —t)vldt = pour tout z, y > 0

Remarque 3.4 1) Si nous choisissons p = 0, ¢ = 0 dans (3.11), alors on obtient l'inégalité

suivante pour les fonctions de classe P(I) :

b—a/f x)dx < [M(a,b) + N(a,b)].

2) Si nous choisissons p =0, ¢q=1 oup =1, ¢ =0 dans (3.11), alors (3.11) se réduite a [7,
Théoréme 1].
3) Si nous choisissons p = s, ¢ = 0 dans (3.11), alors on obtient l'inégalité suivante pour les

fonctions s-convere au deuxiéme sense :

’ S. 2
[ e < e + v

4)Si nous choisissons p =1, ¢ = 1 dans (3.11), alors (3.11) se réduite a [11, Théoréme 3|.

5) Si nous choisissons p =2, ¢ = 2 dans (3.11), alors on obtient la majoration suivante :

. /)f dx<[mﬂmm+dwmbq'

630

6) Si nous choisissons p = 10, ¢ = 10 dans (3.11), alors on obtient l'inégalité suivante :

M(a,b) + N(a, b)
5651707681620
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Théoréme 3.3 [10] Soit f et g deux fonctions & valeurs reélles, positives et beta-converes sur

la,b] et p, ¢ > —1. Alors, on a :

b
92(p+a)=1 ¢ <a —2F b) J (a;rb) < - i a/ f(x)g(z)dz

F2p+1)I'(2¢+1)
I'(2p+2¢+2)

Fp+qg+1)I(p+q+1)

M(a,b) +
I'(2p +2q + 2) (a.5)

N(a,b). (3.15)

Preuve. En substituant a = ta + (1 — t)b, b= (1 — t)a + tb, on a :

f(a—;b> :f(ta+(1—t)b+(1—t)a+tb)

2 2

g(a—2|—b> :g<ta+(;—t)b+ (l—t;a+tb>.

Puisque f et g sont béta-convexes sur [a, b], alors on obtient :

f<a—|2—b)g(a—2kb> :f(ta+(;—t)b+(1—t;a+tb) Xg(ta+(;—t)b+ (1—t;a+tb>

<

L ftta+ (1= )B) 4 F((1 = Ba+15)] x ——[g(ta+ (1 — )B) + g((1 — t)a + tb)]

— 2rta op+q
= aprzg  (ta+ (L= )b)g(ta + (1 = 1)b) + f((1 — t)a +tb)g((1 — t)a + t0)]
Fogprag U (L= )7 () +1(1 = )" F(O)[(1 — 1)t7g(a) + (1 — )79 (b)]

H =)t f(a) + (L= )P FO)["(1 = 1)79(a) + 17(1 = 1)"g(b)]}

[f(ta+ (1 =t)b)g(ta+ (1 —t)b) + f(1 — t)a+ th)g((1 — t)a + tb)]

L
F gL D799 F(@)g(a) + F0)g(0)
(L= 05 (f(a)gb) + F(B)g(a))] (3.16)

Comme expliqué dans la preuve de 'inégalité (3.11) donnée ci-dessus on intégre les deux membres

de (3.16) sur [0, 1] et obtient :

f (“;b> g (a;b) < oo [/Olf<m+(1 —Bb)glta+ (1 — t)b)dt

_|_/1 f((L—=t)a+1tb)g((1 —t)a+ tb)dt
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g @90 + f0g(a)] [ (1= o sa

Hﬂ@ﬂw+fwwwﬂlt”ﬂ—®%ﬁ]

1 1
S Sapra i /0 f(ta+ (1 —1t)b)g(ta+ (1 —t)b)dt
1
+22p+2q71 [ﬁ(p +q+ 1,]9 +q+ 1)M(a’ b) + ﬁ(Qp +1, 2q + 1)N(a, b)

1 1 b T(p+q+1)(p+q+1)
<, 22p+2¢—1 {(b ) /a f(z)g(z)dt + T(2p + 2 + 2) M(a,b)

I'(2p+1)I'(2¢+1)
I'(2p +2q +2) Nia.b)

Maintenant, multiplions les deux cotés par 2272¢~! on trouve (3.15). m

Remarque 3.5 1) Si nous choisissons p =0, ¢ =1 oup =1, ¢ =0 dans (3.15), alors (3.15) se
réduité o [7, Théoréme 1].

2) Si nous choisissons p =1, ¢ = 1 dans (3.15), alors (3.15) se réduite & [11, Théoréme 4].
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Chapitre 4

Applications

4.1 Applications aux moyennes spéciales

Rappelons les moyennes suivantes:

(1) la moyenne arithmétique :

(2) la moyenne logarithmique :

L(a,b) = bza

= b b#0, a,be Ry;
ln’b‘_ln|a|7 ’a‘ ?é’ ‘7 a’? # 9 a‘7 6 +

(3) la moyenne logarithmique généralisée :

1

m]n; neZ\{-1,0}, a,b R, a#£b

Maintenant on utilise les résultats du chapitre 1 pour donner quelques applications aux

bn+1 - an+1

Ly(a,b) = [

moyennes spéciales des nombres réels.

Proposition 4.1 Soita, b€ R, 0<a <betn €Z, |n| > 2. Alors, pour tout ¢ > 1, on a

n) = I < 22 (1)
)~ B < 2 (5) T 0 (4.1

41



Chapitre 4. Applications

|A(a™,b") — L(a,b)] < M <%> ‘ (b—a) (4.2)
et .
A", b") — L™a, b)| < M (F (EF)(E J(rqj) 5)) G) "b—a). (4.3)

Preuve. L’assertion découle de lestimation (1.7), (1.11) et (1.12) pour f(z) = 2™, = > 0,

neZ,n>2 m

Proposition 4.2 Soit a, b € R,0 < a < b. Alors, pour tout ¢ > 1, on a :

Sy i, Mri (N
A5~ )| < H (5) 0 (4
|A(a™" b7 — L7Y(a,b)| < Mra (%) "(b—a), (4.5)
et )
g1y g C(H)T(g+3)\" (1"
A" b)) — L (a,b)}§M< Tt ) (§> (b—a). (4.6)

1
Preuve. L’assertion découle de l'estimation (1.7) , (1.11) et (1.12) pour f(z) = —,2 >0 =
x

4.2 Quelques estimations d’erreur pour la fomule trapé-
zoidale

Notation 4.1 Soitd ={a =19 < 11 < T3 < ... < 1,1 < T,, = b} une subdivision de l'intervalle

la,b] et considérons la formule de quadrature suivante:

/f@MxZﬂﬁ®+EUd% (4.7)
T(fv d) = i f(x,) +2f($i+1) ($1;+1 - %)

I
=)

(2

~—

pour la résolution trapézoidale et E(f,d) désigne l’erreur approchée associée.
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Proposition 4.3 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° lintérieure de l’inter-
valle I telle que f' € Lyija,b] et a, b € I avec a < b et |f'|7 est une fonction MT -conveze dans

1 1 /

la,b], oup > 1 avec —+ — = 1. Alors dans (4.7) pour toute subdivision d de |a,b] et |f (z)| < M
q P

pour tout x € |[a,b], lestimation de l’erreur trapézoidale satisfait :

|E(f,d)| <M (%)H; (%p) % Wéi(%ﬂ — ;). (4.8)

1=0

Preuve. En appliquant ’estimation (1.7) sur le sous-intervalle [x;, x;11] (i =0,1,2,...,n—1) de

1 I+ 1 v 1
S M| = P — Ta (.I'H_l — .fz)
2 1+p
1

no {/:+1 PR ACD) +2f(m¢+1) (Tiy1 — l’z)}‘

(2

/.wi+1 f(z)dx — f@) + f(@in) (@it1 — x;)

la subdivision, on a :

fa) + flein) 1 /xi+1 f(z)dx

2 Tip1 +

i

Donc dans (4.7), on a :

/f )dz — T fd'

e
<

%

fy

2

1 H% 1 % 1 ol
<M (5) <m) T Z(ﬂfiﬂ — ),

1=0

Il
=)

Proposition 4.4 Soit f : I C R — R est une fonction différentiable sur [° l'intérieure de

Uintervalle I telle que f' € Ly[a,b] et a, b€ I avec a <b et |f'|? est une fonction MT -convexe
1 1 /

dans [a,b], ot ¢ > 1 avec — + — = 1. Alors dans (4.7) pour toute subdivision d de |a,b] et |f (z)|

q P
< M pour tout x € [a,b], U'estimation de l’erreur trapézoidale satisfait :

Bl < M (T)] (%) S (i1 — 0. (19)

=0

Preuve. La preuve est similaire a celle de la proposition 4.3 en utilisant ’estimation (1.11) m

Proposition 4.5 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° lintérieure de l’inter-

valle I telle que f' € Lyila,b] et a, b€ I avec a < b et |f'|? est une fonction MT -convexe dans
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1 1 ,

la,b]; ot g > 1 avec —+ — = 1. Alors dans (4.7). pour toute subdivision d de [a,b] et |f (x)] < M
q p

pour tout x € [a,b], lestimation de l’erreur trapézoidale satisfait :

\E(f,d)!§M< ()( i;5)> (%) gi(xwrl_xi)- (4.9)

i=0
Preuve. la preuve est similaire a celle de la proposition 4.3 en utilisant I’estimation (1.12) m

Q=

44



Bibliographie

1]

B. Ahmad, A. Alsaedi, M. Kirane et al, Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejér,
Dragomir-Agarwal and Pachpatte type inequalities for convex functions via new fractio-

nal integrals. Journal of Computational and Applied Mathematics 353 (2019) 120-129.

S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, Two inequalities for differentiable mappings and applications

to special means of real numbers and trapezoidal formula, Modelling 57 (2013) 2403-2407

L. Fejér, Uberdie Fourierreihen, II, Math. Naturwise. Anz Ungar. Akad. Wiss. 24 (1906)
369-390, (in Hungarian)

H. Kavurmaci, M. Avci, M. E. Ozdemir, New inequalities of Hermite-Hadamard type for
convex functions with applications, J. Inequal. Appl., 2011 (2011), 11 pages. 1, 2-1

W. J. Liu, W. S. Wen, J. K. Park, Hermite-Hadamard type inequalities for MT-convex
functions via classiacal integrals and fractional integrals, J. Nonlinear Sci. Appl. 9 (2016),

T766-777

M. E. Ozdemir, M. Avci, Havva Kavurmaci, Hermite-Hadamard type inequalities for s-

convex and s-concave functions via fractional integrals, arXiv, 2012 (2012), 9 pages. 3

B. G. Pachpatte, On some inequalities for some convex functions, RGMIA Res. Rep. Coll.,
6(E) 2003

J. K. Park, Some Hermite-Hadamard Type Inequalities for MT-Convex Functions via Clas-
sical and Riemann -Liouville Fractional Integrals, Applied Mathematical Sciences, Vol. 9,

2015, no. 101,5011-5026

45



Bibliographie

[9] MZ. Sarikaya et al. /Mathematical and Computer Modelling 57 (2013) 2403-2407

[10] M. Tunc, U. Sanal and E. Gov : Some Hermite-Hadamard inequalities for beta-convex and

its fractional applications, NTMSCI 3, No. 4, 18-33 (2015)

[11] M. Tunc, E. G6v, U. Sanal, On tgs-convex function and their inequalities, Facta Univ. Ser.

Math. Inform. Accepted.

46



