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Résumé   Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur l'étude des inégalités intégrales de 

type Hermite-Hadamard. Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de 

convexité classique, MT-convexité  ainsi que quelques identités intégrales importantes que 

nous utiliserons dans les chapitres qui suivent. Dans le deuxième chapitre, nous citons certains 

résultats déjà connus dans la littérature sur les inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard 

pour les fonctions convexes en utilisant un opérateur fractionnaire de type exponentielle. 

Tandis que le dernier chapitre sera entièrement consacré aux inégalités de type Hermite-

Hadamard pour les fonctions beta-convexes et on termine notre mémoire par quelques 

applications..  

 

Mots clés : Inégalité d'Hermite-Hadamard, inégalité de Hölder, fonctions convexes, fonctions 

MT-convexes, fonctions beta-convexes, intégrale de Riemann-Liouville 

  
  

هدامار. في الفصل الأول، نذكر -في هذه المذكرة، سنركز على دراسة المتراجحات التكاملية من نوع هرميت   ملخص

الكلاسيكي، والتحدب المعمم، بالإضافة الى بعض المساواة التكاملية التي نستعملها لاحقا. في  ببعض تعريفات التحدب

هدامار للدوال -الفصل الثاني، سنذكر ببعض النتائج المعروفة في الأدب حول المتراجحات التكاملية من نوع هرميت

  كمل المذكرة ببعض التطبيقاتمحدبة ون-المحدبة. في حين ان الفصل الأخير سيخصص لدراسة الدوال بيتا
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Chapitre 1

Inégalités de type Hermite-Hadamard

pour les fonctions MT- convexes

1.1 Introduction

Les inégalités intégrales jouent un rôle important dans le développement de toutes les branches

mathématiques modernes telle que la théorie des probalilités et des statistiques, l�analyse réelle,

l�analyse complexe, et l�analyse numérique. Une inégalité très intéressante qui est largement

étudiée dans la littérature est due à Hermite et Hadamard qui l�ont découverte indépendamment

( découverte par Charles Hermite en 1883 et prouvée par Jaques Hadamard en 1893), voir

[[4] ; [7] ; [9]] : Maintenant elle est connue comme l�inégalité d�Hermite-Hadamard, on peut dire

qu�elle est le premier résultat fondamental pour les fonctions convexes avec une interprétation

géométrique naturelle et de nombreuses applications. Elle nous génère une estimation de la valeur

moyenne de la fonction convexe sur un intervalle borné. Ce célèbre résultat est donné comme

suit :

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a) + f(b)

2
: (*)

Ces dernières années, de nombreux chercheurs ont accordé beaucoup d�attention à la théorie de

la convexité en raison de sa grande utilité dans divers domaines des sciences pures et appliquées.
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Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

La théorie des fonctions convexes et les inégalités sont étroitement liées. Le concept des fonctions

convexes à e¤ectivement trouvé une place importante dans les mathématiques modernes, comme

on peut le voir dans de grand nombre d�articles de recherche et des livres consacrés au domaine

de nos jours. Beaucoup de mathématiciens ont consacré leurs e¤orts à généraliser et ra¢ ner cette

inégalité et l�étendre à di¤érentes classes de fonctions : fonctions s-convexes, fonctions p-convexes,

etc. et l�appliquer à des moyennes spéciales ( la moyenne arithmétique, la moyenne géométrique

, etc.).

L�objectif de ce travail est d�étudier et généraliser quelques inégalités intégrales pour certains

type de convexités en utilisant l�approche fractionnaire au sense de Riemann-Liouville en passant

par une introduction et quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré aux inégalités de type

Hermite-Hadamard pour les fonctions MT - convexes pour les intégrales classiques ainssi que les

intégrales fractionnaires de type Riemann-Liouville Dans le deuxième chapitre nous présentons

certains Théorèmes concernant les inégalités de type Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-

Fejér et Dragomir-Agarwal en utilisant un opérateur fractionnaire de type exponentielle.pour

les fonctions convexes. Dans le troisième chapitre on donne certains Théorèmes concernant les

fonctions beta-convexes; et on termine notre mémoire par quelques applications.

1.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les inté-

grales classiques

La convexité joue un rôle très important dans la théorie classique de l�optimisation. Elle

est un outil indispensable pour la recherche des conditions à la fois nécessaires et su¢ santes

d�optimalité. L�objectif de ce chapitre est de donner quelques résultats concernant l�inégalité

d�Hermite-Hadamard pour les fonctions MT -convexes.

Dé�nition 1.1 La fonction f : I � R �! R est dite convexe; si

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y); (1.1)

pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1] : On dit que f est concave si (�f) est convexe.
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Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

Exemple 1.1 1) f(x) = x2 est une fonction convexe dans R.

2) f(x) = ex est une fonction convexe dans R.

3) f(x) = jxj est convexe dans R.

Dé�nition 1.2 On dit que f : I � R �! R est une fonction MT -convexe si elle est positive

et pour tout x; y 2 I; t 2]0; 1[ on a :

f(tx+ (1� t)y) �
p
t

2
p
1� t

f(x) +

p
1� t
2
p
t
f(y): (1.2)

Lemme 1.1 [8] Soit f : I � R �! R une fonction di¤érentiable dans I� l�intérieure de l�inter-

valle I telles que a; b 2 I avec a < b. Si f 0 2 L1[a; b] alors pour tout h 2]0; 1[ on a :

f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du = (b�a)[(1�h)2
Z 1

0

tf
0
(tw+(1�t)a)dt+h2

Z 1

0

(t�1)f 0(tb+(1�t)w)dt]

où

w = ha+ (1� h)b:

Preuve. En intégrant par parties, on aZ 1

0

tf 0(tw + (1� t)a)dt =
�
tf(tw + (1� t)a)

w � a

�1
0

� 1

w � a

Z 1

0

f(tw + (1� t)a)dt

=
f(w)

w � a �
1

(w � a)2
Z w

a

f(u)du

et Z 1

0

(t� 1) f 0(tb+ (1� t)w)dt =
�
(t� 1) f(tb+ (1� t)w)

b� w

�1
0

� 1

b� w

Z 1

0

f(tb+ (1� t)w)dt

=
f(w)

b� w �
1

(b� w)2
Z b

w

f(u)du:

Alors

(b� a)
�
(1� h)2

Z 1

0

tf
0
(tw + (1� t)a)dt+ h2

Z 1

0

(t� 1)f 0(tb+ (1� t)w)dt
�

= (b� a)(1� h)2
�
f(w)

w � a �
1

(w � a)2
Z w

a

f(u)du

�
+ (b� a)h2

�
f(w)

b� w �
1

(b� w)2
Z b

w

f(u)du

�
= (b� a)(1� h)2

�
f(w)

(b� a)(1� h) �
1

(b� a)2(1� h)2
Z w

a

f(u)du

�
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Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

+(b� a)h2
�

f(w)

h(b� a) �
1

h2(b� a)2
Z b

w

f(u)du

�
= f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du:

Lemme 1.2 [5] Soit f : I � R �! R une fonction di¤érentiable dans I� l�intérieure de l�inter-

valle I telle que a; b 2 I avec a < b. Si f 0 2 L1[a; b], alors on a :

(b� x)f(b) + (x� a)f(a)
b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du =
(x� a)2

b� a

Z 1

0

(t� 1)f 0(tx+ (1� t)a)dt

+
(b� x)2

b� a

Z 1

0

(1� t)f 0(tx+ (1� t)b)dt

pour tout x 2 [a; b].

Preuve. En intégrant par parties :Z 1

0

(t� 1)f 0(tx+ (1� t)a)dt = f(a)

x� a �
1

(x� a)2
Z x

a

f(u)du

et Z 1

0

(1� t)f 0(tx+ (1� t)b)dt = f(b)

b� x �
1

(b� x)2
Z b

x

f(u)du

Alors

(x� a)2

b� a

Z 1

0

(t� 1)f 0(tx+ (1� t)a)dt+ (b� x)
2

b� a

Z 1

0

(1� t)f 0(tx+ (1� t)b)dt

=
(x� a)2

b� a

�
f(a)

x� a �
1

(x� a)2
Z x

a

f(u)du

�
+
(b� x)2

b� a

�
f(b)

b� x �
1

(b� x)2
Z b

x

f(u)du

�
=
(b� x)f(b) + (x� a)f(a)

b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

Théorème 1.1 [8; 5] Soit f : I � [0;1[�! R une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieure de

l�intervalle I telle que f 0 2 L1[a; b] où a; b 2 I avec a < b. Si jf
0j est une fonction MT -convexe

dans [a; b] et jf 0(x)j �M pour tout x 2 [a; b]; alors on a :

5



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

i) ����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � �

4
M(b� a); pour tout h 2]0; 1[: (1.3)

ii)����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � M�[(x� a)2 + (b� x)2]
4(b� a) ; pour tout x 2 [a; b]:

(1.4)

Preuve. i) En utilisant le Lemme 1:1 et la MT -convexité de jf 0j ; on a :����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � (b� a) �(1� h)2 Z 1

0

tjf 0(tw + (1� t)a)jdt

+h2
Z 1

0

(1� t)jf 0(tb+ (1� t)w))jdt
�

� (b� a)
�
(1� h)2

Z 1

0

t

� p
t

2
p
1� t

jf 0(w)j+
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)j

�
dt

+h2
Z 1

0

(1� t)
�p

1� t
2
p
t
jf 0(w)j+

p
t

2
p
1� t

jf 0(b)j
�
dt

�
� 1

2
M(b� a)

�
(1� h)2

Z 1

0

n
t
3
2 (1� t)� 1

2 + t
1
2 (1� t) 12

o
dt

+ h2
Z 1

0

n
t�

1
2 (1� t) 32 + t 12 (1� t) 12

o
dt

�
=

�
(1� h)2 + h2

4

�
M�(b� a) � �

4
M(b� a):

Ici, nous avons utilisé la fonction Beta d�Euler telle que :

�(x; y) =

Z 1

0

tx�1(1� t)y�1dt = � (x) � (y)

� (x+ y)
; x; y > 0

où � est la fonction Gamma d�Euler

Alors

Z 1

0

t
3
2 (1� t)� 1

2dt =

Z 1

0

t�
1
2 (1� t) 32dt = 3�

8
:Z 1

0

t
1
2 (1� t) 12dt =

Z 1

0

t
1
2 (1� t) 12dt = �

8
:

et (1� h)2 + h2 � 1:
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Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

ii) En utilisant le Lemme 1:2 et le fait que jf 0j est une fonction MT -convexe, alors on aura :����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
� (x� a)2

b� a

Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)ajdt+ (b� x)
2

b� a

Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)bjdt

� (x� a)2
b� a

Z 1

0

(1� t)
� p

t

2
p
1� t

jf 0(x)j+
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)j

�
dt

+
(b� x)2
b� a

Z 1

0

(1� t)
� p

t

2
p
1� t

jf 0(x)j+
p
1� t
2
p
t
jf 0(b)j

�
dt

� M [(x� a)2 + (b� x)2]
2(b� a)

Z 1

0

�
t1=2(1� t)1=2 + t�1=2(1� t)3=2

�
dt:

Avec � est la fonction beta d�Euler

La preuve est terminée.

Remarque 1.1 1) Dans le Théorème 1:1; si on choisit h =
1

2
dans (1:3); alors on trouve que :����f �a+ b2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � M�(b� a)
16

:

2) Dans le Théorème 1:1; si on choisit x =
a+ b

2
dans (1:4); alors on trouve que :����f(a) + f(b)2

� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � M�(b� a)
8

:

Théorème 1.2 [8; 5] Soit f : I � [0;1[�! R une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieure de

l�intervalle I telle que f 0 2 L1[a; b] et a; b 2 I avec a < b. Si jf
0jq est une fonction MT -convexe

dans [a; b]; q > 1 avec
1

q
+
1

p
= 1 et jf 0(x)j �M pour tout x 2 [a; b]; alors on a :

i) ����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � � 1

1 + p

� 1
p ��
2

� 1
q
M(b� a); pour tout h 2]0; 1[: (1.5)

ii)����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � M

(1 + p)
1
p

��
2

� 1
q (x� a)2 + (b� x)2

(b� a) ; (1.6)

pour tout x 2 [a; b]:
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Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

Preuve. i) On suppose que p > 1: D�après le Lemme 1:1 et l�inégalité de Hölder on obtient :����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
� (b� a)

�
(1� h)2

Z 1

0

tjf 0(tw + (1� t)a)jdt

+h2
Z 1

0

(1� t)jf 0(tb+ (1� t)w)jdt
�

� (b� a)
"
(1� h)2

�Z 1

0

tpdt

� 1
p

(

Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)a)jqdt)
1
q

+h2
�Z 1

0

(1� t)pdt
� 1

p
�Z 1

0

jf 0(tb+ (1� t)w)jqdt
� 1

q

#

=

�
1

1 + p

� 1
p

(b� a)
"
(1� h)2

�Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)a)jqdt
� 1

q

+h2
�Z 1

0

jf 0(tb+ (1� t)w)jqdt
� 1

q

:

#
Maintenant en utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe et jf 0(x)j �M pour tout

x 2 [a; b]; alors on aura : Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)a)jqdt

�
Z 1

0

� p
t

2
p
1� t

jf 0(w)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)jq

�
dt

=
�

4
[jf 0(w)jq + jf 0(a)jq] � �

2
M q

et Z 1

0

jf 0(tb+ (1� t)w)jqdt �
Z 1

0

�p
1� t
2
p
t
jf 0(w)jq +

p
t

2
p
1� t

jf 0(b)jq
�
dt

=
�

4
[jf 0(w)jq + jf 0(b)jq] � �

2
M q;

où Z 1

0

p
1� tp
t
dt =

Z 1

0

p
tp

1� t
dt =

�

2

Alors ����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
8



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

�
�

1

1 + p

� 1
p ��
2

� 1
q �
(1� h)2 + h2

�
M(b� a)

�
�

1

1 + p

� 1
p ��
2

� 1
q
M(b� a):

ii) On suppose que p > 1. En utilisant le Lemme 1:2 et l�inégalité de Hölder on a :����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
� (x� a)2

b� a

Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)a)jdt+ (b� x)
2

b� a

Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)b)jdt

� (x� a)2
b� a

�Z 1

0

(1� t)pdt
� 1

p
�Z 1

0

jf 0(tx+ (1� t)a)jqdt
� 1

q

+
(b� x)2
b� a

�Z 1

0

(1� t)pdt
� 1

p
�Z 1

0

jf 0(tx+ (1� t)b)jqdt
� 1

q

Maintenant en utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe et jf 0(x)j � M , alors on

aura :

Z 1

0

jf 0(tx+ (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

� p
t

2
p
1� t

jf 0(x)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)jq

�
dt =

�

4
[jf 0(x)jq + jf 0(a)jq]

� �

2
M q;

etZ 1

0

jf 0(tx+ (1� t)b)jqdt �
Z 1

0

� p
t

2
p
1� t

jf 0(x)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(b)jq

�
dt =

�

4
[jf 0(x)jq + jf 0(b)jq]

� �

2
M q;

Alors on obtient ����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
� (x� a)2

b� a
1

(1 + p)1=p

��
2
M q
� 1
q
+
(b� x)2
b� a

1

(1 + p)1=p

��
2
M q
� 1
q

=
M

(1 + p)1=p

��
2

� 1
q (x� a)2 + (b� x)2

(b� a) ; où p�1 + q�1 = 1:

9



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

Remarque 1.2 1) Dans le Théorème 1:2; si on choisit h =
1

2
dans (1:5); alors on trouve que :

����f �a+ b2
�
� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � 1

2

��
2

� 1
q

�
1

1 + p

� 1
p

M(b� a)

2) Dans le Théorème 1:2; si on choisit x =
a+ b

2
dans (1:6) alors; on trouve que :

����f(a) + f(b)2
� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � M�
1
q

(1 + p)
1
p

�
1

2

�1+ 1
q

(b� a): (1.7)

Théorème 1.3 [8; 5] Soit f : I � [0;1[�! R une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieure de

l�intervalle I telle que f 0 2 L1[a; b] et a; b 2 I avec a < b. Si jf
0jq est une fonction MT -convexe

dans [a; b]; q � 1 et jf 0(x)j �M pour tout x 2 [a; b]; alors pour tout h 2]0; 1[ on a :

i) ����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � �12
�1+ 1

q

�
1
qM(b� a); pour tout h 2]0; 1[: (1.8)

ii) ����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� �M �
1

2

�1+ 1
q

�
1
q
(x� a)2 + (b� x)2

(b� a) ; (1.9)

pour tout x 2 [a; b]:

iii)

����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� �M
 
�
�
1
2

�
�
�
q + 1

2

�
2�(q + 1)

! 1
q
(x� a)2 + (b� x)2

b� a
(1.10)

pour tout x 2 [a; b]:

Preuve. i) A partir du Lemme 1:1 et en utilisant l�inégalité des puissances moyennes; on a :����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
� (b� a)

�
(1� h)2

Z 1

0

tjf 0(tw + (1� t)a)jdt

+h2
Z 1

0

(1� t)jf 0(tb+ (1� t)w)jdt
�

10



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions MT- convexes

� (b� a)
"
(1� h)2

�Z 1

0

tdt

�1� 1
q
�Z 1

0

tjf 0(tw + (1� t)a)jqdt)
� 1

q

+h2
�Z 1

0

(1� t)dt
�1� 1

q
�Z 1

0

(1� t)jf 0(tb+ (1� t)w)jqdt
� 1

q

#

=

�
1

2

�1� 1
q

(b� a)
"
(1� h)2

�Z 1

0

tjf 0(tw + (1� t)a)jqdt
� 1

q

+h2
�Z 1

0

(1� t)jf 0(tb+ (1� t)w)jqdt
� 1

q

#
En utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe et jf 0(x)j � M pour tout x 2 [a; b];

alors on obtient :Z 1

0

tjf 0(tw + (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

t

� p
t

2
p
1� t

jf 0(w)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)jq

�
dt

=
�

4

�
3jf 0(w)jq + jf 0(a)jq

4

�
� �

4
M q:

de mêmeZ 1

0

(1� t)jf 0(tb+ (1� t)w)jqdt �
Z 1

0

(1� t)
�p
1� t
2
p
t
jf 0(w)jq +

p
t

2
p
1� t

jf 0(b)jq
�
dt

=
�

4

�
3jf 0(w)jq + jf 0(b)jq

4

�
� �

4
M q:

Par conséquent, nous avons :����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � �12
�1+ 1

q

�
1
q (b� a)

�
"
(1� h)2

�
3jf 0(w)jq + jf 0(a)jq

4

� 1
q

+ h2
�
3jf 0(w)jq + jf 0(b)jq

4

� 1
q

#

�
�
1

2

�1+ 1
q

�
1
qM(b� a):

ce qui achève la preuve.

ii) En utilisant le Lemme 1:2 et l�inégalité des puissances moyennes on a :����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
11
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� (x� a)2
b� a

Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)a)jdt+ (b� x)
2

b� a

Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)b)jdt

� (x� a)2
b� a

�Z 1

0

(1� t)dt
�1� 1

q
�Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)a)jqdt
� 1

q

+
(b� x)2
b� a

�Z 1

0

(1� t)dt
�1� 1

q
�Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)b)jqdt
� 1

q

Maintenant en utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe et jf 0(x)j � M , alors on

aura : Z 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

�
(1� t)

p
t

2
p
1� t

jf 0(x)jq + (1� t)
p
1� t

2
p
t

jf 0(a)jq
�
dt

=
1

2
jf 0(x)jq

Z 1

0

t1=2(1� t)1=2dt+ 1
2
jf 0(a)jq

Z 1

0

t�1=2(1� t)3=2dt

� 1

2
M q�

8
+
1

2
M q 3�

8
=
�

4
M q

etZ 1

0

(1� t)jf 0(tx+ (1� t)b)jqdt �
Z 1

0

�
(1� t)

p
t

2
p
1� t

jf 0(x)jq + (1� t)
p
1� t

2
p
t

jf 0(b)jq
�
dt � �

4
M q:

Alors; on obtient :����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� �M �
1

2

�1� 1
q ��
4

� 1
q (x� a)2 + (b� x)2

(b� a) :

iii) A partir du lemme 1:2 et en utilisant l�inégalité des moyennes puissances; on a :����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
� (x� a)2

b� a

Z 1

0

1:(1� t)jf 0(tx+ (1� t)ajdt+ (b� x)
2

b� a

Z 1

0

1:(1� t)jf 0(tx+ (1� t)bjdt

� (x� a)2
b� a

�Z 1

0

1dt

�1� 1
q
�Z 1

0

(1� t)qjf 0(tx+ (1� t)ajqdt
� 1

q

+
(b� x)2
b� a

�Z 1

0

1dt

�1� 1
q
�Z 1

0

(1� t)qjf 0(tx+ (1� t)ajqdt
� 1

q

:

Maintenant en utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe et jf 0(x)j � M , alors on

aura :Z 1

0

(1� t)qjf 0(tx+ (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

�
(1� t)q

p
t

2
p
1� t

jf 0(x)jq + (1� t)
q
p
1� t

2
p
t

jf 0(a)jq
�
dt

12
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=
1

2
jf 0(x)jq

Z 1

0

t1=2(1� t)q�1=2dt+ 1
2
jf 0(a)jq

Z 1

0

t�1=2(1� t)q+ 1
2dt

� 1

2
M q�

�
3

2
; q +

1

2

�
+
1

2
M q�

�
1

2
; q +

3

2

�
=
�
�
1
2

�
�
�
q + 1

2

�
2�(q + 1)

M q

et Z 1

0

(1� t)qjf 0(tx+ (1� t)b)jqdt �
Z 1

0

�
(1� t)q

p
t

2
p
1� t

jf 0(x)jq + (1� t)
q
p
1� t

2
p
t

jf 0(b)jq
�
dt

�
�
�
1
2

�
�
�
q + 1

2

�
2�(q + 1)

M q:

donc; on a :

����(b� x)f(b) + (x� a)f(a)b� a � 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� �M
 
�
�
1
2

�
�
�
q + 1

2

�
2�(q + 1)

! 1
q
(x� a)2 + (b� x)2

(b� a) ;

Remarque 1.3 1) Dans le Théorème 1:3; si on choisit h =
1

2
dans (1:8); alors on trouve que :

����f(w)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� � �12
�2+ 1

q

�
1
qM(b� a):

2) Dans le Théorème 1:3; si on choisit x =
(a+ b)

2
dans (1:9); alors on obtient que :

����f(a) + f(b)2
� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� �M �
1

2

�2+ 1
q

�
1
q (b� a): (1.11)

3) Dans le Théorème 1:3; si on choisit x =
(a+ b)

2
dans (1:10); alors on a :

����f(a) + f(b)2
� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

���� �M
 
�
�
1
2

�
�
�
q + 1

2

�
�(q + 1)

! 1
q �
1

2

�1+ 1
q

(b� a): (1.12)

13
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1.3 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les inté-

grales fractionnaires

Dé�nition 1.3 Soit f 2 L1 [a; b] alors les intégrales de Riemann-Liouville J�a+f et J�b�f d�ordre

� > 0 avec a > 0 sont dé�nies par :

J�a+f(x) :=
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt; x > a;

et

J�b�f(x) :=
1

�(�)

Z b

x

(t� x)��1f(t)dt; x < b;

telle que �(�) =
R1
0
e�uu��1du; où J0a+f(x) = J0b�f(x) = f(x): Dans le cas � = 1 l�intégrale

devienne une intégrale classique.

Le premier résultat conçernant l�inégalité d�Hermite-Hadamard pour le cas fractionnaire est

donné par le Théorème suivant

Théorème 1.4 [9] Soit f : [a; b]! R une fonction positive avec 0 � a < b et f 2 L1[a; b]. Si f

est une fonction convexe dans [a; b] alors les inégalités suivantes pour les intégrales fractionnaires

sont véri�ées :

f

�
a+ b

2

�
� � (�+ 1)

2(b� a)� [I
�
a+f(b) + I

�
b�f(a)] �

f(a) + f(b)

2
; � > 0: (1.13)

Preuve. Puisque f est une fonction convexe sur [a; b], on a pour x; y 2 [a; b] avec � = 1
2

f

�
x+ y

2

�
� f(x) + f(y)

2
(1.14)

C�est à dire, avec x = ta+ (1� t)b, y = (1� t)a+ tb, on a

2f

�
a+ b

2

�
� f(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb): (1.15)

En multipliant les deux côtés de (1:15) par t��1; puis en intégrant l�inégalité résultante par

rapport à t sur [0; 1]; on obtient :

2

�
f

�
a+ b

2

�
�
Z 1

0

t��1f(ta+ (1� t)b)dt+
Z 1

0

t��1f((1� t)a+ tb)dt

14
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=

Z a

b

�
b� u
b� a

���1
f(u)

du

a� b +
Z b

a

�
v � a
b� a

���1
f(v)

dv

b� a

=
�(�)

(b� a)� [J
�
a+f(b) + J

�
b�f(a)]

C�est à dire,

f

�
a+ b

2

�
� �(�+ 1)

2(b� a)� [J
�
a+f(b) + J

�
b�f(a)]

et la première inégalilé est démontrée.

Pour la preuve de la deuxième inégalité de (1:13), on note d�abord que si f est une fonction

convexe, alors, pour � 2 [0; 1];elle donne :

f(ta+ (1� t)b) � tf(a) + (1� t)f(b)

et

f((1� t)a+ tb) � (1� t)f(a) + tf(b):

En additionnant ces inégalités membre à membre on obtient

f(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb) � tf(a) + (1� t)f(b) + (1� t)f(a) + tf(b): (1.16)

Puis en multipliant les deux côtés de (1:16) par t��1 et en intégrant l�inégalité résultante par

rapport à t sur [0; 1], on obtient :Z 1

0

t��1f(ta+ (1� t)b)dt+
Z 1

0

t��1f((1� t)a+ tb)dt � [f(a) + f(b)]
Z 1

0

t��1dt

C�est à dire,
�(�)

(b� a)� [J
�
a+f(b) + J

�
b�f(a)] �

f(a) + f(b)

�
:

La preuve est terminée.

Lemme 1.3 [8] Soit f : I � R �! R une fonction di¤érentiable sur I� l�interieur de l�intervalle

I;telle que a; b 2 I avec a < b. Si f 0 2 L1[a; b] alors pour tout h 2]0; 1[ et � > 0 on a :
[(1� h)� + h�]
(b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)

b� a [J�w�f(a) + J
�
w+f(b)]

= (b� a)�
�
(1� h)�+1

Z 1

0

t�f 0(tw + (1� t)a)dt

�h�+1
Z 1

0

t�f 0(tw + (1� t)b)dt
�
;

où �(�) =
R1
0
e�uu��1du est la fonction Gamma d�Euler.

15
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Preuve. En intégrant par parties :Z 1

0

t�f 0(tw + (1� t)a)dt =
�
t�
f(tw + (1� t)a)

w � a

�1
0

� �

w � a

Z 1

0

t��1f(tw + (1� t)a)dt

=
f(w)

w � a �
�

w � a

Z w

a

�
u� a
w � a

���1
f(u)

w � adu

=
f(w)

w � a �
�

(w � a)�+1
Z w

a

(u� a)��1 f(u)du

=
f(w)

w � a �
��(�)

(w � a)�+1
J�w�f(a)

et Z 1

0

t�f 0(tw + (1� t)b)dt =
�
t�
f(tw + (1� t)b)

w � b

�1
0

� �

w � b

Z 1

0

t��1f(tw + (1� t)b)dt

= � f(w)
b� w +

�

b� w

Z b

w

�
b� u
b� w

���1
f(u)

b� wdu

= � f(w)
b� w +

�

(b� w)�+1
Z b

w

(b� u)��1 f(u)du

= � f(w)
b� w +

��(�)

(b� w)�+1
J�w+f(b):

Alors

(b� a)�
�
(1� h)�+1

Z 1

0

t�f 0(tw + (1� t)a)dt� h�+1
Z 1

0

t�f 0(tw + (1� t)b)dt
�

= (b�a)�
�
(1� h)�+1

�
f(w)

w � a �
�(�+ 1)

(w � a)�+1
J�w�f(a)

�
� h�+1

�
� f(w)
b� w +

�(�+ 1)

(b� w)�+1
J�w+f(b)

��
= (b� a)�

�
(1� h)�+1

�
f(w)

(b� a)(1� h) �
�(�+ 1)

(b� a)�+1(1� h)�+1J
�
w�f(a)

�
�h�+1

�
� f(w)

h(b� a) +
�(�+ 1)

h�+1(b� a)�+1J
�
w+f(b)

��
=

�
(1� h)�f(w)
(b� a)1�� � �(�+ 1)

(b� a) J
�
w�f(a)

�
�
�
� h�f(w)

(b� a)1�� +
�(�+ 1)

(b� a) J
�
w+f(b)

�
=
(1� h)�f(w)
(b� a)1�� � �(�+ 1)

(b� a) J
�
w�f(a) +

h�f(w)

(b� a)1�� �
�(�+ 1)

(b� a) J
�
w+f(b)

=
f(1� h)� + h�g
(b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)

b� a [J�w�f(a) + J
�
w+f(b)]:

16
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Lemme 1.4 [6] Soit f : I � R �! R une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieur de l�intervalle

I; où a; b 2 I avec a < b. Si f 0 2 L1[a; b]; alors pour tout x 2 [a; b] et � > 0 on a :

(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)
b� a � �(�+ 1)

b� a [J�x�f(a) + J
�
x+f(b)]

=
(x� a)�+1
b� a

Z 1

0

(t� � 1)f 0(tx+ (1� t)a)dt+ (b� x)
�+1

b� a

Z 1

0

(1� t�)f 0(tx+ (1� t)b)dt;

où �(�) =
R1
0
e�uu��1du est la fonction Gamma d�Euler.

Preuve. En intégrant par parties :Z 1

0

(t� � 1)f 0(tx+ (1� t)a)dt =
�
(t� � 1)f(tx+ (1� t)a)

x� a

�1
0

�
Z 1

0

�t��1
f(tx+ (1� t)a)

x� a dt

=
f(a)

x� a �
�

x� a

Z 1

0

t��1f(tx+ (1� t)a)dt

=
f(a)

x� a �
�

(x� a)2
Z x

a

�
u� a
x� a

���1
f(u)du

=
f(a)

x� a �
�

(x� a)�+1
Z x

a

(u� a)��1 f(u)du

=
f(a)

x� a �
��(�)

(x� a)�+1
J�x�f(a)

et Z 1

0

(1� t�)f 0(tx+ (1� t)b)dt =
�
(1� t�)f(tx+ (1� t)b)

x� b

�1
0

�
Z 1

0

�t��1
f(tx+ (1� t)b)

b� x dt

=
f(b)

b� x �
�

b� x

Z 1

0

t��1f(tx+ (1� t)b)dt

=
f(b)

b� x �
�

b� x

Z x

b

�
u� b
x� b

���1
f(u)

x� bdu

=
f(b)

b� x �
�

(b� x)2
Z b

x

�
b� u
b� x

���1
f(u)du

=
f(b)

b� x �
�

(b� x)�+1
Z b

x

(b� u)��1 f(u)du

=
f(b)

b� x �
��(�)

(b� x)�+1
J�x+f(b):

17
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Alors

(x� a)�+1
b� a

Z 1

0

(t� � 1)f 0(tx+ (1� t)a)dt+ (b� x)
�+1

b� a

Z 1

0

(1� t�)f 0(tx+ (1� t)b)dt

=
(x� a)�+1
b� a

�
f(a)

x� a �
��(�)

(x� a)�+1
J�x�f(a)

�
+
(b� x)�+1
b� a

�
f(b)

b� x �
��(�)

(b� x)�+1
J�x+f(b)

�
=
(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)

b� a � �(�+ 1)
b� a [J�x�f(a) + J

�
x+f(b)]:

Théorème 1.5 [8; 5] Soit f : I � [0;1[�! R une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieur de

l�intervalle I telle que f 0 2 L1[a; b] et a; b 2 I avec a < b. Si jf
0j est une fonction MT -convexe

dans [a; b] et jf 0(x)j �M pour tout x 2 [a; b] avec � > 0; alors on a :

i) ���� [(1� h)� + h�](b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)
b� a [J�w�f(a) + J

�
w+f(b)]

����
� (b� a)�

2
M�

�
1

2
; �+

1

2

�
; pour tout h 2]0; 1[: (1.17)

ii) ����(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)b� a � �(�+ 1)
b� a [J�x�f(a) + J

�
x+f(b)]

����
� M [(x� a)�+1 + (b� x)�+1]

2(b� a)

"
� �

�
�
�+ 1

2

�
�
�
1
2

�
� (�+ 1)

#
; pour tout x 2 [a; b]: (1.18)

Preuve. i) D�après le Lemme 1:3, la propriété du module et en utilisant la MT -convexité de

j f 0j; on obtient : ���� [(1� h)� + h�](b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)
b� a [J�w�f(a) + J

�
w+f(b)]

����
� (b� a)�

�
(1� h)�+1

Z 1

0

t� jf 0(tw + (1� t)a)j dt

+h�+1
Z 1

0

t� jf 0(tw + (1� t)b)j dt
�

� (b� a)�
2

�
(1� h)�+1

�
�

�
�+

3

2
;
1

2

�
jf 0(w)j+ �

�
�+

1

2
;
3

2

�
jf 0(a)j

�
+h�+1

�
�

�
�+

3

2
;
1

2

�
jf 0(w)j+ �

�
�+

1

2
;
3

2

�
jf 0(b)j

��
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� (b� a)�
2

M
�
(1� h)�+1 + h�+1

	�
�

�
�+

3

2
;
1

2

�
+ �

�
�+

1

2
;
3

2

��
� (b� a)�

2
M�

�
1

2
; �+

1

2

�
;

Avec l�utilisation de l�estimation: (1� h)�+1 + h�+1 � 1 pour tout h 2 [0; 1]:

ii) D�après le Lemme 1:4, la propriété du module et en utilisant la MT -convexité de j f 0j; on

obtient : ����(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)b� a � �(�+ 1)
b� a [J�x�f(a) + J

�
x+f(b)]

����
� (x� a)�+1

b� a

Z 1

0

jt� � 1jjf 0(tx+ (1� t)ajdt

+
(b� x)�+1
b� a

Z 1

0

j1� t�jjf 0(tx+ (1� t)bjdt

� (x� a)�+1
b� a

Z 1

0

(1� t�)
� p

t

2
p
1� t

jf 0(x)j+
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)j

�
dt

+
(b� x)�+1
b� a

Z 1

0

(1� t�)
� p

t

2
p
1� t

jf 0(x)j+
p
1� t
2
p
t
jf 0(b)j

�
dt

� M(x� a)�+1
2(b� a)

Z 1

0

(1� t�)
�
t1=2(1� t)�1=2 + t�1=2(1� t)1=2

�
dt

+
M(b� x)�+1
2(b� a)

Z 1

0

(1� t�)
�
t1=2(1� t)�1=2 + t�1=2(1� t)1=2

�
dt

=
M [(x� a)�+1 + (b� x)�+1]

2(b� a)

Z 1

0

(1� t�)
�
t1=2(1� t)�1=2 + t�1=2(1� t)1=2)

�
dt

=
M [(x� a)�+1 + (b� x)�+1]

2(b� a)

�
� �

�(�+ 1
2
)�(1

2
)

�(�+ 1)

�
:

On a utilisé la fonction beta d�Euler, dé�nie par

�(x; y) =

Z 1

0

tx�1(1� t)y�1dt = �(x)�(y)

�(x+ y)
; pour tout x; y > 0

Remarque 1.4 1) Dans le Théorème 1:5, si on choisit h =
1

2
dans (1:17); alors on trouve que :�����

�
b� a
2

���1
f(w)� �(�+ 1)

b� a

�
J�
(a+b2 )

�f(a) + J�
(a+b2 )

+f(b)

������
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� (b� a)�
2

�

�
1

2
; �+

1

2

�
M:

2) Dans le Théorème 1:5, si on pose x =
(a+ b)

2
dans (1:18); alors on obtient que :����(b� a)��12��1

f(a) + f(b)

2
� �(�+ 1)

b� a

�
J�
(a+b2 )

�f(a) + J�
(a+b2 )

+f(b)

�����
� M(b� a)�

2�+1

"
� �

�
�
�+ 1

2

�
�
�
1
2

�
� (�+ 1)

#
:

3) Dans le Théorème 1:5, si on prend � = 1 dans (1:18); alors on trouve l�inégalité (1:4) du

Théorème 1:1:

Théorème 1.6 [8; 5] Soit f : I � [0;1[�! R une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieur de

l�intervalle I tel que f 0 2 L1[a; b] et a; b 2 I avec a < b. Si jf
0jq est une fonction MT -convexe

dans [a; b]; q > 1 avec
1

q
+
1

p
= 1 et jf 0(x)j �M pour tout x 2 [a; b] avec � > 0; alors on a

i) ����f(1� h)� + h�g(b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)
b� a [J�w�f(a) + J

�
w+f(b)]

����
�
�

1

1 + �p

� 1
p ��
2

� 1
q
M(b� a)�; pour tout h 2]0; 1[: (1.19)

ii) ����(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)b� a � �(�+ 1)
b� a [J�x�f(a) + J

�
x+f(b)]

����
� M [(x� a)�+1 + (b� x)�+1]

(b� a)

��
2

� 1
q

 
� (p+ 1)�

�
1
�

�
��
�
1 + p+ 1

�

�! 1
p

; pour tout x 2 [a; b]: (1.20)

Preuve. D�après le Lemme 1:3; propriété du module et en utilisant l�inégalité de Hölder; on a :����f(1� h)� + h�g(b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)
b� a [J�w�f(a) + J

�
w+f(b)]

����
� (b� a)�

�
(1� h)�+1

Z 1

0

t� jf 0(tw + (1� t)a)j dt

+ h�+1
Z 1

0

t� jf 0(tw + (1� t)b)j dt
�

� (b� a)�(1� h)�+1
�Z 1

0

t�pdt

� 1
p
�Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)a)jqdt
� 1

q
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+h�+1
�Z 1

0

t�pdt

� 1
p
�Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)a)jqdt
� 1

q

=

�
1

�p+ 1

� 1
p

(b� a)�
"
(1� h)�+1

�Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)a)jqdt
� 1

q

+ h�+1
�Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)b)jqdt
� 1

q

#
Maintenant en utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe et jf 0(x)j �M pour tout

x 2 [a; b]; alors on a :Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

� p
t

2
p
1� t

jf 0(w)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)jq

�
dt

� �

4
[jf 0(w)jq + jf 0(a)jq] � �M q

2

et Z 1

0

jf 0(tw + (1� t)b)jqdt � �

4
[jf 0(w)jq + jf 0(a)jq] � �M q

2

Donc; on a : ���� [(1� h)� + h�](b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)
b� a [J�w�f(a) + J

�
w+f(b)]

����
�
�

1

�p+ 1

� 1
p

(b� a)�
"
(1� h)�+1

�
�M q

2

� 1
q

+ h�+1
�
�M q

2

� 1
q

#

=

�
1

�p+ 1

� 1
p ��
2

� 1
q �
(1� h)�+1 + h�+1

�
M(b� a)�

�
�

1

�p+ 1

� 1
p ��
2

� 1
q
M(b� a)�:

ii) D�après le Lemme 1:4 et l�inégalité de Hölder on obtient :����(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)b� a � �(�+ 1)
b� a [J�x�f(a) + J

�
x+f(b)]

����
� (x� a)�+1

b� a

Z 1

0

jt� � 1jjf 0(tx+ (1� t)ajdt

+
(b� x)�+1
b� a

Z 1

0

j1� t�jjf 0(tx+ (1� t)bjdt

� (x� a)�+1
b� a

�Z 1

0

(1� t�)p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 0(tx+ (1� t)ajqdt
� 1

q
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+
(b� x)�+1
b� a

�Z 1

0

(1� t�)p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 0(tx+ (1� t)bjqdt
� 1

q

Maintenant en utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe et jf 0(x)j � M; alors on

a : Z 1

0

jf 0(tx+ (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

� p
t

2
p
1� t

jf 0(x)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)jq

�
dt

=
�

4
[jf 0(x)jq + jf 0(a)jq] � �

2
M q;

et Z 1

0

jf 0(tx+ (1� t)b)jqdt �
Z 1

0

� p
t

2
p
1� t

jf 0(x)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(b)jq

�
dt

=
�

4
[jf 0(x)jq + jf 0(a)jq] � �

2
M q;

on a aussi Z 1

0

(1� t�)pdt = 1

�

Z 1

0

(1� s)ps 1��1ds =
� (1 + p) �

�
1
�

�
��
�
1 + p+ 1

�

�
Alors on obtient ����(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)b� a � �(�+ 1)

b� a [J�x�f(a) + J
�
x+f(b)]

����
� (x� a)�+1

b� a

 
� (1 + p) �

�
1
�

�
��
�
1 + p+ 1

�

�! 1
p �
�M q

2

� 1
q

+
(b� x)�+1
b� a

 
� (1 + p) �

�
1
�

�
��
�
1 + p+ 1

�

�! 1
p �
�M q

2

� 1
q

:

Remarque 1.5 1) Dans le Théorème 1:6; si on choisit x =
(a+ b)

2
dans (1:20); alors on trouve

que ����(b� a)��12��1
f(a) + f(b)

2
� �(�+ 1)

b� a

�
J�
(a+b2 )

�f(a) + J�
(a+b2 )

+f(b)

�����
� M(b� a)�

2�

��
2

� 1
q

 
� (p+ 1)�

�
1
�

�
��
�
1 + p+ 1

�

�! 1
p

:

2) Dans le Théorème 1:6; si on prend � = 1 dans (1:20); alors on trouve l�inégalité (1:6) du

Théorème 1:2:

Théorème 1.7 [8; 5] Soit f : I � [0;1[�! R une fonction di¤érentiable sur I�l�intérieur de

l�intervalle I telle que f 0 2 L1[a; b] et a; b 2 I avec a < b. Si jf
0jq est une fonction MT -convexe

dans [a; b]; q � 1 et jf 0(x)j �M; avec � > 0; alors on a :
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i) ����f(1� h)� + h�g(b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)
b� a [J�w�f(a) + J

�
w+f(b)]

����
�
�

1

1 + �

�1� 1
q

 
�
�
1
2
; �+ 1

2

�
2

! 1
q

M(b� a)�; pour tout h 2]0; 1[: (1.21)

ii) ����(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)b� a � �(�+ 1)
b� a [J�x�f(a) + J

�
x+f(b)]

����
� M [(x� a)�+1 + (b� x)�+1]

(b� a)

�
�

�+ 1

�1� 1
q

"
�

2
�
�
�
�+ 1

2

�
�
�
1
2

�
2� (�+ 1)

# 1
q

; pour tout x 2 [a; b]:

(1.22)

Preuve. D�après le Lemme 1:3, propriété du module et l�utilisation de l�inégalité des puissances

moyennes; on a : ���� [(1� h)� + h�](b� a)1�� f(w)� �(�+ 1)
b� a [J�w�f(a) + J

�
w+f(b)]

����
� (b� a)�

�
(1� h)�+1

Z 1

0

t� jf 0(tw + (1� t)a)j dt

+h�+1
Z 1

0

t� jf 0(tw + (1� t)b)j dt
�

� (b� a)�
"
(1� h)�+1

�Z 1

0

t�dt

�1� 1
q
�Z 1

0

t�jf 0(tw + (1� t)a)jqdt
� 1

q

+h�+1
�Z 1

0

t�dt

�1� 1
q
�Z 1

0

t�jf 0(tw + (1� t)a)jqdt
� 1

q

#

=

�
1

�+ 1

�1� 1
q

(b� a)�
"
(1� h)�+1

�Z 1

0

t�jf 0(tw + (1� t)a)jqdt
� 1

q

+h�+1
�Z 1

0

t�jf 0(tw + (1� t)b)jqdt
� 1

q

#
(1.23)

Maintenant en utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe dans [a; b] et jf 0(x)j �M;

alors on a :Z 1

0

t�jf 0(tw + (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

t�
� p

t

2
p
1� t

jf 0(w)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)jq

�
dt
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=
1

2

�
�

�
�+

3

2
;
1

2

�
jf 0(w)jq + �

�
�+

1

2
;
3

2

�
jf 0(b)jb

�
� M q

2

�
�

�
�+

3

2
;
1

2

�
+ �

�
�+

1

2
;
3

2

��
=
M q

2
�

�
1

2
; �+

1

2

�
(1.24)

et Z 1

0

t�jf 0(tw + (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

t�
� p

t

2
p
1� t

jf 0(w)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)jq

�
dt

=
1

2

�
�

�
�+

3

2
;
1

2

�
jf 0(w)jq + �

�
�+

1

2
;
3

2

�
jf 0(b)jb

�
� M q

2

�
�

�
�+

3

2
;
1

2

�
+ �

�
�+

1

2
;
3

2

��
=
M q

2
�

�
1

2
; �+

1

2

�
(1.25)

Si on utilise (1:24) et (1:25) dans (1:23) on obtient le résultat recherché

ii) D�après le Lemme 1:4 et l�inégalité des puissances moyennes on obtient :����(x� a)�f(a) + (b� x)�f(b)b� a � �(�+ 1)
b� a [J�x�f(a) + J

�
x+f(b)]

����
� (x� a)�+1

b� a

Z 1

0

jt� � 1jjf 0(tx+ (1� t)ajdt+ (b� x)
�+1

b� a

Z 1

0

j1� t�jjf 0(tx+ (1� t)bjdt

� (x� a)�+1
b� a

�Z 1

0

(1� t�) dt
�1� 1

q
�Z 1

0

(1� t�)jf 0(tx+ (1� t)ajqdt
� 1

q

+
(b� x)�+1
b� a

�Z 1

0

(1� t�) dt
�1� 1

q
�Z 1

0

(1� t�)jf 0(tx+ (1� t)bjqdt
� 1

q

(1.26)

Maintenant en utilisant le fait que jf 0jq est une fonction MT -convexe et jf 0(x)j � M; alors on

a : Z 1

0

(1� t�)jf 0(tx+ (1� t)a)jqdt �
Z 1

0

(1� t)�
� p

t

2
p
1� t

jf 0(x)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(a)jq

�
dt

� M q

2

Z 1

0

(1� t)�
�
t1=2(1� t)�1=2 + t�1=2(1� t)1=2

�
dt

=
M q

2

 
� �

�
�
�+ 1

2

�
�
�
1
2

�
� (�+ 1)

!
(1.27)

et Z 1

0

(1� t�)jf 0(tx+ (1� t)b)jqdt �
Z 1

0

(1� t)�
� p

t

2
p
1� t

jf 0(x)jq +
p
1� t
2
p
t
jf 0(b)jq

�
dt

=
M q

2

 
� �

�
�
�+ 1

2

�
�
�
1
2

�
� (�+ 1)

!
: (1.28)

Substituons (1:27) et (1:28) dans (1:26) on obtient (1:22):
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Remarque 1.6 1) Dans le Théorème 1:7, si on choisit x =
(a+ b)

2
dans (1:22) alors on trouve

que : ����(b� a)��12��1
f(a) + f(b)

2
� �(�+ 1)

b� a

�
J�
(a+b2 )

�f(a) + J�
(a+b2 )

+f(b)

�����
� M(b� a)�

2�

�
�

�+ 1

�1� 1
q

"
�

2
�
�
�
�+ 1

2

�
�
�
1
2

�
2� (�+ 1)

# 1
q

:

2) Dans le Théorème 1:7; si on choisit � = 1 dans (1:22) alors on trouve l�inégalité (1:9) du

Théorème 1:3:
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Chapitre 2

Inégalité d�Hermite-Hadamard via un

opérateur fractionnaire de type

exponentielle

2.1 Inégalités de type Hermite-Hadamard

Dé�nition 2.1 Soit f 2 L1[a; b]: Les intégrales fractionnaires I�a et I�b d�ordre � 2]0; 1[ sont

respectivement dé�nies par :

I�a f(x) =
1

�

Z x

a

exp

�
�1� �

�
(x� s)

�
f(s)ds; x > a (2.1)

et

I�b f(x) =
1

�

Z b

x

exp

�
�1� �

�
(s� x)

�
f(s)ds; x < b: (2.2)

Si � = 1; alors

lim
�!1

I�a f(x) =

Z x

a

f(s)ds; lim
�!1

I�b f(x) =

Z b

x

f(s)ds;

De plus; en vue de :

lim
�!0

1

�
exp

�
�1� �

�
(x� s)

�
= �(x� s);

On en déduit que

lim
�!0

I�a f(x) = f(x); lim
�!0

I�b f(x) = f(x):
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exponentielle

Nous �xons � =
1� �
�

(b� a):

Théorème 2.1 [1] Soit f : [a; b]! R une fonction positive avec 0 � a < b et f 2 L1[a; b]. Si f

est une fonction convexe dans [a:b] ; alors les inégalités suivantes pour les intégrales fractionnaires

(2:1) et (2:2) sont véri�ées :

f

�
a+ b

2

�
� 1� �
2(1� exp(��)) [I

�
a f(b) + I

�
b f(a)] �

f(a) + f(b)

2
: (2.3)

Preuve. Puisque f est une fonction convexe, pour x; y 2 [a; b], avec � = 1

2
on trouve que :

f

�
x+ y

2

�
� f(x) + f(y)

2
(2.4)

laquelle, pour x = ta+ (1� t)b, y = (1� t)a+ tb; prend la forme :

2f

�
a+ b

2

�
� f (ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb): (2.5)

En multipliant les deux côtés de (2; 5) par exp(��t) puis en intégrant l�inégalité résultante par

rapport à t sur [0; 1]; on obtient :

2(1� exp(��))
�

f

�
a+ b

2

�
�
Z 1

0

exp(��t)[f (ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb)]dt

=

Z 1

0

exp(��t)f (ta+ (1� t)b) dt+
Z 1

0

exp(��t)f((1� t)a+ tb)dt

=
1

b� a

Z b

a

exp

�
�1� �

�
(b� s)

�
f(s)ds+

1

b� a

Z b

a

exp

�
�1� �

�
(s� a)

�
f(s)ds

=
�

b� a [I
�
a f(b) + I

�
b f(a)]:

En conséquence nous obtenons :

2(1� exp(��))
�

f

�
a+ b

2

�
� �

b� a [I
�
a f(b) + I

�
b f(a)]:

Donc la première inégalité de (2:3) est établie.

Pour la preuve de la deuxième inégalité de (2:3), on note d�abord que f est une fonction

convexe. Alors, pour t 2 [0; 1]; on a

f (ta+ (1� t)b) � tf(a) + (1� t)f(b)

27



Chapitre 2. Inégalité d�Hermite-Hadamard via un opérateur fractionnaire de type
exponentielle

et

f((1� t)a+ tb) � (1� t)f(a) + tf(b):

En additionnant les deux inégalités précédentes, on a :

f (ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb) � f(a) + f(b): (2.6)

En multipliant les deux côtés de (2; 6) par exp(��t) puis en intégrant l�inégalité résultante par

rapport à t sur [0; 1]; on obtient :

(1� exp(��))
�

[f(a) + f(b)] �
Z 1

0

exp(��t)f (ta+ (1� t)b) dt

+

Z 1

0

exp(��t)f ((1� t)a+ tb) dt;

donc
�

b� a [I
�
a f(b) + I

�
b f(a)] �

(1� exp(��))
�

[f(a) + f(b)]:

D�où la deuxième inégalité de (2:3) est prouvée. Ceci achève la preuve du Théorème 2:1:

Corollaire 2.1 soit f : [a; b]! R une fonction positive avec 0 � a < b et f 2 L1[a; b]. Si f est

une fonction concave dans [a; b]; alors les inégalités suivantes pour les intégrales fractionnaires

(2:1) et (2:2) sont véri�ées :

f

�
a+ b

2

�
� 1� �
2(1� exp(��)) [I

�
a f(b) + I

�
b f(a)] �

f(a) + f(b)

2
:

Remarque 2.1 Pour �! 1; on trouve que :

lim
�!1

1� �
2(1� exp(��)) =

1

2(b� a) :

Ainsi, l�inégalité d�Hermite-Hadamard (�) déduite du Théorème 2:1 à la limite �! 1:

2.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard-Fejér

Théorème 2.2 [1] Soit f : [a; b] ! R une fonction convexe et intégrable avec a < b . Si

w : [a; b] ! R est une fonction positive; intégrable et symétrique par rapport à
a+ b

2
; (i:e:

w(a+ b� x) = w(x)); alors on obtient les inégalités suivantes :

f

�
a+ b

2

�
[I�aw(b)+ I

�
b w(a)] � [I�a (fw)(b)+ I�b (fw)(a)] �

f(a) + f(b)

2
[I�aw(b)+ I

�
b w(a)]: (2.7)
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Preuve. Puisque f est une fonction convexe sur [a; b], on utilise l�inégalité (2:5) pour tout

t 2 [0; 1]: En multipliant les deux côtés de (2:5) par

exp(��t)w((1� t)a+ tb); (2.8)

puis en intégrant l�inégalité résultante par rapport à t sur [0; 1]; on obtient :

2f

�
a+ b

2

�Z 1

0

exp(��t)w((1� t)a+ tb)dt

�
Z 1

0

exp(��t)f(ta+ (1� t)b)w((1� t)a+ tb)dt

+

Z 1

0

exp(��t)f((1� t)a+ tb)w((1� t)a+ tb)dt

=
1

b� a

Z b

a

exp

�
�1� �

�
(s� a)

�
f(a+ b� s)w(s)ds

+
1

b� a

Z b

a

exp

�
�1� �

�
(s� a)

�
f(s)w(s)ds

=
1

b� a

Z b

a

exp

�
�1� �

�
(b� s)

�
f(s)w(a+ b� s)ds+ �

b� aI
�
b [f(a)w(a)]

=
�

b� a fI
�
a [f(b)w(b)] + I

�
b [f(a)w(a)]g :

D�où

2f

�
a+ b

2

�Z 1

0

exp(��t)w((1� t)a+ tb)dt � �

b� a [I
�
a (f(b)w(b)) + I

�
b (f(a)w(a))]:

Puissque w est symétrique par rapport à
a+ b

2
; on a :

I�aw(b) = I
�
b w(a) =

1

2
[I�aw(b) + I

�
b w(a)] :

Donc, on a :

f

�
a+ b

2

�
[I�aw(b) + I

�
b w(a)] � I�a [f(b)w(b)] + I�b [f(a)w(a)] :

Ceci établit la première inégalité du Théorème 2:2.

A�n de prouver la deuxième inégalité de (2:7); on s�appuie sur l�inégalité (2:6) pour tout

t 2 [0; 1]. Comme f est une fonction convexe; en multipliant les deux côtés de (2; 6) par (2:8)

puis en intégrant l�inégalité résultante par rapport à t sur [0; 1]; on obtientZ 1

0

exp(��t)f(ta+ (1� t)b)w((1� t)a+ tb)dt
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+

Z 1

0

exp(��t)u((1� t)a+ tb)w((1� t)a+ tb)dt

� [f(a) + f(b)]
Z 1

0

exp(��t)w((1� t)a+ tb)dt

En conséquence; on obtient :

I�a [f(b)w(b)] + I
�
b [f(a)w(a)] �

f(a) + f(b)

2
[I�aw(b) + I

�
b w(a)] :

Donc la preuve du Théorème 2:2 est terminée.

Corollaire 2.2 Soit f : [a; b]! R une fonction concave et intégrable avec a < b. Si w : [a; b]! R

est une fonction positive; intégrable et symétrique par rapport à
a+ b

2
; (i:e: w(a+b�x) = w(x));

alors on obtient les inégalités suivantes :

f

�
a+ b

2

�
[I�aw(b) + I

�
b w(a)] � [I�a (fw) (b) + I�b (fw) (a)]

� f(a) + f(b)

2
[I�aw(b) + I

�
b w(a)]:

Remarque 2.2 Du Théorème 2:2 avec �! 1; on obtient l�inégalité d�Hermite-Hadamard-Féjer

suivante :

f

�
a+ b

2

�Z b

a

w(y)dy �
Z b

a

f(y)w(y)dy � f(a) + f(b)

2

Z b

a

w(y)dy

où f : [a; b]! R est une fonction convexe et w : [a; b]! R est une fonction positive; intégrable

et symétrique par rapport à
a+ b

2
:

2.3 Inégalités de type Dragomir-Agarwal

Théorème 2.3 [1] Soit f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I . Si jf 0j est une fonction

convexe dans [a; b] où a; b 2 I; alors on a l�inégalité suivante :����f(a) + f(b)2
� 1� �
2(1� exp(��) [I

�
a f(b) + I

�
b f(a)]

���� � b� a
2�

tanh
��
4

��
jf 0(a)j+ jf 0(b)j

�
: (2.9)

Preuve. Pour f 0 2 L1 [a; b] ; par une intégration par parties c�est facile à trouver :

f(a) + f(b)

2
� 1� �
2(1� exp(��) [I

�
a f(b) + I

�
b f(a)]
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=
b� a

2(1� exp(��)

�Z 1

0

exp(��t)f 0(ta+ (1� t)b)dt�
Z 1

0

exp(��(1� t))f 0(ta+ (1� t)b)dt
�

(2.10)

Puis, en utilisant (2:10) et la convexité de jf 0j; on obtient :����f(a) + f(b)2
� 1� �
2(1� exp(��) [I

�
a f(b) + I

�
b f(a)]

����
� b� a

2

Z 1

0

j exp(��t)� exp(��(1� t))j
1� exp(��) jf 0(ta+ (1� t)b)jdt

� b� a
2

Z 1

0

j exp(��t)� exp(��(1� t))j
1� exp(��) tjf 0(a)jdt

+
b� a
2

Z 1

0

j exp(��t)� exp(��(1� t))j
1� exp(��) (1� t)jf 0(b)jdt

=
b� a
2
jf 0(a)j

Z 1
2

0

exp(��t)� exp(��(1� t))
1� exp(��) tdt

+
b� a
2
jf 0(a)j

Z 1

1
2

exp(��(1� t))� exp(��t)
1� exp(��) tdt

+
b� a
2
jf 0(b)j

Z 1
2

0

exp(��t)� exp(��(1� t))
1� exp(��) (1� t)dt

+
b� a
2
jf 0(b)j

Z 1

1
2

exp(��(1� t))� exp(��t)
1� exp(��) (1� t)dt

=
b� a

2(1� exp(��)) [jf
0(a)j(Q1 +Q2) + jf 0(b)j(Q3 +Q4)]

Ce qui conduit à : ����f(a) + f(b)2
� 1� �
2(1� exp(��) [I

�
a f(b) + I

�
b f(a)]

����
� b� a
2(1� exp(��)) [jf

0(a)j(Q1 +Q2) + jf 0(b)j(Q3 +Q4)]; (2.11)

où

Q1 =

Z 1
2

0

(exp(��t)� exp(��(1� t)))tdt

= �
exp

�
��
2

�
�

+
1

�2
(1� exp(��)) ; (2.12)

Q2 =

Z 1

1
2

(exp(��(1� t))� exp(��t))tdt
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=
1

�

�
1� exp

�
��
2

�
+ exp(��)

�
� 1

�2
(1� exp(��)); (2.13)

Q3 =

Z 1
2

0

(exp(��t)� exp(��(1� t)))(1� t)dt

= �
exp

�
��
2

�
�

+
1

�
(1 + exp(��))� 1

�2
(1� exp(��)); (2.14)

et

Q4 =

Z 1

1
2

(exp(��t)� exp(��(1� t)))(1� t)dt

= �
exp

�
��
2

�
�

+
1

�2
(1� exp(��)) : (2.15)

En insérant la valeur de Qi(i = 1; 2; 3; 4) donnée par (2:12) � (2:15) dans (2:11); on obtient

l�inégalité (2:9); cela complète la preuve.

Corollaire 2.3 Soit f : I � R ! R une fonction di¤érentiable sur I. Si jf 0j est une fonction

concave dans [a; b] où a; b 2 I; alors on a l�inégalité suivante :����f(a) + f(b)2
� 1� �
2(1� exp(��)) [I

�
a f(b) + I

�
b f(a)]

���� � b� a
2�

tanh
��
4

�
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) :

Remarque 2.3 Pour �! 1; On observe que :

lim
�!1

1� �
2(1� exp(��)) =

1

2(b� a) et lim
�!1

b� a
2�

tanh
��
4

�
=
b� a
8
:

Alors; du Théorème 2:3 avec �! 1; on obtient l�inégalité de Dragomir-Agarwal suivante :����f(a) + f(b)2
� 1

b� a

Z b

a

f(y)dy

���� � b� a
8

(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

telle que f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I avec a; b 2 I.
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Chapitre 3

Fonctions beta-convexes

Dans ce chapitre on donne quelques résultats concernant l�inégalité d�Hermite-Hadamard

pour les fonctions beta-convexe

3.1 Inégalités pour les fonctions beta-convexes

Dé�nition 3.1 Une fonction f : I � R! R appartienne à la classe P (I) si elle est positive et

pour tout u; v 2 I avec u < v et t 2 [0; 1] ; alors l�inégalité suivante est véri�ée :

f(tu+ (1� t)v) � f(u) + f(v): (3.1)

Dé�nition 3.2 Une fonction f : I � R! R est dite de Godunova-Levin si :

f(tu+ (1� t)v) � f(u)

t
+
f(v)

1� t (3.2)

pour tout u; v 2 I avec u < v et t 2 ]0; 1[ :

Dé�nition 3.3 Une fonction f : I � R ! R est dite de s-Godunova-Levin de première espèce

si :

f(tu+ (1� t)v) � f(u)

ts
+
f(v)

1� ts (3.3)

pour tout u; v 2 I avec u < v et t 2 ]0; 1[; s 2]0; 1]:

Il est évident que pour s = 1 la dé�nition des fonctions de s-Godunova-Levin de première

espèce se réduit à la dé�nition des fonctions de Godunova-Levin .
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Dé�nition 3.4 Une fonction f : I � R ! R est dite de s-Godunova-Levin de seconde espèce

si :

f(tu+ (1� t)v) � f(u)

ts
+

f(v)

(1� t)s (3.4)

pour tout u; v 2 I avec u < v et t 2 ]0; 1[ ; s 2]0; 1[:

Il est évident que pour s = 0; les fonctions de s-Godunova-Levin de seconde espèce se ramènent

à des fonctions de P (I).

Si s = 1; elles se réduits à des fonctions de Godunova-levin

Dé�nition 3.5 Une fonction f : R+ ! R; où R+ = [0;1[; est dite s-convexe au premier sense

si :

f(�u+ �v) � �sf(u) + �sf(v): (3.5)

pour tout u; v 2 [0;1[; �; � � 0 avec �s + �s = 1: Pour certains s 2]0; 1] �xé. Cette classe des

fonctions est notée K1
s .

Dé�nition 3.6 Une fonction f : R+ ! R; où R+ = [0;1[ est dite s-convexe au deuxième sense

si :

f(�u+ �v) � �sf(u) + �sf(v): (3.6)

pour tout u; v 2 [0;1[; �; � � 0 avec � + � = 1: Pour certains s 2]0; 1] �xé. Cette classe des

fonctions est notée K2
s .

Cette dé�nition de la s-convexité considérée par Breckner; où le problème a été considéré

lorsque les fonctions rationnelles s-convexes sont s-convexes. Aussi; on note qu�on peut facile-

ment voir que pour s = 1; la s-convexité (dans les deux senses) se réduit à la convexité ordinaire

des fonctions dé�nies sur [0;+1[:

Dé�nition 3.7 Soit h : J ! R une fonction positive; h 6= 0: On dit que f : I ! R est une

fonction h-convexe; ou que f appartienne à la classe SX (h; I) ; si f est positive et pour tout u;

v 2 I avec � 2]0; 1[; on a :

f(�u+ (1� �)v) � h(�)f(u) + h(1� �)f(v): (3.7)

Si l�inégalité (3:7) est inversée; alors f est dite h-concave, c�est à dire; f 2 SV (h; I) :

34



Chapitre 3. Fonctions beta-convexes

Il est clair que si h(�) = �; alors toutes les fonctions positives convexes appartiennent à

SX (h; I) et les fonctions positives concaves appartiennent à SV (h; I) ; si h(�) =
1

�
; alors

SX (h; I) = Q(I); si h(�) = 1; alors SX (h; I) � P (I); si h(�) = �s; où s 2]0; 1[; alors

SX (h; I) � K2
s :

Remarque 3.1 Soit h une fonction positive telle que :

h(�) � �

pour tout � 2]0; 1[:par exemple; la fonction hk(v) = vk où k � 1 et v > 0 a cette propriété. Si f

est une fonction positive et convexe dans I; alors pour tout u; v 2 I; � 2]0; 1[ on a :

f(�u+ (1� �)v) � �f(u) + (1� �)f(v) � h(�)f(u) + h(1� �)f(v):

Donc f 2 SX (h; I) : De même; si la fonction h a la propriété : h(�) � � pour tout � 2]0; 1[;

alors n�importe quelle fonction f positive et concave elle appartienne à la classe SV (h; I) :

Dé�nition 3.8 Une fonction f : I � R ! R est dite une fonction beta-convexe sur I; si

l�inégalité suivante est véri�eé :

f(tu+ (1� t)v) � tp (1� t)q f(u) + tq (1� t)p f(v): (3.8)

pour tout u; v 2 I et t 2 [0; 1] ; où p; q > �1: On dit que f est beta-concave si (�f) est

beta-convexe.

Remarque 3.2 Dans la dé�nition ci-dessus si (p; q) = f(0; 0); (1; 0); (�1; 0); (�s; 0); (s; 0)g;

alors on obtient respectivement : P (I); convexité ordinaire; une fonction de Godunova-Levin; une

fonction de s-Godunova-Levin de seconde espèce; une fonction s-convexe de deuxième sense:

Théorème 3.1 [10] Soit f : I � R ! R une fonction beta-convexe; p; q > �1 et a; b 2 I avec

a < b. Alors la double inégalité suivante est véri�ée :

2p+q�1f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � �(p+ 1)�(q + 1)

�(p+ q + 2)
[f(a) + f(b)] : (3.9)

Si f est une fonction positive beta-concave; alors l�inégalité (3:9) est inversée.
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Preuve. En utilisant la beta-convexité de f dans I; alors on a :

f(ta+ (1� t)b) � tp (1� t)q f(a) + tq (1� t)p f(b) (3.10)

Intégrons les deux côtés de (3:10); nous avons :Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)dt �
Z 1

0

[tp (1� t)q f(a) + tq (1� t)p f(b)] dt

= f(a)

Z 1

0

tp (1� t)q dt+ f(b)
Z 1

0

tq (1� t)p dt

= f(a)� (p+ 1; q + 1) + f(b)� (p+ 1; q + 1)

= � (p+ 1; q + 1) [f(a) + f(b)] =
�(p+ 1)�(q + 1)

�(p+ q + 2)
[f(a) + f(b)]

En utilisant (3:10) et en substituant x = ta+ (1� t)b; y = (1� t)a+ tb, on obtient :

f

�
x+ y

2

�
= f

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�

� 1

2p+q
[f(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb)] dt:

Intégrons les deux côtés; nous avons :

f

�
a+ b

2

�
� 1

2p+q

�Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)dt+
Z 1

0

f((1� t)a+ tb)dt
�

=
1

2p+q

�
1

b� a

Z b

a

f(x)dx+
1

b� a

Z b

a

f(x)dx

�
=

1

2p+q�1(b� a)

Z b

a

f(x)dx;

ce qui achève la preuve.

Remarque 3.3 1) Si on choisit p = 0; q = 0 dans (3:9) alors on obtient l�inégalité suivante

pour les fonctions de classe P (I) :

1

b� a

Z b

a

f(x)dx � [f(a) + f(b)]:

2) Si on choisit p = 0; q = 1 ou p = 1; q = 0 dans (3:9); alors (3:9) est réduite à l�inégalité

d�Hermite-Hadamard suivante :

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a) + f(b)

2
:
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3) Si on choisit p = 1; q = 1 dans (3:9) alors on obtient l0inégalité suivante :

2f

�
a+ b

2

�
� 1

(b� a)

Z b

a

f(x)dx �
�
f(a) + f(b)

6

�
4) Si on choisit p = s; q = 0 et s 2]0; 1] dans (3:9) alors on obtient la double inégalité suivante :

2s�1f

�
a+ b

2

�
� 1

(b� a)

Z b

a

f(x)dx �
�
f(a) + f(b)

s+ 1

�
5) Si on choisit p = 2; q = 2 et s 2]0; 1] dans (3:9) alors on obtient la majoration suivante :

1

(b� a)

Z b

a

f(x)dx �
�
f(a) + f(b)

30

�
6) Si on choisit p = 10; q = 10 dans (3:9) alors on obtient la majoration suivante :

1

(b� a)

Z b

a

f(x)dx �
�
f(a) + f(b)

3879876

�
Théorème 3.2 [10] Soit f et g deux fonctions à valeurs réelles; positives et beta-convexes sur

[a; b] et p; q > �1: Alors; on a :

1

(b� a)

Z b

a

f(x)g(x)dx � �(2p+ 1)�(2q + 1)

�(2p+ 2q + 2)
M(a; b) +

�(p+ q + 1)�(p+ q + 1)

�(2p+ 2q + 2)
N(a; b); (3.11)

où

M(a; b) = f(a)g(a)dx+ f(b)g(b) et N(a; b) = f(a)g(b) + f(b)g(a):

Preuve. On utilisons la beta-convexité de f et g sur [a; b];on a :

f(ta+ (1� t)b) � tp(1� t)qf(a) + tq(1� t)qf(b) (3.12)

g(ta+ (1� t)b) � tp(1� t)qg(a) + tq(1� t)qg(b) (3.13)

de (3:12) et (3:13) on trouve :

f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b)

� [tp(1� t)qf(a) + tq(1� t)qf(b)]� [tp(1� t)qg(a) + tq(1� t)qg(b)] (3.14)

En intégrant les deux cotés de (3:14); on trouve :Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b)dt
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�
Z 1

0

[tp(1� t)qf(a) + tq(1� t)qf(b)] [tp(1� t)qg(a) + tq(1� t)qg(b)] dt

�
Z 1

0

t2p(1� t)2qf(a)g(a)dt+
Z 1

0

t2q(1� t)2pf(b)g(b)dt

+

Z 1

0

tp+q(1� t)p+qf(b)g(a)dt+
Z 1

0

tp+q(1� t)p+qf(a)g(b)dt:

Alors on obtient que

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � �(2p+ 1; 2q + 1)[f(a)g(a) + f(b)g(b)]

+�(p+ q + 1; p+ q + 1)[f(b)g(a) + f(a)g(b)]:

En utilisant la relation suivante : �(x; y) =
R 1
0
tx�1(1� t)y�1dt = �(x)�(y)

�(x+ y)
; pour tout x; y > 0

et les notations de M(a; b) et N(a; b); nous obtenons le résultat souhaité.

Remarque 3.4 1) Si nous choisissons p = 0; q = 0 dans (3:11); alors on obtient l�inégalité

suivante pour les fonctions de classe P (I) :

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � [M(a; b) +N(a; b)]:

2) Si nous choisissons p = 0; q = 1 ou p = 1; q = 0 dans (3:11); alors (3:11) se réduite à [7,

Théorème 1]:

3) Si nous choisissons p = s; q = 0 dans (3:11); alors on obtient l�inégalité suivante pour les

fonctions s-convexe au deuxième sense :

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � 1

2s+ 1
M(a; b) +

(s!)2

(2s+ 1)!
N(a; b):

4)Si nous choisissons p = 1; q = 1 dans (3:11); alors (3:11) se réduite à [11, Théorème 3].

5) Si nous choisissons p = 2; q = 2 dans (3:11); alors on obtient la majoration suivante :

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx �
�
M(a; b) +N(a; b)

630

�
:

6) Si nous choisissons p = 10; q = 10 dans (3:11); alors on obtient l�inégalité suivante :

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx �
�
M(a; b) +N(a; b)

5651707681620

�
:
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Théorème 3.3 [10] Soit f et g deux fonctions à valeurs reélles; positives et beta-convexes sur

[a; b] et p; q > �1: Alors; on a :

22(p+q)�1f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx

+
�(p+ q + 1)�(p+ q + 1)

�(2p+ 2q + 2)
M(a; b) +

�(2p+ 1)�(2q + 1)

�(2p+ 2q + 2)
N(a; b): (3.15)

Preuve. En substituant a = ta+ (1� t)b; b = (1� t)a+ tb, on a :

f

�
a+ b

2

�
= f

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�

g

�
a+ b

2

�
= g

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�
:

Puisque f et g sont bêta-convexes sur [a; b], alors on obtient :

f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
= f

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�
� g

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�

� 1

2p+q
[f(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb)]� 1

2p+q
[g(ta+ (1� t)b) + g((1� t)a+ tb)]

=
1

22p+2q
[f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb)g((1� t)a+ tb)]

+
1

22p+2q
f[tp(1� t)qf(a) + tq(1� t)pf(b)][(1� t)ptqg(a) + (1� t)qtpg(b)]

+[(1� t)ptqf(a) + (1� t)qtpf(b)][tp(1� t)qg(a) + tq(1� t)pg(b)]g

=
1

22p+2q
[f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb)g((1� t)a+ tb)]

+
1

22p+2q�1
[(1� t)p+qtp+q(f(a)g(a) + f(b)g(b))

+t2p(1� t)2q(f(a)g(b) + f(b)g(a))]: (3.16)

Comme expliqué dans la preuve de l�inégalité (3:11) donnée ci-dessus on intègre les deux membres

de (3:16) sur [0; 1] et obtient :

f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
� 1

22p+2q

�Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b)dt

+

Z 1

0

f((1� t)a+ tb)g((1� t)a+ tb)dt
�
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+
1

22p+2q�1

�
[f(a)g(b) + f(b)g(a)]

Z 1

0

(1� t)p+qtp+qdt

+[f(a)g(b) + f(b)g(a)]

Z 1

0

t2p(1� t)2qdt
�

� 1

22p+2q�1

Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b)dt

+
1

22p+2q�1
[�(p+ q + 1; p+ q + 1)M(a; b) + �(2p+ 1; 2q + 1)N(a; b)

�; 1

22p+2q�1

�
1

(b� a)

Z b

a

f(x)g(x)dt+
�(p+ q + 1)�(p+ q + 1)

�(2p+ 2q + 2)
M(a; b)

+
�(2p+ 1)�(2q + 1)

�(2p+ 2q + 2)
N(a; b)

�
:

Maintenant; multiplions les deux cotés par 22p+2q�1 on trouve (3:15):

Remarque 3.5 1) Si nous choisissons p = 0; q = 1 ou p = 1; q = 0 dans (3:15); alors (3:15) se

réduité à [7, Théorème 1]:

2) Si nous choisissons p = 1; q = 1 dans (3:15); alors (3:15) se réduite à [11, Théorème 4].

40



Chapitre 4

Applications

4.1 Applications aux moyennes spéciales

Rappelons les moyennes suivantes:

(1) la moyenne arithmétique :

A = A(a; b) =
a+ b

2
; a; b 2 R+;

(2) la moyenne logarithmique :

L(a; b) =
b� a

ln jbj � ln jaj ; jaj 6= jbj ; a; b 6= 0; a; b 2 R+;

(3) la moyenne logarithmique généralisée :

Ln(a; b) =

�
bn+1 � an+1
(b� a)(n+ 1)

� 1
n
; n 2 Znf�1; 0g; a; b 2 R+; a 6= b

Maintenant on utilise les résultats du chapitre 1 pour donner quelques applications aux

moyennes spéciales des nombres réels.

Proposition 4.1 Soit a; b 2 R; 0 < a < b et n 2 Z; jnj � 2: Alors; pour tout q � 1; on a

jA(an; bn)� Lnn(a; b)j �
M�

1
q

(1 + p)
1
p

�
1

2

�1+ 1
q

(b� a); (4.1)
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jA(an; bn)� Lnn(a; b)j �M�
1
q

�
1

2

�2+ 1
q

(b� a) (4.2)

et

jA(an; bn)� Lnn(a; b)j �M
 
�
�
1
2

�
�
�
q + 1

2

�
� (q + 1)

! 1
q �
1

2

�1+ 1
q

(b� a): (4.3)

Preuve. L�assertion découle de l�estimation (1:7) ; (1:11) et (1:12) pour f(x) = xn; x > 0 ;

n 2 Z; jnj � 2:

Proposition 4.2 Soit a; b 2 R; 0 < a < b: Alors, pour tout q � 1; on a :

��A(a�1; b�1)� L�1(a; b)�� � M�
1
q

(1 + p)
1
p

�
1

2

�1+ 1
q

(b� a); (4.4)

��A(a�1; b�1)� L�1(a; b)�� �M� 1
q

�
1

2

�2+ 1
q

(b� a); (4.5)

et ��A(a�1; b�1)� L�1(a; b)�� �M  
�
�
1
2

�
�
�
q + 1

2

�
� (q + 1)

! 1
q �
1

2

�1+ 1
q

(b� a): (4.6)

Preuve. L�assertion découle de l�estimation (1:7) , (1:11) et (1:12) pour f(x) =
1

x
; x > 0

4.2 Quelques estimations d�erreur pour la fomule trapé-

zoidale

Notation 4.1 Soit d = fa = x0 < x1 < x2 < ::: < xn�1 < xn = bg une subdivision de l0intervalle

[a; b] et considérons la formule de quadrature suivante:Z b

a

f(x)dx = T (f; d) + E(f; d); (4.7)

où

T (f; d) =
n�1X
i=0

f(xi) + f(xi+1)

2
(xi+1 � xi)

pour la résolution trapézoïdale et E(f; d) désigne l�erreur approchée associée.
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Proposition 4.3 Soit f : I � R ! R une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieure de l�inter-

valle I telle que f 0 2 L1[a; b] et a; b 2 I avec a < b et jf
0jq est une fonction MT -convexe dans

[a; b]; où p > 1 avec
1

q
+
1

p
= 1. Alors dans (4:7) pour toute subdivision d de [a; b] et jf 0(x)j �M

pour tout x 2 [a; b]; l�estimation de l�erreur trapézoïdale satisfait :

jE(f; d)j �M
�
1

2

�1+ 1
q
�

1

1 + p

� 1
p

�
1
q

n�1X
i=0

(xi+1 � xi): (4.8)

Preuve. En appliquant l�estimation (1:7) sur le sous-intervalle [xi; xi+1] (i = 0; 1; 2; :::; n� 1) de

la subdivision, on a :����f(xi) + f(xi+1)2
� 1

xi+1 + xi

Z xi+1

xi

f(x)dx

���� �M �
1

2

�1+ 1
q
�

1

1 + p

� 1
p

�
1
q (xi+1 � xi):

Donc dans (4:7); on a :����Z b

a

f(x)dx� T (f; d)
���� =

�����
n�1X
i=0

�Z xi+1

xi

f(x)dx� f(xi) + f(xi+1)
2

(xi+1 � xi)
������

�
n�1X
i=0

����Z xi+1

xi

f(x)dx� f(xi) + f(xi+1)
2

(xi+1 � xi)
����

�M
�
1

2

�1+ 1
q
�

1

1 + p

� 1
p

�
1
q

n�1X
i=0

(xi+1 � xi);

Proposition 4.4 Soit f : I � R ! R est une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieure de

l�intervalle I telle que f 0 2 L1[a; b] et a; b 2 I avec a < b et jf
0jq est une fonction MT -convexe

dans [a; b]; où q � 1 avec 1
q
+
1

p
= 1. Alors dans (4:7) pour toute subdivision d de [a; b] et jf 0(x)j

�M pour tout x 2 [a; b]; l�estimation de l�erreur trapézoïdale satisfait :

jE(f; d)j �M
��
4

� 1
q

�
1

2

�2+ 1
q
n�1X
i=0

(xi+1 � xi): (4.9)

Preuve. La preuve est similaire à celle de la proposition 4:3 en utilisant l�estimation (1:11)

Proposition 4.5 Soit f : I � R ! R une fonction di¤érentiable sur I� l�intérieure de l�inter-

valle I telle que f 0 2 L1[a; b] et a; b 2 I avec a < b et jf
0jq est une fonction MT -convexe dans
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[a; b]; où q � 1 avec 1
q
+
1

p
= 1. Alors dans (4:7): pour toute subdivision d de [a; b] et jf 0(x)j �M

pour tout x 2 [a; b]; l�estimation de l�erreur trapézoïdale satisfait :

jE(f; d)j �M
 
�
�
1
2

�
�
�
q + 1

2

�
�(q + 1)

! 1
q �
1

2

�1+ 1
q
n�1X
i=0

(xi+1 � xi): (4.9)

Preuve. la preuve est similaire à celle de la proposition 4:3 en utilisant l�estimation (1:12)
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