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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions la contrôlabilité approchée pour une classe
d'équations di�érentielles impulsives d'ordre fractionnaire de Caputo sous l'hypothèse
que l'équation di�érentielle impulsive linéaire correspondant est approximativement
contrôlable.
En basant sur le calcul fractionnaire, la théorié du semi-groupes, le théorème du point
�xe et la technique de la théorie de la contrôlabilité, des conditions su�santes pour la
contrôlabilité approchée de l'équation di�érentielle impulsive fractionnaire au sens de
Caputo sont considérés. En�n, nous avons présenté un exemple appliqué qui illustre le
côté théorique de notre étude.

Mots clés : contrôlabilité approchée, équation di�érentielle impulsive, dérivée
fractionnaire de Caputo, point �xe.
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Abstract

In this thesis, we study the approximate controllability for a class of Caputo fractional
order impulsive di�erential equations under the assumption that the corresponding
linear impulsive di�erential equation is approximately controllable.
Based on fractional calculus, semigroup theory, �xed point theorem and the technique
of controllability theory, su�cient conditions for the approximate controllability of the
fractional impulsive di�erential equation in the sense of Caputo are considered. Finally,
we presented an applied example that illustrates the theoretical side of our study.

Keywords : approximate controllability, impulsive di�erential equation, caputo
fractional derivative, �xed point.
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Introduction

Au cours des deux dernières décennies, les équations différentielles fractionnaires

ont attiré de nombreux scientifiques en raison de leurs applications dans de

nombreux domaines appliqués importants tels que la physique, l’électrochimie, la

viscoélasticité, le traitement du signal, etc. Pour plus d’applications, on peut en

trouver dans les livres [2, 10, 12] et leurs références. Il a été vérifié que les équations

différentielles fractionnaires (FDE) sont plus précises pour décrire plus précisément

le comportement dynamique d’un phénomène réel.

Récemment, une nouvelle définition nommée dérivée fractionnaire conforme est

introduite dans [3]. Cette nouvelle dérivée fractionnaire est très simple et satisfait

toutes les propriétés de la dérivée standard. De nombreuses études et discussions

liées à la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo sont apparues dans

plusieurs articles.
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Le concept de la contrôlabilité joue un rôle majeur dans les espaces de dimensions

finies et infinies, c’est-à-dire des systèmes représentés par des équations

différentielles ordinaires et des équations différentielles partielles respectivement. Il

est donc naturel d’étendre ce concept à des systèmes dynamiques représentés par des

équations différentielles fractionnaires. Par conséquent, la contrôlabilité approchée, le

concept le plus faible de contrôlabilité, a attiré beaucoup d’attention récemment, ce

qui oriente le système vers un petit voisinage arbitraire d’un état final (voir, par

exemple, [6, 11].

D’autre part, il y a des développements significatifs dans la théorie des impulsions,

en particulier dans le domaine des équations différentielles impulsives à moments

fixes, qui fournissent une description naturelle des processus d’évolution observés,

les considérant comme un outil important pour mieux comprendre plusieurs

phénomènes du monde réel en sciences appliquées. Pour plus de détails concernant

les équations différentielles impulsives, le lecteur pourra se référer à la monographie

de LAKSHMIKANTHAM ET AL. [5] et [1, 14]. Cependant, il existe peu de travaux

considérant la contrôlabilité approchée du système d’évolution impulsif fractionnaire

[8, 15].

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous fournissons les informations fondamentales

nécessaires relatives aux fonctions spéciales (Gamma et Bêta) et aux les deux

approches de la dérivée fractionnaire (Riemann-Liouville, Caputo).

Le deuxième chapitre de ce mémoire est dédié au théorie des semi-groupes, où on

présente les notions de base de cette théorie, ainsi on fait rappel sur les théorèmes de

point fixe qui sont trés utils à la résolution des équations différentielles impulsives

fractionnaires conformes.

Le trosième chapitre est dédié aux équations différentielles impulsives immpliquant

une dérivée fractionnaire de Caputo, où nous intéresserons à la question de

l’existence et la contrôlabilité approchée de ces équations, notamment, où on présente

les principaux résultats en basant sur le théorème du point fixe combinée avec la

théorie du semi-groupe. Un exemple est donnée pour illustrer la théorie.
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Chapitre 1

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous rappellons quelques notions de base que nous allons utiliser

dans les chapitres suivantes tels que : Les fonctions spéciales (Gamma, Bêta), calcul

fractionnaire (Intégrales et dérivées fractionnaires au sens de Riemann Liouville et les

dérivées fractionnaires au sens de Caputo)

1.1 Fonctions spéciales et calcul fractionnaire

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fractionnaire. Cette

fonction généralise le factoriel n!.

Définition 1.1.([2, 10]) La fonction Gamma est définie par l’intégrale

Γ (x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt, x > 0 (1.1)

NE. Ghazi Master: EDP et Analyse Numérique Univ.Guelma (2022)



1.1 Fonctions spéciales et calcul fractionnaire 8

ou parfois

Γ (x) = 2

∫ +∞

0

e−t
2

t2x−1dt, x > 0

avec Γ (1) = 1; Γ (0+) = +∞.

Quelques propriétés sur la fonction Gamma

Soit x 6= 0, n ∈ N, alors :

1. Γ (n+ 1) = n!

2. Γ (x) = Γ(x+1)
x

, pour x ∈ R−.

3. Γ (x) Γ (1− x) = π
sin(πx)

.

4. dn

dxn
Γ (x) =

∫∞
0
tx−1e−t (ln t)n dt, x > 0.

De ce qui précède, nous pouvons obtenir :

a) Γ
(

1
2

)
=
√
π

b) Γ
(

5
2

)
= 3

2
Γ
(

3
2

)
= 3

2
.1
2
Γ
(

1
2

)
= 3

4

√
π

c) Γ
(
−3

2

)
=

Γ(−3
2

+1)
−3
2

=
Γ(−1

2 )
−3
2

=
Γ( 1

2)
−3
2
.−1

2

= 4
3

√
π

Représentation de la fonction Gamma sous forme d’une limite

La fonction Gamma peut être représentée aussi par la limite

Γ (z) = lim
n→+∞

n!nz

z (z + 1) ... (z + n)
,

où nous supposons que Re (z) > 0.

1.1.2 La fonction Bêta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire : la fonction Bêta. Cette fonction

joue un rôle important spécialement dans une certaine combinaison avec la fonction

Gamma.

Définition 1.2.([2, 10]) La fonction Bêta est donnée par

B (x, y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 dt, Re (x) > 0, Re (y) > 0.1.2 (1.1)

= 2

∫ π
2

0

sin (t)2x−1 cos (t)2y−1 dt.

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma comme suit

B (x, y) =
Γ (x) Γ (y)

Γ (x+ y)
= B (y, x) ,∀x, y : Re (x) > 0, Re (y) > 0.
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1.1 Fonctions spéciales et calcul fractionnaire 9

– Quelques propriétés sur la fonction Bêta

Soient Re (x) > 0 et Re (y) > 0, alors :

1. B (x+ 1, y) = x
x+y

B (x, y) .

2. B (x, 1− x) = π
sin(πx)

.

3. B (x, 1) = 1
x
.

4. B (x, n) = (n−1)!
x.(x+1)...(x+n−1)

, n ≥ 1.

5. B (m,n) = (m−1)!(n−1)!
(m+n−1)!

, m ≥ 1 et n ≥ 1.

1.1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville

Intégrale d’ordre arbitraire

Soit f : [a; b) −→ R une fonction continue. b pouvant être fini ou infini.

Une primitive de f est donnée par l’expression

(
I1
af
)

(t) =

∫ t

a

f (τ) dτ

pour une primitive seconde on aura

(
I2
af
)

(t) =

∫ t

a

(∫ s

a

f (t) dt

)
ds.

En utilisant le théoréme de fubini, on peut écrire

(
I2
af
)

(t) =

∫ t

a

(t− τ) f (τ) dτ

en itérant, on arrive a :

(Ina f) (t) =

∫ t

a

(t− τ)n−1

(n− 1)!
f (τ) dτ.

Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative à la définition de l’intégrale fractionnaire

s’appuie sur la formule de Cauchy pour le calcul de l’intégrale répétée n fois qui est

donnée par

Inf (t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1 f (s) ds; t > a et n ∈ N∗.

NE. Ghazi Master: EDP et Analyse Numérique Univ.Guelma (2022)
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En généralisant cette formule à un ordre α réel positif et en remplaçant la fonction

factorielle par la fonction Gamma on aura la définition suivante :

Définition 1.3. ([2, 10]) L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

α > 0 d’une fonction f ∈ L1 (R+) , est formellement définie par

Iα0+f (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s) ds. (1.3)

– Propriétés de l’intégrale fractionnaire de R-L

1. L’opérateur d’intégration fractionnaire Iα0+ est borné dans Lp(R+), (1 ≤ p ≤ +∞)

et on a

||Iα0+f ||p ≤ K || f ||p,

pour toute f ∈ Lp(R+).

2. Soit α, β > 0, alors pour toute f ∈ L1(R+) on a

Iα0+I
β
0+f(t) = Iα+β

0+ f(t) = Iβ0+I
α
0+f(t),

pour presque tout t ∈ R+.

3. Soit α > 1, alors pour toute f ∈ L1(R+) on a

d

dt
(Iα0+f)(t) = (Iα−1

0+ f)(t),

4. Soit α > 0, alors pour toute f ∈ L1(R+) on a

lim
α→0+

(Iα0+f)(t) = f(t).

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. ([2, 10]) Pour α ≥ 0 et n = [α] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville d’ordre α d′une fonction f ∈ L1(R+) est formellement définie par

LDα
0+f(t) = DnIn−α0+ f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

(t− s)n−α−1 f(s) ds, t ∈ R+ (1.4)

où Dn = dn

dtn
.

Remarques

NE. Ghazi Master: EDP et Analyse Numérique Univ.Guelma (2022)
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– Pour α ∈ N∗, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la

dérivée ordinaire.

– En général, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de

Riemann-Liouville est ni nulle ni constante. A titre d’exemple si α > 0 est non

entier alors
LDα

0+
C =

C

Γ (1− α)
t−α, t ∈ R+,

pour toute constante C ∈ R.

1.1.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La définition formelle de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est donnée par

Définition 1.5. ([2, 10]) La dérivée fractionnaire à gauche au sens de Caputo d’ordre α > 0

d’une fonction f ∈ L1 (R+) est donnée par

CDα
0+f (t) =

1

Γ (n− α)

∫ t

0

(t− s)n−α−1 f (n) (s) ds, t ∈ R+, (1.5)

avec

n = [α] + 1 si α /∈ N; n = α pour α ∈ N.

Conséquence : Contrairement à la dérivée de Riemann-Liouville, la dérivée

fractionnaire de Caputo d’une fonction constante f = C est nulle.

Propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur

l’intervalle R+ est décrite par le théorème suivant :

Théorème 1.1. ([2, 10]) Soit α > 0, n = [α] + 1. Si f possède (n− 1) dérivées en 0 et si
LDα

0+f existe, alors

CDα
0+f (t) =L Dα

0+

[
f (t)−

n−1∑
k=0

f (k) (0)

k!
tk

]
, (1.6)

presque partout sur R+.

Corollaire 1.1. Si CDα
0+f et LDα

0+f existent, et si l’on suppose que f (k)(0) = 0 pour tout

k ∈ {0, 1, ..., n− 1}, alors la dérivée fractionnaire de Caputo coincide avec celle de

Riemann-Liouville, i.e.

CDα
0+f (t) =L Dα

0+f (t) , p.p. t ∈ R+. (1.7)

NE. Ghazi Master: EDP et Analyse Numérique Univ.Guelma (2022)
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Remarque

La dérivée fractionnaire de Caputo est également l’inverse de l’intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville.

Corollaire 1.2. Si CDα
0+f et CDβ

0+f existent, on a

CDα
0+

CDβ
0+f (t) 6= CDα+β

0+ f (t) 1.8 (1.2)

CDα
0+

CDβ
0+f (t) 6= CDβ

0+
CDα

0+f (t)

NE. Ghazi Master: EDP et Analyse Numérique Univ.Guelma (2022)



Chapitre 2

Semi-groupes et Solution Mild
(douce)

Dans ce chapitre nous présentons les notions de base de la théorie des semi-groupes,

la représentation des solutions de notre problème, ainsi nous présentons théorèmes

de point fixe. Ces bases mathématiques seront utilisées tout au long de notre

mémoire.

Soit X un espace de Banach muni d’une norme noté ‖.‖ et le produit scalaire 〈., .〉 ,

L(X) est l’espace des opérateurs linéaires bornés de X dans lui même dont la norme

est

‖U‖L(x) = sup
x 6=0

‖Ux‖
‖x‖

,

pour tout U ∈ L(X), L(X) est un espace de Banach.

NE. Ghazi Master: EDP et Analyse Numérique Univ.Guelma (2022)
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2.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 2.1. ([9]) Une famille d’opérateurs {	(t)}t≥0 linéaires bornés définis sur X est

dite semi-groupe fortement continu ( ou de classe C0 ), ou simplement C0-semi-groupe si on a :

(i) 	(0) = I (I est l’opérateur d’identité dans L(X)).

(ii) 	(t+ s) = 	(t)	(s) pour tout s, t ≥ 0.(propriété algebrique)

(iii) lim
t→0
||	(t)x− x|| = 0 pour tout x dans X . (propriété topologique)

si en remplace (iii) par :

lim
t→0
||	(t)− I || = 0, t ≥ 0,

il s’agit d’un semi-groupe uniformément continu.

Théorème 2.1. ([9])Pour {	(t)}t≥0 un C0-semi-groupe sur X , alors on a les propriétés

suivantes

(i) t→ |	(t)|L(X) est bornée sur tout intervalle compact [0, t1] ;

(ii) Pour tout x dans X , la fonction t→ 	(t) x est continue sur R+;

(iii) Il existe des constantes ω ∈ R et M ≥ 1 telles que:

|	(t)|L(X) ≤ Meωt, ∀t ∈ R+.

Définition 2.2. ([9]) L’opérateur A défini par :

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0

	(t)x− x
t

existe pour tout t > 0

}
et

Ax = lim
t→0

	(t) x− x
t

=
d

dt
	(t)x|t=0, pour x ∈ D (A)

est dit générateur infinitésimal du C0−semi-groupe.

L’espace D(A) est muni de la norme du graphe ||x||D(A) = ||x|| + ||Ax||, x ∈ D (A).

Remarque 2.1. Si {	(t)}t≥0 est un C0−semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés de

générateur infinitésimal A, alors il est unique.

Proposition 2.1. Soient {	(t)}t≥0 un semi groupe d’opérateurs linéaires bornées et A son

générateur infinitésimal. Si x ∈ D(A) alors 	(t)x ∈ D(A) et on a l’égalité

	(t)Ax = A	(t)x; ∀ t ≥ 0.

NE. Ghazi Master: EDP et Analyse Numérique Univ.Guelma (2022)
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Remarque 2.2. On voit que 	(t)D(A) ⊆ D(A); ∀ t ≥ 0.

Lemme 2.1. Soit {	(t)}t≥0 un C0−semi -groupe alors :

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

	(τ)xdτ = 	(t)x,

pour tout x ∈ X et t ≥ 0.

2.2 Représentation de la solution (Solution Mild)

Dans cette section on présente la solution de l’équation différentielle linéaire

fractionnaire. Le concept du solution mild peut être introduit pour étudier le

problème à valeur initiale non homogène suivant :{
dx(t)
dt

= Ax(t) + f(t), 0 < t < b,
x(0) = x0, x ∈ X (2.1)

où f : [0, b[→ X.

Nous définissons maintenant le concept d’une solution mild

Définition 2.3. Soit A un générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe {	(t)}t≥0 sur

X, x0 ∈ X, et f ∈ L1( [0, b] , X) l’espace des fonctions Bochner-intégrables sur [0, b] à

valeurs dans X .

La fonction x ∈ C( [0, b] , X) donnée par

x(t) = 	(t) x0 +

∫ t

0

	 (t− s) f(s) ds, 0 < t < b,

est la solution mild du probléme à valeur initiale (2.1) sur [0, b] .

2.3 Théorèmes du point �xe

Les théorèmes de points fixes sont des outils très utiles en mathématiques et

particulièrement dans la résolution des équations différentielles et intégrales. En

effet, ces théorèmes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles une

fonction donnée admet un point fixe, ainsi on assure l’existence de la solution d’un

problème donné en le transformant en un problème de poit fixe, et on détermine

éventuellement ces points fixes qui sont les solutions du problème posé.
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Définition 2.4. Soient (X, ‖·‖) un espace vectoriel normé et (xn) une suite de X . On dit que

(xn) est une suite de Cauchy

∀ε > 0, ∃ N ≥ 0, ∀ n > N, ∀m ≥ N, ‖xn+m − xn‖ ≤ ε.

Définition 2.5. On dit que X est complet pour la norme ‖·‖ si tout suite de Cauchy dans X

est convergente. Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 2.6. Soit f une application d’un ensemble X dans lui même. On appelle point fixe

de f tout point x ∈ X tel que

f(x) = x.

En 1922 STEFAN BANACH prouva son fameux résultat dit ”principe de contraction de

banach”, ce théorème est le résultat le plus élémentaire et le plus utilisé puisqu’il

n’assure pas seulement l’existence d’un point fixe mais aussi son unicité.

Définition 2.7. Soit (X, ‖·‖) un espace vectoriel normé. Une application φ de X dans X est

dite contactante s’il existe un nombre γ : 0 ≤ γ < 1 tel que pour tout x, y ∈ X on a

‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ γ ‖x− y‖ .

Théorème 2.2. (Point fixe de Banach)

Soit X un espace de Banach et φ : X → X est un opérateur contractant. Alors il existe un

point fixe x ∈ X tel que φx = x.
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Chapitre 3

Contrôlabilité approchée des
équations différentielles impulsives
avec une dérivée fractionnaire de
Caputo

Le but de ce chapitre est d’étudier la contrôlabilité approchée des équations

différentielles impulsives immpliquant une dérivée fractionnaire de Caputo. Les

outils mathématiques de base utilisés dans ce chapitre reposent sur le théorème du

point fixe combinée avec la théorie du semi-groupe et le calcul fractionnaire.
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3.1 Position du Problème

Ci-dessous, Nous étudions la contrôlabilité des équations différentielles impulsives

d’ordres fractionnaires au sens de Caputo sous la forme suivante :
CDα

t x(t) = −Ax(t) +Bu(t) + f (t, x(t)) , t ∈ J =: [0, b] , t 6= tk
∆x(tk) = x

(
t+k
)
− x

(
t−k
)

= Ik
(
x
(
t−k
))
, k = 1, 2, ...,m.

x (0) = x0 ∈ X,
(3.1)

où CDα
t est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 0 < α < 1. L’opérateur

−A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe 	(t)(t ≥ 0) sur un espace de

Banach X , f : J ×X → X est une fonction donnée. La fonction de contrôle u(·) prend

ses valeurs dans V = L2([0, b];U) et U est un espace de Banach. B est un opérateur

linéaire de V en L2([0, b];X).

De plus les instants fixes tk vérifient 0 = t0 < t1 < · · · < tm < b, x
(
t+k
)

et x
(
t−k
)

représentent les limites droites et gauches de x(t) à t = tk, respectivement,

∆x(tk) = x
(
t+k
)
− x

(
t−k
)
, représente le saut de l’état x au temps tk avec Ik déterminant

la taille du saut.

Soit PC(J, X) = {x : J → X , x(t) est continu partout sauf pour certains tk pour

lesquels x
(
t−k
)

et x
(
t+k
)

existent et x
(
t−k
)

= x(tk), k = 1, 2, ...m} l’espace de Banach

des applications continues par morceaux de J dans X satisfaisant la condition

supt∈J ‖x (t)‖ <∞.

Nous adoptons maintenant la solution Mild (Douce) de notre problème (3.1).

Définition 3.1. ([4, 16]) Une solution x ∈ PC(J, X) est dite une solution mild de (3.1) si

pour tout u ∈ V, l’équation intégrale fractionnaire

x(t) = S(t)x0 +
∫ t

0
(t− s)α−1 T (t− s) [Bu(s) + f(s, x(s))]ds

+
∑

0<tk<t
S (t− tk) Ik

(
x
(
t−k
))
.

(3.2)

est satisfait, pour tout 0 ≤ t ≤ b.

Où S(t) et T (t) sont des opérateurs caractéristiques donnés par

S(t) =

∫ t

0

hα (θ)	 (tαθ) dθ et T (t) = α

∫ t

0

θhα (θ)	 (tαθ) dθ.

hα est une fonction de densité de probabilité définie sur (0,∞) ; telle que

hα(θ) ≥ 0, θ ∈ (0,∞), et
∫ ∞

0

hα(θ)dθ = 1.
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Lemme 3.1. Les opérateurs S(t) et T (t) sont fortement continus, i.e., pour x ∈ X et

0 ≤ t1 < t2 ≤ b, on a ‖S(t2)x− S(t1)x‖ → 0 et ‖T (t2)x− T (t1)x‖ quand t2 → t1.

Ci-dessous nous imposons les conditions suivantes sur les données de notre

problème :

(H1) Pour tout t ≥ 0 fixé, S(t) et T (t) sont des opérateurs linéaires bornés, i.e., pour

tout x ∈ X ,

‖S(t)x‖ ≤M ‖x‖ et ‖T (t)x‖ ≤ M

Γ (α)
‖x‖ ,

où M = sup
t≥0
‖	 (t)‖ .

(H2) La fonction f : J ×X → X est continu et il existe une constante N > 0 tel que

‖f (t, x1)− f (t, x2)‖ ≤ N ‖x1 − x2‖ pour tout x1, x2 ∈ X.

(H3) La fonction de saut Ik : PC(J, X)→ X est continue et il existe une constante

βk > 0, telle que

‖Ik (x)− Ik (y)‖ ≤ βk ‖x− y‖ , k = 1, 2, ...m.

Soit x(b, x0, u) la valeur d’état de (3.1) au temps terminal b correspondant à la fonction

de contrôle u et à la valeur initiale x0. On introduit l’ensemble

R (b, x0) = {x(b, x0, u) : u ∈ V } qui est appelé l’ensemble atteignable du système (3.1)

au temps terminal b, sa fermeture dans X est notée R (b, x0).

Définition 3.2. On dit que le système (3.1) est approximativement contrôlable sur J si

R (b, x0) = X, ∀ x0 ∈ X .

Plus précisément, (3.1) est approximativement contrôlable sur J si :

∀ h ∈ X, ∀ ε > 0, ∃ u ∈ V / ‖x (b)− h‖ < ε.

Afin d’étudier la contrôlabilité approchée pour le système de contrôle fractionnaire

conforme (3.1), nous introduisons le système différentiel fractionnaire linéaire

suivant :

{
CDα

t x(t) = −Ax(t) +Bu(t), t ∈ J := [0, b] ,
x (0) = x0.

(3.3)
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La contrôlabilité approchée pour le système de contrôle linéaire d’ordre fractionnaire

de Caputo (3.3) est la généralisation naturelle de la notion du contrôlabilité

approchée pour le système de contrôle linéaire du premier ordre (α = 1). Définissons

l’opérateur Lb0 :=
∫ b

0
(b− s)α−1 T (b− s)Bu(s)ds : V → PC(J,X). Introduisons les

deux opérateurs associés à (3.3) :

Πb
0 :=

(
Lb0
) (
Lb0
)∗

=

∫ b

0

(b− s)2(α−1) T (b− s)BB∗T ∗ (b− s) ds : X → X, (3.4)

R
(
λ,Πb

0

)
=
(
λI + Πb

0

)−1
: X → X, λ > 0, (3.5)

où B∗ est l’adjoint de B et T ∗ représente l’adjoint de T .

Lemme 3.1. (Voir [7]) Le système de contrôle linéaire fractionnaire (3.3) est

approximativement contrôlable sur J si et seulement si λR
(
λ,Πb

0

)
→ 0 quand λ→ 0+.

On choisit la fonction de contrôle associée au système non linéaire (3.1) comme suit :

uλ (t, x) = B∗T ∗ (b− t)R
(
λ,Πb

0

)
{x (b)− S (b)x0

−
∫ b

0

(b− s)α−1 T (b− s) f(s, x(s))ds

−
∑

0<tk<b

S (b− tk) Ik
(
x
(
t−k
))}

Lemme 3.2. (Voir[4, 16]) Il existe des constantes réelles positives M̂, N̂ telles que pour tout

x, y ∈ PC(J,X), on a

||uλ(t, x)− uλ(t, y)|| ≤ M̂ ||x(t)− y(t)|| ,

||uλ(t, x)|| ≤ N̂

(
1

b
+ ‖x(t)‖

)
.

3.2 Existence des solutions Mild (Douce)

Cette section est consacrée à l’étude des résultats d’existence et d’unicité pour notre

problème (3.1) en utilisant le principe de l’application contractante.
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Théorème 3.1. Supposons que les hypotheses (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites et soit b > 0

un nombre réel fini quelconque. Alors pour chaque fonction de contrôle u (.) ∈ V , le systeme

de contrôle (3.1) a une solution mild unique sur J à condition que

γ :=

(
MM̂ ‖B‖ bα

Γ (α + 1)
+MN

bα

Γ (α + 1)
+M

m∑
k=1

βk

)
< 1.

Preuve.

Pour tout λ > 0, nous définissons l’opérateur Fλ : PC (J,X)→ PC (J,X) par

(Fλx) (t) = S(t)x0 +
∫ t

0
(t− s)α−1 T (t− s) [Buλ(s, x) + f(s, x(s))]ds

+
∑

0<tk<t
S (t− tk) Ik

(
x
(
t−k
))
.

Nous montrons que Fλ est un opérateur de contraction sur PC (J,X) . En fait pour

tout x, y ∈ PC (J,X) et t ∈ J, nous avons

‖(Fλx) (t)− (Fλy) (t)‖PC(J,X) ≤ sup
t∈J

∫ t

0

(t− s)α−1 ‖T (t− s)B [uλ (s, x)− uλ (s, y)]‖ ds

+ sup
t∈J

∫ t

0

(t− s)α−1 ‖T (t− s) [f (s, x (s))− f (s, y (s))]‖ ds

+ sup
t∈J

∑
0<tk<t

∥∥S (t− tk)
[
Ik
(
x
(
t−k
))
− Ik

(
y
(
t−k
))]∥∥

≤ M

Γ (α)
M̂ ‖B‖ sup

t∈J

∫ t

0

(t− s)α−1 ‖x (s)− y (s)‖ ds

+
M

Γ (α)
N sup

t∈J

∫ t

0

(t− s)α−1 ‖x (s)− y (s)‖ ds

+M
m∑
k=1

βk ‖x− y‖PC(J,X)

≤ M

((
M̂ ‖B‖+N

) bα

αΓ (α)
+

m∑
k=1

βk

)
‖x− y‖PC(J,X) .

≤ γ ‖x− y‖PC(J,X) .

Puisque 0 < γ < 1, l’opérateur Fλ est une contraction et d’après le théorème du point

fixe de Banach il existe un unique point fixe x ∈ PC (J,X) tel que (Fλx)(t) = x(t). Ce

point fixe est la solution mild du système (3.1).
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3.3 Contrôlabilité approchée

Dans cette section, nous nous intéressons aux résultats de contrôlabilité approchée

des équations différentielles impulsives impliquant un opérateur dérivé fractionnaire

de Caputo.

Théorème 3.2. Si les hypothèses (H1)− (H3) sont satisfaites, et que les conditions du

théorème 3.1 sont vérifiées, de plus si les fonctions f et I sont bornées, alors le système d’ordre

fractionnaire de Caputo (3.1) est approximativement contrôlable sur J .

Preuve.

Soit xλ un point fixe de Fλ. Tout point fixe de Fλ est une solution douce de (3.1) sous

le contrôle

uλ (t, xλ) = B∗T ∗ (b− t)R
(
λ,Πb

0

)
{x (b)− S (b)x0

−
∫ b

0

(b− s)α−1 T (b− s) f(s, xλ(s))ds

−
∑

0<tk<b

S (b− tk) Ik
(
xλ
(
t−k
))}

,

et il satisfait l’égalité

xλ(b) = x(b)− λR
(
λ,Πb

0

)
p (xλ) , (3.6)

où

p (xλ) = x (b)− S (b)x0 −
∫ b

0

(b− s)α−1 T (b− s) f(s, xλ(s))ds

−
∑

0<tk<b

S (b− tk) Ik
(
xλ
(
t−k
))

A l’aide de la bornitude des fonctions f et Ik,il existe D̂ > 0 tel que

‖f(s, xλ(s))‖ ≤ D̂, ‖Ik(xλ)‖ ≤ D̂

Alors, il se trouve des sous-suites notées par {f(s, xλ(s))} et {Ik(xλ)} qui convergent

faiblement vers f(s) et Ĩk dans L2 (J,X).

Notons par
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ω = x (b)− S (b)x0 −
∫ b

0

(b− s)α−1 T (b− s) f(s)ds

−
∑

0<tk<b

S (b− tk) Ĩk.

Il s’ensuit que

‖p (xλ)− ω‖ ≤
∥∥∥∥∫ b

0

(b− s)α−1 T (b− s) [f(s, xλ(s))− f(s)]ds

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥ ∑
0<tk<b

S (b− tk)
[
Ik (xλ)− Ĩk

]∥∥∥∥∥
−→ 0

quand λ→ 0+ à cause de la compacité de 	(t) et de l’opérateur

l (·) −→
∫ ·

0

sα−1	 (· − s) f(s)ds : L2 (J,X)→ C (J,X)

Ainsi, à partir de (3.6) et le fait que λR
(
λ,Πb

0

)
→ 0 quand λ→ 0+, on obtient

‖xλ(b)− x(b)‖ ≤
∥∥λR (λ,Πb

0

)
(ω)
∥∥+

∥∥λR (λ,Πb
0

)∥∥ ‖p (xλ)− ω‖ → 0

quand λ→ 0+. Ceci prouve la contrôlabilité approchée de notre problème (3.1).

3.4 Exemple

Considérons l’équation aux dérivées partielles impulsives fractionnaires suivante :
D

2
3x (t, z) = ∂2

∂z2
x (t, z) + µ (t, z) + x(t,z)

1+t2
,

t ∈ (0, 1] , t 6= tk,
x (t, 0) = x (t, π) = 0, t ∈ (0, 1] ,
x(0, z) = x0 (z), z ∈ [0, π],

∆x(tk) =
∫ tk

0
p (tk − s)x (s, z) dz, k = 1, 2, ...,m,

(4.1)

où CD
2
3 est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α = 2

3
et la fonction p est

mesurable et continue sur (0, 1] . La fonction de contrôle u(t) = µ(t,·), où

µ : (0, 1]× [0, π]→ [0, π] est continue.
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Pour étudier ce système, soit X = U = L2([0, π]) et l’opérateur

A : D(A) ⊂ X −→ X est donné par A = − ∂2

∂z2
avec

D(A) =
{
x ∈ X : x, ∂x

∂z
∈ X, x(0) = x(π) = 0

}
.

Il est bien connu que −A a un spectre discret avec des valeurs propres −n2, n ∈ N et

les fonctions propres normalisées correspondantes données par

en(z) =
(√

2/π
)

sinnz, (n = 1, 2, ...).

De plus (en)n∈N est une base orthonormée complète sur X . Alors

−Ax =
∞∑
n=1

n2(x, en)en, x ∈ D(A).

De plus, −A est le générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe 	(t)(t ≥ 0) dans X

et est donné par

	(t)x =
∞∑
n=1

e−n
2t(x, en)en, x ∈ X, t ≥ 0.

avec ||	(t)|| ≤ e−t ≤ 1.

On définit l’opérateur borné B : U → X par B = B∗ = I (opérateur d’identité).

Aussi, nous définissons les fonctions :

x(t)(z) = x(t, z), f (t, x(t)) (z) = x(t,z)
1+t2

, Ik(x)(z) =
∫ tk

0
p (tk − s)x (s, z) dz

Avec les choix ci-dessus de f et I , le système (4.1) peut s’écrire comme une

formulation abstraite de (3.1).

Prenons α = 2
3
, M = N = M̂ = 0.1, b = 1,

∑m
k=1 βk = 1. Alors, toutes les hypothèses

des théorèmes 3.1 et 3.2 sont satisfaites et

γ :=

(
MM̂ ‖B‖ bα

Γ (α + 1)
+MN

bα

Γ (α + 1)
+M

m∑
k=1

βk

)
< 1.

Par conséquent, le système de contrôle impulsif fractionnaire (4.1) est

approximativement contrôlable sur J .
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l’existence et la contrôlabilité approchée pour

une classe d’équations différentielles impliquant un opérateur dérivé fractionnaire au

sens de Caputo. Des conditions suffisantes pour la contrôlabilité approchée de

l’équation différentielle impulsive fractionnaire de Caputo sont considérés, en basant

sur le calcul fractionnaire, la théorié du semi-groupes et le théorème de point fixe

(Principe de l’application contractante). Finalement, nous avons fourni un exemple

pour illustrer l’applicabilité des résultats théoriques de notre étude.
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