République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supeérieur et de la Recherche
Scientifique
Université 8 Mai 1945 Guelma

Faculté des Mathématiques et de I’Informatique
et des Sciences de la Matiere
Département de Mathématiques

Mémoire

Présenté en vue de I’obtention du diplome de
Master en Mathématiques
Option : EDP Et Analyse numerique
Par :

Boudraa Hanen

Intitulé

Etude de cycles limites des champs de vecteurs

polynGmiaux par la méthode de moyennisation

Dirigé par :
Dr. Menaceur Amor
Devant le jury

PRESIDENT Dr. Bousstila Nadjib Prof Univ-Guelma
RAPPORTEUR Dr. Menaceur Amor MCA Univ-Guelma
EXAMINATEUR Dr. Bendjazia Nassima MCB Univ-Guelma

Session juillet 2022




Table des matiéres

1 Notion préliminaires 4
1.1 Systéme dynamique et points critiques . . . . . . . . ... .. 5
1.2 Portrait de phase . . . . . .. ... ... . oL 6
1.3 Théoreme de linéarisation et la stabilité de point d’équilibre . 6

1.3.1 Linéarisation et matrice jacobienne . . . . .. ... .. 9
1.4 Cyclelimite . . . . .. .. ... 11

2 Théorie de moyennisation 16
2.1 Méthode de moyennisation et solutions périodiques . . . . . . 17
2.2 Meéthode de moyennisation du premier ordre . . . . . . .. .. 17
2.3 Meéthode de moyennisation du deuxiéme ordre . . . . . .. .. 22

3 Nombre maximal de cycles limites des systémes différentiels

polynémiaux par la méthode de moyennisation 27

3.1 Le nombre maximum de cycles limites d’une famille de sys-
témes différentiels . . . . . ..o L o000 28
3.1.1 Présentation du probleme . . . . ... ... ... ... 28
3.1.2  Preuve du théoréme 3.1.1 . . . . .. .. .. ... ... 28
3.1.3 Application . . . . ... oo 31
3.1.4 Preuve du théoréme 3.1.2 . . . . ... ... ... ... 32
3.1.5 Application . . . . ... ... 38

3.2 Perturbation et cycles limites pour une classe généralisée de
systemes de Kukles . . . . . .. .. ... ... .. 40
3.2.1 Présentation du probléeme . . . . ... ... ... ... 40

3.2.2 Preuve du théoréme 3.2.1 . . . . . . .. ... ... .. 41



Résumé

Ce mémoire s’intéresse a ’étude du nombre maximal de cycles limites
des systémes différentiels ordinaires dépendant d’un petit parameétre. Plus
particulierement, on étudie deux classes de systémes différentiels en utilisant
le théorie de moyennisaion du premier et du second ordre.

La premiére classe concerne I’étude des systémes différentiels polyno-
miaux de la forme

i=y— > egu(z) + fu(z)y)

>1

y=—x—3 "(gar(x) + fae()y)

>1

pour chaque ¢ = 1, 2, giyy(z), fie(x), g2e(x) et for(x) sont de degré 4 et e
suffisament petit.

La deuxiéme classe concerne ’étude des systémes différentiels de Kukles
de la forme

T = Y,
{ y=a+e(@®+y*)(q(z,y) — A),
ou A > 0 et le polynome ¢(z,y) d’ordre n —2 > 1 et ¢(0,0) = 0.
Mots clés : Cycle limite, systéme différentiel polynémial, systéme de
Kukles, méthode de moyennisation.
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Abstract

This thesis in interested to the study of the maximum number of limit
cycles of ordinary differential systems depending of a small parameter. More
specifically, we study two classes of differential systems using the averaging
theory of first and second order.

The first class studied the polynomial differentiial systems of the form

b=y egu(z) + fr(z)y)

>1

y=—x—3 (gar(x) + faulx)y)

>1

where fi,(x), gie(x), for(z) and goo(z) have degree 4 for each ¢ = 1, 2,
and ¢ a small paramater.

The second class studied the polynomial Kukles differential system of the
form

T = -y,
{ g =r+e(@®+y*)(q(z,y) — A),

where A > 0, the polynomial ¢(z,y) has degree n — 2 > 1 and ¢(0,0) = 0.
Keywords : Limit Cycle, polynomial differential system, Kukles system,
Averaging theory.
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Introduction

Les systémes dynamiques sont les notions mathématiques qui permettent
de modéliser des phénomeénes évoluant dans le temps, ces phénomeénes pou-
vant provenir de la physique, la mécanique, I’économie, la biologie, 1’écolo-
gie, la chimie... Un systéme dynamique est constitué d’un espace de phases,
I’espace des états possibles du phénoméne convenablement paramétré, muni
d’une loi d’évolution qui décrit la variation temporelle de ’état du systéme.
Dans le cadre choisi ici, celui de lois déterministes en temps continu, cette
loi d’évolution prend la forme d’une équation différentielle.

Systémes différentiels dans le plan

Supposons qu’une soufflerie établisse sur une portion de plan un systéme
de courants d’air constant dans le temps et que 'on puisse connaitre en
chaque point la direction et la force du vent (c’est-a-dire en fait son vecteur
vitesse). Si une plume est lachée en un point du plan, elle sera entrainée par le
vent et suivra une trajectoire bien déterminée & chaque instant, cette trajec-
toire sera tangente au vecteur vitesse du vent au point considéré. Connaissant
le systéme de courants d’air, que peut-on prévoir au sujet de ces trajectoires ?

En termes mathématiques abstraits, nous nous donnons un champ de
vecteurs sur une portion du plan par deux fonctions d’une partie de R? dans
R (ses composantes) : f et g. Une trajectoire (ou orbite) sera définie par
deux fonctions dérivables x(t) et y(t) définies sur un interval I de R, et ces
fonctions seront asujéties a satisfaire les équations :

{ T = f (:C ) y),

g =g(,y).

Dans un autre exemple, le champ de vecteurs du modeéle proie-prédateur de
Lotka Volterra est donné par :

{izxm—WL
y - y(—C+ dl’)7

ou a, b, c et d sont des parameétres positifs.
Le champ de vecteurs du modéle proie-prédateur de Rosenzweig-McArthur
est quant a lui donné par :

{ i=re(l- &) - 2

CT

y = y(m+s - d)7

our, K,b, ¢, det s sont des parameétres positifs.



Dans ces exemples, le champ de vecteurs donne les vitesses instantanées
auxquelles changent les densités des deux populations z(t),y(t). A chaque
instant t, 'état du systéme formé par ces deux populations est compléte-
ment caractérisé par le point (x(t),y(t)) dans le plan. Puisque les densités
de populations sont des nombres positifs ou nuls, ’espace d’état qui nous
intéresse est le quadrant positif Ri.

Le type de probléme qui nous intéresse nous conduit a I’étude de systémes
différentiels de la forme

{ &=f (:C ) y),

v =g(z,y).

De tels systémes sont dits «autonomes», parce que les fonctions f et g ne
dépendent pas de la variable ¢ explicitement (le champ de vecteurs ne dépend
pas du temps).

Dans la théorie qualitative des équations diférentielles ordinaires et des
systemes dynamiques, ’étude de l’existence, le nombre et la stabilité des
solutions périodiques est I'un des plus importants problémes. Un cycle limite
d’une EDO est une solution périodique isolée, cette notion a été introduite par
H Poincaré [12] en 1881. Plusieurs méthodes pour la recherche des solutions
périodiques des EDO ont été créées et développées, on peut citer le théoréeme
de Poincaré Bendixson, le critére de non existence de Dulac, la bifurcation
de Hopf, la méthode de Melnikov, méthodes de perturbations,. . .

La méthode de Moyennisation est 1'une des plus importantes méthodes de
perturbations utilisées actuellement dans I’étude des cycles limites des EDO
et des systémes dynamiques. Elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov
en 1937 [6], Malkin (1956) [10], Bogoliubov et Mitropolskii [4] 1961, Roseau
(1966) [13]. Elle a été ensuite développée par Sanders et Verhulst [15], Buica,
Francoise et Llibre (2007) [1]. . .

Dans ce travail, on étudie les cycles limites des systémes différentiels non
autonomes en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre un et deux. On
s’intéresse a la recherche du nombre maximum de cycles limites qui bifurquent
des orbites périodiques du centre linéaire © = y,y = —x, perturbé par une
classe des systémes différentiels polynomiaux de Liénard et de Kukles. Ce
mémoire est subdivisé en trois chapitres.

Le premier chapitre est un rappel des notions préliminaires de la théorie
qualitative des EDO et des systémes dynamiques.

Dans le deuxieme chapitre, on introduit la théorie de Moyennisation du
premier ordre et la théorie de Moyennisation du second ordre pour chercher



le nombre maximum de Cycles limites des systéme différentiels. Nous avons
illustré les théorémes par des exemples.

Le troisieme chapitre, nous étudions premiérement le nombre maximum
de cycles limites des systémes différentiels de la forme

=y egu(z) + fr(x)y),

>1

y=—x— > e (gar(x) + farl)y),

>1

oul =1, 2, gi(x), fre(x), gae(x) et for(x) sont de degré 4 et e suffisament
petit. La second partie de ce travail est I’étude du nombre maximum de
cycles limites d’une classe des systémes différentiels polynéomiaux de Kukles,
en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre couvre les thémes nécessaires pour la compréhension de la
théorie qualitative des équations différentielles ordinnaires et des systémes
dynamique. Nous rappelons des notions générales. Nous commencons par la
définition des systémes dynamiques, les points critiques et le systéme non
linéaire au voisinage d’un point d’équilibre. En suite, nous introduisons la
notion d’un cycle limite.



1.1. SYSTEME DYNAMIQUE ET POINTS CRITIQUES

1.1 Systéme dynamique et points critiques

Définition 1.1.1 Un systémes dynamique sur R™ est une application :
U:Rt"xR" — R",

définie sur tout RT x R", telle que

x): RT — R" est continue.

) R™ = R" est continue.

x) = 1x.

Ut + s,x) =U(t; U(s,x)) pourt, s € RT.

~U(;
- U(t;
-U(0

Exemple 1.1.1 Soit le systéme linéaire :

i = Aw . +. n
{x(o)_xo,teR,me]R7 (1.1)

ot A est une matrice constante. La solution de (1.1) est
z(t) = e,
le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car l’application
U:Rt" xR" — R",
qui a tout t € R, o € R™ associe :
U(x) = ey,

vérfie les quatre propriétés précédentes

Définition 1.1.2 Soit le systéme non linéaire :
= f(x),r = (21,22, T3, ..., Tp), [ = (f1, fo, f3y s fr)- (1.2)
On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.2), le point
xo € R" tel que :

Définition 1.1.3 Considérons le systéme (1.2), le systéme
T = Az,
ol
0fi -
A= (5-(20)) = Df(x0),1 <, j <m,

3%

est un matrice (n X n),est appellé Linéarisation de (1.2) en xy.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.2 Portrait de phase

Définition 1.2.1 Soit le systéme planaire

i = P(z,y)

ou P, @ sont des polynomes (x(t),y(t)) du systéme (1.3) représentent
dans la plan (x,y) des courbes appelés orbites.

Les points critiques de ce systéme sont des solutions constantes et la figure
complete des orbites de ce systéme ainsi que ces points critiques représentés
dans le plan (z,y) est appellé plan de phase .

1.3 Théoréme de linéarisation et la stabilité
de point d’équilibre

Pour tout point d’équilibre d’un systéeme dynamique quelconque, il existe
que trois types de stabilitié : la stabilité asymptotique, la stabilité neutre, ou
I'instabilité.

Définition 1.3.1 Un point d’équilibre (xo,yo) d’un systéme dynamique
= f(x) ou z € R",

est dit neutralement stable si pour tout voisinage V' de (xo,v0), il existe
un plus petit voisinage V' reste dans V' lorsque t augmente.

Par exemple, les centres sont neutralment stables.
Définition 1.3.2 Un point d’équilibre (xo,yo) d’un systéme dynamique
&= f(x) ou xz € R",

est dit asymptotiquement stable s’il existe un voisinage V' de (o, yo)
losque t tend vers l'infini.

Par exemple, les foyers et les noeuds stables sont asymptotiquement
stables.



1.3. THEOREME DE LINEARISATION ET LA STABILITE DE POINT
D’EQUILIBRE

Définition 1.3.3 Un point d’équilibre (xq,yo) d’un systéme dynamique
&= f(z),
qut n’est pas stable est dit instable.

Soit donnée un systéme de deux équations différentielles linéaires homo-
génes a coefficient constants

{ ? = a11T + a2y (1.4)
& = anx + any
et
a1l Qa2
A= 0.
Q21 G22 ?é

Le point z = 0, y = 0, en lequel s’annulent les second membres des équations
du systeme (1.4) s’appelle point critique du systéme (1.4), pour étudier le
point critique du systéme (1.4) il faut établir I’équation caractéristique.

ap;; — A 12
a21 agy — A

~0, (1.5)

et charcher ses racines A\jet \. Les cas suivants peuvent se présenter :

1- Les racines A1, Ao de I’équation caractéristique (1.5) sont réelles et
distincts :

a) A1 < 0, Ay < 0. Le point critique est asymptotiquement stable (noeud
stable).

b) A1 > 0, A2 > 0. Le point critique est instable (noeud instable).

¢) A1 >0, A2 < 0. Le point critique est instale.

2- Les racines \j, Ay de I’équation caractéristique (1.5) sont complexes :

At =p+ig, Ads =p —ig,

a) p< 0, q # 0. Le point critique est asymptotiquement stable (foyer
stable).

b) p> 0, q # 0. Le point critique est instable (foyer instable).

¢) p=0, q # 0. Le point critique est instale(centre).

3- Les racines A\; = \y < 0 sont multiples :

a) A1 = Ay < 0 le point critique est ast asymptotiquement stable (noeud
stable).

b) Ay = A2 > 0 le point critique est instable (noeud instable).

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Exemple 1.3.1 On étude la nature du point critique (0,0) du systéme :
{ ;—f =z —2y
G =2r+y
écrivons l’équation caractéristique

1—A — 2
‘2 l—A’_Q
ol
N —2\+5=0.
Ses racines A\ = 1—2i, Ao = 1424 sont complexes ont des parties réelles posi-
tives par suite, le point critique (0,0) est un foyer instable.[Voir (FIG.1.1)].
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Exemple 1.3.2 Soit donné le systéme

Ttz

y
_t__y_z )
A

=2z

I’équation caractiristique de la forme

1— A\ 0 1
0 —1-X —1|=0,
0 0 2\



1.3. THEOREME DE LINEARISATION ET LA STABILITE DE POINT
D’EQUILIBRE

ou
(I=X(-1=-XN2-=X) =0.
Les racines de cette équation A\y = 1, Ay = —1, A3 = 2, A\ et \3 > 0,

Ay < 0 sont réelles distinctes par suite, le point critique (0,0,0) est un
instable.[Voir (FIG.1.2)].

GZ

0

1, 10172
2, % 10172

3, x 10172

4, % 10172

1.3.1 Linéarisation et matrice jacobienne
Soit (zg, yo) un point d’équilibre du systéme (1.3). Notions par
X(t) = (P(x(t), y(1), Q(x(t), y(1))),

et
Xo = (P(20, 40), Q(x0, Y0)),

on dit que (xg,yo) est stable ssi :
Ve>0, 30 >0, ||(z,y) — (xo,y0)|| <o =Vt>0: || X(t)— X0l <e,
(70, Y0) est asymptotiquement stable ssi (g, yo) est stable et

lim | X(t) = Xo|| = 0.

Au voisinage d’un point d’équilibre, la linéarisation du systéme (1.3) est
donné sous forme matricielle par :



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

()-(Erm By ue

Définition 1.3.4 On appelle matrice jacobiene associée au systéme (1.3) au
point d’équilibre (xo,o); la matrice

A— (?9_];(3507%) %_];($o,yo))
2—3(3707 Yo) %(9007 Yo)

Classification des points d’équilibre
Notion la matrice jacobienne A par

=)

Cette matrice s’appelle souvent matrice de stabilitié. Les valeurs propres de
la matrice A sont données en fonction du déterminant et de la trace par

Mg = %(tr(A) + /(tr(A))? — 4det(A)),

et vérifient les relation A\;+ Ay = tr(A) et Ay A2 = det(A). Pour la linéarisation
(1.6), le point d’équilibre (¢, yo) est alors :

- un point selle si det(A) < 0;

- un centre si det(A) > 0 et tr(A) = 0;

- un foyer si det(A) > 0 et (tr(A))? — 4det(A) < 0, ce foyer est stable si
tr(A) < 0 et instable si tr(A) > 0;

- un noeud si det(A) > 0 et (tr(A))? — 4det(A) > 0, ce noeud est stable
si tr(A) < 0 et instable si tr(A4) > 0.

Le point d’équilibre (xg,7o) est dit hyparbolique si aucune des valeurs
propres de la matrice jacobienne Df (o) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.3.1 La stabilité asymptotique impose que la limite des trajec-
toire lorsque t — oo soit le point d’équilibre, tandis que la stabilité neutre
impose seulment que les trajectoires restent dans un voisinage du point d’équi-
libre sans nécessairment tendre vers celui-ci.

10



1.4. CYCLE LIMITE

Exemple 1.3.3 Considéront le systéme dynamique suivant :

:t:_y37
Y=z,

Le point d’équilibre (0,0) est stable mais pas asymptotiquement stable.
La linéarisation au voisinage de (0,0) conduit & la matrice Jacobienne

suivant : 0 > 0 0
— Y
J - J =
(0 %)== o)

det J(o,0) = 0, l'origine est non hyparbolique et par conséquent le théoreme
de linéarisation ne s’appelique pas.

comme le montre la F'/G.1.3, les trajectoires n’approchent jamais 1’ori-
gine lorsque t tend vers l'ifini, 1'origine n’est donc pas asymptotiquement
stable.[Voir (FIG.1.3)].

1.4 Cycle limite

Quelques définitions

Définition 1.4.1 On dit que (x(t),y(t)) est une solution du systéme (1.3)
si le champs de vecteur X = (P,Q) est toujours tangent & la trajectoire

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

représentant cette solution dans le plan de phase, autrement dit,
vt e I Pla(t) y(t)r + Qa(t). y(t))y = 0.

Définition 1.4.2 On appelle solution périodique du systéme (1.3), toute so-
lution (z(t),y(t)) pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que

Vie[0,T[:x(t+T)=x(t) ety(t+T) = y(t).
Le plus petit nombre T qui convient s’appelle alors période de cette solution.

Définition 1.4.3 Dans tout ce précéde, nous avons étudié en détail les dif-
férents cas possibles ot une solution tend vers un point d’équilibre : avec le
théoréme de linéarisation.

Un autre comportement possible pour une trajectoire est de tendre vers
un mouvement périodique : dans le cas d’un systéme planaire, cela signifie
que les trajectoires tendent vers ce que [’on appelle un cycle limate.

Un cycle limite est une trajectoire fermée (donc une solution périodique)
vers laquelle tendent (resp. de laquelle s’éloignent ), lorsque t tend vers +oo,
les trajectoire voisines. Les cycle limites sont aussi des séparatrices : ils sé-
parent des régions ot les trajectoires ont des comportements différents.

Remarque 1.4.1 Par définition, un cycle limite est isolé de toute autre tra-
jectoire, ce qui implique que les centrs ne sont pas des cycles limites.

Exemple 1.4.1 Considérons le systéme suivant :
i+ (2 +i* - 1Di+a=0.

La formilation du systéme permet de passer des cordonnées cartésiennes
(x,y) aux coordonnées polaires (r,0) :
Ona:
xr=rcosf et & =y =rsinb,
. TT =Yy Ty — YT
T = s 0 = 5
r r

Y

donc
T =y,
y=—x+ @ +y* -1y,

o T =rsinf,
) = —rcos+r3sind,

12



1.4. CYCLE LIMITE

alors
7= (r2 — 1)rsin?0,
0 =—1+ (r*—1)cosfsinb,

Donc la solution est :
r=1, 0= —t.

7 > 0alors0<r <1,
r < 0 alorsr > 1.

Dans le plan de phase, c’est le cercle d’équation x® +y* = 1 et c’est un cycle
limite unique. Les autres solution s’obtiennent par intégration du systéme.

Exemple 1.4.2 Consédérons le systéme suivant :

T=y+a(l—12% -1y,
y=—z+a(l—12*—yHy.

La partie linéaire de ce systéme au point d’équilibre (0,0) est identique au
systéme linéaire de

x.:y o X = AX avec A = 0 1 .
Y=z -1 0

On est dans le cas ou A admet deux valeurs propres complexe conjuguées de
partie réelle nulle et de partie imaginaire égale a —1. On a donc des centres.

La formilation du systéme permet de passer des cordonnées cartésiennes
(x,y) aux coordonnées polaires (r,0) :

T=y+a(l —2? -y},
y=—x+a(l—2?—y?y.

On rappelle que r* = 22 + y? et que tanf = 2.
2 __ .2, .2 o .
r°=a"+y° = 2rr = 2zx + 2yy

ri =z [y + ol — 2 —yz)x} +y[-z+a(l — 2’ —y2)y]

= a(l —2* — ) (2* + v?)

13
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Létude de ce systéme montre qu’un cycle limite candidat est le cercle de
rayon r = 1 qui correspond a 7 = 0, et qui est bien décrit dant son entier

puisque 0 # 0. On voit que la stabilité va dépendre du signe de a.

o En effet, sia> 0,7 >0 pour 0 <r(0) <1,

le cercle de rayon r =1 est donc un cycle limite stable.
e Par contre, si a« <0, 7 <0 pour 0 < r(0) <1,

1 est cette fois-ci un cycle limite instable.

Le cercle de rayon r

[4

\‘/i‘}//j‘jA/x//ﬁ

~—~— e S
N
T
[ e

=TT s

Vi § S

FIG16 a=+1

=-1 FIG.15 a=0

FIG14 o
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1.4. CYCLE LIMITE

Lemme 1.4.1 Pour m, n € N, on définit

2

Lyn = /cosm(e) sin”(0)d0,

0

alors i
m J—
Im,n = Im—?,na
m-+n
et
n—1
Im,n = m,n—2
m-+n

ces intégrales sont utilisées jusqu’a ce qu’on arrive &
I(],O =27 ou 10’1 = II,O = 11’1 =0.

Notions que I, , # 0 si et seulement si m et n sont paires.

15



Chapitre 2

Théorie de moyennisation

Dans ce chapitre, nous avons introduit la théorie de la moyennisation pour
chercher le nombre maximum de cycles limites des systéme différentiels. Nous
avons illustré les théoremes par des exemples.

16



2.1. METHODE DE MOYENNISATION ET SOLUTIONS
PERIODIQUES

2.1 Meéthode de moyennisation et solutions
périodiques

La méthode de la moyennisation est 'une des plus importantes méthodes
perturbatives utilisées actuellement dans I’étude des cycles limites des sys-
témes dynamiques. Elle a été introduite par Krylovet Bogoliubov en1937 [6]
et Bogoliubov et Mitropolskii [4]. Dans le cas périodique I'idée de base est de
considérer une équation différentielle perturbée mise sous la forme standard

suivante :
T =cf(x,te), (2.1)

ont € D,z € R" |g] << 1 et f est une fonction T'—périodique en ¢, en
considérant le systéme moyenné

T = €F10(.I'),
ou

T
Fio(z) = % / F(a,t, 0)dt.
0

La recherche des racines positives du Fjo(x) réduit le probléme de la déter-
mination des solutions T-périodique de (2.1) qui est en général un probléme
difficile.

2.2 Méthode de moyennisation du premier
ordre

Théoréme 2.2.1 Soit le systéme différentiel

dx

=0

=cFi(t,z) +*R(t, z,¢), (2.2)

o F1 : RxD — R" R:RxDx|—¢s,er] — R" sont des fonctions continues,
T-périodique par rapport a t, D un sous ensemble ouvert de R"™ on définit
Fio: D — R™. Comme suite

T

Fiol2) = % / Fi(s, 2)ds, (2.3)

0

17



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

supposons que

(i) Fy et R sont localement Lipchitzienne par rapport & x.

(it) Pour a € D avec Fig(a) = 0, il existe un voisinge V de a tel que
Fio(2) # 0 pour tout z € V \ (ay €t dB(F10,V,0) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il exist une solution ®(.,e) du
systéme (2.2) T-périodique isolée telle que ®(.,c) —a quant & — 0.

Démonstrasion. (Voir|[2]).

Remarque 2.2.1 Les hypothéses de ce théoréme sont plus faible que celles
du théoréme 2.1.1, o & place de (i), il suppose que (j) Fi, R, D Fy, D>F et
D, R sont définies, continue et bornées par une constante M (indépendante
dee). A la place de (ii), il suppose que (jj) pour a € D avec Fip(a) =0, on a
JFio(0) # 0, ou D, F désigne la matrice jacobienne de F par rapport a v, D>F
la matrice hessienne de F' et Jp,,,, désigne le déterminant de la jacobienne
de Fip en a.

Exemple 2.2.1 Soit le systéme perturbé suivant :

T=1y
{y.:_x_g((x2_1)y_$3) , 0<e <<l

On pose en cordonnés polaires x = rcost ety = rsinf, on obtient le systéme

7 = esin(0)(r® cos®(0) + rsin(f) — 73 cos?(0) sin(6)) NP
6 = —1 — e cos(0)(r? cos®(#) sin(f) — sin(f) — r? cos®(6) ’ c '
En dévisant 1 par 9, on trouve
dr —esin(0)(r® cos’(0) + rsin(f) — r* cos?(9) sin(0))

d) 11— ecos(f)(r2cos3(f) + sin(d) — 2 cos?() sin(8))’
= eFy(r,0) + O(e?).

Fi(r,0) = —sin(0)(r* cos®(0) + rsin(6) — r* cos?(#) sin()).

18



2.2. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

On cherche maintenant la fonction moyenné Fio(r)

2

Folr) = — / Fi(r, 0)d0

2
0

27
1
= —— [ (r®cos®(0) sin(0) + rsin?(0) — 13 cos?(0) sin?(6))do
2
T
0

1
=r —7"2—1 .
-3

Le systéme moyenné

1 1
7 =¢eFo(r) =er [§r2 - 5} .

La racine positive de Fio(r) est ro = 2.
Donc I’équation différentielle a pour ¢ suffisamment petit un cycle limite

qui bifurque de l'orbite périodique de rayon ry = 2 du systéme perturbé, de
plus

Py, . 3, 1
dr (r) = 8T 2’
on a
dFy

=2)=1>0
dr (TO ) )

19



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

a un cycle limite instable d’amplitude » = 2, ce cycle limite est instable

(dF_lo

dr

(2) >

0). [Voir(FIG. 2.1)].

Exemple 2.2.2 Soit le systéme perturbé suivant :

T=y
{y:—x—5(1+x—6x2)y y U<e<<l.

On pose en cordonnés polaires x = rcost ety = rsinf, on obtient le systéme

{ i = e(rcos(f) + 67% cos®(#) — 1)r sin?(6)
0 = —1 + &(r cos?(0) sin(#) + 6r% cos®(0) sin(f) — cos(#) sin(A))

, 0<e << 1.

En dévisant 7 par 0, on trouve

dr

do

dr

g

O

e(rsin®(0) — r? cos(f) sin(0) — 6r® cos?(0) sin?(9))
1 — e(rcos?(0) sin(f) + 6r2 cos®(#) sin(f) — cos(f) sin(h))’
)

)+ O(e%).

(rsin®(0) — r? cos(f) sin?(#) — 6r° cos? () sin?(#
el (r,0) +O(e?).

Fi(r,0) = rsin®(0) — r* cos(f) sin®(0) — 6r° cos?(0) sin?(0).

20



2.2. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

On cherche maintenant la fonction moyenné Fio(r)

2w

1
Fl()(?") = % Fl(T‘, 0)d9
0

2

= —% (rsin®(0) — r? cos(6) sin®(8) — 6r° cos?(0) sin?())df

Le systéeme moyenné

1 3
7 =¢eF(r) =er {5 — ZTQ} .

La racine positive de Fyo(r) est ro = 2 : 0.816 50

S

Donc I’équation différentielle a pour ¢ suffisamment petit un cycle limite
qui bifurque de 'orbite périodique de rayon rq = \/lé du systéme perturbé,
de plus

dFyo

on a




CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

a un cycle limite instable d’amplitude r = -2

stable (4720 ( %) < 0).[Voir (FIG.2.2)].

~ (.82, ce cycle limite est

Sl

2.3 Meéthode de moyennisation du deuxiéme
ordre

Théoréme 2.3.1 Considérons le systéme différentiel

B dx
Cdt
ou Fy et Fy :Rx D —R" R:R XD X |—¢ef, ;[ = R" sont des fonctions
continues, T -périodique par rapport a t, D un sous ensemble ouvert de R".

On définit

By =l (t,x) + 2 Fy(t,x) + 2 R(t, x,¢), (2.4)

Fig, Fy: D — R",
tel que

T
1
Fio(2) = T/Fl(s,z)ds,
0

et
T

Fio(2) = % / (D.Fy(s, 2).an (s, 2) + Fals, 2)] ds, (2.5)

0
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2.3. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

ou
S

y1(s,2) = /Fl(t, 2)dt.

On suppose que

(i) Fi(t,.) € CY(D), Vt € R, Fy, F5, R et D, F, sont localement lipshit-
ziemnes par rapport 6 x, R est différentiable par rapport a €.

(i) pour V. C D un sous ensemble ouvert bornée et pour tout

€ |—er. e[\ {0},
il existe a. € V tel que
(Fio + €Fy)(a:) = 0 et dp(Fio(ae) + eFx(az),V,a.) # 0,

(i.e le degré de Brouwer de Fio(a:) + eFo(az)\{a.} €5t non nul).
Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
isolée ®(.,e) de l'équation (2.4) telle que ®(0,¢) = a..

Pour la démonstration voir [3].

Exemple 2.3.1 Soit le systéme différentiel polynomial perturbé
i = —y+e(y?* — 222 + 8zxy) — £2(27)
v =+ e(day) — %(2y) ’
qui s’écrit en coordonnée polaires sous la forme :
7 = e(5r% cos(f) sin*(0) + 8r? 0082(6’) sin(f) — 272 cos®*(9)) — €2(2r)
0 =1 — er(sin®(0) + 8 cos(f) sin?(0) — 6 cos?(#) sin(A)) ’
est équivalent o ’équation différentiel

d
d_g = eFi(r,0) + 2 Fy(r,0) + O(?)
e(5r% cos(f) sin?(0) + 8r2 cos?(0) sin(#) — 212 cos?(9)) — 2(2r)
3

)
1 — er(sin®(0) + 8 cos() sin?(#) — 6 cos2(f) sin(d)) ’

Fi(r,0) = (5 cos(6) sin?(#) + 8 cos®(f) sin(f) — 2 cos®(8)),

23



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

et

Fy(r,0) = r*(5cos(f)sin®() + 48 cos?(0) sin*(0) + 32 cos® () sin®(#)
—64 cos*(0) sin?(6) + 12 cos®(#) sin(6)) — 2r,

Fio(r) la fonction moyenné de Fy(r,0) est

2T
1
Flo(r) = 27]' Fl(T 0)d(9
0

(5112 + 8151 — 213

r2
a 2_
0,

puisque Fio(r) = 0 on passe la méthode de la moyenne seconde ordre, on a

D, Fi(r,0) = 2r(5cos() sin®(6) + 8 cos?() sin(#) — 2 cos®(8)),

et
(s, 2) = / Fu(r, 0)d0 = 1 / (5 cos(6) sin?(6) +8 cos?(6) sin(6) — 2 cos™(8) )b,
0 0
et
/0083(9)d9 3sins+ 45 sin3s = 3sins +  cos® ssins — 35 cos ssin’ s
08
/(Cos2(9) sin(f))df = 1 — 3 cos® s
OS
/(008(0) sin®(f))df = Xsins — &5 sin3s
0
= isins — icos?’ssins + 1—12COSSSiIl38
Alors
8 1 7 7
yi(s,z) = 7"2(5 —3 cos® s — 2 sin s — 1 cos® ssin s + Th ssin® s).
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2.3. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

Donc
2
1
Fy(r) = o (D, Fy(r,8).y1(r, s) + Fy(r, s)] ds
0
1 40 46 5 35 64
= %(27’3(311’2 - ? 51 — 1_11-173 + E 2,5 -+ 312,1 — 2[2’2 —
14 16 16 1 7 119
1471 — — —1 — 1 —1 —Ig1 — —1.
52 1 3 34— 37130 + 3 160 + 5181 + 5161 o 143
136 5
—714’2 + 24[274 + 16[3’3 + 5[175) — 27’)
1 16 136
= — |23 (=10 — 2[59 — —1I 2415 4) — 2
or r( 3 160 2,2 3 142 + 2.4) r
1,
= —re—2

a au plus une seul racine positive 7o = 2v/3 ~ 3.46, de plus

dF20 1 2
= —r° -2
dr (r) 2T
Donc
dFy




CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

par conséquent, le systéme un cycle limite unique, et ce cycle limite est in-
stable d’amplitude 7y = 21/3 ~ 3.46. [Voir (FI1G.2.3)].
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Chapitre 3

Nombre maximal de cycles
limites des systémes
différentiels polynéomiaux par la
méthode de moyennisation

Dans ce chapitre, nous étudions premiérement le nombre maximum de
Cycles limites des systémes différentiels de la forme

b=y — 3 e(gu(x) + fu(z)y)

>1
J =~ — 3 e gae(a) + farlz)y) (3:1)

>1

pour chaque ¢ = 1,2, gio(x), fre(x), goe(x) et for(x) sont de degré 4 et e
suffisament petit, en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre
et du deuxiéme ordre.

La second partie de ce travail est I’étude du nombre maximum de Cycles
limites d’une classe des systémes différentiels polynémiaux de Kukles, en
utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. De plus, Cette étude
est illustrée par des applications.
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CHAPITRE 3. NOMBRE MAXIMAL DE CYCLES LIMITES DES
SYSTEMES DIFFERENTIELS POLYNOMIAUX PAR LA METHODE
DE MOYENNISATION

3.1 Le nombre maximum de cycles limites
d’une famille de systémes différentiels

3.1.1 Présentation du probléme

Les chercheurs considérent deux classe spéciales des équations différen-
tielles, ’équation de Liénard et I’équation de Kukles. L’équation de Liénard
polynomiale (1928) s’écrit :

i+ f(z)t +g(z) =0,

ou f(z) et g(x) sont des polynomes. Cette équation peut se transformer en
un systéme de deux équations du premier ordre en posant £ = y on a :

r=y
{ §=—g(z)— fla)y - (32)

En 2010, Llibre, Mereu et Teixeira [9], ont étudié le nombre maximum
de cycles limites du systéme (3.2) qui bifurquent d’un centre linéaire = = v,
7 = x en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre k, ou k = 1, 2, 3.

Dans cette part, en utilisant le théorie de moyennisation, nous étudions le
nombre maximal de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du
centre liniéaire © = y, y = x d’une classe d’équations différentielles de type
(3.1). Cette étude a fait 'objet d’un article publié dans (Proc.R.Soc) (2012)

8]

Théoréme 3.1.1 Pour || > 0 suffisamment petit, le systéme différentiel
polynomial (3.1) avec ¢ = 1, a au plus deux cycles limites bifurquant des
orbites périodiques du centre, en utilisant la méthode de moyennisation du
premier ordre.

Théoréme 3.1.2 Pour || > 0 suffisamment petit, le systéme différentiel
polynomial (3.1) avec ¢ = 2, a au plus trois cycles limites bifurquant des
orbites périodiques du centre, en utilisant la méthode de moyennisation du
deuxiéme ordre.

3.1.2 Preuve du théoréme 3.1.1

Considérons le systéme (3.1) avec £ = 1

T = Y= 8(911<1‘) + fll(llf)y>,
{ g =—x—¢e(ga(z) + faul(r)y), (3.3)
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3.1. LE NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES D’UNE FAMILLE
DE SYSTEMES DIFFERENTIELS

ol gi1, fi1, go1 et fo1 de degré 4, et e suffisament petit.

fulz) = Zazx for(x be
911(96) = ZC”C et 921 de

Dans cette preuve, on utilise la théorie de moyenisation du premier ordre.
En coordonnées polaires (r,6), ou z = rcosf et y = rsinf, le systéme (3.3)
devient

1 1
—[>> birttl cost @sin® 0 + >~ d;ri cos' O sin 6
i=0 =
4 . . 4 . .
+ > a;r™ cos™ Osin O + > ¢t cost 0]
= i=0

. 4 . . 4 . .
0=—1—=5[> bir'™cos™ Osinf + Y dir' cos™ 1§
i=0 i=0

4 4
— S agr™tcos’ fsin? 0 — Y ¢;r' cos’ fsin 4]

\ =0 1=0

ou d’une maniére équivalente

dr €A
9 1+:B°
ou
4 4
A = Z bt cost Hsin? 6 + Z d;r* cos' 0sin 0
=0 =0
4 4
+ Z a;r ™ cos fsin 6 + Z c;rtcost o,
i=0 i=0
et

4 4
B = 5 br Tt cost O sin O + E d;rt cos' 6
i—0

=0

4
- E a;r cos' fsin? 6 — E ¢;r' cos' fsin 6,

=0 i=0
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CHAPITRE 3. NOMBRE MAXIMAL DE CYCLES LIMITES DES
SYSTEMES DIFFERENTIELS POLYNOMIAUX PAR LA METHODE
DE MOYENNISATION

donc p
T 2
5= eFi(r,0) + O(e%),

ou

4
Fi(r,0) = Z bt cos' Hsin? 6 + Z d;r* cos' @ sin 0

i—0 i—0
4 4
- E a;r 1 cos't fsin 6 + E c;ricostt .
—0 i—0

On applique la méthode de moyennisation du premier ordre pour

27
1
F =— [ Fi(r,0)dd
10(r) Qﬂ/ 1(r, 0)do,
0
alors
1 27 4 4
Fio(r) = py (Z bt cost fsin? 6 + Z d;r cos' @ sin @
0 =0 1=0
4 4
+ Z a;r™ cos™™ @sin O + Z cir' cos™ 0)do,
i=0 i=0
on a:
1 3 5 3
Fio(r) = o |:b07"[072 + bor®ly o + byr®Iy o + cirlyg + car [470} ,
ou
2w
Iy = /cos" fsin™ déb.
0
Donc

b2 + 363

r (1
Fl()(’l“) = 5 <§b4’l“4 +( 4

)2+ (b + cl)) : (3.4)

C’est dire elle a au plus deux racine positive de la fonction Fiy(r), donc selon
la théoréme de moyennisation du premier ordre, le systéme (3.1) posséde au
plus deux cycle limite.
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3.1. LE NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES D’UNE FAMILLE
DE SYSTEMES DIFFERENTIELS

3.1.3 Application

Soit le systéme perturbé suivant :

{ &=y —e(zty +2® — 4x) 0<e<< 1. (3.5)

y = —x —e(22?%y — 22y + 3y — 23)

On passe au coordonnées polaires, x = rcosf et y = rsinf, on obtient le
systeme :

7 = —er(r* cos® 0sin + r? cos* 6 — 4 cos? +2r? cos? § sin? §
— 2r* cos* fsin? § + 3sin § — r? cos? § sin 6)

§ = —1 —e(r? cos® fsin § — cos O sin f
— 21 cos® @sin ) — r? cos* @ — r* cos* O sin” 0)

En divisant 7 par 6, on trouve

dr
i eFy(r,0) + O(e?),
ou
Fi(r,0) = r(r*cos®0sinf + r? cos* § — 4 cos® +2r7 cos® f sin® 0

—2r* cos* fsin? 0 4 3sin § — r? cos? O sin 0).

En cherche maintenant la fonction moyenné Fig(r).

2

Fio(r) = / Fi(r, 0)d0

[\
=)

| =

0
= - [7”415,1 + 7’21470 — 4[270 + 27"2[272 — 27"41472 + 3[072 — 7’2]271]

(= +5r% —4).

0] 3N

Les racines positives de Fio(r) est r; = 1, ro = 2, alors, d’aprés le théo-
réme 2.2.1, le systéme (3.4) posséde deux cycles limites d’amplitude r = 1
et r = 2, qui bifurque des orbites périodiques du systémes non perturbées
quand £ = 0.
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CHAPITRE 3. NOMBRE MAXIMAL DE CYCLES LIMITES DES
SYSTEMES DIFFERENTIELS POLYNOMIAUX PAR LA METHODE

DE MOYENNISATION
3.1.4 Preuve du théoréme 3.1.2
Considérons le systéme (3.1) avec £ = 2 :
{ i =y—e(gu(x) + fuu(x)y) —*(g12(x) + fr2(x)y) (3.6)
y=—x—e(ga(x) + fa(v)y) — *(gaz() + faz(x)y) '

ol g1, fi1, 921, fa1, G12 fi2, g2 et fop sont de degré 4, et e suffisament petit.
On pose

4

4 4 4
fi2 = Z€i$i7 foo = Zhixi, g2 = Zkﬂz et goo = Zlﬂi,
=0 =0 =0

i=0
dans cette preuve, on utilise la théorie de moyenisation du second ordre.
En coordonnées polaires (r,60), ot © = rcosf et y = rsinf, le systéme
(3.6) devient
F=—eA—e2C

2

f=-1-:B-<D.

r

ou
4 4
C = E hyr Tt cos® 0 sin? 6 + E l;ir" cos' O'sin 0
i—0 i—0
4 4
+ E e;r' 't cos' Tt Osin @ + g kit cos'™ 9,
i—0 i—0
et
4 4
D = E hirt cos™ Osin @ + g L;ricos™
i—0 i—0
4 4
i i ) a2 i i
— E e;r'"" cos' Osin” 0 — E k;r* cos' Osin 6.
i—0 i—0
Donc
dr

@ = 6F1(7”, 0) + €2F2(Ta (9) + O(€3>a
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ou
4 4
Fi(r,0) = Z bt cos® Osin? 0 + Z d;r* cos' @ sin
=0 =0
4 4
+ Z a;r" " cos O sin O + Z c;rtcos ™,
i=0 i=0
et
Fy(r,0) = S(r,0) + rN(r,0),
ou
4 4
S(r,0) = Z hyr ™t cos’ @ sin? 0 + Z ;7" cos' Osin @
i=0 i=0
4 4
+ Z e;r' 1 cos™ Osin O + Z kit cos'™L ),
i=0 i=0
et

4 4
N(r,0) = (Z bir' cos' 0 sin® 0 + Z d;r*~* cos' 0sin 0

=0 i=0

4 4
+ Z a;r" cos'™ O sin 6 + Z cir' 1t cos™™ 0)
i—0 i—0
4 4
X (Z b;rt cos™ Osin 6 + Z d;rteosttl g
i—0 i—0

4 4
— E a;r' cos' fsin® @ — E c;r "t cos' O sin 0).
i=0 i=0

De (3.4), Fyg est identiquement nulle si et seulement si

_ ba; R _ _ _ b
C2i+1 = 357, L= 0,1 c1 = —bo, c3= —3
{b%:Qi:2 T\ =0 B0

calculons maintenant Fyy pour cela, nous commencgons par charcher y(r, s)

S

yi(r,s) = /Fl(r, )do.

0
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Pour faire cela, réecrire
1 1 2
Fl(a 7”) — 2 :b2i+17"22+2 COS2Z+1 6 — E b2i+1r2z+2 COS21+3 Ja 4 E b2i7,2z+1 COS2Z 0
i=0 i=0 i=0

2 4 4
- Z boir* 1t cos® T2 0 + Z d;r* cos' 0 sin 6 + Z a;r"t cos™ O sin 6
i=0 i=0 i=0
1 2
n Z Coia1 2 cos? 20 4+ Z eoir% cos% 10,
i=0 i=0

on a

1 1 1
Fy(0,r) = E boi 1722 cos® T O — E bai 177 cos® T3 0 + E bair® ! cos® 0
i=0

=0 i=0

1 4. 4
20+ 2 - - - -
. bz 2i+1 22+29 dz % "0 sin b
;:0 %1 2T cos + ZE:O T Ccos 0 sin

4 2
+ E a;r T cos Asin 6 + g o2 cos® L .
=0

=0

D’aprés la relation (3.7) on a :
Fi(0,7) = (bir® + co) cos § + 7(byr? + 2bg) cos® 0 + 12(bsr® — by + ¢3) cos® f

4
4 , .
—§b27‘3 cos? 0 + r*(cy — bs) cos® O + E d;r" cos' sin 0

=0
4
+ Z a;r M cos™™ fsin 0,
i=0
alors
dFi(0
lcg ) byt o) cos O+ (3bar® 1 200) cos” 0+ 20(2bar? — by + ¢3) cos 0
r

4
—4byr? cos® 0 + 4r°(cy — bs) cos® O + Z id;r* 1 cos' 0 sin 0
i=0
4

+ Z(z + 1)agr cos'™ O sin 6.
i=0
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Pour calculer I'expression exacte de (s, ), nous utilisons les expressions
des intégrales

f cos’ psin pdgp = (1 — cos™1 0),

’ % L (2 ! 2
0fcos ¢pdp=gm | )0+ Z i Tsin(216),

(. (241
0fcos2Z+1 ¢do = 55 ( F ) 517 sin((20 + 1)),
1

=

alors

S

yi(s,r) = /Fl(r,ﬁ)de

0
2

b
= (b1r® + ¢p)sins — (Ezr3 + bor) cos ssin s + 7az(bgr2 — b1+ ¢2)

1 1
x (3sin s + cos® s sin s — cos ssin® 5) — 627“3(5 cos® ssin s — g 088 sin® s)
5
+74(cy — b3)(=sin s + — cos® ssin s — — cos s sin® s
(ea = bs)(g 16 16

1 7 1 5 1 3 5
+—cos’ ssins — — cos® ssin® s + — cos® ssin® s

20 0 20

1 3 3
30 cos ssin’ s — 0 cos® ssin® s — 0 cos® ssin® s

4 . . 2 .

1 CL‘T’Z+1 d.rt CLQ‘T’QPFI o
—— cos s si + ° + — — =L cog?t?
50 08 $5in9) ;(14—2 z—l—l) 2 %it3

1 242 2 2
B Z d2z+17’ o0g2it2 _ Z a2i+17 cos2it3 _ Z do;r cog2it!
21 + 2 : 21+ 3 21 +1

1= 1=0
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On trouve
2 d
1
M = Py —TF(T’, $)yp(r, s)ds
0
r, b 23 19 5) 67 19
= §(ﬂa1b17’2 -+ 4—8a1b3T4 + ﬂalcgr2 + 3—26L3b17"4 + ﬁa?’bgrﬁ + §a3027"4
63 35 1 1 3 ) 5
+@CL3047’6 + 4—8(11047”4 + §b1d0 + §b3d07“2 + §d002 + §C4d07°2 + ﬁdgbﬂ”2
23 19 35 5) 67 19
+4—8d2b37"4 + ﬂdQCQ’I"Q + 4—804d27‘4 + 3—2d4b1’l"4 + ﬁdgbﬂ’ﬁ + 3—2d462’l“4
63 1 1 1 1
+ﬁC4d4T6 + §COd2 + §ng47“2 + 5&100 + 5&3007“2),
on a
= r(%(67(a3b3 + dsby) + 63cy(ag + dy))r°
1 23 5 35 19
+3—2(§b3(a1 + dg) + §b1(a3 + d4) + EC4(CL1 + dg) + ?Cg(ag + d4))’l“4
1.5 19
+Z(Eb1 (a1 + dg) + ECQ(GI —+ d2> —+ 5d004 -+ asCo + bgdo —+ Cod4)7’2
1
—{—Z(alco + bldo + Codg + 362d0>). (38)
On trouve que
2 2 2
! /F( 0)dh — — /S( 6)d + — /N( 0)do
2 2 o7 " 2 " ’
0 0 0
2
1 r 1 3 1
% / S(?", 9)d9 = §(§h47“4 + ZkgTQ + Zhg?“2 + k’l + ho)
0

1 1 1
= r (E]M?A + 3 (ha + 3ks) r? + B (ho + kl)) ; (3:9)
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1 1
-— / N(T’, 9)d0 = §<2b0d1 -+ bod3T2 -+ deﬂ“Q + gbgd:ﬂA —+ Zbldo —+ b1d27’2

2m
0
+ib1d47‘4 + badyr? + §b dort — lb dyr® + 4boag + 1b agr
16 30 3 3 16 3 0¢t0 ] 0
1 1 1 1 1
+§b2027"4 + §b2a47"6 + §b1a3r4 + gbgGﬂA -+ gbg@g?ﬁ + 2(1002

15 15
+2d0047“4 + 2d2€0 + 2d2027”2 + §d2047“4 + 2d4007"2 + 1—6d4627“4

7 15 1
+Zd4C47’6 -+ 2d1€37'2 + 2d3C17"2 —+ §d3637'4 + 2@0[)0 —+ 5@0[)27’2

5 5 7
+2a1bor? + ﬂagbgr‘l + §a4b07“4 + @@4()27’6 — 2a1¢0 — ayCor?
4 2 4 6
——a1CyT” — a3CT° — —asCar” — —ascqr”).
g1t 3C0 1693 T )

1 1 1
-— N(T, 0)d9 = (—a3b3 + —3a4b2 — i(1364 — Lb3d4 + 104614) T‘6

27 / 64 384 128 128 32
+(6i4a1b3 + iang + ;—2b0a4 + 6i4a3b1 - 6—54alc4 - %Sagcg
+%bld4 + G—Zbgdg + ébng + }Ldm + %cm + é—icgdg + qug)r“
+(ia1b0 + iaobg — %al@ — %agCo + %bodg + %bldz + %b2d1
+%b3d0 + %codz; + icldg + i@dg + ic;;dl)rQ
+ (%aobo — %alco + ibodl + ;lbldo + icodg + i@dg) ) (3.10)

De (3.8), (3.9) et (3.10) on obtient le polynéme Fy

27 27

1 1
Fyo(r) =M + oy / s(r,0)do + 7 rN(r,8)do,
0 0

on a
Foo(r) = r(Agr® + Ayr* + Agr? + Ay),
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ou
9 13 91 7 67 133
Ag = — - - - -
6 = qp7sbs Tt 3gqUbe T g ascs — ogbedat 3opbads  gopcads,
49 1 3 3 55 33
A4 = Eh4 + 192a1b3 + ﬂagbg + 3—25[)&4 + 3—2@3b1 + @01104 + @&302
13 5 61 1 53 15 115
+ESb1d4 + 64b2d3 + @b3d2 + Zd004 + ESCZCLI + 6—403d3 + 19—204612,
1 3 1 1 5 13 1 1
A2 = ghg + gkﬁg + Zalbo + ﬂaobg + @albl + Ealcg —+ gCLgC() + gbgdg
11 1 3 1 1 31 5 1
@bldg -+ 8b2d1 -+ 8b3d0 + 200d4 -+ 401d3 -+ @CQdQ + 4d004 -+ 403d1,
et

1 1 3 1 1 1
AO = §h0+§k1+ZaObO—i_Zb0d1+§b1d0+§cod2+c2d0-

Alors le polynomiale Fyy(r) peut avoir au plus trois racines positives. Par
conséquent, le systéme différentiel (3.6) peut avoir au plus trois cycles limites.

3.1.5 Application

Soit le systéme perturbé suivant :

T=y-— 6(4033 y) £2(—9z + 562%)
{ j=—x —e(tady) — (1 - 3362%) (s.)

On passe au coordonnées polaires, x = rcosf et y = rsinf, on obtient le
systeéme

7= 5(97“ cos® 0 sin? 0 —I— 407“ cos? 0 sin 9)
—e%(rsin® § — 3367° cos* O sin? § — 9r cos? O + 5613 cos* ),

f=—1-— (97“4 cos? O sin 0 — 40r* cos® 0 sin 0) 6: (rcosfsind
33675 cos® Asin § + 9r cos @ sin § — 5673 cos® sin 0).
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DE SYSTEMES DIFFERENTIELS

En divisant 7 par 6, on trouve

d

d—g — cFy(r,0) + 2 Fy(r, 0) + O(3),
ou 4

Fi(r,0) = §r4 cos® 0 sin? @ 4 40r* cos* 0 sin 0,
Fy(r,8) = S(r,0) +rN(r,0),
avec
S(r,0) = rsin® 0 — 336r° cos® O sin® @ — 9r cos® O + 567° cos* 0,

et

16 160 160
N(r,0) = grﬁ cos’ 0 sin® H—Trﬁ cos® 0 sin* 9—1—77“6 cos® 0 sin? #—16007° cos” O sin® 0,

Calculons maintenant Fyy pour cela, nous commengons par charcher y; (r, s)
S

yi(r,s) = /Fﬂr,@)d@

0
s

4
= /(57”4 cos® A sin? 0 + 407 cos* 0 sin 0)do
0

1
= —%7‘4 [2700 cos s — 30 sin s + 1350 cos 3s + 270 cos 5s

+5sin 3s + 3sin 5s — 4320],

et
dF;y(0 1
1c§ ) _ —6r3 cos® @ sin? 6 + 160r® cos® @ sin 6.
r
On trouve

2 d

1

M = o %F(T’ $)y1(r, s)ds

0

67 .
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et
1 27
— [ S(r,0)dd = r(—21r"+21r? —4),
2
0
27
— [ N(r,0)d0 = 37’6
27 ’ 18
0
on a
1 27 1 2r
Fy(r) = M—i-%/s(r,@)dﬁ—i—%/r]\](r,@)dg
0 0

= r(4r® — 217" + 2177 — 4).

L’équation Fyy(r) = 0 posséde trois racines positives r; = %, ro =1etrg =2.

D’apres le théoréme (2.3.1), le systéme (S,) a exactement trois cycles limites
qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire © = y, y = —x, en
utilisant la méthode de moyennisation d’ordre deux.

3.2 Perturbation et cycles limites pour une
classe généralisée de systémes de Kukles

3.2.1 Présentation du probléme

Considérons le systeme différentiel polynéomial de Kukles suivant :

T = -y,
LiZatm 310

ot Q(z,y) est polynomial avec des coefficients réels d’un degré donné.

I1 a été initié par Kukles [7], donnant les conditions nécessaires et suf-
fisantes dans ordonnez que (3.10) avec n = 3 a un centre a l'origine. Ce
systéme cubique sans le terme y? est le si appelé systéme Kukles réduit. En
[5], Christopher et Lloyd ont donné une classe de systémes de Kukles possé-
dant cing cycles limites. Dans Llibre et Mereu [9] ont étudié par la méthode
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de la moyennisation le nombre des cycles limites qui bifurquent des orbites
périodiques d’un centre linéaire £ = y, ¥y = —x, du systéme différentiel poly-
nomial de Kukles de type :

r=1Y,
{ y=—x— f(x) = g(x)y — h(z)y* — doy?’,

ou les polynomes f(x), g(x) et h(x) sont de degrés nq, ny et ng respectivement
et dgp = 0 est un nombre réel.

Dans Makhlouf et Menaceur [11], en utilisant théorie de moyennisation
pour étudié le nombre des cycles limites qui bifurquent des orbites pério-
diques d'un centre linéaire perturbé par une classe généralisée de systémes
différentiels de Kukles de la forme :

T =y,
{ y=—x— f(x) — g(x)y — h(z)y* — g(x)y*,

ot les polynémes f(x), g(x) et h(x) sont de degrés ny, nsy et ns respectivement.

Dans cette part, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre,
nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire © = y, y = —x d’une classe de systémes diffé-
rentiels de Kukles

T = _y7
{ J= o+ e(a +y?)(ala,y) — A), (8.11)

o A > 0 et le polynome ¢(x,y) d’ordre n —2 > 1 et ¢(0,0) = 0. Cette étude
a fait 'objet d’un article publié¢ dans le journal Nonlinear Analysis [14].

Théoréme 3.2.1 Pour |e| > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de
cycles limites du systéme différentiel (3.11) qui bifurquent d’un centre linéaire
T = —y, y =z en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est
k — 2 cycles limites ot

5 sin pair
5= 8inoimpair

3.2.2 Preuve du théoréme 3.2.1

On utilise la méthode de moyennisation d’ordre un. Pour cela posons
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Nous considérons
Aqﬁﬂ;ﬂy)
[%22] / s
q(z,y) = Z (Za%_l,zix%—%—l—ly%—l)
i=1 \j=1
quf,y)
k=1 [ i .
+> (Z Qg™ Py )
i=1 \j=0
Cq&ﬂ;‘,y)
=,
+ (Z Az 2™ 3/2”)
i=1 \j=0
Dqﬁf,y)
-1 i -
D (Z a:y) (312)
i=1 \j=1

En coordonnées polaires (r,0) o x = rcosf, y = rsinf, r > 0; le systéme
(3.11) devient

. 2 1 — i
{ i =er®(q(rcos,rsinfd) — A)sinb, (3.13)

0 =1+er(q(rcosh,rsind) — A)cosb.
Considérons maintenant comme nouvelle variable indépendante, le systéme

(3.13) s’écrit sous la forme standard du théoréme de moyennisation d’ordre
un

d
d—g =er? (g(rcosf,rsinf) — A)sin + O(e?).
Maintenant, on calcule la fonction moyennée
2
1
Fio(r) = Py 7?2 (q(r cos§,rsinf) — A) sin 6d6
™
0
27 27
2 2
= — /q(r cos,rsinf)sinfdf — — A / sin 6d6,
2m 2m
0 0

42
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donc
2

r
Flg(’f‘) = 2—

q(r cos 6, rsin @) sin 6d6.
T

o\:‘M

En utilisant (3.12), on a

2T n—z
2

27 .
/ g(z,y)sinfdd = r? / > (Zazj_L%COS%_QjH981n2j—16’> sin 0df
o =1 \j=1

0

i
< g 2,21 cos? 1727 g gin% 9) sin 6d0

i=1 \j=0

27rk_1
+T2@1/§ :
0 =

2ar[=32] /o
el / (Z (gj2: c0s™ > f sin> 9) sin 0df
0 =1

J=0

i=1 \j=1

M1 /i
+r¥! / Z E agj_12i—1 cos” # @sin¥ 1 g | sin 0d6.
0

Posons
27

L= / cos’ fsin? 0d6.
0

Comme I; j; = 0 si i ou j est impair et I; ; # 0 si ¢ et j sont pairs, alors nous
avons

¥ k=1 / i
/C](x, y) sin 0df = Z (Z a2j_1’2i_1]2i_2j72j> r2i2,
0 i=1 \j=1

alors

3 -1 i
FlO —E E a2j—12i—112i—2;,2; r¥2,
27T ] bl ]7 .7

=1

On voit que le polynome Fjo(r) a au plus 2““’21)’2 = k — 2 racines posi-

tives. De plus ce polynéme peut admettre exactement k£ — 2 racines positives
simples, avec un bon choix des coefficients as;_1 2;—1. Cela compléte la preuve
du Théoréeme 3.2.1.

43



CHAPITRE 3. NOMBRE MAXIMAL DE CYCLES LIMITES DES
SYSTEMES DIFFERENTIELS POLYNOMIAUX PAR LA METHODE

DE MOYENNISATION
Exemple 3.2.1 Soit le systéme suivant :
T = -Y,
. 0<e<<l. 3.14
Ui S be (@ + Pate 1), (814

Ou
q(z,y) = 2* + 2%y® — 2y,

on pose en coordonnés polaires x = rcosf, y = rsinf, et r > 0, on obtient
le systéeme

r=er? (r4 cos? O + 1° cos? fsin® O — 2rsin ) — 1) sin 6,
6 =1+er (r*cos*d + r°cos? fsin® 6 — 2rsinf) — 1) cos 6.
En divisant 7 par 9, on trouve

dr

i er® (r* cos* 6 + r° cos® O sin® 0 — 2r sin @) — 1) sin 6 + O(e?),

on cherche maintenant la fonction moyenné Fio(r)

2m
1
Fi(r) = o /r2 (T4 cos® 6 + 15 cos? fsin® 6 — 2rsin ) — 1) sin 6df
0
3 27
- = (r* cos? O sin* O — 2sin? 0)do
2m

3 .4
SR —
B

L’équation Fio(r) = 0 a une seule racine positive r = 2 et on a

dFy
dr

LT:2: 16 > 0,
alors le systéme différentiel (3.14) a un cycle limite instable d’amplitude

r=2.

44
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Conclusion

Un des problémes principaux dans la théorie qualitative des équations
différentielles est ’étude de 'intégrabilité et les cycles limites des systémes
différentiels planaires polyndmiaux. La méthode de moyennisation est I'une
des plus importantes méthodes de perturbations utilisées actuellement dans
I’étude des cycles limites des systéemes différentiels. Elle permet aussi de don-
ner une borne supérieure pour le nombre de cycles limites que peut avoir
I’équation différentielle perturbée. Nous continuons a travailler sur la re-
cherche des cycles limites des équations différentielles ordinaires. On se pro-
pose d’étudier les cycles limites pour une classe de systémes différentiels de
Kukles de la forme

T = Y,
{ g=a+ 3 @+ ) (an(z,y) — Ar),

k>1

pour k = 1,2, A, > 0 et le polynéme gx(z,y) d’ordre n, —2 > 1, ¢;(0,0) =0
et € est un parameétre suffisamment petit.
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