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Résumé

L'objectif de ce mémoire est 1'étude analytique et numérique des
¢quations intégro-différentielles par des méthodes basées sur les
meéthodes de picard successives. Notre travail est la généralisation
d'autres travaux de degrés 1 dans le cadre de Volterra non lin€aires ce
genre d'équations est venu de systeme dynamique surtout les systemes
dynamique esume les problemes sisméque, les cas ¢tudier dans le travail
précédent dépend uniquement de la vitesse et mon travail dépend de la
vitesse et I'accélération, on obtient 1'existence et I'unicité en utilisant la
méthode Nystrom adapter pour résoudre notre probléme.

Mots clés : équation de Voltaire, méthode de Picard, méthode de
Nystrom



Abstract

The objective of this dissertation is the analytical and numerical study of
integro-differential equations by methods based on successive Picard
methods. Our work is the generalization of other work of degrees 1 in the
framework of nonlinear Volterra this kind of equations came from
dynamic system especially the dynamic systems summarize the seismic
problems, the cases studied in the previous work depend only on the
speed and my work depends on velocity and acceleration, we get
existence and uniqueness using Nystrom adapt method to solve our
problem.

Key words : Voltaire equation, Picard method, Nystrom method
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Introduction

Les équations intégrales occupent un role trés important dans le domaine des mathé-
matiques appliquées. Elles modélisent plusieurs problémes en élasticité, plasticité, trans-
fert de la chaleur et de la masse, théorie des oscillations,théorie des jeux, théorie des files
d’attente et en médecine.

Ces problémes distinguent plusieurs catégories d’équations intégrales telles que :

— Les équations intégrales linéaires et non linéaires de Volterra ou les noyaux sont

réguliers qui sont sous la forme suivante :

Yt € [a,b], / K(t,s,u(s),u (s),u (s))ds + f(t), (1)

ou leurs études analytiques et numériques sont présentées par [1].
— Les équations intégrales faiblement singuliéres de Volterra ot les noyaux contiennent

une singularité faible qui sont données par :

Vt € [a,b],u(t) = (t — s) / K(t,s,u(s),u (s),u (s))ds + f(t), (2)

Le plan de travail de ce mémoire est le suivant :

Dans le chapitre 1, nous avons passé en revue quelques concepts de base analyse
Fonctions comme ( suite de Cauchy, Théoréme de point fixe de Banach) et analyse nu-
mérique comme (Lemme de Gronewel) qui seront utilisées dans chaque chapitre qui se
succedent. Ensuite, nous passons également en revue les recherches menées sur equations
intégrales non linéaires de Volterra.

Dans le Chapitre 2, nous présentons I’étude analytique du systéme d’équation
intégrale non linéaire de Volterra. Notre recherche basées sur les méthodes de picard
successives et réduite .en utiliser des approximations successives pour garantir I’existence
et 'unicité de la solution du systéme. Nous allons ensuite construire une méthode nu-
mérique d’approximation de la solution pour laquelle nous appliquons la méthode de

Nystrom pour résoudre notre probléme, nous terminerons ce Chapitre par un exemple



numérique afin de s’assurer la convergence et la précision de cette approximation, nous
réaliserons ensuite des études analytiques et numériques sur les équations intégrales de

Volterra.



Chapitre 1

Définitions et rappels

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats et des définitions qui vont intervenir
dans le développement des idées traitées dans les chapitres 2 et 3.

Les liens qui relient ces notions apparaitres clairement une fois les chapitres suivants

seront achevés par le lecteur.

1.1 Cassification de I’équation intégro différentielle
de deuxiéme degrés
La forme générale des équations ciblées par notre travail est la suivante :

Trouver u € C? [a, b] tel que :

Vt € [a,b], A(t)u(t) = }k:(t, s,u(s),u (s),u" (s))ds+ f(t),

a

Ou, f € C?[a,b] et X est une fonction assez réguliére qui dépendent du modeéle qui

donne naissance a cette équation :

k: [a,b]> x R® — R est le noyau de cette équation.



Cette équation est en générale appellée équation intégro-différentielle de Voltera de
degré deux, puisque la solution v dépend de sa dérivée u”. Maintenant,

e Si A(t) =0,Vt € [a,b] : Notre équation

t

0:/k:(t,s,u(s),u'(s),u”(s))ds—l—f(t),

a

est dite équation intégro-différentielle de Voltera de degré deux de premiére espéce.

e Si A\(t) #0,Vt € [a,b] : Notre équation

t

A u(0) = [k us) o (s) " () ds+ 5 (),
devient une équation intégro-différentielle de Voltera de degré deux de troisiéme es-
péce.

e Si A(t) =1,Vt € [a,b] : Notre équation :

t

u (t) :/k(t,s,u(s),u’(s),u"(s))ds+f(t),

a

devient une équation intégro-différentielle de Voltera de degré deux de deuxiéme espéce.

e Si
k‘(t,s,az,y,z) = kl (t,S)JZ‘—i—/{Zg (t,s)y+k3 (t7S)Zth € [a7b]>vxayaz € Ra

Notre équation :

t t t t

At u(t) = /k:1 (t,s)u(s)ds + /k’z (t,s)u’ (s)ds + /k‘g (t,s)+ /kg (t,s)u" (s)ds

a a a a



devient linéaire, sinon elle est non linéaire.

1.2 La formule de dérivation

Soit 1 une fonction définit de [a, b]? & image dans R, tel que pour tout s € [a, b],9(.,s) €
C%a,b].

On définit la fonction suivant :
t
o) = [ it s, vt € fa.

Proposition 1.1
t

Vt € [a,b], p/(t) = (L, t) + /%—f(t, s)ds
Preuve. Vt € [a, ],
t+h t
/w(t + h,s)ds — /w(t, s)ds
o(t) = Jim = T
t t+h t

/w(t + h, s)ds + /w(t + h,s)ds — /w(t, s)ds

. a
= lim

h—0 h
17 [ (t+hs) = U s)
. . t+h,s) —(t,s
= ,{gﬁ/w(Hh,S)dH/}g Y ds
t a
t+h t

— %%/@Z)(i&%—h,s)ds—l—/ili—qf(t,s)ds.

a



En utilisant le théoréme des accroissements finis, il existe £ €]0, h[ tel que

t+h

%/¢(t+h,s)ds:¢(t+h,t+f)-

On fessont tendre h vers 0, nous obtenons le résultat. m

1.3 Théoréme du point fixe de Banach :

Soit (X ||.]]) un espace de Banach, f : X — X une application continue. Le théoréme

de Banach nous assure 'existence et 1'unicité d’un point fixe xz*de f, c’est a dire :

Théoréme 1.1 En utilisant le théoréme des accroissements finis, il existe £ €]0, h[ tel
que / X = %X 2,

o € X
De plus, la suite :
Tnt+l = f(xn)vn eN

Converge vers z*et on a ||z, — z*|| < £5% ||lv1 — 2o, Vn > 2.

Preuve. Soit f: X — X tel que X = [a, b],

1) On doit d’abord prouver 'existence et I'unicité du z* qui appartient a [a, b].

- En commence par démonter que la suite {z,,} -, est de Cauchy dans x pour montrer
I’existence :

Soit y € M un point arbitraire M.dans

Considérons la suite{z,} -, donnée par :

To =Y

xn:f(xn—l)u 77'21

On doit prouver que est une suite{z,} -, de Cauchy dans M.

7



Pour m < n, on utilise I'inégalité triangulaire :

|Zm = Znll < Tm — T | + | Tmss — T2 + e + |7n-1 — 2|

Puisque f est une contraction, on a :

pr - xp+1|| = ||fxp—1 - fxp“ <A pr—l - mpH , pour p > 1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

IN

(A™ + A" 4 L+ AP |lzo — |

me - xn”

IN

A™ (T4 A+ o4+ A7) [z — 24|

< A1 — A lzo — 1]

On déduit que {z,} -, est de Cauchy dans M qui est complet, donc{x,} >, converge
vers = dans M.

Par ailleurs puisque f est continue, on a :

x=lim z, = lim f(z,1)=f <1im xn_1> = fu

n—oo n—oo

Donc x est un point fixe de f (i.e. fr=x)
- Maintenant on va essayer de montrer I'unicté pour cela Vo et y C N :

Supposons que x = f, ,y = f, alors:

[z =yl = lfe = fyll < Allz =yl

Ce qui implique que ||z —y|| =0 i.e. x =y (puisque A < 1) m



1.4 Lemme de Gronewel :

Ce Lemme consiste a la justification et I'outil d’obtention des nombreuses approxi-
mations des solutions d’équations différentielles ordinaires. En particulier, il est utilisé
pour démontrer 'unicité d’une solution de probléeme de Cauchy, au travers du Théoréme
de Cauchy-Lipschitz ,on va l'utiliser pour démontrer la convergence de notre méthode

numérique développé a la fin de ce mémoire.

Lemme 1.1 Soit { £, }nen vérifiant

n—1

6] <A 161+ BuneN

i=0
ou, A>0,|B,| < B.w
Alors,
[€al < (1+ A" 1B+ Algol),n > 1.

Preuve. Voir [1] =

1.5 Les méthodes d’intégration numérique

La plupart des méthodes d’intégration numérique fonctionnent sur le méme principe.
On commence par couper le gros intervalle [a, b] en n plus petits intervalles [t;, ¢,41], avec
to = a et t; = b. Puis, pour chaque intervalle [t;, ;1 1], on essaie d’approcher .

Pour n € N¥, la subdivision de l'intervalle [a,b] est : t; = a+jh, 0 < j <net h = =2,

n

Les formules d’intégrations numériques sont données par :

/f(t)dt 0w (t).

Ou, les poids w; sont positifs , tel que Inax lwj| < W fixe pour tout n € N*.
<j<n



1.5.1 La méthode de trapéze

Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction continue.
Nous définissons la méthode de trapéze qui donne ’approximation numérique d’une
b
intégrale qui est sous la forme [ f(¢)dt.

a
La méthode des trapézes représente un cas particulier de la méthode de quadrature

ot les poids sont donnés par la suite suivante :

_ 1
7vUO_'wn—Q

w;=11<7<n-1
Ce qui donne

b n—1
[ £t = S pte0) + 03 105+ 5 1)

Cette méthode est celle que nous allons utiliser dans nos calculs numériques, si I'inté-
grant est bornée. Nous I'avons choisi puisqu’elle assure la convergence du calcul sous la
condition de continuité uniquement.

Contrairement a d’autres méthodes, telle que Simpson, qui exige plus de régularité.,

1.5.2 Théoréme de convegence :

Maintenant, nous présentons le Théoréme de Convegence qui montre la convergence

de la solution approchée vers la solution exacte on définie le module de continuité par

Vf € C°la b, un(h, ) = max £ ()= (0]
aSs,tgb

on définie l'interpolant polynomiale par morceux d’ordre 1 pour tout ¢ € [t;, ;1] est

donné par

Vt € [a,b] ,paa [f1(6) =Y _f(t)e; (t),

J=1

Vf e Ca,b],

10



nous définisons 'intervalle ¢ € [t;,¢;41]

o f (&) = FOL < 1F (&) = F O = O] + 1 (t12) = F @] ey (@)

nous avons :

2
&
IN
—_

< /bwo(f,h)dt

< (b—a)wo (fh)

11



Chapitre 2
L’étude Analytique

Ce chapitre est consacré a I’étude analytique de I’équation intégro-différentielle du
deuxiéme espéce de Volterra avec un noyau régulier. Notre approche consiste a modifier
I’équation pour la rendre complétement intégrale c-a-d la dérivée n’apparait pas ni a I'in-
térieur ni a ’extérieur de notre egalité. Puis on procede par la construction d’'une methode
de Picard sur des intervalles reduits & une petite taille afin d’assurer la comvergence.

Comme nous ’avons déja mentionné, notre équation est de la forme suivante :

t

u(t) = /(t — 8) k(t, s,u(s),u'(s),u"(s))ds + f(t);Vt € [a, b], (2.1)

a

ou, f est donnée dans C?[a,b] et u est la fonction inconnue & chercher dans le méme
espace.

La fonction k est supposée vérifier les hypothéses suivantes :

12



(1) 5% € C([a,b* x R),
2 € ) t,SE a, 0y, vx, 726 )
(2) IM R, Y [a,b],Vz,y, 2 € R

max <|k(t, s, x,y,2)|, ‘%(t, S, ., z)} ,

Th(t,s,2.0,2)|) < M
(3) Jay, by, c1,a0,be,c0,a3,b3,c5 €ER, Vo, y,2,7,7,Z € R, Vi, s € [a,b],

|k(t7sax7ya Z) - k(t78af7ya5)| < CL1|IE _E| + b1|y _y| + C1|Z _z|7

%(t737x7y7 Z) - %(t,S,f,y,Eﬂ < CL2|£C _f’ + b2|y _y| + CZ|Z _E|?

2 — — — — —
|%(t,8,l’,y, Z) - %(t,s,x,y, Z)| < CL3|ZL‘ _‘T| +b3|y - y| +C3|Z - Z|7

(4) c <1
Ces hypotheses nous permettent de calculer la dérivée de u comme suit

t

Vt o€ [ab], W'(t)=K(tu(t),dt),u" )+ [({t—s) %(t, s,u(s),u'(s),u”(s))ds + f'(¢);

u ot
(2.2)
et sa dérivée seconde par
Vi € a,b], u'(t)=k(tt,ult),u (t),u"(t))
+ 2/ (%(t,s,u(s),u'(s),u”(s)> ds
+ / (t—s) %(t, s u(s), o (3), 0" (5))ds + £ (1):
' (2.3)

13



Soit {7}}}_, une subdivision de I'intervalle [a,b] ot n € N*, c’est & dire :
a=Ty<Ti<Ty<..<T,=0b

n est choisie assez grand pour obtenir 'existence de p € R* qui vérifie pour tout

0<j<n-1

a C
(014 20) (Tya = T) 4 (5 + 200+ 5 ) (T = 1)

b Tisn—T)*
+ (ag + 53) (Tj+1 - 7})3 + ag(j—HT])

< p<l1 (2.4)

+

2.1 Etude de l’existence de la solution

Pour étudier ’existence de la solution de notre équation, on va appliquer la méthode
de Picard sur des intervalles réduits, en commencant par le premier interval [Ty, 71 .

Mais, tout d’abord nous effectuons le changement de variable suivant :
Vi € la,b], w(t)=u"(t). Mais f'(a)=1'(a).

On obtient alors :

t

u'(t) = /v(s)ds + f'(a), Vt € [a,b].

a

En utilisant u (a) = f (a), on obtient pour tout ¢ € [a, b],

14



/ W'(s)ds = /t / v(0)dbds + j F(a)ds

[u(s) = /t/sv(e)des +(t—a) f'(a)
u(t) —u(a) = /t/SU(H)deS +(t—a) f'(a)

ut) = [ v dst(t-a)f @)+ f )

a

ce qui transforme ’équation (2.1) en

t

Vit € [a,b],v(t) =k(t,t,Av(t),Bv(t),v(t)) + 2/%(15, s, Av (s), Bv (s),v(s))ds

a
t

+ / (t—s) %(t, s, Av (s), Bv (s),v(s))ds

(2.5)
Ou, A et B sont deux opérateurs, définis de C° [a,b] dans lui méme tel que :

Vo € C°¢|a,b],

t

Az(t) = /(t—s)x(s) ds,

Bz (t) = /:L’(s)ds,

a

La methode de Picard consiste & construire une suite {v,},.y C C°[a,b] définie pour

15



tout t € [a, b] par :

vo(t) = f" (1),
U, (t) =k (t,t, Av,_q (), Buy_1 (t) , 0,21 (2))
+2/% (t, s, Av,_1(8), Bup_1(s),v,-1(5)) ds

a
t

+/ (t —s) % (t,s, Avy_1(8), Bup_1(8),vn_1(8))ds+ f" (t).

\ a

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses (H1) et (2.4) I’équation(2.1)admet une solution.

Preuve. Pour montrer 'existence de la solution, on pose :

o (1) = [ (1)

@n () =0, () —vpq (1), VR >1

Rappelons que, Y ¢, normalement convergente implique qu’elle est convergent,
n >1
c-a~d

Z>1 el < +oo= > ¢, < +oo.

n >1
Notre but est de démontrer que la série > ¢, est normalement convergente sur [Ty, T3],
n >1
en utilisant les hypothéses précedentes

On entame nos calculs : V¢ € [Tg, T1],
|nir (1) < |k(t,t, Avy(t), Bug(t), v, () — k(t, t, Avy_1(t), Bup_1(t), vn_1 (1))]
t

+2/ g—lz(t, s, Av,(s), Bun(s),v, (s)) — g—f(t, s, Av,_1(8), Bu,_1(8), vp_1 (3))| ds

a
t

+/(t—s)

a

ZE(t,s, Avy(s), Bun(s), v (s)) — ZE(t, s, Avy_1(5), Bon_1(s), vn_1 (s))‘ ds

16



En appliquant les hypotheéses (H1) — (3) on obtient :

}‘Pn—kl (t)} < ay |Av () — Avy 1 ()| + by [Boy () — Bun—1(t)] + c1 [va(t) — vpa(t)]

t

+2/a2 |Avy, (8) — Avp_1(8)| + b2 | Bu, (s) — Bup_1(8)| + 2 |vn(s) — va_1(8)| ds

a
t

+/(t — 5) (a3 |Av, (s) — Av,_1(s)| + bz | Bv, (s) — Bv,_1(s)|

+e3|vn(s) — vn_1(s)|) ds

pour tout n € N*, nous avons

t t

|Av, (t) — Av,_1(t)] = / (t —s)v, (s)ds — / (t —s)v,_1(s)ds

/ (t = 5) [0n (5) — va_s (5)] ds

a

IN

t

< Jon = tcrllooy z / (L - s)ds

a

(Ty — Tp)?

< 5 [on = vn—tll o )

(2.6)

Aussi, nous avons

17



|Boy, (t) — Bu,1(t)| =

IA

IN

Ce qui donne pour tout ¢t € [Tp, T1] :

t t

/ vp (5) ds — / U1 () ds

a

/t [on (8) = vn-1 (s)] ds

||'Un - Un—1||CO(T07T1) /dS

a

(Ty — To) ||vn — Un—IHCO(To,Tl)

18

(2.7)



(T - To)*
P ()] < 15— llon = va-1ll oo, zyy + 01 (T3 = To) [vn = va-illcomy )

+cy ||Un - Un—1||CO(T0,T1)
t

(Th — To)?
+2/ <G2T [vn = va—tllcoggy myy + b2 (11 = To) [|on — V-1l cory 1)

a

+co ||’Un — Un—1||CO(To7T1)> ds

t
(Ty — Tp)°
+/(t . S) <G3T ||,Un _ Un—lHCO(To,Tl) + b3 (Tl — T[)) ||'Un - Un—l”C’O(To,Tl)

a

+es||vn, — vn—1||CO(To,T1)) ds

IA

T, — Tp)*
(m% +b (T — Tp) + Cl) [[on — U”_1||C°(T07T1)

t

Ty — Tp)?
+ (az% + bs (T1 - TO) + 02) ||vn - U"—1||C’O(T0,T1) 2/d3

a

t
Ty — Tp)?
=+ (ag% —+ b3 (Tl - TO) + C3) ||Un - Un*IHCO(TO’Tl) /(t N S)dS

a

C’est a dire :

[nin (1) < ( + by (Ty — To) + Cl) lvn = vn-1llcogry m)
TO)
+ Cl2 5 + by (Th — To) + 2 | 2(Th — To) ||vn — 'UTL*1HCO(TO7T1)

Ty — Ty)? Ty — Ty)?
+ <a3% + b3 (Th — 1) + C3> % l|vn — UTL—1HCO(TO7T1)

Alors,
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‘90n+1 (ﬂ‘ < [(bl +2¢5) (Th — Tp) + (% + 2by + %) (Ty — T0)2

(Ty —Tp)"

b
+ ((12 + 53> (Tl — T0)3 + as 4

+c1 ||'Un - ,U"_1||CO(T0,T1)

Ce qui donne : Vn > 1,

HSOnHHCO(TO,TI) <p H%leCO(TO,m )
Alors : Vn > 0,
ngn—}—1||00(TO7T1) = anrl HSOOHCO(TO,Tl) .

Donc :

n 1
= Wenllostm < S0 ol < (725 ) el

Maintenant, on a, 2;0 [énllco(r, 7,y une série normalement convergente donc gocpn
n -~ n -~

est une série convergente. Alors il est clair que pour ¢ € [Ty, T4,

v, (t) = ZSDJ*

Ce qui fait qu’il existe v € C° ([Tp, T1]) tel que,

v(t)= > |le,ll <= lim v,=v
n >0 n—-4oo

Ce qui reste a démontrer maintenant est que v est vraiment une solution pour notre
équation. On va le démontrer par la méthode suivante :

On suppose que 0, (t) = v (t) — v, (1),
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pour tout ¢ € [Ty, T}], nous avons

v(t)—k(t,t, Av(t), Bv(t),v (t)) — 2 % (t,s,Av(s),Bv(s),v(s))ds

a

—/(t—s)%(t,s,Av(s),Bv(s),v(s))ds

a

Ont1 (B) Fopia(t) — k(t,t, Av (), Bu(t),v(t)) — 2/% (t,s,Av (s),Bv(s),v(s))ds

a

t

—/(t—s)%(t,s,Av(s),Bv(s),v(s))ds

a

< G ()] + |kt t, Ava(t), Bun(t), va (£)) — k(#, £, Av(t), Bu(t), v (1))]
ok

+2/ ‘%(t,s,Avn(s),an(s),vn (s)) — o (t,s, Av(s), Bu(s),v (s))| ds
+/ (t—s) %(t,s,Avn(s),an(s),vn (s)) — %(t, s, Av(s), Bu(s),v (s))|ds

a

(2.8)

En utilisant (H1) — (3) et (2.5)(2.6), on obtient
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v(t) —k(t,t, Av(t),Bv(t),v(t)) — 2 % (t,s,Av (s),Bv(s),v(s))ds

a
t

—/(t—s)%(t,s,Av(s),Bv(s),v(s))ds

a

Ty —Tp)*
|6ne1 ()] + (al% + by (Th — Top) + Cl) 160 ()l oy m)

IN

T — Tp)®
+ (@% +ba (Th — Top) + 02) 2(Th — To) ||6n (t)||C’0(T07T1)

2 2
< bnsr (O] + p [0 (t)HCO(TO,Tl) < 1041 (t)HCO(TO,Tl) +pl0n (t)HCO(TO,Tl)

T T2 Ty — Ty)?
+ (%M +bs (Ty — Tp) + 63) B, Ol ooz

on sait que [|0, (t)[|co(z, 1) tend vers zéro quand n — +oc , donc v est une solution

pour notre équation sur le sous intervalle [Tp, T7] .

2.2 Etude de ’unicité de la solution

Théoréme 2.2 siles conditions (H1) et (2.4) sont vérifies alors la solution de l’équation

(2.1) est unique

On conclut que I’équation (2.1) admet une unique solution.

2.2.1 Prolongement de la solution

On revient a la forme intiale (2.1) ;nous venons de démontrer I’existence et l'unicité
dans [Ty 1] .Pour t € [T T3]

notre égaution peut étre présenter par
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uw(t) = [(t—s)k(t, s,uls),u(s),u"(s))ds+ f(t) + ? (t — s) k(t, s,u1(s), uy(s), uf(s))ds,

T1 TD

qui a la méme forme que (2.1) mais avec

F() = F(0)+ [ (6= 8) k(t, 5,us(s),  (5), ol ($))ds

To

On fait les mémes étapes pour obtenir une solution sur |77, T5]
il suffit de coller ces solutions pour obtenir u solition de (2.1) sur [a, b] car le nomber

des sous intervalles est fini.
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Chapitre 3

Etude Numérique de L’équation
intégro-différentielle non linéaire de
Volterra du seconde espéce de degré

deux

Dans le chapitre précédente, nous avons montrer que I’équation suivante :

Vi € [a,b], u(t) = [ (t—s)k(t,s,u(s),u(s),u" (s))ds + f(t), (3.1)

Q\W

24



admet une unique solution pour tout f € C? [a,b], sous les hypothéses suivantes

(1) 5k e C(0,T]? x R),
(2) IM € R, Vt,s € [0,T],Vx,y,z € R,

Y

max <|k(t, s, x,y,2)|, %(t, 8,2y, 2)

%(t,s,x,y,z)‘) <M
(3) Elalvblaclaa27627627a3ab3ac3 € Ra vxay727§7gaz € Ra Vtas € [aab]a
|k(t,5,$7yaz) - k(tv 5757572” < a1|l' _E| + b1|y _y| + 01|Z _z|7

%(ta 37%1/72) - %(t f g z)l < CL2|LIZ‘ _f| + b2’y _y| +C2|Z _Ela

HI

|2k (t,s,2,y,2) — TE(t,5,7,7,7)| < asle —T| + baly — | + ez — 7,

(4) <1

Nous avons procédé par changement de variable, en introduisant la fonction v = u”.

Ce qui a donné I’équation suivante :

Vi€ [ab], v(t)=k(tt Av(t), Bo(t),0 +2}g; (4.4, Av (), B (£) v (£)) dt
] (=9 5 01,400, B0 0 ) di+ 17 (1) (52)
Ou,
Avt) = oJ(t=s)o(s)dst,
Bu(t) — zv(s)dw.

25



L’objectif de ce chapitre est la construction d’une méthode de Nystrom adéquate pour

approcher v = u”, puis en déduire u’ et w.

3.1 Construction du Systéme

Pour n € N*, on définit une subdivision uniforme de [a, b] comme suit :

b_
h=""2 t=a+jh, 0<j<n.
n

Pour 0 < i < n, on fixe t = t;, ce qui donne

v (tz) = k (tl, ti, Av (tz) ,BU (tz) + 2} {;2 tz, ti, Av (tz) y Bv (tl) , U (t,L)) dt
+7 (ti —s) 2275/; (ti, ti, Av (), Bu (&) ,v () dt + " (&) . (3.3)

a

On se donne maintenant une méthode d’intégration numérique définie sur la meme

subdivision {¢;},.,, par :

Yo € C°la,b], }w (t) dt ~ ij o (t;), (3.4)

Ou, {w;};<;<, sont les poids supposés bien choisi.

En utilisant cette quadrature, nous obtenons pour 1 < < n

7(3]; (t;, s, Av (s), Bv(s) ))ds ~ Zw] (ti,tj, Av(t;), Bv(t;),v(t;))dt (3.5)
7 (ti —s) g ]; (ti, s, Av (s), Bv (s) ))ds ~ Zw] tl,t],Av( ), Bu(t;),v(t;))dt
(3.6)

On réutilise la meme quadrature pour 1 <i < net 1< j <1, ce qui donne
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On remplace v (t;) ~ v;, pour 1 <i<n

Ce qui donne

v = (tl,tl,Zhwj + (t; —a) [’

Ok
+2Zhwja

(t@,tj,Zhwp +(t; —a) f'(a) +

: 0%k
j=0

j—1
(ti’ tis Zhwp (t; —tp)vp+ (t; —a) f' (a) +
p=0

vo = 7 (a) + K (a,a, f(a),0,v0)

Zhwjvj, vl>

a) ,Zhwpvp + f'(a) ,v;

p=0

Zhwpvp + f'(a),v

p=0

notre méthode consiste a resoudre (3.13)et(3.14) et approcher
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u' () = v(t) = (3.15)

u' (t;) =~ ijvj + [ (a) (3.16)
u(t;) = Av(t) =~ ij (t; — t;) v (t)) (3.17)

3.1.1 Existence et unicité de solution du systéme de Nystrom :

Dans cette section nous allons montrer que la solution {v;};_, du systéme de Nystrom

existe est unique pour n assez grand, c-a-d le assez petit.
Théoréme 3.1 3.1 (8.2.1) (3 :18) a une solution unique , et pour h suffsamment petit

(3.12) admet une solution unique .

Preuve. : On définit Qg : R — R;

r— Qo(x) = f”(a) + K<a’7aa f(a)707 VO)
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vi(r) = k (ti, ti, z_:hwj (ti = tj)v; + (ti — a) f' (a) + f (a), Zhwjvj, x) (3.18)

X (t ti, > hw, (t; —t) v, + (4 — a) f (@) + £ (a) .Y _hwyv, + ' (a) ,vj>
p=0 p=0

(3.19)
62]{:
—l—Zhw] 3t2
X (tiv tj, Zhwp (t; —tp)vp + (t; — a) f' (a) + f (a) Zhwpvp + f'(a) =Uj>
) i (3.20)

Clairement, sous I’hypothése (H); Q)y est une contraction, et en utilisant point fixe de
Banach, on obtient que (3.12) admet une unique solution vy. Pour 0 < ¢ < N;on définit

Nous avons pour tout z,y € R

|Qo(z) — Qo(y)| <
ti,tjf:z:hwm £ o+ (t—a) f(a) + f (),

i—1

Yhwjvi+hw z
PP (3.21)
ti, tj, Zoh w; (ti—t;) v+ (ti—a) f'(a) + f(a),
—k J=

i1
Yhwjvi+hwy, y
=0
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i1
Zzlhw]% i tﬁpgoh wp(fi—tj)vp+(tj—a) f'(a) + f(a),
+2 B ;j—oh w; vy + f' (), v;
j-1
_ihwj% ti, tj»pgoh wy, (tz — tj) vp + (tj —a) f'(a)+ f(a),
j=0 pioh wj vy, + f'(a),v;
i1
- tistis 2,1 U:pl(ti —t,)vp+ (ti —a) f(a)+ f(a),
e Sy + by + £ (@) 2
i1
_hwi% t;, ti,pz::[]h u::(ti —t)) v, + (t; —a) f'(a) + f(a),
pzzjohwivp + hwy + ' (a),y

tn’tmp;oh wy (t —ty) vy, + (tj —a) f'(a)+ f(a)

1 ”
; z::()hwpvpf/ (a) ,v; e

< (bih wy + ¢1 + 2boh*w? + cohw;) |z — y|
(3.22)
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3.2 Test Numeérique

Nous construisons |’ exemple numérique suivant pour montrer |"efficacité de notre
meéthode numeérique et confirmer la cohérence de 1"étude théorigque.

(R
1+ (5)+u” (5)+u"™ (5)

wre[0d} wi) =j ds + f(1).

S1 on prend

vre[01} f{r}=—%arctali 2]t+éarctm{.r’ + 20,

On trouve que
vre[0d} wir)=r.

Les figures suivantes montre |"erreur commise entre la solution exacte et approchee
(la fonction, sa dérivee et sa dénvee seconde) pour n =10, »n=200.

I"' 1 1 1 1 L] 1

12 -

(1]

ot _ |
S " . =
azl - i
e

Figure 1 : Erreur pour la fonction pour n=10
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Figure 2 : Erreur pour la dénvée pour n=10

Figure 3 : Erreur pour la dérivee seconde pour n=10

Maintenant, nous présentons les résultats pour n=200.
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Figure 4 : Erreur pour la fonction pour n=200

—

Figure 5: Erreur pour la dérivée pour n=200
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—_—
=  u ssorochde

Figure 6 : Erreur pour la derivée seconde pour n=200
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Conclusion

Nous avons étudier un nouveau type d’équations integro-différentielles nommee equa-
tion integro-différentielle non lineaire de Volterra de deuxiéme espéce d’ordre 2. Pour
cette raison, nous avons transformeé notre équation a une équation intégrale non linéaire
de Volterra de deuxiéme espéce.

- Dans 'etude analytique, nous avons utilise la méthode des suites successives de
Picard pour montrer 'existence et 'unicitée de la solution de notre equation sous les
hypotheses (H1), qui sont largement suffisantes pour notre étude.

- Dans I’etude numeérique, nous avons constuit une meéthode numeérique base sur la me-
thode de quadrature des Trapézes pour chercher la solution approchée de notre equation
sous les memes conditions (H1).

- Enfin, nous avons présenté un exemple numeérique afin de montrer la convergence et

la precision de notre méthode.
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