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Abstract

In this memory, we will focus on the study of Hermite-
Hadamard type integral inequalities.

In the first chapter, we recall some definitions of classical
convexity, as well as some classes of functions.

In the second chapter, we quote some results already known in
the literature.

While the last chapter will be entierly devoted to new
Hermite-Hadamard inequalities.

Keywords : Hermite-Hadamard inequality, Holder inequality,
convex and s-convex functions, Riemann-Liouville integral



Résumé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur 1’étude des
inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions
de la convexite classique ainsi que quelques identités
intégrales que nous utiliserons ci-dessous.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons certains resultats déja
connus dans la littérature.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré aux
nouvelles inégalités de type Hermite-Hadamard.

Mots clés : inégalité d’Hermite-Hadamard, inégalités de
Holder, fonctions convexes et s-convexes, intégrale de
Riemann-Liouville.
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0.1 Introduction

La théorie des inégalités a émergé comme un domaine intéressant a explorer ces der-
niéres années, celle-ci constitue également un important sujet de recherche ou plusieurs
situations mathématiques font appels a ces inégalités. En revanche les inégalités inté-
grales ont connues un grand développement et de nouvelles techniques voire de nouvelles
méthodes sont apparues, ce qui a contribué a la résolution de nombreux problémes impor-
tants en théorie de I'approximation et en analyse numérique ou ’estimation des erreurs
est exigée. Par ailleurs 'importance de ces inégalités intégrales intervient en grande partie
dans la théorie de probabilité, ’analyse réelle, ’analyse complexe, ’analyse numérique,
etc,

Une inégalité trés intéressante qui est largement étudiée dans la littérature est due a
Hermite et au Hadamard qui ’ont découverte indépendamment (découverte par Charles
Hermite en 1883 et prouvée par Jaques Hadamard en 1893). Maintenant elle est connue
comme l'inégalité d’Hermite-Hadamard, on peut dire qu’elle est le premier résultat fon-
damental pour les fonctions convexes avec une interprétation géométrique naturelle et
de nombreuses applications. Elle nous génére une estimation de la valeur moyenne d’une

fonction convexe sur un intervalle borné. Ce célébre résultat est interpreté comme suit :

S (452) < gk [ @) de < HETE

Ces derniéres années, de nombreux chercheurs ont accordé beaucoup d’attention a la
théorie de la convexité en raison de sa grande utilité dans divers domaines des sciences
pures et appliquées. La théorie des fonctions convexes et les inégalités sont étroitement
liées. Le concept des fonctions convexes a effectivement trouvé une place importante dans
une abondante littérature qui a été développée sur ce sujet et pour plus de détails on
peut consulter, Mitrinovi¢, Pecari¢ et Fink [4].

Beaucoup de mathématiciens ont consacré leurs efforts a généraliser et raffiner cette

inégalité et 1’étendre a différentes classes de fonctions : fonctions s-convexes, fonctions



concaves, fonctions p-convexes, etc. Et 'appliquer en domaine de probabilité et a des
moyens spéciales.

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthése concernant les inégalités inté-
grales de type Hermite-Hadamard dont les dérivées premiéres jouissent d’un certain type
de convexité classique, aussi d’essayer de voir des généralisations de ce type d’inégalité.
En utilisant I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques notions préliminaires concernant
certains types de convexité classique, une esquisse concernant le calcul fractionnaire ainsi
que quelques identités intégrales et inégalités utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités
intégrales de type Hermite-Hadamard dont les fonctions sont convexes et concaves, s-
convexes. Suivi de quelques applications.

Tandis que le dernier chapitre sera entiérement consacré a quelques inégalités de type
Hermite-Hadamard pour les intégrales fractionnaires, avec des applications en probabilité.

On termine ce mémoire par une petite bibliographie.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre se compose de deux parties :

Dans la premiére partie nous rappelons quelques types de convexité classique, conca-
vité classique, certaines classes de fonctions et quelques inégalités célebres.

La deuxiéme partie est consacrée aux calculs fractionnaires, ol nous rappelons quelques
définitions utiles pour ce calcul qui seront par la suite utilisées dans les démonstrations.

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

1.1 Convexité et concavité classique

Définition 1.1 ([2]) Un ensemble I est dit convexe, si pour tout x,y € I et pour tout t
€[0,1] ona :
tr+ (1 -ty el

Définition 1.2 ([14]) Une fonction f : I — R est dite convezxe si :

flz+ (1 =t)y) <if(x)+ (1 -1)f(y) (1.1)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].



Définition 1.3 ([13]) Une fonction f : I — R est dite concave si la fonction opposée

—f est convexe ou
fltz+ (1 —t)y) > tf(z) + (1 =) f(y). (1.2)

Définition 1.4 ([9]) Une fonction positive f : I C [0,00[— R est dite s-convere au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1] si :
fltr+ (1 —t)y) <t°f(x) + (1 —1)°f(y) (1.3)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0.1].

Définition 1.5 ([5]) Une fonction positive f : I C [0,00[— R est dite s-concave au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1] si :

fr+ (1 =t)y) = f(x) + (1= 1)°f(y) (1.4)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0.1].

1.2 Quelques classes de fonctions

Définition 1.6 ([7]) Soit f : I — R une fonction continue, f est dite bornée sur [a,b]

sl existe —oo < m < M < +oo telle que pour tout x € |a,b] on a :
m < f(z) < M.
Définition 1.7 Soit p € [0,+00). On définit
LP(Q) = {f : Q — R mesurable et /Q|f(x)|pdx < +oo} ,

pour f € LP(Q2), on note

i1, = ( [ |f<x>|pdx)’1’,



1.3 Inégalité d’Hermite-Hadamard

Nous rappelons la célébre inégalité dite d’Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes

puis nous exposerons une généralisation qui concerne les fonctions s-convexes

Théoréme 1.1 ([12]) Soit f : [a,b] — R, une fonction convexe, alors

J () < L / o H@H10), (1.5)

Théoréme 1.2 Supposons que f : [0,00) — [0, 00) soit une fonction s-convexe au second
sens, ot s € (0,1] et a,b € [0,00) tel quea < b. Si f € L*([a,b]), alors 'inégalité suivante
a lieu

2571 f (atb _M/f )dz < HOH O (1.6)

1.4 Inégalité de Holder et sa variante

Théoréme 1.3 ([10]) Soient f et g deuz fonctions réelles définies sur [a,b] o a < b,
telle que | f| et |g| sont des fonctions p-intégrable et q-intégrable sur |a,b] respectivement

ot p,q > 1 tel que%+%:1, alors

/ab | f(x)g(a)|de < (/ab |f($)|pdx>; (/ab |g(x)|qu){ll : (1.7)

Théoréme 1.4 ([10]) Soient |f|P et |g|? deux fonctions intégrables sur [a,b], ot a < b

et g > 1, alors on a

[ 1w < ([ |f(:r:)|d:c)1_é ([ f(x)||g(m)|qu>; s

1.5 Moyens spéciales

Définition 1.8 ([13]) Considérons les moyens spéciales suivants :

7



— La moyenne arithmétique
— La moyenne géométrique
— La moyenne logarithmique

— La moyenne identique

1
I{a,B) = ; (ﬁ> e
— La moyenne logarithmique généralisée

1

+1_op+1] D
Lp(aaﬁ) = [5;_1)%} ! y D 7é _1a0

1.6 Généralités sur la théorie fractionnaire

Dans cette section nous rappelons quelques définitions de base sur le calcul fraction-
naire qui concernent des fonctions spéciales qui sont utilisées par la suite.

Nous donnons ici les définitions des fonctions Gamma et Béta. Ces fonctions jouent
un role important dans I'intégration d’ordre arbitraire.

Nous présentons aussi 'approche de 'intégration fractionnaire de Riemann-Liouville.

1.6.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fractionnaire,
considérée comme fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle n! a I’ensemble

des nombres réelles ott méme complexes.



Définition 1.9 ([3]) La fonction Gamma est définie par l'intégrale
['(x) = / t"te~tdt (1.9)
0

qui converge sur le demi-plan complexe Re(x) > 0.

Remarque 1.1 En intégrant par partie, nous montrons que I'(x + 1) = 2I'(x) ou

Re(z) > 0.

Remarque 1.2 En particulier Vn € N

1.6.2 Fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcule fractionnaire : la fonction Béta. Cette fonction
joue un role trés important spécialement dans une certaine combinaison avec la fonction

Gamma.

Définition 1.10 ([11]) La fonction Béta d’Euler est définie par
1
B(z,y) = / "1 — )yt (1.10)
0

ot Re(z) > 0, Re(y) > 0.

Remarque 1.3 La relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta est la suivante :

B(x.y) = 105 (1.11)




1.6.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.11 ([12]) Soit f € L'([a,b]), les intégrales de Riemann-Liouville ¢ droite

(resp. o gauche) d’ordre o > 0 notées J$, f (resp. J f) est définie par :

(e @) = 1 / @ — (W)t > a (1.12)

b
U D) = ey [ (6= 0 p e, <.

Ou I'(«) désigne la fonction Gamma.

Quelques propriétés de l’intégrale fractionnaire

Proposition 1.1 Pour toute fonction f € L*([a,b]), et a, 3 € R, on a :
TSI N (@) = J7 (g ) (@) = Jo f (). (1.13)

Dans le cas ot o = 1, Uintégrale fractionnaire sera réduite a l’intégrale classique

T f(2) = w5 /x(x — )" f(t)dt = /m f(t)dt. (1.14)

Fonction de densité de probabilité

Définition 1.12 ([12]) Une fonction f définie sur |a,b] est dite une fonction de densité

de probabilité si elle est continue, positive et

/ab f(x)dx = 1.

Exemple 1.1 La fonction f(x) = m sur R est une fonction de densité de probabilité.

10



Fonction de répartition de probabilité

Définition 1.13 ([12]) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [a,b] qui suit une

loi de probabilité P. On appelle fonction de répartition de X la fonction

Flz) = P(X < 1) = / Ft)dt.
Remarque 1.4 La dérivée de F' est une fonction de densité de probabilité.

Proposition 1.2 F(a) = 0,F(b) = 1,P(X > x) = 1 — F(x) et Pla < X <b) =
F(b) — F(a).

Espérance mathématique

Définition 1.14 ([12]) L’espérance mathématique E(x) est définie par

E(z) = /abx.f(a:)dx,

ou [ estune (f.d.p), et qui vérifie les propriétés suivantes : E(x) est une fonction linéaire,

et l’espérance d’une constante vaut cette constante.

11



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Hermite-Hadamard

Dans ce chapitre, nous verrons en détail certains résultats provenant des articles [3],

[14], (1], [7].
2.1 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les

fonctions convexes

Les premiers résultats de cette section s’appuient sur 'identité donnée par le lemme

suivant :

Lemme 2.1 ([13]) Soit f : I° C R — R, une fonction différentiable sur I°, a,b € I°, ou

( I° est Uintérieur de 1) avec a <b. Si f' € L'a,b], alors linégalité suivante a lieu

f(@)+f(b) L[ b ' !
SAGIue AL m/ f(x)dr = %‘1/0 (1 =2t)f(ta+ (1 —t)b)dt. (2.1)

12



Preuve. 1l suffit de noter que :

L = /1(1—2t)f’(ta—|—(1—t)b)dt

1 1
_ ferO-0n g gy 0 +2/ Sltat(-00) g
0

a—b

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.1 ([13]) Soit f: I° CR — R, une fonction différentiable sur I°, a,b € I°

avec a < b. Si |f'| est convexe sur [a,b], alors linégalité suivante a lieu

’ Ha)t10) / It

Preuve. D’aprés le lemme 2.1, la convexité de |f’| on obtient

‘f(a / (@)

< = a)(\f’(g)\ﬂf’(b)l) (2.2)

boe /01(1 —2)f" (ta + (1 — t)b)dt‘

< bT“/l\1—2tHf'(ta+(1—t)b)]dt

< bT/ L= 20[[f(a)| + (1 — O D))
< (ba)(|f(;>|+f(b))/ 11— 2ttt

< oS @HIo) '

ou on a utilisé

1

1 1 = 1
/ |1—2t|(1—t)dt:/ \1—2t\tdt:/2(1—2t)tdt+/ (2t — Dytdt = 1
0 0 0 %

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.2 ([13]) Soit f: I° C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I°

13



avec a < b, et soit p > 1. si |f'|7=T convexe sur [a,b], alors l'inégalité suivante a lieu

e _p 2t
“Hf )d b—a I/ (@) =D 4|/ )| @-D | *? 93
' / flz)dz| < 2(p+1)P [ 2 : (2.3)
Preuve. D’aprés le lemme 2.1 et 1'inégalité de Holder, on a
b 1
g o) < e [+ - ona 24

1 . 1 3
< %(/0 |1—2t|pdt> (/0 \f’(m+(1—t)bchlt> :

ou Il) + % = 1. D’apreés la convexité de |f'|?, on a

/Wﬂm+a—MWﬁs/}me+u—Mf@Mﬁ=i@%ﬂﬂ, (2.5)

d’autre part on a :

1 1 1 1
/0 |1—2t]pdt_/02(1—2t)pdt+/ (2t—1)pdt_2/02(1—2t)”dt_Iﬁ. (2.6)

SIS

Une combinaison de (2.4)—(2.6) donne immédiatement 1'inégalité requise (2.3). La preuve

est terminée. m

Théoréme 2.3 ([5]) Soit f: I° C R — R, une fonction différentiable sur I°, a,b € I°

aveca < b et q>1. Si|f'|? est convexe sur [a,b], alors

’ fayss0) / It

Preuve. D’apreés le lemme 2.1

[a)+1) / Fa)da

1
x| < te [w] . (2.7)

< b /1 11— 26|/ (ta + (1 — O)b)|dt, (2.8)
0

14



et par l'inégalité des moyennes d’ordre ¢

/01 [1=2t|| f'(ta+(1—1)b)|dt < (/01 11— 2t|dt) 7 (/01 1 2 ta (1 t>b)|th)é

Puisque |f’|? est convexe, on a

/0|1—2t||f'(ta+(1—t)b)|th < /0|1—2t|[t|f’(a)|q+(1—t)lf’(b)lq]dt
@I+ f (b)]

/(@194 ()]
< 4

Comme fol |1 — 2¢t|dt = 3, on trouve

’ a)+f(b / fa

En réarrangeant la derniére écriture on aboutit au résultat souhaité. m

1
b (;)1—% [If’(a)l‘“r\f/(b)\q] a
2 2 4 :

Théoréme 2.4 ([5]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.3 soient vérifiées.

Alors ,
18 - i [ s

Preuve. Notre point de départ est 'identité

1
< b= [w] , (2.9)

f (aTH’) — ﬁ/a f(z)dz = ﬁ/a S(x)f (x)dz, (2.10)

ou

Un argument paralléle & celui du Théoréme 2.3 mais avec (2.10) a la place du lemme 2.1
donne le résultat recherché. m
Nous dérivons maintenant des résultats comparables aux théoréemes 2.3 et 2.4 avec

une propriété de concavité au lieu de convexité.

15



Théoréme 2.5 ([5]) Soit f: I° C R — R, une fonction différentiable sur I°, a,b € I°

avec a < b et q>1. Si|f'|? (¢ > 1) est concave sur [a,b]. Alors

‘f(a);f(b) ~ [ p@)de| < e | ()] (2.11)

a

et
F(50) =55 | flo)de

Preuve. D’abord, on note que

< e |f (). 212

1Az + (@ =N)" = Alf(@)+ (1= NIy
> AL @)+ @ =N ),

V

par la concavité de |f’|? et I'inégalité des moyennes d’ordre g.

F'Qz+ (1= XNy) 2 Al @)+ 1 =M W),

alors | f’| est aussi concave en conséquence par I'inégalité intégrale de Jensen, nous avons

/01|1—2t||f’(ta+(1—t)b)dt| < </ |1—2t|dt)

_ a+
= 3|f(42))

<f01 \1—2t\(ta+(1—t)b)dt)
Jy 11—2t|dt

De (2.8) on trouve (2.11). De méme en utilisant (2.10) nous pouvons prouver (2.12). =

2.1.1 Applications 4 des moyens spéciales

Proposition 2.1 ([5]) Soit a,b € R, a < b et n € N, n > 2. Alors, l'inégalité suivante
a lieu

A(a", 1) — Lo(a,b)] < "C2 (o, [p"). (2.13)

Preuve. La preuve est immédiate a partir du Théoréme 2.1 pour f(z) = 2™, x € [a, b].

16



Proposition 2.2 ([5]) Soit a,b € R, a < b et n € N, n > 2. Alors pour tout p > 1,

I'inégalité suivante a lieu :

—1
Ve (p—1)

A", b7) = Lu(a,b)] < 2020 T4 (|of 55 o )] 7 (2.14)
2(p+1)P

Preuve. La preuve est immédiate a partir du Théoréme 2.2 pour f(z) = 2™, x € [a, b].

Proposition 2.3 ([5]) Soit a,b € R, a <b et 0 ¢ [a,b]. Alors l'inégalité suivante o lieu

A 57 =T (a,0)] < ©52A(lal 2, [b]72). (2.15)

Preuve. La preuve est immédiate a partir du Théoréme 2.1 pour f(x) = %, x € |a,b)].

Proposition 2.4 ([5]) Soit a,b € R, a < b et 0 ¢ [a,b]. Alors pour p > 1 l'inégalité

suivante a lieu

(p—1)

A 67 =T 0, b) < L2 (A (o, )| 7 (2.16)

1
2(p+1)P

Preuve. La preuve est immédiate a partir du Théoréme 2.2 pour f(z) = 1, z € [a,b].

Proposition 2.5 ([13]) Soit a,b € R, a < b, 0 ¢ [a,b], et n € Z, |n| > 2. Alors pour
tout ¢ > 1
n|(b—a n— n— 1
[A(a™,0") = Ly (a,0)"| < C[A(|a| =12, [p|"=D9)]a (2.17)

et
ni(b—a n— n— 1
[Aa,0)" = Lu(a,b)"| < PG [A(la| =1, b= D0)]a. (2.18)
Preuve. La preuve est immédiate du Théoréeme 2.3 et du Théoréeme 2.4 avec
flz)=a™ z€la,b],n€Z,n>2 nm
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Proposition 2.6 ([13]) Soit a,b € R, a < b, 0 ¢ [a,b]. Alors pour tout ¢ > 1,

(2.19)

1A, 07Y) — L7Ha, b)| < C52[A(la| 7%, b 720)]4

et
(2.20)

|A(a,b)™ = L7 (a,b)| < L5 [A(la] 7%, [b]29)]5.

Preuve. Le résultat découle du Théoréme 2.3 et du Théoréme 2.4 avec f(z) = 1. =

2.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les

fonctions s-convexes au second sens

Lemme 2.2 ([8]) Soit f : I C R — R wune fonction différentiable sur I°, ot a,b € I
avec a < b. Si f' € Lla,b|, alors l'inégalité suivante a lieu

b
-0 O+e—af@) _ 1 [ p)ay (2.21)

oo / (- D)t (1 ayde + 22 / W=7+ (1t

Preuve. On note que

L = M/l(t—1)f'(m+(1—t)a>dt
0

b—a

v [0t s (- g

18



Par intégration par partie, on trouve

I, =

b—a

+ (bb x)

a

(b—=)f(b)+(z—a)f(a)

(z—a)? {(t . 1) tg:+(1 t)a
—2{(1_25) tm+1t

_ @-ap { _

- b—a z—a (z— a)2

C=s)? | J0)
Ear=—n { -

b—a

La preuve est ainsi achevée. m

/ tz+(1 ta)dt:|

/w
/f

du]

Théoréme 2.6 ([1]) Soit f: I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I° tel que

f' € Lla,b], ot a,b € I avec a < b < oo. Si |f'| est s-convexe sur [a,b] pour s € (0.1],

alors

(2.22)

E )|

Preuve. D’aprés le lemme 2.2 est la s-convexité de | f’|, on a

(b=z)f(b)+(z—a)f(a

)+
b

1

” b—a/f )du

(t—1)f'(tx+ (1 —1t)a )dt+ (b x) /1(1—t)f’(tx+(1—t)b)dt‘
)
)l

f/(tz + (1 — t)a)| dt + &=° /1(1 — )| £ (tz + (1 — t)b)|dt
—t)°[f(a)]dt

_ (xa)?/
b—a
0
ap [
< S | -1
0
@-a? [ /
< ﬁ/( DI ()] + (1
0
L / (1= )11 (@) + (1 — 0| /() Jdt
0
(:cfa)2+(b :E)
< muﬂ(x” [ b—a ] + (s+2) [

27 @)+ 2 )]
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ou on a utilisé
1
S _ 1
/0 (1 =t)t'dt = ey
et

1
_ o 4\s+1
/0 1 —t)dt = 13-

La preuve est terminée. m

Corollaire 2.1 ([1]) Dans le Théoréme précédent si on choisi v = “tt et s = 1, avec

'(a)+f /f )du

Théoréme 2.7 ([1]) Soit f : I C [0.00) — R une fonction différentiable sur I° tel que

|f'| < M, on obtient
< Mbzs (2.23)

f' € la,b], ot a,b € I avec a < b < co. Si |f'|? est s-convexe sur |[a,b] pour un nombre

fixé s € (0.1] , ¢ > 1 avec - —|— = =1, alors l'inégalité suivante a lieu
be)f 1+ a=a) (o) / Fu)du
1 1

1
(z—a)® I @1+ (@)] | ¢ | (b—2)* P @) ()] | 9
S b—a (ﬁ) |: s+1 ] + b—a (m) [ s+1 :| : (224)

Preuve. Du lemme 2.2, I'inégalité de Holder, on a

b
(b—x)f(b)btax*a)f(a) _ ﬁ f(u)du

a
1

= /01(1—t)|f(tx+(1—t) ) (0-ay 0 (1= O (tx + (1 — )b)|dt

,le (/01(1—tpdt> </ |f'(tz + (1 —t)a )]th>1
+% (/0 (l—tpdt) (/ |f (tx + (1 — )b )|th)1. (2.25)

Comme |f’| est s-convexe

IA
8
.

IA

_
i
)

s

/ |f/(tz + (1 — t)a)|2dt < LELHI@E (2.26)
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et

1
/ |f/(tz + (1 — t)b)|%dt < LELHIOF (2.27)
0

En combinant (2.25) — (2.27), on trouve

b—a

1
(z—a) |f" ()| ?+f"(a)|? i (b z)? [ (@) |9+ (b)] | @
S (ﬁ) [ s+1 ] + 5= <p+1) [ s+1 } :

(b=2) (0)+(z=a) (a) / F(u)du

Qui est le résultat souhaité. m

Corollaire 2.2 ([1]) Dans le Théoréme 2.7, si on prend x = %2 on obtient

2
, b
‘—f(“)2f( ) _ _bl / f(u)du

< b [V/ (49)]" + £ (a)
=~ 4 2

2

e >\]q (1) e2s)

Théoréme 2.8 ([1]) Supposons que toutes les hypothéses du Théoréme 2.7 sont satis-
faites. Alors

b-0)f O He—a)f(a) _ / F(u)du
1
< CLW (1 @ o + 1 @1755) (2.29)

1

2D (1 @ i + T O))
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Preuve. D’apres le lemme 2.2, puis I'inégalité des moyens d’ordre ¢, on obtient

(VAN
=
] |
Qv
:3\
=
—~
—_
|
~
et
sy
A
~
S
+
—~
—_
|
~
\_/
\;/
QU
~
_.I_
N
o
—~
-
s
—~
~
S
_.I_
—~
—_
|
~
~—r
-
QL
~

IA

_
i
Q

LS

—a)” (/01(1 —t)dt) 3’ (/01(1 — )| f (tz + (1 — t)a)|th);

J e (/01<1 - t)dt) s (/01(1 ) (b (1 t)b)|th>q .

Puisque |f’| est s-convexe, on trouve

/0 (L - Ol (ke + (1 - Da)l'dt < / (= @]+ (1= ] f (@)t

= |f ()|(5+1—5+2+|f() e

et

/0 (I =t)f (tz + (1 = )b)|%dt < /0 (& = O (@) + (1= )™ /(b)) dt

= /'@ 5y + O

Alors, on trouve

(b=2)f (D) +(z-a) (@) / F(u)du

b—a

< ST (P @ i @)
HE ()7 (1@ g + 170 )

Q=

qui est le résultat souhaité. m

Le résultat qui suit pour les fonctions s-concaves.
Théoréme 2.9 ([1]) Soit f : I C [0.00) — R une fonction différentiable sur I° tel que

22



" € Lla,b], ou a,b € I avec a < b. Si |f'|? est s-concave sur [a,b] pour ¢ > 1 avec

i + % =1, alors l'inégalité suivante a lieu

b
b—x z—a)f(a
-)fO)Ha—a)f) _ 1 / Flu)du

— {(w— | (=) + -2 | (220)]) (2.30)

< —251%
T (14p)P (b—a)

Preuve. Du lemme 2.2, I'inégalité de Holder, on a

b
(bfx)f(bziaxfa)f(a) - | flu)du

(2.31)

a

(c=a)” /1(1 — )| (tz + (1 = t)a)|dt + L2 /1(1 — )| f (tz 4+ (1 —t)b)|dt
0 0

o)’ (/01(1 - t)pdt>; (/01 e+ (- t)a)|th);
I (/01<1 - t)pdt)i (/01 't + (1 — t)b)|th>; |

Puisque |f’| est s-concave, en utilisant I'inégalité (1.6), on trouve

IN

IA

_
i
S

s

1
/O |f'(te + (1 = t)a)|9dt < 257" | f/(252)|* (2.32)

et
/0 (- (1= )b)|7de < 27 | /(252 (2.33)

De (2.31) — (2.33), on termine la preuve. m

2.2.1 Application

Proposition 2.7 ([1]) Soit a,b € I°, a <b et 0 < s < 1. Alors pour tout ¢ > 1, on a

1 1
A0, b%) = Li(a, b)] < s'5 { [ e e KA [ A ] } .
(2.34)
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Preuve. La preuve est immédiate & partir du corollaire 2.2 pour la fonction s-convexe

F:00,1] = [0,1, f(z) =2*. m
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type
Hermite-Hadamard pour les

intégrales fractionnaires

3.1 Inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard
fractionnaires pour les fonctions s-convexes

Lemme 3.1 ([12]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, ot a,b € I

avec a < b. Si f' € Lla,b], alors pour tout x € [a,b] et a >0 on a

z—a)* f(a)+(b—x)* f(b I'a « o
IR0 DT f(a) + T2 S (0)

(z—a)>t?!

= /l(ta — 1) f'(tz + (1 - t)a)dt (3.1)

1
+<”b—>*/ (1— 1) ' (tx + (1 — £)b)dt,
0

ot D(a) = [F e " u"du.

0
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Preuve. D’apres I'intégration par partie, on trouve
1
/ (t* = 1) f'(te + (1 — t)a)dt
0

1
_ (ta _ 1) flta+(1—t)a 1 _/ el f(tx;&l;t)a)dt
0 0

_ fla) e ’ u—a\ =1 f(uw)
= o= (=) adu
= i(_ag - (xaljl)(zltl Ja f( ) (32)

et

/1(1 — ) f (b + (1 — 0)b)de

1
= (1-1t9) f(ta:—i—(l—t)b‘l _/ o1 Fta+(1-b) gy
0

x—b 0 z—b
b
b o oa— u
- 8 e
b a
= L8 el T F(D). (3.3)

Multiplions les deux cotés de (3.2) et (3.3) par (m;‘i):ﬂ et (b;i)jl respectivement, puis

par addition, on obtient I'identité désirée. m

Théoréme 3.1 ([12]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I1° tel que
'€ Lla,b], ou a,b € I avec a < b. Si |f'| est s-convexe sur [a,b] pour s € (0,1] et

x € |a,b] alors linégalité suivante pour les intégrales fractionnaires avec o > 0 a lieu

(:Jc—a)af(ab)j_ b-z)?f(b) _ Llatl) [Ja f(a) T J$+f(b)]’ (3.4)

a b—a
a+l+b xa+1

a (z—a)
< G | | @)

i [; _ r(a+1>r<s+1>] [(x—a)a“\f (a)\+(b—x)°‘“|f’(b)l}
s+1 I'(a+s+2) b—a )

ou I' est la fonction Gamma d’Fuler.
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Preuve. D’apres le lemme 3.1, la propriété du module et en utilisant la s-convexité

de |f'|, on a

(0 @+ -0 f0) _ Tt ga gy 4 7o, f(b)]

1
< g / [t — 1| £tz + (1 — t)a)|dt
0
1
+(b_b—)+/ 1= 22| f'(tw + (1 — £)b)]dt
0
1
(z—a)**! ay (48| £/ S| ot
< o2 [ Elr @l - ol

M / (1= ) [1f/ ()] + (1 — 6| ) de
= %{ / (1— )| f'(x)| dt + / (1—ta)(1—t)s|f’(a)|dt}
SCHI { [a-eeir@ias [a-mo —t)5|f’(b)|dt}

o _\a+1 b— a+1
= (s+1)(a+s+1) |:($ 2 b—_i_(g 2) ] |f/($)|
+ [L _ r<a+1>r(s+1)] [(wfa)“+1|f’(a)|+(bf:v)“+1\f/(b)l]
s+1 I'(a+s+2) b—a ;

ou on a utilisé

1
/0 (1= 9)#dt = e
et
1
/ (1 . ta)(l . t)sdt _ 1 T'(a+1)T'(s+1)
0

s+1 I'(ats+1)

La preuve est terminée. m

Théoréme 3.2 ([12]) Soit f: I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I° tel que

f' € Lla,b], ot a,b € I aveca < b. Si |f'|7 est s-convexe sur |a,b] pour s € (0.1], p,q > 1,
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€ [a,b], alors Uinégalité suivante pour les intégrales fractionnaires & lieu

(z—a)*f(a)+(b—z)*f(b) I‘(a+1 [Ja f( ) J%.f(b)]‘ (35)

b—a
< (raeb\e feat (remr@i) s, ettt (r@eroe s
- I‘(l+p+é) b—a s+1 b—a s+1 )

ol ]lg + % =1 et I est la fonction Gamma d’Euler.

Preuve. D’aprés le lemme 3.1, les propriétés du module et en utilisant 1'inégalité de

Holder, on a

(e=a)*J(@+(b=2)f()) _ Dlatl) [7a £(q) 4 Jo, f(p)]

b—a T

IN

b—a
(.I aa+1 1 @
[t* = 1||f (tz + (1 — t)a)|dt
0

ERCE / 11— || f (tz + (1 — t)b)|dt
0

%{(/ﬂl(l—twdt) (/ 1f'(tz + (1 —t)a )|th)1}
+<b—lf_—)“{(/0 (1—to‘pdt) (/ |f/(tz 4+ (1 — )b )yth)l}.

Puisque |f’|? est s-convexe sur [a, b], on trouve

IN

s+1

1
|15t 1= o de < 1L,
0

s+1

1
/ F (k2 + (1 — £)b)|7dt < L@UHr @
0

et par un simple calcul

1
_4a)\D . F(1+P)F(1+é)
/0(1 o = U0

28



Finalement on trouve

(=) J(@+G-2)?/() _ Dlatl) [ya ¢(q) 4 J"‘+f(b)]‘

b—a b—a T

< (e—a)F! (TA+P)L(+3) > lf" @) +|f" (a) | .
= b—a C(1+p+1) s+1

4 o)t <r<1+p>r(1+é>> <|f @)+ (b>|q)
b— r(1+p+1) 541

La preuve est terminée. m

Corollaire 3.1 ([12]) Dans le Théoréme précédent, si on choisi v = “2, on obtient

[inégalité suivante

‘(b . a)afl fl@)+f() Fboc-l-l |:J2¢+b (a/) + J?;errf(b):| ’ (36)

2(1
o (TOEraEDNF g [ (IFEDEHS @R 5 L (e o @
= T(1+p+2) 201 s+1 s+1 :

Théoréme 3.3 ([12]) Soit f: I C [0.00) — R une fonction différentiable sur I° tel que

€ La,b], owa,be I aveca <b. Si|f'|? est s-convexe sur |a,b] pour s € (0.1], ¢ > 1,

x € |a,b], alors linégalité suivante pour les intégrales fractionnaires a lieu

(w—a)af(ab)j-éb—m)af(b) F(ba—l(—ll) [Jo f(a) + J;;f(b)]‘ (3.7)
o 1,% (z—a)otl a T'(a+1)T'(s+1) %
< (a_+1) { b—a <(s+1)(a+s+1) [F (@)l + [8%1 - Tlats+2) } F(a)l” )

1
(b—z)ot? a 1 I'a+1)T'(s+1)
+ B (sl @ + |2 - St 1r o)) }

ot >0 et I' est la fonction Gamma d’Fuler.
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Preuve. D’apres le lemme 3.1, les propriétés du module et en utilisant I'inégalité des

moyens d’ordre ¢, on a

(x—a)af(ab)+(§b—a:)"f(b) — Mot (g f(a) + J& £(b)] (3.8)
< G / 2 — 1| (t + (1 — D)\t
et / L %1 (1 4+ (1~ 1)D)]dt
1 1—% 1 %
< %{< Jra-ea) ([ a-eirensa-nara) }

L { (/01(1 - to‘)dt) ; (/01(1 — )| f (ke + (1 — t)b)|th>;} |

Comme |f’|? est s-convexe sur [a, b], on trouve

/O (1 —t)|f (tx + (1 — t)a)|%dt
< [a-owpirwes ool

a I'(a S
e @I+ [ - SRR 1 @) (3.9)

et

1
/ (1— )| /(2 + (1 — O)b)|“de
0
1
< [a-mElr@ea-plrern
0
@1 + | — S| o)), (3.10)
En substituant (3.9) et (3.10) dans (3.8), on obtient le résultat souhaité. m

Théoréme 3.4 ([12]) Soit f: I C [0.00) — R une fonction différentiable sur I° tel que

f € Lja,b], owa,bel aveca <b. Si|f'|? est s-concave sur [a,b] pour s € (0.1], ¢ > 1,
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€ [a,b], alors Uinégalité suivante pour les intégrales fractionnaires & lieu

b—a

< (CLEROED)E T (o | (2he)] 4 (b ) | (252}

(z—a)® f(a)+(b—2)* f(b) F(a+1 [J% f(a) + Jg+f(b)]‘ (3.11)

ot ]lg + % =1 et I est la fonction Gamma d’Euler.

Preuve. D’aprés le lemme 3.1, les propriétés du module et en utilisant 1'inégalité de

Holder, on a

(2=0)* @)+ O=0)* /() _ Llatd) rya ¢0g) 4 Jo f(b)]

b—a b—a T
1
< ool O 1t — 1]|f'(tz + (1 — t)a)|dt
1
S / 1= et + (1 — £)b)]at
0
1 1
< —%“1‘3“{( Ja-m pdt) ( [ 1+ (1= tayrar) } (3.12)
0

+<”—f_—>“{</o (1—t‘”’dt) (/ |f'(tz + (1 — t)b )\th)l}.

Puisque |f’|? est s-concave sur [a, b], en utilisant I'inégalité 1.6 on trouve

/O P+ (1— o)l dt < 2971 | (252) |2 (3.13)

et
1
/ |f/(tz + (1 — t)b)[%dt < 257! \f’ (Z£2) \q. (3.14)
0

De (3.13) et (3.14) la preuve est terminée. m
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3.2 Applications en Probabilité

Soit X une variable aléatoire qui prend des valeurs dans l'intervalle fini [a,b] et la

fonction de densité de probabilité f : [a,b] — [0.1] avec une fonction de distribution

commutative F'(x f f(t)
Proposition 3.1 ([12]) Dans le Théoréme 3.1, si on prend o = 1, on obtient cette
méqgalité

(3.15)

2 —a

—a b—
r— a2 (b—2x) 1 2—a)2|F'(a +b—a:2F’(b
< e [ 5 ]lF'(x [( PP @)+ (o)) )\]

Pour tout x € [a,b] et E(x) est l'espérance de X.

Preuve. Si on écrit 'inégalité du Théoréme 3.1 avec a« = 1 pour F', on obtient le

résultat désiré. m

Proposition 3.2 ([12]) Dans le Théoréme 3.2, si on prend o = 1, on obtient l’inégalité

‘(b—:p)F(b)—&-(m—a)F(a) o))
b— b—a

1 1 1
(z=a)® (1 |F' (2)|74|F'(a)|? | @ (b z)? |F' () |9+ F'(b)|2 | @
< S (ﬁ) [ st+1 } + 5. <p+1) [ st+1 ]

(3.16)

pour tout x € [a,b] et E(x) est l’espérance de X.

Preuve. Si on écrit 'inégalité du Théoréme 3.2 avec o« = 1 pour F', on obtient le

résultat désiré. m

Proposition 3.3 ([12]) Dans le Théoréme 3.3, si on prend o = 1, on obtient l’inégalité

)(b—x)F(b)Jr(x—a)F(a) _ b—E(x)
b—a b—a

(3.17)

_ 1-1 1
< GO 1P @I g 1P @)
1

2 1 - q
b—x g
+5 (g) 1 @) gty + 1F (O]
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pour tout x € [a,b] et E(x) est l’espérance de X.

Preuve. Si on écrit 'inégalité du Théoréeme 3.3 avec a = 1 pour F', on obtient le

résultat désiré. m

Proposition 3.4 ([12]) Dans le Théoréme 3.4, si on prend o = 1, on obtient l’inégalité

’(bfx)F(bH(xfa)F(a) _ b=B() (3.18)

b—a b—a

s—1
< 21T . 2 F/ z+a bh— 2 F’ z+b
" (1+p)P (b—a) {(i' a) } ( 2 )‘ +< l') ‘ ( 2 )‘}

pour tout x € [a,b] et E(x) est l’espérance de X .

Preuve. Si on écrit 'inégalité du Théoréme 3.4 avec a« = 1 pour F', on obtient le

résultat désiré. m
conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier d’une part, certaine inégalités de type
Hermite-Hadamard et de se familiarisé avec certaines outils nécessaires utiliser dans les
démonstration de ce genre de problémes, et d’autre part d’essayer de voir des généralisa-

tions de ce type d’inégalité. En utilisant I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.
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