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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie 'existence et le nombre des cycles limites pour
deux classes d’équations différentielles du quatriéme ordre en utilisant la
théorie de moyennisation du premier ordre.

La premiére classe étudiée est non-autonome de la forme

E o+ (L p?)i + pPa = eF (t,a, 8,8, F)

ol p est un nombre rationnel, £ est un petit parameétre réel et F' est une
fonction de classe C? et T-périodique en t.
La deuxiéme classe est autonome de la forme

T (L4 pY)i + pe = eF (v, 4,7, T)

ol p est un nombre rationnel, £ est un petit paramétre réel et F' est une
fonction de classe C?.
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Abstract

We study the existence and number of limit cycles for two classes of fourth-
order differential equations using first-order averaging theory.
The first class studied is non-autonomous of the form

E 4 (1+p?)i 4 pPe =eF (t,3,4,%, T)

where p is a rational number, ¢ is a small real parameter and F' is a function
of class C? and T-periodic in t.
The second class is autonomous of the form

T (L+p%)i + pPe = eF (2,3, 3, T)

where p is a rational number, ¢ is a small real parameter and F' is a function
of class C?.
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Introduction

Les équations différentielles sont apparues pour la premiére fois, vers la fin
du dix-septieme siécle dans les travaux d’Isaac Newton, Leibniz, et Bernoulli.
Elles jouent un role essentiel pour la modélisation des systémes physique,
mécaniques, économique ....

L’étude de l'existence, le nombre et la stabilité des solutions périodiques est
I'un des plus importants problémes de la théorie qualitative des équations
différentielles ordinaires et des systémes dynamiques.

Un cycle limite d'une EDO est une solution périodique isolée. Plusieurs mé-
thodes pour la recherche des solutions périodiques des EDO ont été créées
et développées, on peut citer le théoréme de Poincaré Bendixson, le critére
de non existence de Dulac, la bifurcation de Hopf, la méthode de Melnikov,
méthodes de perturbations,. . .

Le seizieme probléme de Hilbert consiste a déterminer le nombre maximum de
cycles limites d'un systéme planaire polynomial de degré n, il a été présenté
en 1900 [4] et reste irrésolu.

La méthode de Moyennisation est I'une des plus importantes méthodes de
perturbations utilisées actuellement dans I’étude des cycles limites des EDO’s
et des systémes dynamiques.

Cette méthode remonte a 1788, lorsque Lagrange a formulé le probléme gravi-
tationnel de trois corps comme une perturbation du probléme de deux corps.
La validité de cette méthode & attendu que Fatou en 1928 prouve certains
des résultats asymptotiques. Ensuite les résultats de Krylov et Bogoliubov
en 1937 [5], Malkin (1956) [8], Bogoliubov et Mitropolskii [1] 1961, Roseau
(1966) [9], ont rendu la méthode de Moyennisation comme un outil classique
important pour ’analyse des oscillations non linéaire. Elle a été ensuite dé-
veloppée par Sanders and Verhulst [10], Buica, Frangoise et Llibre (2007)
[3]...

Dans ce mémoire, on utilise la méthode de Moyennisation du premier ordre



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

afin d’étudier les cycles limites de deux classes d’équations différentielles or-
dinaires perturbées du quatriéme ordre autonome et non autonome.

Notre mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre est un chapitre préliminaire qui contient des définitions
et des théoremes de base de la théorie qualitative des EDO et des systémes
dynamiques.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit deux types différents de la théorie
de Moyennisation du premier ordre, pour chaque type on donne un théoreme
avec des exemples d’applications.

Enfin, le dernier chapitre est consacré a 'application de la méthode de moyen-
nisation du premier ordre citée dans le deuxiéme chapitre a 1’étude des cycles
limites de deux classes d’équations différentielles ordinaires du quatriéme
ordre autonome et non-autonome.
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Chapitre 1

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions générales et principales
pour I’étude qualitative des systémes dynamiques. Premiérement on définit le
systéme dynamique et les notions de : flot, point d’équilibre, la linéarisation,
stabilité, la nature de points d’équilibre et on passe & la définition du portrait
de phase et cycles limites, solution périodique, amplitude de cycle limite...

1.1 Systéme dynamique, flot, points d’équi-
libre et linéarisation

Définition 1.1.1 (Systéme dynamique) : Un systéme dynamique sur R”
est une application U : RT x R" — R" définie sur tout Rt x R", telle que
— U (.,z) : Rt — R" est continue.
— U (t,.) : R* — R"™ est continue.
- U(0,z) = z.
~U(t+s,x) =U(t,U(s,x)) pour t,s € R, z € R".
Exemple 1.1.1 Soit le systéme différentiel

T = Ax
(i, (1)
ol A est une matrice constante, la solution de (1.1) est

z(t) = ey,

Le systeéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car application

1



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

U:RT"xR"—-R"

définie par
Ult,z) = ez

vérifie les quatre propriétés précédentes.
Définition 1.1.2 (Flot d’un systéme différentiel) : Soit le systéme non
linéaire

i = f(x) (1.2)

telle que = € R" et f € C'(R™). On appelle flot du systéme différentiel (1.2),
I’ensemble des application ¢, : R® — R" définies par

¢t(x0) = ¢(t> ‘To)v

ou : ¢(t, zo) est la solution telle que ¢(0, zg) = xo.

Remarque : Si f ne dépend pas explicitement du temps ¢, alors le flot est
dit autonome sinon il est dit non autonome.

Définition 1.1.3 (Points d’équilibre) : On appelle point d’équilibre ou
point critique, du systéme différentiel non linéaire (1.2) tout point xy € R™
qui vérifie f(zo) = 0.

Définition 1.1.4 (Systéme linéarisé) : On appelle systéme linéarisé de
(1.2) au voisinage du point d’équilibre z;, le systéme

i = Ax
ou 5
A= Df(xo) = (05 (x0)> o (1.3)

Théoréme 1.1.1 (de cauchy-lipschitz) : Soit la fonction f(¢, ) qui admet
des dérivées partielles par rapport a t et x et qu’elle sont continues, et soit
to, To des réels, il existe une seule solution @(t) de 'équation % = f(t,x)
définie sur un intervalle contenant ty qui vérifie ¢(tg) = xo.

Définition 1.1.5 (Stabilité) : Soit le systéme différentiel non autonome et

non linéaire

dx

i f(t,x), xeR™ teR". (1.4)



1.2. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRE

On suppose que f(t,z) satisfait les conditions du théoreme d’existence et
d’unicité des solutions. Une solution ¢(t) du systéme (1.4) telle que

¢(t0) = 9
est dite stable au sens de Lyapunovsi: Ve > 0,39 > 0 telle que
[z(to) — @oll <0 = [|lz(t) — ¢(t)|| <&,V > to.

Sien plus : lim ||z(t) — ¢(t)|| = 0, alors la solution ¢(t) est asymptotiquement
stable.

1.2 Nature des points d’équilibre

On utilise la linéarisation pour chercher la nature des points d’équilibres.
Soit le systéeme différentiel linéaire & = Az, o A est une matrice 2 x 2 et
soient \; et Ay les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents
cas selon ces valeurs propres :

(1). Si Ay et Ag sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point
critique = = xq est un point selle, il est toujours instable (voir Figure 1.1).
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Figure (1.1) : Point selle.

(2). Si A et A\g sont réelles non nulles et de méme signe, on a trois cas :
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

(a) Si A1 < A2 <0, le point critique = xy est un noeud stable (voir Figure
1.2.a).
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Figure (1.2.a) : Noeud stable

(b) Si0 < A1 < A2, le point critique = x est un noeud instable (voir Figure
1.2.b).
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Figure (1.2.b) : Noeud instable.

(c) Si A1 = A2 = A le point critique z = ¢ est un noeud propre, il est stable
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1.2. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRE

si A < 0, sinon il est instable (voir Figure 1.2.c).
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Figure (1.2.c) : Noeud propre
instable.

(3). Si A1 et A\ sont des complexes conjuguées \; = a; +i3; telle que a; # 0,
alors le point critique x = x( est un foyer, il est asymptotiquement stable si
a; < 0 sinon il est instable (voir Figure 1.3).
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Figure (1.3) : Foyer.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

(4). Si Ay et Ay sont des complexes conjuguées \; = a; +i3; telle que 3, # 0
et a; = 0 alors le point critique x = z( est un centre, il est stable mais pas
asymptotiquement stable (voir Figure 1.4).
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o = el e i

Figure (1.4) : Centre.

Définition 1.2.1 (Points d’équilibre hyperboliques) : Si la jacobiene
A = Df(xy) n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle, alors le
point d’équilibre est dit hyperbolique.

1.3 Portrait de phase et cycles limites

Définition 1.3.1 Soit le systéme planaire

&= P(z,y),
{ ?J:Q<$;y>7 <1'5)

ou P et @ sont deux polynémes en z et y. Les solutions (z(t), y(t)) du
systéme (1.5) sont représentées dans le plan (z, y) par des courbes appelées
orbites. Les points d’équilibre de ce systeme sont des solutions constantes et
la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points d’équilibre
représentés dans le plan (z, y) s’appelle portrait de phase, et le plan (z, y)
est appelé plan de phase.

Définition 1.3.2 (Solution périodique) : On appelle solution périodique
ou cycle toute trajectoire W, (z) du systéme différentiel non linéaire (1.2) telle
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1.3. PORTRAIT DE PHASE ET CYCLES LIMITES

qu’il existe un nombre 7' > 0, vérifiant
U(t+1T, ) =V(t, ) pour T > 0.

Le plus petit réel T' > 0 qui vérifie la formule précédente est appelé période.
Pour un systéeme autonome, & toute solution périodique correspond une orbite
fermée dans ’espace de phase.

Définition 1.3.3 (Cycle limite) : Un cycle limite est une solution pério-
dique isolée, c’est a dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée
dans son voisinage.

Définition 1.3.4 (Amplitude de cycle limite) : L’amplitude d’un cycle
limite est la valeur maximale de la variable x du cycle limite.

Définition 1.3.5 (Cycle limite hyperbolique) : Soit £ un ouvert de R?
et f € CYFE). Soit ¢(t) un cycle limite de période T' du systéme (1.2), alors
©(t) est hyperbolique si fOT Vi(e(t)dt # 0 ou Vf(p(t) est la divergence
de f en p(t)

— (t) est stable si fOT Vi(e(t))dt <0,

— ©(t) est instable si fOT Vf(p(t))dt >0,

quand € — 0.

Exemple 1.3.1 Soit le systéme

=2z —y—2z(z? + y?), (1.6)
g =x+2y—2y(a*+y?). '

Apres le passage au coordonnées polaires x = r cosf et y = rsin 6, le systéme

(1.6) devient

r=2r(1—r?),
0=1.

Posons

f(r)y=7r=2r(1—-r%.

f(ry=0=r=0our=1.

On a la solution périodique

(x(t),y(t)) = (cos(t + by),sin(t + b))

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

dans le plan de phase il y a un seul cycle limite d’équation :
4+ =1
On a donc un point d’équilibre (0,0) et un cycle limite d’amplitude
r=1letf=1t+6,.

Définition 1.3.6 (Ensemble isochrone) :
L’ensemble isochrone est un ensemble formé uniquement par des solutions
périodiques, qui ont la méme période.



Chapitre 2

Théorie de moyennisation

La méthode de moyennisation est 1'une des plus importantes méthodes de
perturbations utilisée actuellement dans I'étude des cycles limites des sys-
témes dynamiques, cette méthode donne une relation quantitative entre les
solutions d’'un systéme différentiel non autonome et d’un systéme moyenné
lequel est autonome.

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode de moyennisation d’ordre un
et on 'applique aux équations différentielles contenant un petit parametre c.

2.1 Méthode de moyennisation du premier
ordre pour les orbites périodiques

2.1.1 Premiére Méthode

On considére le systéme différentiel a valeur initiale suivant

x(t) = eF(t,x(t)) + 2R(t,x(t), ), x(0) = xo. (2.1)

Avec x(t) € D C R", D un domaine bornée et ¢ > 0. On suppose que
F(t,x(t)) et R(t,x(t), e) sont T—périodiques en t. Le systéme moyenné associé
au systéme (2.1) est défini par

y(t) =ef "(y(t), ¥(0)=ua, (2.2)

ou



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

) = 7 / F(s,y)ds. (2.3)

Le théoréme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points
singuliers du systéme moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du
systéme (2.1).

Théoréme 2.1.1 Considérons le systéme (2.1) et supposons que les fonc-
tions vectorielles F', R, D, F, D2F et D,R sont continues et bornées par une
constante M (indépendante de ¢) dans [0,00[ X D avec —gy < £ < gg. De
plus, on suppose que F' et R sont T-périodiques en t avec T' indépendante de
E.

(1) Si g € D est un point singulier du systéme moyenné (2.2) telle que

det(D,.f °(g)) # 0. (2.4)

Alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
X.(t) du systéme (2.1) telle que x.(t) — g quand € — 0.

(2) Si le point singulier y = ¢ du systéme moyenné (2.2) est hyperbolique
alors pour |¢| > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante
X (t) du systéme (2.1) est unique, hyperbolique et de méme type de stabilité
que g quand € — 0.

Preuve : voir [12].

Exemple 2.1.1 Considérons 1’équation différentielle

I+zx=ce(lyl -1,
qui peut étre écrite sous la forme

{ =y (2.5)

y=—z+e(yl -1y
En coordonnées polaire (r,0) od x = rcosf et y = rsin 6, ce systéme devient
7 = er(|rsinf| —1)sin?0,
0 =—1—¢ecosf(|rsinf| —1))sinb,

ou d’une maniére équivalente

dr

0= —er(|rsinf] — 1)) sin? 0 + O(g?).

10



2.1. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE POUR
LES ORBITES PERIODIQUES

De (2.3) on obtient

1 1 -4 1
For) = =5 /r(yrsine\ —sin®6 df = —r(—r + 5.
0

Le seule racine positive de f °(r) est r = 7. Comme (%O)(%W) = =L, d’apres
le théoréeme 2.1.1, il suit que le systéme (2.5) pour || # 0 suffisamment petit,
admet un cycle limite qui bifurque de 1'orbite périodique de rayon r = gw du

systéme non perturbé (2.5) avec ¢ = 0. De plus, comme

df © 3 -1
A — _ 0
(%) (5) =3 <o
ce cycle limite est stable.

2.1.2 Deuxiéme Méthode

On considére le probléme de la bifurcation des solutions 7- périodiques d'un
systéme différentiel de la forme

X(t) = Fo(t,x) +eFi(t,x) + e Fy(t, %, €). (2.6)

Avec ¢ suffisamment petit.

Les fonctions Fp, F; : R x Q — R™ et Fy : Q x Rx] — g9, go[— R™ sont des
fonctions de classe C?, T-périodiques par rapport a la premiére variable et
est un sous ensemble ouvert de R"™. Supposons que le systéme non perturbé
(2.6) quand ¢ — 0

X(t) = F0<t,X), (27>
a une sous variété de solutions périodiques de dimension k. Soit x(t, z)

une solution du systéme (2.6) telle que x(0,z) = z. La linéarisation du
systéme non perturbé (2.7) le long d’une solution périodique x(t,z) est

y = D:Fo(t, x(t, 2))y. (2.8)

Dans la suite on note par M, (¢) la matrice fondamentale du systéme diffé-
rentiel linéaire (2.8) et par £ : R¥ x R"* — R* la projection de R" sur ses k
premiéres coordonnées ;

ie &(xy, ..., xy) = (T1, .oy Tk).

11



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

Théoréme 2.2.2 [11] et [6] Soit V C R* un ouvert borné, 3, : V — R*~*
une fonction C%. On suppose que

(i) Z = {20 = (a,Bp(a)), « €V} C Q et que pour chaque z, € Z la
solution x(t, z,) de (2.6) est T-périodique.

(ii) Pour chaque z, € Z il existe une matrice fondamentale M,_(t) de (2.8)
telle que la matrice M_'(0) — M_(T') contient dans le haut coin droit la
matrice nulle de dimensions k x (n — k) et dans le bas coin droit une matrice

A,((n—k) x (n — k)) avec detA, # 0.
On considére la fonction F : V — R* définie par

Fla)=¢ /M;(t)Fl(t,x(t,za))dt : (2.9)

il existe a € V telle que F(a) = 0 et det(%(a)) # 0, alors il existe une
solution T-périodique ¢(t, ) du systéme (2.7) telle que ¢(0,e) — z, quand
e — 0.

Preuve : voir [8] et [9].

Exemple 2.2.2 Soit 1’équation

T — i+ i —x=e(2+cost)(z® + 22°), (2.10)
siy = &, et z = &, ’équation (2.10) s’écrite sous la forme
T =1y,
Y=z, (2.11)
Z=x—y+2z+¢e(2+cost)(x? + 223).

L’origine est 'unique point d’équilibre du systéme (2.11) lorsque ¢ = 0. La
partie linéaire du systéme (2.11) avec ¢ = 0 a Porigine est

0 1 O
A=10 0 1
1 -1 1

Les valeurs propres de la matrice A sont +¢ et 1. Avec la transformation
linéaire inversible (X,Y, Z)! = B(z,y, z)!, on transforme le systéme (2.11) en
un autre systéme dont sa partie linéaire est la forme de Jordan réelle de la
partie linéaire du systéme (2.11) avec ¢ = 0, c.a.d (XY, 2) = J(X,Y, Z)",
ou J est la forme de Jordan réelle de la matrice A donnée par

12
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0 -1 0
J=11 0 0
0 0 1
on a
BAB™' =J = BA-JB=0,
d’ou
1 -1 0
B=10 -1 1
1 0 1
Alors
X 1 -1 0 T X =x—uy,
Y |=10 -1 1 y | =< Y=—y+z
Z 1 0 1 z Z=x+z,
Le nouveau systéme est donné par
X=-Y
Y=X+eF (2.12)
4 =7+¢eF

avec

ﬁ(t,X,Y,Z):F(t,X_;/+Z,_X_2Y+Z,_X+2Y+Z>.

Pour € = 0, la solution du systéme (2.12)__, est

X(t) Xocost — Yysint
Y(t) | = | Yocost+ Xgsint
Z(t) det

Avec les notations introduites dans le Théoréme 2.2.2. Le systéme (2.12)
est similaire au systéme (2.6) avec

x = (X,Y,2), Fy(t,x) = (=Y, X, Z),
Fi(t,x) = (0,F,F) et Fy(t,x,¢) = (0,0,0),

13



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

soit x(t, Xo, Yo, Zo, ) la solution du systéme (2.12) telle que

X(Oa XOJ Yb7 ZO) = (X07 %7 ZO)
Le systéme (2.12) avec ¢ = 0 a un centre linéaire a 'origine dans le plan

(X.Y) qui est un plan invariant par le flot du systéme non perturbé, les
solutions périodiques de ce centre sont

X(ta Xo, Yo, 0) - (X(t)v Y(t)7 Z(t))7

telles que

X(t) = Xocost — Ypsint, Y (t) = Yycost + Xpsint, Z(t) =0. (2.13)

Notons que ces solutions sont 2m-périodiques.

Pour notre systéme le V et le & du Théoréme 2.2.2, sont V = {(X,Y): 0 < X?4+Y? < p}
pour p > 0 et a = (Xg, Yy) € V.

La matrice fondamentale M (¢) du systéme (2.12) avec € = 0 par rapport a

la solution périodique (2.13) telle que M (0) = I est

cost —sint 0
M(t)= [ sint cost 0
0 0 et
On remarque qu’elle est indépendante des conditions initiales (X, Yy, 0) et
on a

00 0
MY0)-M*2r)=( 0 0 0
0 0 1—e?

On a (1 — e ™) # 0. Alors toutes les conditions du Théoréme 2.2.2 sont
satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros o = (Xo,Yy) € V des
deux premiéres composantes (Fi(a), F2(«)) de la fonction F'(«) donnée dans
(2.9) telles que

2
Fi(Xo,Yy) = /sintﬁ(t,x(t,Xo,Yo,O))dt (2.14)

0
2

= / sintF (t XO)-Y(#) _ XO+Y(®) fX(t>+Y(t)) di
) 2 ) ,

2 ) 2
0

14



2.1. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE POUR
LES ORBITES PERIODIQUES

costF X(t)— Y()7_X(t)—2|-Y(t)’ —X(t);—Y(t))dt’

2
Fo(Xo,Yo) = /costﬁ(t z(t, Xo, Yo, 0))dt (2.15)
0/

ou X(t) et Y(t) sont données par (2.13). On pose F'(Xo, Yy) = (F1(Xo, Yo),
F2(Xo, Yp)) et on integre (2.14) et (2.15) on obtient

~7:.1()(0a}/0) =
fQ(X07}/E))

6(Y0+X0)(6X2+X0+6Y - Yy),
(=Y X2+ Y2 XO)——( Y5+ X3) (2.16)
(Y2 +X2) — Yo Xo.

OOICA'»—A

Si Fi(Xo,Ys) = Fa(Xo,Yp) = 0, on trouve (X§,Yy) = (F,1)- On a

4
det (8(.7:1, F2)

9(Xo, Yo) )|< i 2048 70

Alors pour € € [—&g, g9] avec g > 0 suffisamment petit, il existe une solution
27-périodique de 1’équation différentielle (2.10) telle que

1 1
z(0,e) — 7 (0,e) — 0, #(0,e) — 1

Théoréme 2.2.3 [3] (Perturbation d’un ensemble isochrone k = n) :
Supposons qu’il existe un ensemble V' ouvert et borné avec V' C 2 tel que pour
chaque z € V, la solution x(¢, 2) est T-périodique, alors on considére la fonc-
tion F : V — R™ définie par

Fla) = /M;a1 () Fy(t,x(t, z4))dt. (2.17)

S’il existe a € V' avec F(a) = 0 et det (%2(a)) # 0, Alors il existe une
solution T-périodique du systéme(2.6) telle que ¢(0,e) — 2, si e — 0.
Preuve : voir [7].

Exemple 2.2.3 On considére ’équation suivante

¥ —i+i—x=c(3wcos’t —2cos’t), (2.18)

15



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

siy =, et z =7, équation (2.18) peut étre écrite sous la forme

T =Y,
j= 2, (2.19)
2=—x+¢e(3rcos’t —2cos®t) = —x +eF(t,x),

L’origine est 'unique point d’équilibre du systéme (2.19) lorsque ¢ = 0. La
partie linéaire du systéme (2.19) avec ¢ = 0 a lorigine est

=(50)

Les valeurs propres de la matrice A sont +i. Avec la transformation linéaire
inversible (X,Y)" = B(x,y), on transforme le systéme (2.19) & un autre
systéme dont sa partie linéaire est la forme de Jordan réelle de la partie
linéaire du systéme (2.19) avec £ = 0, c.-a-d. (X,Y)! = J(X,Y)t, on J est la
forme de Jordan réelle de la matrice A donnée par

=03 )

On a
BAB'=J=— BA-JB=0
d’ou
-3 1
5= 5)
alors
X\ (31 T
y )] {1 3 y
d’ou
X =-3z+y,
Y =ux+ 3y,
et



2.1. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE POUR
LES ORBITES PERIODIQUES

Le nouveau systéme s’écrit sous la forme

X =-Y
: v 2.9
{ Y =X +eF(t,X,Y), (2.20)

ou

_ ~Y X +3Y
Ft,X,Y)=F t,—,+— .
10 10

Pour ¢ = 0, la solution du systéme (2.20)__, est

X)) [ Xocost—Ypsint

Y(#) )]\ Yycost+ Xgsint ) -
Avec les notations introduites dans le Théoréme 2.2.3. Le systéme (2.20)
est similaire au systéme (2.7) avec

X = (X,~Y), et Fo(t,x) = (Y, —X),

Fl(tax) = (07 F) et Fg(t,X, 5) = (0,0,0)
Soit x(t, Xo, Yo, €) la solution du systéme (2.20) telle que

X<07 X0> }/(-)7 5) = <X07 %)

Le systéme (2.14) avec € = 0 a un centre linéaire a 'origine dans le plan
(X,Y) qui est un plan invariant par le flot du systéme non perturbé, les
solutions périodiques de ce centre sont

x(t, Xo,Yo,) = (X(1), Y (1))

telles que

X(t) = Xgcost — Ypsint, Y(t) = Yocost + Xysint. (2.21)

Notons que ces solutions sont 2m-périodiques.
Pour notre systéme le V' et le & du Théoréme 2.2.3. Sont

V={(X,Y): 0<x*+Y?<p} pour p>0et a=(XpY) V.

17



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

La matrice fondamentale M (¢) du systéme (2.20) avec € = 0 par rapport a
la solution périodique (2.21) telle que M (0) = I est

M(t) — ( cost —sint ) |

sint cost

Par conséquent, on doit étudier les zéros o = (Xo,Yy) € V de la fonction
F(«) donnée dans (2.17), on trouve que F(«a) = (Fi(a), Fa(a)) telle que

2
F1<X07}/0) - /Slntﬁ(t7X(X07%at))dt

0
27

Y X +3Y
= /sintF ot ATSYA (2.22)
10’ 10

27
Fo(Xo, Vo) — / cos tF (1, x(t, Xo, Yo)) dt

0
2

-Y X Y
= /costF t,—,+—3 dt, (2.23)
10 10
0

ou X (t) et Y () sont données par (2.21). On pose F(Xy,Ys) = (F1(Xo, Yo),
F2(Xo, Yp)) et on integre (2.22) et (2.23), on obtient

«7:1(X0,Yb) = %3X0 sin Yy
Fa(Xo,Yy) = §XgcosYy — 2
Si F1(Xo, Yo) = Fo(Xo, Yy) = 0, on trouve (X, Yy) = (%,0). On a
O(F, .7:2)> 9
det | —————= = — #£0.
( 0(X0,Y0) / (xsye)  B32 7

Alors pour € € [—&g, g9] avec €9 > 0 suffisamment petit, il existe une solution
2m-périodique de I’équation différentielle (2.16) telle que

2
x(t,e) — x*(t) = 3 cos t.

quand € — 0.

18
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LES ORBITES PERIODIQUES

Théoréme 2.2.4 [12] (Cas n =2m) :

Supposons que n=2m et soit V' un sous ensemble ouvert et borné de R et
soit B : V — R™ une fonction de classe C2.

On note £ : R* x R** — R"* la projection de R" sur ses (n-k) derniéres
coordonnées ;

ie &5 (1, ., ) = (Tpg, ..., Tn), SUPPOSONS que

(i) Z = {20 = (o, By(a0)), @ € V} C Q et pour chaque z, € Z la solution
x(t, zo) du systeéme (2.6), est T-périodique.

(ii) pour tout z, € Z, il existe une matrice fondamentale M, (¢) de (2.8)
telle que la matrice M2 '(0) — M_'(T) a dans le coin supérieur droit une

Za
matrice A,(m x m)avec det (A, ) # 0, et dans le coin inférieur droit

une matrice m x m nulle. On considére la fonction F : V — R™ définie
par

T
1
Fla)=¢&* T/MZal(t)Fl(t,x(t, Zo))dt | . (2.24)
0

S'il existe a € V' avec F(a) = 0 et det (2£(a)) # 0. Alors il existe
une solution T-périodique du systéme (2.6) telle que ¢(0,e) — z, si ¢ —
0.
Preuve : voir [7].
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Chapitre 3

Solutions périodiques de deux
classes d’équations
différentielles du quatriéme
ordre

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les solutions périodiques de deux classes
d’équations différentielles du quatriéme ordre non-autonome et autonome via
la méthode de moyennisation.

3.1 Etude d’une E.D.O du quatriéme ordre
non-autonome

On considére ’E.D.O du quatriéme ordre suivante
B4 (14 p?)i + pPr = eF (t, 2,4, %, 7), (3.1)

ol p est un nombre rationnel, € est un petit paramétre réel et F' est une fonc-
tion non-autonome, T-périodique en ¢, de classe C?. En utilisant la théorie de
moyennisation, on étudie les cycles limites de I’équation (3.1). On distingue
deux cas suivant les valeurs de p, p # —1,0,1 et p = +1, pour chaque cas,
on présente un théoréme d’existence des cycles limites de I’équation (3.1) et
on donne des exemples.
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3.1. ETUDE D’UNE E.D.O DU QUATRIEME ORDRE
NON-AUTONOME

3.1.1 Cas1l:p+#-1,0,1

Théoréme 3.1.1 [2] Soit p = Z_; un nombre rationnel différent de -1,0,1 avec
p1 et py sont premiers entre eux. Pour chaque (X§, Yy, Z5, Ug) solution du
systeme

Jfl (X07 YO7 ZOv UO) = 07
JTQ (X07 YE)v ZO) UO) = 07 (3 2)
f3 <X07}/E)7207U0) :07 .
f4 (X07 }/E)’ Z()7 UO) = O?
satisfaisant
a<f17f27f3af4)
det XY 2 Ur 0 .
ot (G (G5, 25.09)) 0. (33)
avec
27mp2
F1 (Xo, Yo, Zo, Uy) = / cost F (t, A(t), B(t),C(t), D(t)) dt,
2mp2
FolXa Yo ZoUh) = = [ sint F(tA@).BO).C0,D0)dr,  (3)
0
27p2
—1
FalXo Yo Zo,Uo) = — [ sinlpt) F A0, B, C(). D)
P 0
1 27p2
Fi(Xo, Yo, Zo,Ug) = = / cos(pt) F (t, A(t), B(t),C(t), D(t)) dt,
b 0
et
Xosint + Yy cost — Zy cos(pt) + Uy sin(pt)
A(t) - p2 . 1 ’
B(t) — Xocost — Yysint + p(Zysin(pt) + Uy cos(pt))
- 21 ,
o) = —Xgsint — Yy cost + p?(Zy cos(pt) — Uy sin(pt))
- 1 ,
D) — —Xpcost + Yysint — p3(Zysin(pt) + Uy cos(pt))
— o ,
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I'équation différentielle (3.1) a une solution périodique z(t,¢) tendant vers la
solution

_ X§sint + Y{ cost — Zg cos(pt) + Up sin(pt)
- o

z* (t) , (3.5)
de I’équation
B+ (14 p")i+p’r =0,

quand ¢ — 0. Notons que cette solution est périodique de période 27ps.
Preuve

Introduisant les variables (¢, z,y, z,u) = (t,z, %, &, T'), on écrit ’équation dif-
férentielle du quatriéme ordre non autonome (3.1) sous la forme d’un systéme
différentiel du premier ordre

T =y,
Y=z,
o (3.6)

i =—p*r — (1+p*)z+eF (t,2,y,2,u).

L’origine est 'unique point singulier du systéme (3.6) lorsque ¢ = 0. La partie
linéaire du systéme (3.6) avec e = 0 a’origine est

T 0 1 0 0 x
y | 0 O 1 0 Y
2l 0 O 0 1 z (3.7)
U —p> 0 —1—p*> 0 U

Les valeurs propres du systéme non perturbé sont des complexe imaginaires
+i et ip, écrivons le systéme (3.6) de maniére que la partie linéaire a I'origine
sera sous la forme normale réelle de Jordan. En faisant le changement de va-
riable (X,Y, Z,U)" = B(x,y,z,u)" = (2,y,2,u)" = B"YX,Y,Z,U)" telle
que B est la matrice de changement de variables, avec la forme normale réelle
de Jordan est

0 -1 0 0
1 0 0 O
T=10 0 0 -
00 p 0

A=B'JBet BA=JB= BA—JB=0.
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3.1. ETUDE D’UNE E.D.O DU QUATRIEME ORDRE
NON-AUTONOME

En résolvant un systéme de 16 équations & 16 inconnus, on trouve la matrice
de changement de variable B, telle que

0 p* 0 1
2
|l 0 1 0
B=171 0 1 0 (3.8)
0o -1 o =t
p p
La matrice B est définie si p est différent de 0. Donc
X i
Y | _ |
7|78 |
U U
d’ou
X Py + 1,
Y B piE + 2,
A T+ 2,
‘ _(ytT
U (455),
on trouve donc
X =-Y+eF (t,X,Y,2Z,U),
Y = X,
7= —pU. (3.9)
U=pZ—-SF (t,X,Y,Z,U).
On a
(z,y,2z,u)" = B"YX,Y,Z,U)".
T 0 1 -1 0 X
y | 1 1 0 0 »p Y
z | pr—1| 0 -1 p* O Z (3.10)
u -1 0 0 —p3 U
Le systéme (3.9) prend la forme
X X F
Y Y 0
1=z 1+l o | (3.11)
. —1 7=
U U r

DO
w
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ou F (t,X,Y,Z,U) = F(t,A, B,C, D), avec
4 A — Y7

p?—1
B =
C =25y
| D=

Notons que le changement de variable (3.10) est défini lorsque p est différent
de —1,1 parce que le déterminant de la matrice de passage est ]ﬁ. Nous
allons appliquer le Théoréme 2.2.3 au systéme différentiel (3.9).
Posant

= (X7 Y7 Z> U)a Fg(t,X) = (_Y7 X7 _pUa pZ)7

x
. 1.
Fi(t,x) = (F, 0,0, —F) et F5(x,t,¢) = (0,0,0,0),
p

et O = R% Pour ¢ = 0 le systéme (3.9) a un centre linéaire a lorigine. La
solution périodique x(t) de ce centre est

X(t) Xo Xocost — Yysint

Y (t) _ W Yo | _ Ypsint 4+ X gost ' (3.12)
Z(t) Zy Zy cos(pt) — Uy sin(pt)

Ul(t) Uy Zy sin(pt) + Uy cos(pt)

Cet ensemble de solutions périodiques est de dimension 4, ayant toutes une
période 27mps. La matrice fondamentale M (t) le long d’une solution périodique
x(t) du systéme (3.9) avec € = 0 est

cost —sint 0 0
sint cost 0 0
M(t) = 0 0  cos(pt) —sin(pt) (3.13)
0 0 sin(pt)  cos(pt)
L’inverse de cette matrice est
cost sint 0 0
1/, | —sint cost 0 0
M=) = 0 0  cos(pt) sin(pt)
0 0 —sin(pt) cos(pt)
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NON-AUTONOME

Calculons maintenant la fonction F(«) définie par

]FMl t) Fy(t,z(t))dt,

on trouve F = (Fi1, Fa, F3, Fa) , et a = (Xo, Yo, Zo, Up), ol

Fi1(Xo, Yo, Zo,Ug) = 2/7rp2(:08151‘7 (¢, A(t), B(t),C(t), D(t)) dt,
Fa(Xo, Yo, Zo,Up) = —7msintF(t,A(t),B(t),C(t),D(t))dt, (3.14)
Fs(Xo, Yo, Zo,Up) = ?72Sin(pt)F(t,A(t),B(t),C’(t),D(t))dt,
Fa(Xo, Yo, Zo,Up) = —72cos(pt)F(t,A(t),B(t),C’(t),D(t))dt,

0

avec A(t), B(t),C(t) et D(t) sont données dans 1’énoncé du Théoréme
3.1.1. Pour ¢ # 0 suffisamment petit, si les zéros (X, Yy, Z3, Ug) du systéme

F1(Xo, Yo, Zo, Up)
Fa(Xo, Yo, Zo, Up)
F3(Xo, Yo, Zo, Up)
Fa( )

(3.15)

o O OO

XO) }/07 ZO: UO

sont simples alors ils donnent des orbites périodiques, c’est a dire si

det (a(]:'laf27f37f4)

XY, 75U 0,
a(Xo,YE),Zo,Uo)H 0 0 0 0))7é

pour chaque racine simple (X, Yy, Z¢, Ug) du systéme (3.15), on obtient une
solution (X (¢),Y (t), Z(t),U(t)) du systéme (3.9) telle que

(X(®),Y (1), 2(1),U(t)) — (Xq,Y5, %5, Ug)
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quand ¢ — 0.

En remontant par le changment de variables, on obtient une solution x(t),
27mpe-périodique de I’équation (3.1) avec 0 < e << 1 qui tend vers la solution
périodique

_ X§sint + Y{ cost — Zg cos(pt) + Up sin(pt)

*(t

, (3.16)

de I’équation

T4 (1+p*)i =0,
quand ¢ — 0.
Exemple 3.1.1 On considére I’équation suivante

v 13 4
T+ —i+-xr=c¢ ((m2—2x+:i)cos(

W =+

it )) , (3.17)

telle que F (t,z,%,%, %) = (2? — 2z + 1) cos(%) et p = %
Dans ce cas, les fonctions F;, Fs, F3 et F4 sont données par

F1(Xo, Yo, Zo, Uy
F2(Xo, Yo, Zo, Us
F3(Xo, Yo, Zo, Uy
Fa(Xo, Yo, Zo, Uy

_ _3p2 33 243 72
= T Uym : ZoT + 100Z07T,

_ 243 33
= WZOUOW_FKOTF,

_ o1 729 _ a3
= o0 YoUoT + 355 X0 Zom — 55 XoT,

_ o3 729 o
= 50 Y07 + 155 Y0ZoT — 155 Uo Xo.

— — — —

Le systeme (Fy, Fa, F3, F4) = (0,0,0,0) possede une racine (X, Yy, Z5,Ug) =

(0,0,222,0) qui vérifie

O (F1, Fo, Fs, Fu) 290 95492401
det 0,020 o) ) = 222220 a4
¢ (6(X0,Y0,Z0,Uo)| gL o000 " 7 O

alors, on obtient une solution z(t) 6m-périodique de ’équation (3.17), avec
0 < e << 1 qui tend vers la solution périodique

* 44 2
z(t) = -3 COS(gt),

de I’équation

SRS T S
g Tt T
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NON-AUTONOME
quand € — 0.
Exemple 3.1.2 On considére 1’équation suivante
29 4
%x + FE=¢ (2y + 3 +sint), (3.18)

telle que F' (t,z,%,%, %) =2y +3 +sint et p = %
Dans ce cas, les fonctions Fi, F», F3 et Fy sont données par

F1(Xo, Yo, Zo,Up) = —E2Xom,
Fa(Xo, Yo, Zo,Up) = —bm — 2,
.7:3(X0,Y0, Zo, Uo) = 25OZO7T
Fu(Xo, Yo, Zo,Upy) = 250U07T

Le systéme (Fy, Fa, F3, F1) = (0,0,0,0) posséde une racine (X, Yy, Z5, Uf) =
(0,0,=2%,0) qui vérifie
0 (F1, Fa, Fo, Fi) 21 _ 3906250000,
det 0,0,—,0 = — 0
¢ (a (Xo, Yo, Zo, Us) {0055 101481 " 7

alors, on obtient une solution z(t), 107-périodique de I’équation (3.18), avec
0 < € << 1 qui tend vers la solution périodique

de I’équation

quand € — 0.
3.1.2 Cas2:p==+1

Théoréme 3.1.2 [6] On suppose que p = +1 et on remplace dans (3.1),on
trouve

X424+ =eF (t,x,%,5,7). (3.19)
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S'il existe (Z, Uy) telle que Fy (Z5,Us)= Fo (Z5,U5) =0 et

det (M\ (2, U5) 4 0) ,

a<ZO7UU)
ou
1 2w
fl(Zo,Uo) = —Z—/F(t,A,B,C,D)SiDt dt,
w
0
1 2
P70, ) = —5- / F(t, A, B,C, D) cost dt,
™
0
avec
1 .
A = 55 [(=9Z + 13Up) cost + (9Uy + 13Zp) sin t]
1 [ 13 13
B = % <28Zo + ?U()) cost + (—28U0 + ?Z()> sint} 3 (320)
| L
C = % [(4Z0 — 3U0) cost — (4U0 + 3Z0) sin t] s
D = i 27, —§U cost — | 2U —|—§Z sint
- 35| 0~ 5Y 0t 520 :

Alors pour tout € € [—eg,&0] et go plus petit, il existe une solution 27—
périodique x(t) de I’équation (3.19) qui tend quand ¢ — 0 vers la solution

périodique E(t) de la méme équation avec € = 0, telle que

1(t) = % (=925 + 13U;) cost + (U + 13Z;) sint] .

La preuve du Théoréme 3.1.2 est basée sur la théorie de la moyennisation
Preuve

On écrit I’équation différentielle du quatriéme ordre non autonome (3.19)
sous forme d’un systéme différentiel du premier ordre. Soit le changement de
variables suivant (z,vy, z,u) = (v, &, %, )

T =y,
Y=z,
P (3.21)

U=—x—2z+¢cF (t,z,y,z,u).
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3.1. ETUDE D’UNE E.D.O DU QUATRIEME ORDRE
NON-AUTONOME

L’origine est 'unique point singulier du systéme (3.21) lorsque € = 0. La par-
tie linéaire du systeme (3.21) avec e = 0 al’origine est

i 01 0 0 x
g1 [ o0 1 0 y
: 0 0 0 1 2 (3.22)
i 10 -2 0 u

Les valeurs propres du systéme non perturbé sont des complexe imaginaires
+i et 44, écrivons le systéme (3.21) de maniére que la partie linéaire a I’origine
sera sous la forme normale réelle de Jordan. En faisant le changement de va-
riable (X,Y, Z,U)" = B(x,y,z,u)" = (2,y,2,u)" = B7YX,Y,Z,U)" telle
que B est la matrice de changement de variables, avec la forme normale réelle
de Jordan est

0 -1 1 0
1 0 0 1
J= 0 0 0 -1
0 0 1 O

On a
A=B'JBet BA=.JB= BA—JB=0.

En résolvant un systéme de 16 équations & 16 inconnus, on trouve la matrice
de changement de variables B, telle que

2 -1 6 1
0 0 2 —4
B=1_ 2 21 2 | (3.23)
2 1 2 1
donc )
X i
Y | _ |9
7 |78 : |
U U
d’ot )
X 2% — gy + 62 + 1
v | | 22—4a
Z | | —i+29—2+2u
i 2 + ¢ 4 22 + 1,
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On trouve donc

N

et on a

(z,y,2,u) = BYX,Y,Z,U)"

donc

|l—\01|>—l

ISR SIS ]
|
S

5|>—Acnl>~’_l

Le systéme (3.24) prend la forme

N

—
w

|
U!I»—AEleIHSP—I
1O [ b
[nB3] Ullooglw
WS

[\
ot
ot
(en)

SN

on F (t,X,Y,Z,U)=F(t A B,C,D), avec

S QO & =
Il

Posant

X =

Fi(t,x) =

1
%Z—i— 5—30U,
%j‘%?
552 " 50"

ESEREST

—oF
_F

Y+ Z+eF (t,X,Y,2,U),
X+U+eF (t,X,Y,2Z,U),
~U—-2¢F (t,X,Y,Z,U),
Z—eF (t,X,Y,Z,U),

TN <

(X,Y,Z,U), Fo(t,x)=(-Y +Z,X +U, U, %),
(F, P —2F. —F) et Fy(x,t,2) = (0,0,0,0),

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

et O = R Pour € = 0 le systéme (3.24) a un centre linéaire a 1'origine. La
solution périodique x(t) de ce centre est
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3.1. ETUDE D’UNE E.D.O DU QUATRIEME ORDRE

NON-AUTONOME
X(#) Xo 0,
Y#) | _ s Yo | _ 0,
Zt) | ¢ Zo | | Zpcost — Uysint, (3.28)
U(t) Uy Uy cost + Zysint.

Ces solutions périodiques sont des cercle sur le plan X =Y = 0 du systéme

(3.24) avec € = 0. Toutes ces orbites sont 27 —périodiques.

Nous décrirons les différents éléments qui apparaissent dans 1’énoncé du

Théoréme 2.2.4 (n=4=2x2).

Nous prenons le sous-ensemble ouvert borné V' C R? comme V' = {(Zy, Up) : Z2 + U2 < r?},
avec 1 > 0.

Soit a = (Zy,Up) et B : V — R? défini par 3(Zy, Uy) = (0,0). L’ensemble

7 = {Za = (Z(), U(),0,0) . (ZQ, Uo) S V} .

Donc a partir de maintenant, pour appliquer le Théoréme 2.2.4 (cas

n=2m). Il faut écrire le systéme (3.24) comme suit

Z=-U-2F (t,X,Y,Z,U),
U=7Z-¢cF (t,X,Y,Z,U),
X=-Y+Z+ecF (t,X,Y,2,U),
Y=X+U+eF (t,X,Y,Z,U).

(3.29)

La matrice fondamentale M () du systéme (3.29) associée a la solution 2w —périodique

Z(t) Zycost — Upsint
Ui) | | Upcost+ Zysint
x@) |~ 0
Y (1) 0

est
cost —sint tcost —tsint

sint cost tsint tcost
0 0 cost —sint
0 0 sint cost

M(t) =

L’inverse de cette matrice est

cost —sint —tcost tsint
1 —sint cost tsint —tcost
M~Yt) = .
*) cos 2t 0 0 cost —sint
0 0 —sint cost
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CHAPITRE 3. SOLUTIONS PERIODIQUES DE DEUX CLASSES
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Par conséquent la matrice

00 2r 0
_ _ 00 0 27
MY0) - M (2n) = 00 0 o | (3.30)
00 0 0

satisfait les conditions du Théoréme 2.2.4. Calculons maintenant la fonc-
tion F(«v) définit par

Fla) = ¢t % / M () Fy(t x(t, 20))dt | - (3.31)

On trouve F = (Fy, F2), et a = (Zy,Up) avec

Fi(Zo,Up) = —% / sintF (¢, A(t), B(t), C(t), D(t)) dt,
Fa(Zo,Uy) = —%/costF(t,A(t),B(t),C(t),D(t))dt.

Pour ¢ # 0 suffisamment petit, si les zéros (Z;, Ug) du systéme

Fi(Zo,Up) \ _ (O
( Fo(Zo,Up) )\ 0 )" (3.32)
sont simples alors ils donnent des orbites périodiques, c’est a dire si

det (8(]—"1,f2)

Sz Uz;>) 40

Pour chaque racine simple (Z§, Uf) du systéme (3.32), on obtient une solution
(Z(t),U(t), X (t),Y(t)) du systeme (3.29) telle que

(Z(t),U(t), X(t),Y(t)) — (Z5,U5,0,0)
quand & — 0.
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3.2. ETUDE D’UNE E.D.O DU QUATRIEME ORDRE AUTONOME

En remontant par le changment de variables, on obtient une solution x(t),
27mpe-périodique de I’équation (3.19) avec 0 < ¢ << 1 qui tend vers la solution
périodique

9 13
z(t) = —2—5(28‘ cost — Uy sint) + 2—5(U{)k cost + Zjsint), (3.33)

de I’équation

425 4 27 = 0,

quand € — 0.

3.2 Etude d’une E.D.O du quatriéme ordre
autonome

On considére ’équation différentielle ordinaire autonome du quatriéme ordre
suivante

T4 (14 p?)i + pPr = eF (z, 0,4, %), (3.34)

ol p est un nombre rationnel, £ est un petit paramétre réel et F est une
fonction de classe C2.
Théoréme 3.2.1 [6] Soit p = E- un nombre rationnel différent de -1,0,1

avec p; et po sont premiers entre eux. Pour chaque (rg, Zg, Ug) solution du
systéme (3.35)

fl (TO, ZU7 UO) = 07
]:2 (T07 ZO7 UO) = 07 (335)
F3 (7“0, 2o, UO) =0,
satisfaisant
a(flaf‘%FS) )
det | —————=|(ry, 25, Uy 0, 3.36
(G20 z.05)) # (3.36)
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avec

1
Fa(ro, Zo,Uy) = _p_m/[(pwosinewosm(pe)) F(A(B), B(9),C(6), D(9))] db,
0
1 :
Fs (ro, Zo,Up) = ]70/[(]92ZOSIHG—T0COS(]99)) F(A(@),B(H),C(&),D(e))} do,
0
et
A(B) = rosinf — Zy C;S(f&l) + Uy sm(pQ))
B(6) = 7o cOs 6 —I—p(%;nﬁpf) + Uy cos(p&))7
—rasi 2 T
cl) - rosind + p (Z;QCO_S(f@) Uo sm(p&))’
_ 3 :
D) = rocosf —p (Z;;lil(f&) + Uy cos(p&)).

L’équation différentielle (3.34) admet une solution périodique (¢, ¢) tendant
vers la solution
1 sind — Zg cos(pf) + Ug sin(pf)

*(t

, (3.37)

de I’équation

@4 (14 p%)@ +pPe =0,
quand £ — 0. Notons que la période de z*(t) est 2mp,.
Preuve :
On Introduisant les variables (x,y, z,u) = (z,%,%, ©); On écrit ’équation
différentielle du quatriéme ordre autonome (3.34) sous forme d’un systéme
différentiel du premier ordre

T =y,
Y=z
I (3.38)

= —p*r— (1+p?z+eF (v,y,2 u).
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3.2. ETUDE D’UNE E.D.O DU QUATRIEME ORDRE AUTONOME

Le systéme (3.38) avec ¢ = 0 sera appelé le systéme non perturbé, sinon on
a le systeme perturbé. Le systéme non perturbé a un point singulier unique
a Porigine avec les valeurs propres +i et +ip. On écrira le systéme (3.38) de
telle maniére que la partie linéaire a ’origine sera sous la forme normale réelle
de Jordan. En faisant le changement de variable (X,Y, Z,U) = B (z,y, z,u)
donné par

X 0 p*> 0 1 T

Yy | [» 0 1 0 Y

Z | 1 0 1 O z |’ (3.39)

1 -1
le systeme différentiel (3.38), devient

X =-Y+eF (X,Y,Z,U),
Y =X,
7= U, (3.40)

U=pZ-=:F (X.Y,Z,U),

on F (X,Y,Z,U) = F(A,B,C, D), avec

p—1’
_ pU+X
B =X,
C p?Z-Y
p2—1 7
D _p3U+X

Notez que la partie linéaire du systéme différentiel (3.40) a l'origine est dans
sa forme normale réelle de Jordan et que le changement de variable est dé-
fini lorsque p est différent de -1,0,1 car le déterminant de la matrice du

(2-1)*

On passe des variables cartésiennes (X, Y, Z, U) aux variables cylindriques
(r,0,Z,U) de R% ot X =rcosf et Y = rsinf. Dans ces nouvelles variables
le systéme différentile (3.40) peut étre écrit comme

changement est
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(=% =ccosf H(r,0,2,U),
6:%:1-6% H(T79727U)7
| (3.41)
Z:%:—pU,
3 U:%:pZ—]% (r,0,2,0),

ou H(r,0,Z,U) = F(a,b,c,d) avec

(

rsinf—2

a = p2—1

h— pU~+r cos 6

p2_1 )
2 .
_ p“Z—rsinf
C= p2_1 )
3
_ —p°U—rcosf
\ d = p2—1

Maintenant nous changeons la variable indépendante de ¢ & 6, et en désignant
la dérivée par rapport a 6 par une prime, le systéme différentiel (3.41) devient

r' =% =ccosf H+ o(?),
7' =% = —pU — 22528 [ 4 o(c?), (3.42)

U' = 8 = g 4 cPLS0 (2,

ou H=H(r,0,Z,U). On va appliquer le Théoréme 2.2.3 au systeme diffé-
rentiel (3.42), on note que le systéme (3.42) peut s’écrire comme le systéme

(2.6) du chapitre 2 avec

r
A
U

X =

y t= 9, FO(Q,X) =

0 cos H
—pU |, F1(0,x) = PRl 1

r
pZ p2Z sin@—r H

pr

Les solutions périodiques du systéme (3.42) avec € = 0 sont

To,
Zp cos(pf) — Uy sin(pb),
Up cos(ph) + Zy sin(ph),
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3.2. ETUDE D’UNE E.D.O DU QUATRIEME ORDRE AUTONOME

pour tout ry > 0. Cet ensemble d’orbites périodiques est de dimension 3,
ayant toutes la méme période 2?”. Pour chercher les solutions périodiques de

notre équation (3.42), il faut calculer les zéros du systéeme F(a) = 0, ou
F(«) est définit par

T
/M Y x(t, 24)) dt.
0

Nous avons obtenu que o = (rg, Zo, Up) et F = (Fy, Fa, F3) , ol

27

Fi(ro, Zo, Up)) = fp c059 F(A,B,C,D) db,
Fa(ro, Zo, Uo)) = == fo (p*Up sin 0 + rysin(ph)) F(A, B,C, D) df,

F3(ro, Zo, Uo) = 5, fo (p*Zysinf — 1o cos(pb)) F(A, B,C, D) db,
(3.43)
avec A, B, C' et D sont données dans ’énoncé du Théoréme 3.2.1. Les zéros
(rg, 2§, Uo) du systéme (Fi, Fo, F3) = (0,0,0), s’ils sont simples, c’est-a-dire
si
0 (F1, Fa, F:
de ( ( 1,v 2y 3)

* Z* *
a(To,Zg,U()) |<7°0’ 07U0>) % 07

donnent une solution périodique (r(6), Z(6), U(#)) du systeme (3.42). En
remontant par le changement de variables, pour tout zéro simple (r§, Zg,
Ug) du systéeme (Fy, Fa, F3) = (0,0,0), on obtient une solution périodique
x(t) de période 2mp, de I'équation différentielle (3.34) pour e suffisamment
petit tel que z(t) tend vers la solution périodique

rgsiné — Zg cos(pd) + Ug sin(ph)
p—1

z*(t) =

Y

de I’équation
T+ (14 p)i + p’z =0,

quand € — 0.
Exemple 3.2.1 On considére I’équation suivante

T4 5F 4 da = (e(20 —y + 1), (3.44)
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telle que F (z,%,%,7) = 202 —y + 1 et p = 2. Dans ce cas, les fonctions
Fi1,F, et F3 sont données par

16 1 1
Fi(ro, Zo,Uo) = _ﬁZOUO + §T0U07T+ o™
1
Fa(ro,Zo,Uo) = 13- (=30rg + 180Uy — 56UpZ5 — 112Ugrg — 64U5 — 30roUp ZoT),
0
1
Faro, Zo,Uo) = 5407 (22425 + 256U Zy + 43215 Zy — T20Zy + 1200 Zgm + 15r07).
0

Le systeme (F;, Fa, F3) = (0,0,0)

N : * * * _
possede une racine (rg, Z5,Ug) = (

_ 1pV/2816—117072 37/2816—117072 -5 :
1656 117n2 >~ —astoriim? > 4 ) AW

vérifie

—2816+11772 7 —2816+1177w2 7 4 T 3645

a (-Fl JTQ F3) \/ — 2 — 2
det ) ) (—16 2816—117072 37/2816—11707 _5) _ ﬁﬂ. 07
< a(7”07207(]0) | 7£

alors, on obtient une solution z(t) 2m-périodique de ’équation (3.44), avec
0 < e << 1 qui tend vers la solution périodique

—16y/38T6—1170n2 ;1\ g _ 3my/2816-1170r2 5
2*(t) = Si6 11T Sint — 281611772 cos(pd) — § sin(26)

3 Y

(3.45)

de I’équation
24 5% +4x = 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié I'existence et le nombre de cycles limites de
deux classes d’équations différentielles ordinaires perturbées du quatriéme
ordre en utilisant la méthode de moyennisation. La premiere classe étudiée
était non-autonome et la deuxiéme était autonome. On a distingué deux cas
selon les valeurs du parameétre p pour la premiére classe et un seul cas pour
la deuxiéme classe d’équations. Il existe d’autres cas qu’on n’a pas pu les
étudier via cette méthode.

La méthode de moyennisation nous a permis d’obtenir des conditions suffi-
santes de ’existence des cycles limites en transformant le probléme de I'exis-
tence des cycles limites en un probléme algébrique de l'existence des solu-
tions non dégénérées d’un systéme non linéaire, ce dernier n’est pas facile a
résoudre mais il est moins difficile que le probléme initial.

La méthode est applicable pour plusieurs classes d’équations différentielles
et donne de bons résultats, mais elle ne donne pas toutes les solutions pério-
diques de ’'EDO.
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