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Abstract

In our memory, inspired by the work Tabouche,N. Brehail A. Matar,M.M. Alzabut,J.
Selvam,A.G.M. Vignesh,D [38] which deals with the existence and stability of the solution
of Mathieu’s equation of fractional order of Caputo, we consider a new Mathieu’s problem

of fractional order in the sense of 1-Caputo with initial condition ( problem not studied
before).

We establish the existence and uniqueness of the solution by employing the fixed point

theorem of Schauder and Banach’s theorem.

Finally, we explore the stability of the solution in the sense of Ulam-Hyers and generalized

Ulam-Hyers and we illustrate the obtained results by an application.

Key words : Mathieu’s equation, Caputo fractional derivative, 1)-Caputo fractional
derivative, Schauder’s fixed point theorem, Banach contraction principal, Ulam-Hyers

stability, generalized Ulam-Hyers stability.



Dans notre mémoire, en s’inspirant du travail Tabouche,N. Brehail, A. Matar,M.M.
Alzabut,J. Selvam,A.G.M. Vignesh.D [38] qui traite I'existence et la stabilité de la solution
de I'équation de Mathieu d’ordre fractionnaire de Caputo, nous considérons un nouveau
probléme de Mathieu d’ordre fractionnaire au sens de 1-Caputo avec condition initiale
( probléme non étudié auparavant).

Nous établissons I'existence et I'unicité de la solution en employant le théoréme du point

fixe de Schauder et le théoréme de Banach.

Finalemment, nous explorons la stabilité de la solution au sens du Ulam-Hyers et Ulam-

Hyers généralisé et nous illustrons les résultats obtenus par une application.

Mots clés : Equation de Mathieu, dérivée fractionnaire de Caputo, dérivée fractionnaire
de ¢-Caputo, théoréme du point fixe de Schauder, principe de contraction de Banach,

stabilité de Ulam-Hyers, stabilité de Ulam-Hyers généralisé.
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0.1 Introduction

En mathématiques, ’analyse fractionnaire est une branche de ’analyse, qui étudie la
possibilité qu'un opérateur différentiel puisse étre élevé a un ordre non entier. Le sujet du
calcul fractionnaire a gagné une populatité considérable et importante au cours des trois
derniéres décennies, principalement par ses applications démontrées dans de nombreux
domaines de la science et de 'ingénierie. Il fournit en effet plusieurs outils potentiellement
utiles pour la résolution des équations différentielles et intégrales, et divers autres pro-
blémes impliquant des fonctions spéciales de la physique mathématique, ainsi que leurs

extensions et généralisations a une et plusieurs variables.

Le concept de calcul fractionnaire découle historiquement d’une question soulevée en 1695
par Marquis de L’Hopital (1661-1704) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Lorsque
Leibniz a répondu par une lettre a L’Hopital, il a désigné la niéme dérivée d’une fonction

g—{ (apparemment avec I’hypothése implicite que n € N), 'Hopital a ré-
dr f

pondu alors, "Que signifie 7=+ sin = % ?". Dans sa réponse, datée du 30 Septembre 1695,

Leibniz écrit a I’Hopital comme suit : "... C’est un paradoxe apparent, a partir duquel un

f par le symbole

jour, des conséquences utiles seront tirées...".

La mention des dérivées fractionnaires a été faite dans un certain contexte, (par exemple)
Euler en 1730, Lagrange en 1772, Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822, et
la premiére tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fraction-
naire est di a Liouville qui a publié neufs documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle
de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le nom "Approche de Riemann-Liouville". Plus
tard, d’autres théories on fait leurs application comme celle de Grunwald-Letnikov, de
weyl et de Caputo (voir[38]), Green en 1859, Holmgren en 1865, Grunwald en 1867, Let-
nikov en 1868, Sonin en 1869, Laurent en 1884, Nekrassov en 1888, Krung en 1890 et Weyl
en 1917 [11]. En effet, dans son manuel de 700 pages, intitulé "Traité du calcul différentiel
et du calcul intégral" (deuxiéme édition; Courcier, Raris , 1819), S.F.Lacroix consacra

deux pages (pp.409-410) au calcul fractionnaire, montrant finalement que

A cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et c’est
pour cette raison qu’elle a été considérée comme abstraite ne contenant que des mani-
pulations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques pures
a des application, a commencé & voir le jour depuis les années 1990, ou les équations
différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels que la physique,

I'ingenierie, la biologie, la mécanique etc.

U-8 Mai 1945-Guelma Edp et Analyse numérique Rayane. Bouhdiche
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De nombreuses défnitions des opérateurs non entiers ont été introduites |6, 20]. On cite
les approches de dérivations fractionnaires suivantes : I’approche de Riemann-Liouville,
Hadamard et Caputo [24], Par exemple : les dérivées fractionnaires ont été utilisées large-
ment dans le modéle mathématiques de la visco-élasticité des matieres [19, 35| diffusion
[42, 17|, processus stochastique [10, 24|, signal et image processing [26], modéles fraction-

naires et controle [21, 27],... etc.

L’équation de Mathieu est une équation importante de la physique mathématique car elle
présente de nombreuses applications dans les domaines des sciences physiques, tels que
I'optique, la mécanique quantique, la modulation de fréquence, la focalisation & gradient
alternatif, piége miroir pour particules neutres, pendule inversé, vibrations dans un tam-
bour elliptique, stabilité d'un corps flottant et relativité générale [15, 17, 29|. L’équation
de Mathieu a été introduite pour la premiére fois par le mathématicien frangais Emile Leo-
nard Mathieu qui a étudié les membranes de tambour elliptiques vibrantes [17, 28, 29|.

L’équation de Mathieu est une équation différentielle du second ordre de la forme
D?u(t) + [p — 2q cos(2t)]u(t) = 0, (0.1)

ol D%(t)z%,p,qéKzRou C.

La solution de (0.1) se construit sous la forme

u(t) = exp(idt)n(t),

ou 1 est une fonction périodique de période 7 et § est un indice dit caractéristique dépen-

dant des valeurs de p et q.

La premiére tentative d’étude de I’équation de Mathieu & été réalisée dans le contexte
fractionnaire par Rand RH, Sah SM et Suchorsky en 2010 ([31]), Ebaid, Elsayed et Al-
joufi en 2012 ont discuté la solution analytique approximative de I’équation fractionnaire
de Mathieu en utilisant la décomposition de domaines et les méthodes de séries [18].

Pour une revue relativement exhausive de dévelopement de 1’équation de Mathieu le lec-

teur peut consulter [17, 21, 25].
Trés recemment, Tabouche,N. Brehail, A. Matar,M.M. Alzabut,J. Selvam,A.G.M. Vignesh.D

ont étudié I'existence et 'analyse de la stabilité de I’équation différentielle de Mathieu avec

applications sur certains phénomeénes physiques

CDrz(t) + A(t)2(t) = ¥(t, 2(t),C D 2(t)), u € (1,2], v € (1,2],
2(0) =0, 2/(0) = z,

avec A(t) = p — 2qcos(2t), p,q € R, “D° est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
d’ordre o € {p, v} et ¢ :[0,T] x R x R — R est une fonction continue non linéaire.

U-8 Mai 1945-Guelma Edp et Analyse numérique Rayane. Bouhdiche
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Motivés par ce dernier probléeme nous abordons, I’étude du nouveau probléme de Mathieu

avec dérivée de 1-Caputo

CDRYut) + At)u(t) = f(t,ut),” D"Yu(t)), t€la,T], a>0,
u(a) = u'(a) =0,

avec A(t) = p — 2qcos(2t), pet q € R, “D%Y est la dérivée fractionnaire au sens de
y-Caputo d’ordre ¢ € {p,v},onl < pu <2 0<v<let f:[a,T] xR xR — R est une

fonction continue non linéaire.

Recemment, Almeida [5] a présenté un nouveau type d’opérateur différentiel fractionnaire

appelé 1)-Caputo et a pu faire I'extension du travail de Caputo [31, 21].

Almeida et al [6] ont prouvé des résultats d’existence et d’unicité d’equation de type
Caputo par rapport a une autre fonction en utilisant le théoréeme du point fixe et la

méthode d’itération de Picard.

Plus recemment, M.S. Abdo, A.G. Ibrahim, et S.K. Panchalont [2| ont étudié I'existence

et I'unicité d’une équation fractionnaire implicite de type ¥-Caputo.

Le travail présenté dans le cadre de ce mémoire est composé de trois chapitres. le chapitre

1 étant introductif. Dans le chapitre 2, on établit 'existence et 'unicité de la solution

pour les équations différentielles fractionnaires de Mathieu avec dérivée fractionnaire de

1-Caputo, le chapitre 3 est consacré a 1’étude de la stabilité de la solution de notre
probléme.

1. Premier chapitre : Nous rappelons quelques définitions et résultats de base du cal-
cul fractionnaire utiles tout au long de ce mémoire tel que : fonctions spéciales (la
fonction Gamma, la fonction Béta) [24, 18|, des approches des dérivées et intégrales
fractionnaires, ainsi que des théorémes du point fixe [22].

2. Deuxiéme chapitre : Conserne I’étude d’un nouveau probléme de I'équation diffé-

rentielle fractionnaire de Mathieu avec dérivée fractionnaire de 1-Caputo

CDRYu(t) + At)u(t) = f(t,u(t),” D"Yu(t)), t€la,T], a>0,
u(a) = u'(a) =0,

avec A(t) = p — 2qcos(2t), p, ¢ € R, “D%¥ est la dérivée fractionnaire au sens de
-Caputo d’ordre o € {p,v},onl < p<2 0<wv<let f:[a,T] X RxR — R est
une fonction continue non linéaire.
On établit l'existence et I'unicité de la solution de notre probléme en appliquant le
théoréme de point fixe de Schauder et le principe du contraction de Banach.

3. Troisiéme chapitre : Nous explorons la stabilité de la solution au sens de Ulam-Hyers
et Ulam-Hyers généralisé. Finalement, on présente un exemple illustrant les résultats

obtenus.

U-8 Mai 1945-Guelma Edp et Analyse numérique Rayane. Bouhdiche



Chapitre 1

Préliminaires et rappels de calcul

fractionnaire

Le but de ce chapitre est de présenter des rappels concernant les notions fondamentales
du calcul fractionnaire (fonctions spéciales telles que : Fonction Gamma, Fonction Béta),
également les intégrales, les dérivées fractionnaires (au sens de Riemann-Liouvile, Caputo
et Hadamard) et leurs propriétés. Finalement, nous rappelons des théorémes du point fixe

qui représentent des outils indispensables dans la suite de notre travail.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

En mathématiques, I'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction

eulérienne Gamma (ou fonction Gamma) qui généralise la fonction factorielle (n!).

Définition 1.1 [24, 20| Pour tout nombre complexe z tel que R(z) > 0 la fonction
Gamma d’Euler I'(z) est définie par

['(z) = / t*te7tdt, z € C avec R(z) > 0. (1.1)
0
Propriétés :
e  Une propriété de base de la fonction gamma est qu’elle satisfait 1’équation suivante
['(z+1)==zI'(2), z€C.

e powrneN, I'ln+1)=n!

™

o I'x)I(1—-2) = z € C.

sin(rz)’

11
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22z71
ﬁ
VA(2n))

22np | 7

D’aprés ce qui précéde,nous pouvons obtenir
1 T(}) = V.
2 T() = 4vF T = 1A

o TI'(22)=

I'(2)T(z+ %), z € C.

e I'(n+1i)= z€C.

1.1.2 La fonction Béta

Définition 1.2 |24, 30] La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler donnée par la

définition suivante

1
B(z,w) = / 1 -0 tdt,  z,weC (1.2)
0

avec  R(z) > 0, R(w) > 0.

Propriétés
e La fonction Béta est symétrique B(z,w) = B(w, z), $(z) >0, R(w) > 0.
e B(z,w)=B(z+1,w)+ B(z,w+1), R(z)>0, Rw)>D0.

e B(x1)=1 R(z)>0.

z

o B(z,w+1)= 53(2 +1,w), R(z) >0, R(w) > 0.

Remarque 1.1 La fonction Béta est reliée a la fonction Gamma par la relation suivante

B(z,w) = % (1.3)

1.2 Calcul Fractionnaire

Dans cette section, nous présentons différentes approches de généralisation de la notion

de différenciation et intégration.

U-8 Mai 1945-Guelma Edp et Analyse numérique Rayane. Bouhdiche



1.2. Calcul Fractionnaire 13

1.2.1 Intégrale fractionnaire
Intégrale d’ordre arbitraire (Formule de Cauchy)

Soit f : [a,b) — R une fonction continue,( b pouvant étre fini ou infini).

Une primitive de f est donnée par I'expression

@ﬁwz/f@m

pour une primitive seconde on aura

(ﬁfﬂ®=ilulifﬁﬁhm&

En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire

(I2f)(t) = / (t— 5)f(s)ds.

Plus généralement, le niéme itéré de 'opérateur I peut s’écrire

n—1

" F(8) :/atdtl /atl dtg.../atn_l Ft)dts — ﬁ/at(t—s)"lf(s)ds, (1.4)

pour tout entier n € N*. Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative a la définition de 'intégrale fractionnaire s’ap-
puie sur la formule de Cauchy (1.4), en généralisant cette formule & un ordre « réel positif
et en remplagant la fonction factorielle par la fonction Gamma on aura la définition sui-

vante

Définition 1.3 [24]

Soit f une fonction continue sur [a, b] et soit a € R, l'intégrale

1o (1) = ﬁ/ (t— 5)* 1 f(s)ds, a c R (1.5)

est appelée intégrale fractionnaire gauche de Riemann-Liouville d’ordre o (qu’on va utiliser

dans tout ce qui suit), et 'intégrale

1 b ol
)/t(t—s) f(s)ds, bE R,

LY f(t) = (o)

est appelée intégrale fractionnaire droite de Riemann-Liouville d’ordre a.

U-8 Mai 1945-Guelma Edp et Analyse numérique Rayane. Bouhdiche
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Exemple

a) Considérons la fonction f(t) = (t —a)”. Alors

o —aﬂ:L t — 5)* (s — a)lds.
-0 = g [ =9 -0

Une changement s = a + (t — )™, donne

—q)fta i
It —a)’ = —(t I’(o?) /0 (1—7)*"7Pdr,

—a B+a
— t—a)ye F((j) X B(B+1,a),

(t-a** DB+
I'(a) rf+1+4+a)’

LOXY ¢ gypee

TTB+Llta)
b) Soit la fonction f(t) = C. Alors
1 ¢
IC = W/a (t—s)*'Cds,

_ %/j(t— 5)*1ds,

pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variable 7 =1¢ — s

t—a
I"C = . / T T,
I'(a) Jo

_C X(t—a)a
- I'(a) a
C

= m(t —a)”.

Proposition 1.1 /2] Soit f : [a,b] — R une fonction continue, lintégrale fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville posséde la propriété suivante

LIZF)] = 3P f(t), a, 8> 0.

De plus, on a

d o _ ga—1
E(Iaf)(t) _Ia f(t>’ a>0.

U-8 Mai 1945-Guelma Edp et Analyse numérique Rayane. Bouhdiche



1.2. Calcul Fractionnaire 15

Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.4 [24] Soit (a,b),(0 < a < b < o0) un intervalle fini ou infini, I'intégrale

fractionnaire de Hadamard d’ordre v pour une fonction g est définie par
L[\ gls)
ITg(t) = log— d <x<hb. 1.6
ad(t) F@/a(ogs) S ds, asws (1.6)

1.2.2 Dérivée fractionnaire

On présente dans cette partie les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville, de

Caputo et d’Hadamard qui sont les plus utilisées dans plusieurs applications.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5 [24] Soit a > 0 et n € N* tel que n — 1 < a < m, la dérivée fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville gauche d’ordre o d’une fonction f : [a, b] — R est définie par

w0 = () wes0 = o () [t

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville droite d’ordre o de la fonction f

est définie par

wpp )= () 0 = s () [0 )

Remarque 1.2 Dans ce qui suit, nous considérons que la dérivée fractionnaire gauche.
propriétés
e Linéarité
FEDE () + pg(t)) = X DG f(1) + i M DE (1), (1.9)
e Fn général on a
FEDL (D) # TEDL DN # TFDEPT(). (1.10)

e Formules de composition
Soient m—1<a<metn—1<8<n,

(1.11)

RL nya ( RL S8 RL a—l—ﬂ § : RL ﬁ j (t a)—a—j
a+ ( a+ ) ( ) a+ F( ] 1)

U-8 Mai 1945-Guelma Edp et Analyse numérique Rayane. Bouhdiche



1.2. Calcul Fractionnaire 16

Y S
e La dérivée fractionnaire de Rlemann—Llouvﬂle d’une constante C' est donnée par

C
I'l—«o)

e La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'une fonction puissance

@ «a - a— (t B a)_ﬁ_j
RLDng( RLD(H— )(t): RLDa-l-ﬁ Z RLD J (1‘12)

RLpe C = (t—a)™*, t > a. (1.13)

(t —a)” pour v > —1

I'v+1)

RLDa t—a) =
ar(t—0) '(v—a+1)

(t—a)~®, (1.14)

et
Dy (t—a)*7 =0,  j=12-,a+l (1.15)

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Définition 1.6 [24] La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre v € R4 d’une fonction
f de classe C™([a, b]) est définie par

CD&f(t):fZI“f(")(t):ﬁ /t<t—s>n—a—1f<”><s>ds7 t>a,  (L16)

avec n—1<a<n.

Propriétés

e Linéarité
Soient n —1 < a<n, my n € N, \,u € C. La dérivation fractionnaire de Caputo est

un opérateur linéaire

DY (Af() + pg(t)) = X DY f(t) + p “ D g(t).

e Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville
Soit @ > 0 avec n — 1 < a < n,(n € N*), supposons que f est une fonction telle que
“D% f(t) et BED®, f(t) existent alors

k—a

o o t—a
CDa+f(t): RLD Z —Oé—|—].) :

On déduit que si f*(a) =0 pour £ =0,1,2,...,n — 1, on aura “D2, f(t) = FLD f(t).

e Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue on a

t—a
D (I8 f) = f et I3 ( “Dg: Z ;
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e La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle
“DeC =0, Cconstante.

Dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.7 [24] Soit (a,b), (0 < a < b < o0) un intervalle fini ou infini, la dérivée

fractionnaire de Hadamard d’ordre v pour une fonction g est définie par

Dog(t) = ﬁ (t%)n[ (logé)nal 96) s m—fal+la<z<b (L17)

Lemme 1.1 /24] Sia, «, >0 alors

(o2 ) ) = i ()

(I(f‘ (log é)ﬁ_1> (x) = F(E(—i)a) (log §>B+a_l :

1.3 Théorémes

Dans cette partie, nous présentons des théorémes utiles dans la suite de notre travail.

1.3.1 Théoréme d’Arzela -Ascoli

Ce théoréme est connu pour son nombre considérable d’applications. Il caractérise les
parties relativement compactes de ’espace des fonctions continues d’un espace compact

dans un espace quelconque.
Théoréme 1.1 [22] Soit Y = C([a,b]) muni de la norme
= t)|.
lull = masc | u(t) |

St M est un sous ensemble de Y tel que
(1) M est uniformément borné, i.e Ir > 0, ||u|| < r,Vu € M.

(ii) M est équicontinu c’est-a-dire
Ve > 0,30 > 0,Vty,ts € [a,b] tel que |ty —ty |< 0 et u € M —=| u(ty) — u(ts) |< e.

Alors, M est relativement compact.
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1.3.2 Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 1.2 [22] (Banach 1922)
Soit U C E (fermé), ou E espace de Banach et F : U — U un opérateur contraction.

Alors, il existe un unique u € U tel que F(u) = u.

1.3.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 1.3 [22/(Schauder 1930)
Soit C' un convexe fermé d’un espace de Banach E et T : C — C continu telle que
T(C) C E est relativement compact. Alors T admet au moins un point fize dans C.
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Chapitre 2

Etude de ’équation de Mathieu d’ordre

fractionnaire au sens -Caputo

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressées a 1’étude du probléme différentiel
fractionnaire de Mathieu étudié dans [38] avec extension de la dérivée fractionnaire de
Caputo au sens y-Caputo.

Nous établissons l'existence de la solution de notre probléme en utilisant le théoréeme du
point fixe de Schauder, et nous prouvons l'unicité a ’aide du principe de contraction de

Banach.

2.1 Définitions et lemmes

Dans cette partie, nous présentons des définitions et des lemmes des intégrales et déri-
vées fractionnaires d’une fonction par rapport & une autre fonction, pour une lecture plus
exhausive voir (2, 3, 7, 8, 12, 13, 14, 16, 24, 42].

Définition 2.1 [24] Soit a > 0 et ¢ une fonction croissante, ayant une dérivée continue 1)’
dans (a, b). Alors les intégrales fractionnaires gauche et droite d’une fonction A intégrable

sur [a, b] par rapport a v sont définies par

(I R)() / V() ((E) — ()" h(s)ds,

(1= h)( / W) () — () h(s)ds,

Notons que lorsque ¥ (t) =t ou w( ) = In(t) nous obtenons respectivement les intégrales

fractionnaires de Riemann-Liouville et d’Hadamard.

19
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Définition 2.2 [24] Soit « un réel strictement positif, h : [a,b] — R une fonction in-
tégrable et ¢ une fonction croissante telle que ¢/(t) # 0, pour tout ¢ € [a,b]. Alors les
dérivées fractionnaires d’ordre o gauche et droite de la fonction A par rapport a une autre

fonction vsont définies par

DY h(t) = { ¢,1< 5 %} I'*Vh(t)
1 T 1 Jd1™ [t / o
- T(n—a) [¥() E} /a V() (p(t) —1b(s)) h(s)ds.

1 d1"
el B I ¢
P(t)dt] "° Q

1 L od]" [, o
- L(n—a) [_W(t) %] /t V() (¥(s) — ¥(1)) h(s)ds.

DYVh(t) = {—

oun = [a] + 1, et [a] désigne la partie entiére du nombre réel a.

Remarque 2.1 Dans ce qui suit, nous considérons que les intégrales et les dérivées

gauches.

Définition 2.3 [5] Soit n € N et ¢,h € C"([a,b],R) deux fonctions telles que 9 est
croissante et 1'(t) # 0, pour tout ¢ € [a,b]. La dérivée fractionnaire ¢)-Caputo gauche de

h d’ordre « est définie par

CDOYh(t) = 1" (W%> h(t), (2.1)

oun = [a]+ 1, pour @ ¢ N;n =« pour o € N.

Définition 2.4 [6] Soit « > 0, h € C"[a,b]. Alors la dérivée fractionnaire 1-Caputo

gauche de h d’ordre « est définie comme suit

n—1 h[k] a
D)) = D [h(t) -3 50 - vy
ou Al (t) = (wll(t)%) h(t), et n = o] + 1.

De plus, si « = n € N, alors CDZ‘jfph(t) = hgfl (t). En particulier si 0 < o < 1, alors

(CDIh)(E) = D () — ha)).
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Lemme 2.1 [5]

Soit a > 0, h € C™![a, b] une fonction donnée, alors on a

3
I

1 4 [k] a
B9 1) — vt 22)

1% (CDEPR) (1) = () -

b
Il
o

En particulier, si 0 < a < 1, alors
7P (CDgYR)(t) = h(t) — h(a).

Lemme 2.2 |5, 37]
Soit «, B > 0, alors

1) L0 v = Pl - )
2) “DRE (1) = v(0)" = 5 (I;f )a) [W(t) — ¥(a))P .

3) CDSiw(w(t) - w(a’))k =0,k e {07 L. n— 1}'

Lemme 2.3 |2, 37|
Soit a > 0 et 5 > 0, alors

15 (IPER)(8) = (ISP (0, pa. t € [a,b], (2.3)

et pour h € LP[a,b] et p > 1. Si a+ 3 > 1 alors la relation est vraie en tout point de [a, b].
De plus, on a
d

L h(E) = (D1 h(2).

Théoréme 2.1 [5]
Soit & > 0 et h € C'[a, ] alors on a

DI R)(E) = (). (2.4

Preuve voir [5].

Dans toute la suite, on note respectivement 1% u(.) et © D% u(.) par I®%u(.) et ©D*%uf(.),
tel que o € {u,viounl<pu<2 0<v<l.
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2.2 Position du probléme

On consideére le probléme différentiel fractionnaire de Mathieu suivant

CDrYu(t) + At)u(t) = f(t,u(t),  D"Yu(t)), t€la,T], a>0,

u(a) = u'(a) =0, (25)

avec A(t) = p—2qcos(2t), p,q € R, “D%¥ est la dérivée fractionnaire au sens de 1)-Caputo
d'ordre o € {p,v}oul <pu<20<wv<1letf:[a,T] xR xR — R est une fonction

continue non linéaire.

Dans ce qui suit, nous présentons un lemme crucial pour établir les principaux théorémes

d’existence et d’unicité de la solution de notre probléme (2.5).

Lemme 2.4 Soit 1 < u < 2,& € Cla,T], le probléeme fractionnaire de Mathieu
CDrPu(t) + Atyu(t) = £(t), p e (1,2],
u(a) =u'(a) =0, a>0,

est équivalent a [’équation intégrale suivante

1 t
u(t) = m/ V() (W (t) — ()" (E(s) — Als)u(s))ds (2.7)
Preuve
On commence par montrer I'implication dans ce sens (=)

On applique I*¥ aux deux membres de I’équation du probléme (2.5) et en utilisant le
lemme 2.1 on obtient

IR (O DRV (1)) = IMY(E(t) — A(t)ult)),

- u 1 ! ! pn—1
) = 3 S0 = @) = s [ 00 — )y €s) — Aluls)ds.

1) = ugl) = (@) (0E) = (@) = s [ W00 — D) (€s) — Aluls))as.
1) = ) + (@00 = 000) + o [ V0 = ) Es) — Aluls))ds.

Par les conditions initiales du probléme(2.5), on a uy(a) = 0 et u;(a) = 0 (puisque

u,(a) = mu’(a)) et par suite on obtient I’équation intégrale (2.7).
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Maintenant, on montre I'implication dans le sens contraire (<)

On applique “ D*¥ des deux cotés de 1’équation (2.7) et par le théoréme 2.1 il suit que

“prate) = 0 (s / V00~ P HE) ~ Mshuts))ds ).
— CDM¢]M¢(€ ))7
= &(t) — Alt)u(t).
Par I'équation (2.7) on a
L " nol — A(s)u(s))ds
= m/a V' (s)(0(t) — ¥(s))"(§(s) — Als)uls))ds,
pour t = a et par le lemme 2.3 on obtient
u(a) = u'(a) = 0.

Dot le probléme(2.6), ce qui achéve la démonstration. m

2.3 Existene et Unicité

Pour I'étude de 'existence et 1'unicité du probléme (2.5), on considére C = C([a,T],R)
I'espace de Banach des fonctions continues de [a, 7] dans R, muni de la norme du supre-
mum usuelle.

On désigne par & l'espace de Banach des fonction u continues sur [a, T] tel que
= {u|u € C, “D"Yu(t) € C},
muni de la norme

HuHJ:max{ sup [u(t)], sup rcDWﬁu(t)\}.
a<t<T a<t<T

On considére les notations et les hypothéses suivantes

Notations
On note
o () = (@) + p+2) L ME(T) - b))

1 T(p+1) ’ ’ T(p+1)
() = (@) (N + |+ 2) L M) — b))y

’ D(p—v+1) ’ ! T(p—v+1)
De plus, nous supposons

K= max{dl + dg, d3 + d4} < 1. (28)
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Hypothéses

(H1)  Pour tout u,v € R, il existe une constante L>0 telle que
[f(t,u,0)| < L, t € a,T).
(H2) 1l existe une constante N > 0, M > 0 telle que

|f(t,ur,v1) — f(t, ug,v2)] < N|uy — ugl| + Mljvy — s, Vt € [a,T],u,v; € R 1 =1,2.

Dans toute la suite, on considére I'opérateur 7 : & — & muni de la norme

| Tulls = max{ sup |Tu(t)|, sup | “D"¥Tu(t)[},
a<t<T a<t<T
ou

(Tu)(t) = ﬁ/ Y (8)(W(t) = d(s))" 7 (f (s uls), “D"Puls)) — Als)u(s))ds.

Par la définition 2.3 et le lemme 2.3 on a

CD"(Tu)(t) = “ DY (I‘W(f(t, u(t), CD"Yu(t)) — A(t)u(t))) ,

_ po (ﬁ@%) 1 (f“’¢(f(t, u(t), “D"u(t)) - A<t>u<t>)),

_ gl-v L / p=19 U c ”ku — U
— ] (W (t)w(t)f (f(t,u(t), “D"Pu(t)) — A1) (t))),
= I (f(Eult), CDPu(t) — A)u(t))),

= I""Y(f(t,u(t), D" u(t)) — Alt)u(t)).
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2.3.1 Existence

Dans cette partie , nous établissons 'existence de la solution du probléme (2.5) qui est

basée sur le théoréme du point fixe de Shauder.

Théoréme 2.2

Sous Uhypothése (H1) le probléme (2.5) admet au moins une solution.

Preuve
Pour prouver le résultat d’existence, nous transformons le probléme (2.5) en un probléme
du point fixe. En effet, puisque le probléme(2.5) est équivalent a I’équation intégrale (2.7),

les points fixes de T sont solutions du probléme(2.5). Ceci, nécessite plusieurs étapes.
Pour commencer, considérons U C & un borné tel que
U={ue |ulls <w}, w>0,

avec

w > max ( d> da ) .
- M — dalp + 2q|” M — dylp + 24
Etape 1
Nous prouvons que 'opérateur 7 est continu.
Soit (un)neny € U une suite de réels tel que nh—>nolo ||un, — ulls = 0.

Alors pour tout u € U, on a

[ Tun(t) = Tu(t)] < ﬂx

/ [4/6s) P() [ (5, a(s),C D" Pun(s)) = f(s,u(s),” D"Vuls))|ds
b [ @O ) A6 fua(s) - o)
! |y -1 C pyv C
Sm/ W(S)(w(t)—@b(s))“ Hf(s,un(s), D"%u,(s)) — f(s,u(s),” D u(s))}ds
2 el
s = B [ o) 00) = ().

Lt’s — ()P Y F (s, un(8),C D"Pu,(s)) — f(s,u(s),C D"Yu(s))|ds
Srw)/GW()(w(t) () [ f (5, un(s),” D*Pun(s)) = f(s,u(s),” D"Yu(s))|d

LI+ 20(0(0) — ()

Uy — U,

Comme f est une fonction continue alors

| f(s,un(s), D"Yu,(s)) — f(s,u(s),° D"?u(s))| = 0 quand n — oc.
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De plus, on a lim [Ju, — u|ls = 0 il suit que
n—00

| Tun(t) — Tu(t)] = 0 quand n — oo.

De la méme maniére, on trouve

C v, w _ Cpy U 1 ! (s . s pu—v—1

D Tuntt) = D Tult] < [ (0w - v
<6151 D" (9) = f5,0(5). D u()| ) s
e [ 00— P A o) s,
<ot | (\w%s)w(t)—w(s))ﬂ-“w

£ (5. 1n(5).C D" (s)) — F(s.u(s), DW()){)ds

e — 2 [ 00) — oo,

1 ! / _ S p—r—1
ot / (\¢<s><¢<t> (s) |

x| f(s,un(s),” D" un(s)) — f(s,u(s),” D”’wu(s))’)ds

VAN

L Ip+ 20/ () — W(a))"
Mp—v+1)

[t — .
Puisque, f est continue et u,, tend vers u quand n — oo on obtient bien

} DT u,(t) — CD”WTu(t)‘ — 0 quand n — oo,

d’oll
|(Tu,) () — (Tu)(t)||s — 0 quand n — co.

Par conséquent, 7 est bien continu.
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Etape 2 Nous allons montrer que T (U) C U.
Par ’hypothése (H1), pour tout ¢ € [a,T| et pour tout u € U, on a

[ Tu(®)] =1 (f(t,u(t),” D"Vu(t)) — A(t)u(t))

Y

<| Y (f(tu®),C DY u)) | + [17 (At)u(t)

Y

1 ! 1 pn—1
T / [0/ () ((t) — ¥ ()"~ |(L + |p + 2q] [[u(®)])ds,

LA lp+2q
B I'()

(L+|p+2q¢| w)
I(p+1)

‘ HU(t)H) / W'(S)(w(t) o ¢($))“_1|d87

(¥(t) = ¢(a))",

(L +|p+2¢| w)

I'(p+1)
(V(T) = ()", | @W(T) —(a)"
< L+ + 2 ,
- T(u+1) I'(p+1) P+ 24|
dy da|p + 2q|
<=L+ —F—F——
S + VA
doL (1 — BN g 1p 4 2]
< —_—Ww
- M 1 — da|p+2qg| M ’
M
< dgL _ d2|a+ 2b| dgL d2|a+26|
d2|a+2b| d2|a—|—2b|
<y —
<w Vi w + i w,
<w.

De méme, on a

C v, (L + |p + 2q|w) - a)H v
| CD" Tl <y (V@) = @)y,
V(1) — (@) (1) —¥(a)*
ST —vr ) T vt

dyL dglp + 24|
<
vt Y

<w.

Nous obtenons ||Tulls < w. Il suit que T (U) C U.

P + 2q|w,
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Etape 3

Nous montrons que 'opérateur 7 est uniformément borné. Pour tout v € U, nous avons

U 1 t (g _(s))H L s u(s).C D" uls)) — Als)uls o

T < [ W0 0P[5 D uls) = Al
L ¢ /S _ SM—l SUSC V,t/;us ) luls s
SFWLA‘¢(XMQ ¥(s)) \Ou<,<x D <m+wM>H<>Dd,

1 ¢ , -
<t [ 1O — oL+ I+ 2l s

<

L+ p+2qw) [* N
T(1) /GW(S)W@)—WS)) |ds,

(L +|p +2q| w)
I'(p+1)

(¥(t) = ¢(a))",

(L + |p+2q| w)
I(p+1)

(V(T) = ()",

d
SMQ(L + |p + 2¢| w)

de méme, on a

¢ prd Ty, ' /(s ()Pt
D Tul)] < [ (0w - vor—

x| (f(s, u(s),” D"%u(s)) — A(s)u(s)) |> ds,

1

ST—v)

/at (W/(S)(@/)(t) —(s)) Y

< (| f(s,u(s),” D" u(s))| + |A(s)] ‘u(s)‘))ds,

(L +la+2blw) [* ()1 s
< [ e win — vty as
(L + |p+2q| w) v
<) - vy,

(L+ |p+2q| w)
- T(p—v+1)

(O(T) — wl@) = < L+ -+ 2] w).

Par conséquent, || Tuls < max {2 (L + [p+2q¢| w), L (L + |p+ 2¢| w)}. I suit que T est
uniformément borné.
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Etape 4
Finalement, nous montrons que 7 est équicontinu.
Soient u € U et t1,ty € [a T),a <t; <ty <T, on en déduit

‘TU(tQ TU tl =

/ e ()L (£(5,u(5).C D"*u(s)) — A(s)u(s))ds
= (g ) —(s))H L s,us,c vu(s)) — A(s)u(s s,
rm)/a G ()Wt — ()" (f(s, u(s).C D*u(s)) — Als)u(s))d
:\i / " () (W(ta) — () (F(s. uls).S D" Pu(s)) — Als)u(s))ds
NI Y
. / " W) (Wb(t) — () (F (5, uls) D Puls)) — Als)uls))ds
F(u) t 7 ’
L / " ()W) — 9() 7 (F(s. uls).S D Pu(s)) — Als)u(s))ds
() Ja Y ’

SFL/ 1 |9/ (8) (W (t2) — ()"~ = ' (s)(W(t1) — ¥(5))" ]

|f s, u(s ¢ pvy (s)) — A(s)u(s)‘ds

L b2 ,S _ S,u—l SUSC ”’“’us . $)uls s
T ), [/ (8)(W(t2) — W (s))" | f (s, u(s),” D" uls)) — A(s)u(s)|ds,

<t / ()0 (12) — ) = ()W) — ()]

(|f s,u(s), D"Yu( )| + ‘A(S)Hu(s)Dd&

b N (s —h(s) )t s.u(s),C D"Yu(s s)u(s)|)ds
+F(M) 5 |/ (s)((t2) — () (| f (s, uls),C D"Pu(s))] + [A(s)u(s)|)ds,
(LA+lp+2q Nul) ™, — ()L ds
A [ (s) () = v =0 (5)(0ta) = o)y

(L+p+2qlw) [, =1
o / [0/ () ((t2) — ()" |ds,

(L+p+ 2| w) ) ) )
D(u+1) (w(m = @) +20(t2) — w(1)" ~ (U(t2) — b(a)) )

puisque 1) est croissante il vient que

2(L + |p+2¢q| w)
| Tu(tz) — Tu(ty)| < D)

(Y(t2) — (1))
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De méme, on trouve

D" Tulta) —* D" Tult)] = ‘ﬁ | v - vy

x(f(s, u(s),c D”’wu(s)) — A(s)u(s))ds

1

< (| f(s,u(s),” D"*u(s))| + |A(s)u(s)])ds,

(L +|p +2q| w)

<
- T'(p—v+1)

(th) (@) 2(lta) — ()

() — w<a>>~—”)

(L +|p + 2q| w)

2
<
- DNp—v+1)

(¢ (t2) — ()"

Par conséquent, nous avons
| Tu(ty) — Tu(ty)|ls — 0 quand t; — to
ce qui implique que T est équicontinu.

Par conséquent, I'opérateur T est complétement continu par le théoréme d’Arzela-Ascoli
et par suite le théoréme du point fixe de Schauder nous permet de conclure que I'opérateur
T a bien un point fixe u € . m

2.3.2 Unicité

Théoréme 2.3
Supposons que Uhypothése (H2) et (2.8) soient satisfaites,alors le probleme (2.5) a une

solution unique dans 5.

U-8 Mai 1945-Guelma Edp et Analyse numérique Rayane. Bouhdiche



2.3. Existene et Unicité 31

Preuve

Pour tout u,v € &, on a
1 _
Tutt) = 7ot <57 [ (\w 0 - w5

|f s,u(s),C D"Yu(s)) — f(s,v(s),CD”’d’v(s))‘)ds

/|¢ Y |AGs)| u(s) — v(s)|ds,
sN”“ —ull+ M”Fff;w“ =2 win - vt as
2o [ )@ — vy ds
Nzl + 21 !Mfl;” =D ) — g
Lt 2Q\F(EZ(12 I)w(a))“ lu— o]
M=ol \(iﬂcflju = Dy — (ay
+Ip+2qllg(l£Jr)1) Y(a))" =]
§||u—v||<( (T )_MFCL(B:(A{)JF \p+QCJ|))
MWD 6@ o, e py

I(p+1)
<di||u — v|| + da|| “D"Yu— D"V

<(dy + do) u— v]ls.
De méme, on a

| “D"YTu(t) — “D"¥Tu(t)

1 ! ! . S p—r—1
< / (o600 = v

|f s,u(s),” D"Yu(s)) — f(s,v(s),CD”’wv(s))‘)ds

e 1HA Hu(s)—v(s)’ds,
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N|lu —v| + M||¢ D"¥u - D"%o||
I(p—v)

x/\wwxww—¢@»wwww

| “ D" Tu(t) — “D"Tu(t)] <

|p + 2q| —v p—v—1 s
b 2 [ 6000 - vls)y
Nlu— o[l + M|| “D"¥u — “D"%v|| yv
< T (1) — (o)
P + 24| (¥ (t) — ()"
+ F(M_V+1) HU_UH
Nlu— o[l + M|| “D"¥u — “D"%o|| v
< e (H(T) ~ (@)
|p+2q,< ( ) _w(a’))u_yuu_v”
C(p—v+1)
(V(T) = (@) ™(N + |p + 2q])
S( T(p—v+1) )”u_U“

M@(T) — ¢(a))"™ | D"Yu — C D"V

_|_
Dp—v+1)

<ds||u — v|| + dy|| “D"Yu— D"V
<(ds + di) Ju = v]s.
D’ou,
[Tu—Tolls < Kllu—vlls
Ou K = max{d; + dy,d3 + ds}, puisque K < 1, Popérateur T est une contraction.
Ainsi, selon le principe de contraction de Banach le probléme(2.5) a une solution unique

dans &
n
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Chapitre

Stabilité au sens de Ulam-Hyers

3.1 Introduction

La stabilité des équations fonctionnelles a fait I'objet d’une attention accrue en raison
de son important role dans les domaines de la science et de l'ingénierie. Un nombre
considérable de différentes notions de stabilité ont été étudiées, les définitions de ces
notions ne sont pas équivalentes. Cependant, les auteurs dans leurs travaux autour de ce
sujet utilisent le méme terme “stabilité” (stabilité au sens de Lyapounov, stabilité de Von

Neumann, stabilité asymptotique - - -).

En 1940, dans une conférence donnée a 'université du Wisconsin [41] Ulam a soulevé un
probléme lié¢ & la stabilité des équations fonctionnelles (d’homomorphismes de groupe)
“sous quelles conditions existe-t-il une application additive suffisamment proche d’une
application additive approchée 7”.

Soit G'1 un groupe et G2 un groupe métrique muni de la métrique d(-, -).

Pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que si la fonction h : G1 — G2 satisfait I'inégalité

d(h(zy), h(x)h(y)) < 6, pour tout x, y € G1,
alors existe-il un homomorphisme H : G1 — G2 tel que

d(h(z),H(x)) <e, pour tout x € G17?

Plus tard, en 1941 Hyers [23] donna une premiére réponse partielle a la question et entre
1982 et 1998 Rassias |32, 33] établit la stabilité au sens de Hyers-Ulam.

Depuis, plusieurs chercheurs se sont interessés au probléeme du type stabilité au sens Ulam-
Hyers et un grand nombre de monographies et d’articles sont publiés a fin de généraliser
les résultats de Hyers, voir par exemple [1, 4, 9, 14, 23, 34, 36, 38, 39, 40].
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Dans ce qui suit, on va donner la signification de différentes stabilités au sens de Ulam-

Hyers et Ulam-Hyers généralisé de notre probléme fractionnaire de Mathieu

CDRYu(t) + At)u(t) = f(t,ut), *D"¥u(t)), t€[a,T], a>0,

u(a) = u'(a) =0, @1)

avec A(t) = p — 2qcos(2t), p, ¢ € R, “D>¥ est la dérivée fractionnaire au sens de -
Caputo d’ordre o € {u,v}oul < pu<20<v<1let f:[a,T] xR xR — R est une
fonction continue non linéaire.

Nous supposons que ¢ : § — & tel que
du(t) = “D*%u(t) + (p — 2qcos(2t))u(t) — f(t,u(t), CD"Pu(t)).

Stabilité au sens de Ulam-Hyers

Définition 3.1 L’équation du probléme (3.1) est stable au sens de Ulam-Hyers s'il existe

un nombre réel p > 0 tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution v € & de 'inégalité
|Pu(t)] <e, tela,T], (3.2)
il existe une solution v € & de ’équation du probléme (3.1) avec
lu—vlls < pe

Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisé

Définition 3.2 L’équation du probléme (3.1) est stable au sens de Ulam-Hyers généralisé
sil existe une fonction v € C(R*,RT) avec v(0) = 0, tel que pour tout € > 0 et pour

chaque solution u € & de l'inégalité
|Pu(t)| <e, te€la,T],
il existe une solution v € ¥ de I'équation du probléme (3.1) avec
[u—vlls <~(e)

Remarque 3.1 [14| Une fonction u € < est solution de I'inégalité (3.2), si et suelment

s'il existe une fonction g € C([a, T],R™) telle que
o g(t)] <<, pour ¢ € [a, ]

o CDrYu(t) + A(t)u(t) = f(t,u(t),” D"Yu(t)) + g(t).
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3.2 Etude de la stabilité

Théoréme 3.1 On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites
(Al). I existe une constante N > 0, M > 0 telle que

|f(t,ur,v1) — f(t,ug, v2)| < N|luy — usl| + M||vy — val|, Vt € la,T],ujv; €R i =1,2.

(AQ) K= max{dl + dg, ds + d4} < 1,
alors la solution du probléme (3.1) est stable au sens Ulam-Hyers (UH) et Ulam-Hyers
généralisé (UHG).

Preuve
Soit ¢ € R, u € & une solution quelconque de I'inégalité de (3.2) alors par la

remarque 3.1 et le lemme 2.4 on a

1 t/ h “ D" u(s s) — A(s)u(s))ds
_—M)/a W () (t) — () (f (s, u(s),” D"Pu(s)) + g(s) — As)u(s))ds.

Soit v € & la solution unique du probléme (3.1) alors par le lemme 2.4 ’équation intégrale

du probléme (3.1) est donnée par

_L t/S (NP F (s 0(s).C DYYu(s)) — Als)u(s))ds
F(u)/aw)(w(t) B() (5, 0(5).C D*Pu(s)) — A(s)o(s))ds.

D’autre part, pour tout ¢t € [a,T] on a

ult) ~ 0] < [ (1960 - v

< o). D0u(s) = (s, 0(6).C D) ) s

e / 4/(s) D |AG) [u(s) — v(s)]ds
s / /() )" |lg(s)]ds.
sN”“ —oll+ M“Ff/ﬁ”w“ =22 T o)ty — vy
T ol [ 16)00) — w5
— ()" ds,
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Par 'hypothése (A1), on trouve

Nlu—v|l + M| “D"*¥u — “D"%o||

u(t) —v(t)] < e (6(t) — é(a))
P+ 2q|((t) — ¥(a))" e ((t) — ¢(a))”
ey T TR

M(T) — ¢(a))* [ C by, — CDu,wUH 4 e (P(T) —p(a))”

[(p+1) SRSy
< dyju— o] + da]) CD"u— CD"| 4 WFT(BL;?)(GW

e (W(T) — ()"
Mp+1)

S(dl + d2)||u — UH% +

De méme on a

v, v, 1
| D ult) = D) <

[ (wown - vy
‘f s,u(s)," D"Yu(s)) — f(s,v(s),C D”’wv(s))|>ds

) 1HA H (s)—v(s)}ds

—(s))" " |g(s)]ds,

NHU—UH —|—M|| Cpviy — CDmpUH t / B -
: ) [ 1w - vsy—as

Ip + 2q| o e,
2o [ o0t — e

e / () (a0(t) — ()| ds,
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< Nllu —v|| + M|| ¢ D"¥u — €D

| “D"Vu(t) — “D"u(t)] (¥(t) = ¥(a)"™

T(p—v+1)
e
<=t +rﬂ<i“_cf :wf; = Dy — p(ayy
e =
S(WGU_%atjgﬁ;@+%D)M—vn
+M(?1/:((£>_—V¢J£a1)))u—v | CDbu— Dby 4 & (ﬁ(@)__ﬂ?gu_y
S%Wk‘ﬂ+dMCDWM—CDme+dﬁ%?jffglV

e (W(T) ~ $(a)~

< —v|s
<(ds + do)llu —vlls + ==

par conséquent,
lu—v||s < K|lu—0v|s+0 e,

ou
— 1 _ n—v
0= s (D= GO vl

I'(p+1) 'p—v+1)
On a

lu—v]s < i €

STT1-K

Cela montre 'existence d’un nombre réel positif p = ﬁ,

et donc, d’apreés la définition (3.1)la solution de (3.1) est UH stable.

Posant v(¢) = pe, le probléme (3.1) est donc stable au sens Ulam-Hyers généralisé. m

3.3 Application

Dans cette section, nous présentons un exemple dans lequel on confirme les résultats
théoriques établis dans les chapitres 2 et 3.
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On considére le probléme différentiel fractionnaire de Mathieu suivant

DMLy (8) + A(t)u(t) = — & sin(u) — Z sin < CDO'G’t2+tU>, t€[0,1]

(3.3)
u(0) = u/(0) = 0.

On a

w=11,vr=06, p= —%, q= é, Y(t) =t*+tet f(t,u,u) = —75sin(u) — msm(u)

— 2
Avec 7 =¢ D6 Fty,

En utilisant toutes les données fournies de notre probléme(3.3), nous obtenons

F(tu) — f(t,0,7)] :‘ ( _ f—o sin(u) — f—é sin(ﬂ)) _ (_ f—o sin(v) — f—é sm(@)) |

g‘lt—O <sin(u) - sin(v)) - f—é (m(u) - sin(@))

Y

<1—10‘ sin(u) — sin(v)| + 1%‘ sin(u) — sin(7)|,
1 2
<Llumo+ 2
1 _
<Lum o]+ 2|
avec . 5
N==—, M=~—
10 10
et

3
tu,u) <—.
Par conséquent, les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites avec
(W) =) (5 + [T +25)

d1 - )
L(L141)

o 1) — ()

T T(A1+1)

g — W) = 9(0) (5 + [5])

’ (1.1—-0.6+1) ’

g — W) = $(0)H100

( r(11-06+1)

Il vient que
(d, = 0.43242493,

dy = 0.40966573,
ds = 0.33688459,
| dy = 0.31915382,
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tel que
dy + dy = 0.84209066,

ds + dy = 0.65603841.

Par conséquent,
K =max {d, + dy,d3 + ds} = 0.84209066 < 1

La condition (2.8) est bien vérifiée.

Ainsi, Les hypothéses du théoréme 2.3 étant satisfaites. Alors, le probléme (3.3) admet
une unique solution.
D’autre Part, Les hypothéses du théoréme 3.1 sont satisfaites ce qui assure la stabilité au

sens de Ulam-Hyers et Ulam-Hyers généralisée.
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Conclusion

L’apport de notre travail consiste principalement en un point qui est le suivant
Nouvelle extension a I’étude d’un probléme a valeur initiale défini par I’équation différen-
tielle fractionnaire de Mathieu avec dérivée fractionnaire au sens de )-Caputo.

Nous avons pu établir une représentation intégrale de notre probléme qui nous a permis de
transformer celui-ci en un probléme du point fixe. Le théoréme du point fixe de Schauder
fat la clé de notre analyse pour établir I'existence de la solution du probléme. Cependant,
en ajoutant une condition supplémentaire nous avons réussi a obtenir ['unicité de la solu-
tion en utilisant le principe de contraction de Banach. En plus, sous les mémes conditions
de l'existence et I'unicité de la solution nous avons pu exploré et établir la stabilité de la
solution au sens de Ulam-Hyers et Ulam-Hyers généralisé.

Finalement, Nous avons présenté une application qui confirme les résultats théoriques

obtenus.
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