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Abstract

The study of fractional calculus of variations problems is a very
common research topic because of its numerous applications in
science and engineering, including mechanics, chemistry, biology,
economics and control theory. On the other hand, optimal control
problems can be achieved from control theory (the analysis of
controlled dynamical systems).

The work in this thesis is concerned with fractional nonlinear dynamic
control systems and our main objective is to use general fractional
operators, in particular derivatives of variable controls, to define and
develop a more general class of fractional nonlinear dynamic control
systems, and to prove corresponding structural properties, e.g.,
approximate controllability and optimality.

First it is the study of fractional nonlinear dynamic control systems
fractional nonlinear dynamic control systems, we develop a more
general class of these systems, prove the existence of solution and
corresponding structural properties of approximate controllability and
optimality of a proposed system.

Moreover, we consider a new class of fractional phi-Hilfer differential
equations with impulses and nonlocal conditions, we discuss the
existence of optimal control.

Moreover we organize a group of sufficient conditions of fractional
Sobolev-type integro-differential inclusions with infinite delay by
solving operators to prove the approximate controllability.

Keywords: Fractional integrals and derivatives, Controllability, semi-group
theory, Fixed point techniques, Optimal control, Non-local and impulsive
conditions



Résume

L'étude des problemes fractionnaires du calcul des variations, est un
sujet de recherche fortement courant en raison de ses nombreuses
applications en sciences et ingénierie, y compris la mécanique, la
chimie, la biologie, I'économie et la théorie du contrble (I'analyse
des systemes dynamiques contrélés). Cette derniére qui peut
atteindre les problémes de contréle optimal.

Dans cette thése, nous avons étudié les systémes de controle
dynamiques non linéaires fractionnaires et notre objectif principal
est d’utiliser les opérateurs fractionnaires généraux, pour définir et
développer une classe de systemes de contréle dynamiques non
linéaires fractionnaires, et prouver des propriétés qualitatives
correspondantes aux controlabilités approcheées et d'optimalite.

D’abord, nous avons prouve I'existence de la solution et des
propriétés qualitatives correspondantes aux controlabilités
approchées et d'optimalité d'un systeme dynamique impulsif non-
local et non linéaire d'ordre fractionnaire.

En outre, nous avons discuté 1’existence de contréle optimal d’une
nouvelle classe d’équations différentielles fractionnaires de phi-
hilfer avec impulsions et conditions non locales.

De plus, nous avons étudié un groupe de conditions suffisantes
d’inclusions intégro-différentielles fractionnaires du type Sobolev
avec un retard infini par des opérateurs résolvants en vue de prouver
la controlabilité approchée.

Enfin, nous avons terminé par une conclusion qui résume nos
contributions scientifiques dans cette thése, ainsi que, quelques
problémes ouverts possibles a étudier a I'avenir comme de nouvelles
directions.

Mots-clés: Intégrales et dérivées fractionnaires, Contrélabilité, théorie du
semi-groups, Techniques du point fixe, Contrdle optimal, ....
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel, per-
mettant de définir les dérivées (et les intégrales) d’ordre réel ou complexe
(1341, [42], [43]).

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin 17-iéme siécle jus-
qu’a nos jours. A la fin de 'année 1695 les spécialistes s’accordent pour faire
remonter son début quand L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en
s’'interrogeant sur la signification de % lorsque n = % Leibniz, dans sa ré-
ponse, voulut engager une réflexion sur une possible théorie de la dérivation
non entiére, et a écrit & L’Hospital : "... cela conduirait & un paradoxe a partir
duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a fallu attendre les
années 1990 pour voir apparaitre les premiéres "conséquences utiles".

La premiére application de calcul fractionnaire appartient & Niels Henrik
Abel (1802-1829) et remonte a 1823, ou il appliqua le calcul fractionnaire
pour résoudre la solution d’une équation intégrale qui se pose dans la for-
mulation du probléme tautochrone. Ce probléme, parfois appelée aussi le

probléme du synchronisme d’horloge, est celui de la recherche de la forme
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d’un fil sans frottement se situant dans un plan vertical de telle sorte que le
temps d’un bourrelet placé sur le fil glisse de la pointe du fil le plus bas, en
méme temps, quelque soit I'emplacement du bourrelet. La cycloide et le syn-
chronisme d’horloge ainsi que la courbe brachistochrone : elle donne le temps
le plus court de la glissiére et marque la naissance du calcul des variations.
Les dérivées et les intégrales d’ordre arbitraire sont des objets principaux
du calcul fractionnaire (FC),ont gardé 'intérét de nombreux scientifiques ces
derniéres années, fournir un excellent outil pour décrire les propriétés hérédi-
taires de divers matériaux et les processus. Au cours des derniéres décennies,
le calcul fractionnaire et ses applications ont gagné beaucoup d’importance,
en raison de résultats réussis dans la modélisation de plusieurs phénomeénes
complexes de nombreuse apparemment diversifiée et des domaines répandue
de la science et de I'ingénierie, telle que la conduction thermique, la diffusion,
la propagation d’ondes, le transfert radiatif, la théorie cinétique des gaz, les
problémes diffraction et les ondes d’eau, la radiation, la mécanique des mi-
lieux continus, la géophysique, 1’électricité et le magnétisme, ainsi que dans
I’économie mathématique, la théorie de la communication, génétique des po-
pulations, la théorie de la file d’attente et la médecine. Pour plus de détails
sur la théorie et applications de calcul fractionnaire (voir [34]).

De nombreux phénoménes et processus du monde réel qui ont soumis a des
influences externes, pendant un petit intervalle de temps, au cours de leur
évolution peuvent étre représentés par des équations différentielles impul-
sives. Les équations différentielles impulsives sont devenues le cadre naturel
pour la modélisation de nombreux processus et phénomeénes évolutifs étudiés

dans les domaines de la science et de I'ingénierie, tels que les systémes méca-
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niques, les systémes biologiques, la dynamique des populations, la physique,
I’économie et la théorie du controle. Récemment, en se basant sur la théorie
du semi-group et sur celle du point fixe, de nombreux auteurs ont étudié les
propriétés qualitatives des solutions des équations différentielles impulsives
dans les problémes différentiels fractionnaires non locaux et impulsifs (voir
1], [12], [29], [40]) et les références qui s’y trouvent.

L’étude des problémes de calcul des variations fractionnaire, cas particulier de
controle optimal, et les équations du type Euler -Lagrange respectifs, est un
sujet intéressant de recherche courante en raison de ses nombreuses applica-
tions en sciences et ingénierie, y compris la mécanique, la chimie, la biologie,
I'économie et la théorie du controle [44] . En 1996-1997 Riewe obtient une ver-
sion de I’Euler-Lagrange équations pour des problémes variationnels fractions
combinant les cas Conservateur et non Conservateur ([55], [58]) . Depuis, de
nombreux travaux sur le calcul des variations fractionnaire, controle optimal
fractionnaire et ses applications ont été écrites, voir, par exemple [1, [2], [5],
[6], [26], [27], |28, [43] et les références citées ..

D’autre part, les problémes de controle optimal peuvent étre atteints a partir
de la théorie du controle (I’analyse des systémes dynamiques controlés). Au-
trement dit, le controle optimal fournit notamment les techniques de controle
dans lequel le signal de commande optimise un certain cotit. Récemment, de
nombreux travaux concernant la théorie du controle de commande variables
sont apparus dans la littérature consacrée aux mathématiques et ses appli-

cations (Voir par exemple [6],[I3], [25], [41], [56], [57], [64] ).



Organisation de la thése

L’objectif de cette thése est 'étude des systémes de controle dynamiques
non-linéaires fractionnaires, ot on a développé une classe de ces systémes,
en prouvant l’existence et 'unicité de solution et des propriétés qualitatives
correspondantes la controlabilité approchée et I'optimalité des systémes pro-
posés.

Le travail comporte quatre chapitres organisés comme suit :

Premier chapitre

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on fait un
rappel des notions et des résultats fondamentaux de la théorie de 'analyse
fonctionnelle et théorie de semi-groupe, qui représentent un outil indispen-
sable pour notre étude. Nous présentons quelques préliminaires du calcul
fractionnaire, la théorie des opérateurs et des techniques sur le théoréme du

point fixe qui seront utilisés tout au long de cette these.
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Deuxiéme chapitre

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un systéme dynamique impulsif
non-local et non linéaire d’ordres fractionnaires avec un controle de la forme
suivante.

CDiz(t) = Ax(t) + f(t,2(t), (Hz)(t)) + Bu(t), t € (0,0] \ {t1,t2,. .., tm},

z(0) + g(x) = x9 € X,

Ax(t;) = Li(z(t])) + Do(t;), i=1,2,...,m,

(0.1)
ot “D{ c’est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 0 < g < 1,
I'état x(-) prend leur valeurs dans 'espace de Banach X avec la norme || - ||,
et g € X.
A: D(A) C X — X c’est un opérateur sectoriel de type (M, 0, q, 1) dans X,
H: I x1IxX — X représentant un Opérateur de type Volterra telle que
(Ha)(t) = [} h(t, s, x(s))ds,
les fonctions de controle u(-) et v(-) sont donnés dans L*(I,U)
U est un espace de Banach, B et D sont des opérateurs linéaires bornés de
U dans X.
Ici,ona Il =[0,b,0 =1t <t; < - <ty <tma =0b,1 : X - X sont
des fonctions impulsives qui caractérisent le saut des solutions aux points
d’impulsion ;.
Le terme non linéaire f : [ x X x X — X, et la fonction non-locale
g: PC(I,X)— X, avec PC sera défini plus tard
Nx(t;) = z(t]) — x(t;), ou z(t]) et z(t;) sont les limites droites et gauches
de x & ce point t;.

On présente d’abord quelques résultats préliminaires qui seront utilisés pour
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démontrer I'existence de la solution du systéme (0.1 et & 'aide de ce théo-
réme, on montre un résultat de controlabilité approchée et enfin ’existence

du controéle optimal.

Troisiéme chapitre

L’objectif de ce chapitre est de considérer une nouvelle classe d’équations
différentielles fractionnaire de ¢-Hilfer avec impulsions et conditions non-
locales. En utilisant le calcul fractionnaire, la théorie des semi-groupes et a
I’aide du théoréme du point fixe, 'existence et 'unicité des solutions milds
sont obtenues pour le systéme fractionnaire proposé. De plus, nous discutons
I’existence de contrdle optimal pour le systéme de controle fractionnaire de
p-Hilfer. Nos principaux résultats sont bien étayés par un exemple illustratif.
Nous sommes concernés par le systéme :

HD;’;f”’z(t) = Az(t) + A(t, 2(t)), t € (0,b] — {t1,t2, ..., tu},

LT () = 2(6) + Ty (2(6)), v = 1,2, A,

IR ()] 20 + G(2) = 20,
ou D;lfw’ désigne la dérivée fractionnaire de -Hilfer d’ordre 1/2 < 01 <
1, 0 < 09 < 1 et 2(:) prend des valeurs dans un espace de Hilbert E et
Jo =[0,0], 0 =ty < t3 < -+ <ty < tyy1 = b. A est le générateur de
Co-semi groupe {7 (t)};>0 dans E. Comme d’habitude z(t1) et z(¢]) sont
les limites droite et gauche de z au point ¢, respectivement. Z,, : £ — E
sont des fonctions impulsives qui caractérisent le saut de z au points ¢,. Les
fonctions A : Jo x E — E, G : C(Jo, E) — E sont des fonctions appropriées

qui seront précisées ultérieurement.
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Quatreiéme chapitre

Dans ce dernier, on introduit un ensemble de conditions suffisantes d’in-
clusions intégro-différentielles fractionnaires de type Sobolev avec un retard
infini par des opérateurs résolvants pour prouver nos résultats. Nous nous
concentrons principalement sur la contrélabilité approchée des inclusions

intégro-différentielles fractionnaires de type Sobolev de la forme suivante :
D¢ [Lx(t)] € [ / K(t—s) ds} +F(t,z;)+Bu(t),t € V =10,T],

z(t) = Y(t) € Py, t € (—o0,0]

et les inclusions intégro-différentielles fractionnaires neutres de type Sobolev

ont la forme suivante :
D¢ [Lx(t)—H(t, z)] € [ / K(t—s) ds} +F(t,x)+Bu(t),t € V =[0,T],

z(t) =o(t) € By, te(=00,0]

10



CHAPITRE 1

OUTILS DE BASE

1.1 Introduction

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des
notions et des résultats fondamentaux de la théorie de I’analyse fonctionnelle
qui représentent un outil indispensable dans notre étude et nous présentons
quelques préliminaires du calcul fractionnaire [34], la théorie des opérateurs
[5I]et des techniques sur le théoréme du point fixe [51, 59] qui seront utilisés

tout au long de cette theése.
1.2 Espaces de base

Espaces des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.2.1 Soit Q = [a,b](—c0 < a <b< 400) etne N
On désigne par C™(82) Uespace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre

inférieur ou égale a n continues sur £, muni de la norme
. B, — (k)
£l = 321 e = 3 max| B ()], n € N
k=0 k=0
En particulier sin =0,C%(Q) = C(Q)

11
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I’espace des fonctions f continues sur {2 muni de la norme

1lle = max|f(z)].

Définition 1.2.2 Soit 2 = [a,b](—oc0 < a < b < +00) un intervalle fini
On désigne par AC([a,b]) Uespace des fonctions primitives des fonctions in-

tégrables,c’est a dire :
ac(a,t) = {1730 € Loty s f0) = e+ [ plon}
et on appelle AC([a,b]) l’espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

Définition 1.2.3 Pour n € N on désigne par AC™([a,b]) l'espace des fonc-
tions f ayant des dérivées jusqu’a l'ordre (n — 1) continues sur [a,b] telles

que f™=Y € AC([a, b)), i.e.,
AC™([a, b)) = {f : [a,b] — Cetf™ D € AC([a,b])} .
En particulier AC*([a,b]) = AC([a,b]).

Espaces complets

Définition 1.2.4 Un espace métrique (X,d) est complet si toute suite de

Cauchy dans X est convergente.

Proposition 1.2.1 Si (X,d) est complet et Y C X. Alors (Y, d) est complet

ssi Y est fermé dans X.

12
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Définition 1.2.5 Soit (X, d) métrique et k > 0. Une application f: X —

X est k-lipschitzienne st

d(f(x), fy)) < kd(z,y) pourtous x,y€ X.

Théoréeme 1.2.1 Soit (X,d) complet et f : X — X k-lipschitzienne avec

k < 1. Alors f admet un point fize unique.

1.2.1 Espace de Banach

Tous les espaces vectoriels considérés ici ont pour corps de base K = R

ou K = C, sauf mention du contraire.

Définition 1.2.6 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé(evn)

complet.

Corollaire 1.2.1 Tout sous-espace vectoriel (sev) fermé d’un espace de Ba-
nach est lui-méme un espace de Banach pour la norme induite. On rappelle

le résultat suivant :

Théoréeme 1.2.2 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes

sont équivalentes.
Corollaire 1.2.2 Tout evn de dimension finie est un espace de Banach.
Exemples d’espaces de Banach

Voici quelques exemples d’espaces de Banach, qui sont des espaces de
fonctions importants en analyse.

Soit F' un espace de Banach, dont on note | . |r la norme (par exemple, F

13



S.GUECHI UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

est un evn de dimension finie, K ot K ).

* B(A, F), Uespace des applications bornées de A — F ou A est un en-
semble, muni de la norme du sup : || f|lp = Supyea | f(x) |F -

*Co(X, F), Uespace des applications continues bornées de (X, d), espace mé-
trique, 4 valeurs dans F', muni de la norme du sup ||.||5.

*Co(E, F), lespace des applications continues tendant vers 0 a linfini de
E, evn de dimension finie, a valeurs dans F, muni de la norme du sup ||.| 5.
*C(K,F), Uespace des applications continues de (K,d), espace métrique
compact, & valeurs dans F', muni de la norme du sup ||| 5.

La norme du sup ||.||p définit sur chacun de ces espaces la topologie de la

convergence uniforme des applications a valeurs dans F.

1.2.2 Espaces des fonctions intégrales

Définition 1.2.7 Soient Q = (a,b)(—o0 < a < b < +00) un intervalle fini
ou infinie de R et 1 < p < o0.
1. Pour 1 < p < oo, l'espace LP(QY) est l’espace des (classes de) fonctions f

réelles sur ) telles que f est mesurable et

/abf(x)dx < foo.

2. Pour p = oo, l'espace LP(QY) est l’espace des (classes de) fonctions mesu-

rables f bornées presque partout (p.p) sur Q.

Théoréeme 1.2.3 Soit Q = (a,b) un intervalle fini ou infinie de R.
1. Pour 1 < p < oo, lespace LP(Q) est un espace de Banach muni de la

norme

b
1l = ( / (@) Pdz)p
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. L’espace L>(2) est un espace de Banach muni de la norme

[fllse = inf{M =0 [f(z)| <M pp sur Qj.

1.3 Théorie des opérateurs
1.3.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.3.1 Soient X et Y deuz espaces normés, un opérateur A :
D(A) C X — Y est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :
pour tout x,y dans D(A) et a,  dans R

(i) Az €Y.

it) Alax + By) = Az + BAy.

Remarque 1.3.1 - D(A) c’est le domaine de A.

- D(A) est dense si D(A) = X.
- L’image de A notée Img(A) ={y €Y Iz € D(A) : y = Az}.

- Le noyau de A, noté Ker(A) ={x € D(A): Az = 0}.

1.3.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.2 Un opérateur linéaire A défini sur X dans'Y est dit borné

s’il existe une constante positive C, telle que :

[Azlly < Cllzllx, Yo € X.

15
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Définition 1.3.3 Soient X et Y deux espaces de Banach. On appelle un
opérateur borné de X dans 'Y toute application linéaire continue de X dans
Y.

On note L(X;Y') Uespace des opérateurs linéaires bornés de X dansY .

L’opérateur identité de X dans X sera noté par 1 .

Proposition 1.3.1 Le plus petit de nombres C' vérifiant cette inégalité s’ap-

pelle norme de l'opérateur A et se note ||Al|, on a

Ax
JAl = sup [[ Az = sup 1221

lz)<1 et |zl

Proposition 1.3.2 Si Y est un espace de Banach, alors L(X;Y) est un

espace de Banach.

Théoréeme 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach
X dans lui-méme avec ||Al| < 1, et soit I lopérateur identique dans X .
Alors, Uopérateur I — A admet un opérateur inverse borné, donné par la série
de Neumann :

o

(I—A)7t=) 4

k=0

de plus

1

I-A7 < —.
0 =27 < 7=

Spectre d’un opérateur
L’ensemble résolvant d’un opérateur A est l’ensemble
p(A) ={A € C: (A — A)estinversibledans L(X)}

16
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L’ensemble résolvant est un ouvert de C.
On définit le spectre o(A) = C — p(A).
On définit alors la résolvante de A comme Ry(A) = (M — A)~%.

Théoréme 1.3.2 (Identité de la résolvante)
Soit A un opérateur sur un Banach X, on a :

1- Pour X\ et p dans une méme composante connexe de p(A),
RA(A) = Ru(A) = (A = p)RA(A) Ry (A).

De plus sur cette composante connexe, les résolvantes commutent.

2- X\ — Rx(A) est analytique sur p(A).

1.3.3 Opérateurs compacts

Parmi les opérateurs bornés, on distingue les opérateurs compacts, et on
note leur espace vectoriel K(X). Ce sont des opérateurs qui envoient les

parties bornées de X sur des parties relativement compactes de Y .

Ezxemple 1.3.1 Les opérateurs de rang finis sont compacts par le théoréme
de Riesz.
On a plusieurs propriétés et caractérisation intéressantes de la compacité des

opérateurs :

Proposition 1.3.3

Si T ou S est compact, alors T'S est compact.

Proposition 1.3.4
Sur un Hilbert séparable, T est compact si et seulement si il est la limite au

sens de la norme d’opérateur d’une suite d’opérateurs de rang fini.

17
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Proposition 1.3.5
Si T, est une suite d’opérateurs compacts qui converge vers T pour la norme

d’opérateur, alors T est compact.

Corollaire 1.3.1 (Alternative de Fredholm)
Soit T un opérateur compact sur H, alors [ —T est inversible si et seulement

st I — T est injective.

1.3.4 Opérateur contractant

Sotent H un espace de Hilbert et T un opérateur borné, l'opérateur T est

dit opérateur contractant s’il existe une constante L telle que 0 < L < 1 et

V1, 02 € H || Tor — Tosl| < L1 — @al|-

Théoréme 1.3.3 (principe de contraction de Banach)
Soit T un opérateur contractant dans un espace de Hilbert H. Alors, Ty = ¢
admet une solution unique @ dans H, cette solution est le point fixe de cet

opérateur.

Corollaire 1.3.2 Supposons que l'opérateur T admet un point fixe dans [’es-

pace de Hilbert H, alors l'opérateur T", n € N admet le méme point fize.

Corollaire 1.3.3 Soit T un opérateur dans l’espace H tel que l'opérateur
T"n € N est un opérateur contractant, alors T admet un unique point fize

@ dans l'espace H.

18
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1.3.5 Opérateurs sectoriels

Définition 1.3.4 Un opérateur A € CL(V') est appelé sectoriel s’il satisfait

les conditions

da e R, 30 € (g,w), Sao(A) ={ueC, |arg(p—a)| <0, u#a} C p(A),

K

3K € R, Vi € Sug(A), IRl <

1.4 Semi-groupes

Soit E un espace de Banach et B(E) l’espace de Banach des opérateurs

linéaires bornés.

Définition 1.4.1 Un semi-groupe est une famille & un parameétre {T'(t) :
t > 0} C B(F) satisfaisant les conditions :

(a) T(t)oT(s) =T(t+s), pourt,s >0,

(b) T(0) =1.

Ici I est lopérateur d’identité de E.

Définition 1.4.2 Un semi-groupe {T'(t)}+=0 est uniformément continu si
li T(t)—-T(0 =0
Mt 17°(2) O)[[ B ’
1.e.,

lim ||T(t) = T(s)|| (=) = 0.

[t—s|—0
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Définition 1.4.3 Nous disons que le semi-groupe {T(t)}i=0 est fortement
continu (ou un Cy-semi-groupe) si t — T(t)(x) est fortement continu, pour

chaque © € E, i.e.,

lim T(t)x =T(0)x, Vo € E.

t—s0F

Définition 1.4.4 Soit {T(t)}i=0 un Cy-semi-groupe défini sur E. Le géné-
rateur infinitésimal A € B(E) de {T'(t)}i=0 est l'opérateur linéaire défini

par :

A(z) = lim T(t)(x) — T(0)x
t—s0+ t

, pourz € D(A),

ot D(A) ={x € E: limy_ o+ T(t)(t )= existe dans E}.

Proposition 1.4.1 Soit {T(t)};=0 un semi-groupe uniformément continu
d’opérateurs linéaires bornés. Alors,

(a) il existe une constante w > 0 telle que

1T BeE) < e, pourt > 0.
b) L opérateur uniquement défini par T(t) = e est le générateur infinitési-
mal de {T(t)}+>o0 -

(c)t — T'(t) est différentiable en norme. De plus, si x € D(A), alors

ST(1)(x) = AT(1) () = T(H)(A(), £ > 0

1.4.1 Semi-groupes intégrés

Définition 1.4.5 Soit E un espace de Banach. Un semi-groupe intégré est
une famille d’opérateurs (S(t))i=o linéaires bornés S(t) sur E avec les pro-

Priétés suivants :
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(1) S(0) =0
(ii) t — S(t) est fortement continu,

(1i) S(s fo (t +r)— S(r))dr, pourtout, t,s > 0.

Définition 1.4.6 Un opérateur A est appelé un générateur de semi-groupe
intégré s’il existe w € R tel que (w,00) C p(A) (p(A) ; est 'ensemble résolvant
de A) et il existe une famille fortement continue et exponentiellement bornée
(S(t))i=0 d’opérateurs bornés tels que S(0) = 0 et R(\, A) := (M — A)~! =

)‘fo e MS(t)dt existe pour tout X avec \ > w.

Définition 1.4.7 (i) Un semi-groupe intégré (S(t))=o est appelé locale-
ment Lipschitz continu si, pour tout T > 0 il existe une constante L

telle que :
|S(t) —S(s)| < L|t — s|, t,s € [0,7].

(i) Un semi-groupe intégré (S(t))=o est appelé non dégénéré si S(t)x =
0, pour tous t > 0 tmplique que x = 0.
1.5 Calcul fractionnaire
1.5.1 La fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction gamma qui
prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux

nombres complexe o parties réelles positives).
Définition 1.5.1 [F]] la fonction Gamma est définie par l'intégrale

F(z):/ t*te~tdt.
0

out?— ! = e(zfl)ln(t).
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Propriétés
1-La fonction Gamma T'(z) vérifie la relation de récurrence suivante
['(z+1) =2I'(2),

pour tout z € C\Z_ ou Z_ = Z\N.

2-Pour tout n € N*, la fonction Gamma généralise la factorielle

I(n+1)=nl
3- On peut également définir la fonction Gamma a 'aide de la limite

, nin?
Fz) = nhgvlo z2(z+1)...(z+n)’ (Re(z) > 0),

la condition Re(z) > 0, peut étre étendue a z € C\Z_.

Cas Particuliers

I(1) _/ t e tdt = 1.
0
r(3) = vr.
1.5.2 La fonction béta

Définition 1.5.2 La fonction béta (qui est un type d’intégrale d’Euler) est

une fonction définie par :

1
B(p,q) —/ =1 (1 — )97 dt, Re(p) >0 et Re(q) > 0.
0
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Propriété 1.5.1 Le lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta :

I'(p)L'(q)

B(p,q) = TpTq)

Re(p) >0 et Re(q) > 0.

1.5.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liou-
ville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C'(R(a) > 0), selon l'ap-
proche de Riemann-Liouville, généralise la célebre formule (attribuée o Cau-

chy) d’intégrale répété n-fois.

1On@ = [ o

1) = [ Cat / *Flu)du = / -0,

(I f)(z) = / "t / " by / ",

Par récurrence on peut montrer que :

ﬁ /z(:c — )"V f(t)dt, ¥n € N.

(L f)(x) =

En généralisant cette formule a un ordre o réel positif et en remplagant la

fonction factorielle par la fonction Gamma, on aura la définition suivante :

Définition 1.5.8 [3]] 1-L’intégrale fractionnaire a gauche au sens de Riemann-
Liouville d’ordre o € R*. d’une fonction f € L'([a,b]) — R, est formelle-
ment définie par
1 t
S0 = g [ (=

si.a = 0,0n écrit I f(t) = (ga * f)(t), telle que

Al >0,
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et * noté la convolution des fonctions. De plus, lir% ga(t) = 6(t), avec 6 est
a—

la fonction de Dirac .

2-Lintégrale fractionnaire a droite au sens de Riemann-Liouville d’ordre o €

R d’une fonction f € L'([a,b]) — R , est formellement définie par

B0 = [ =9 ()

Exzemple 1.5.1 Considérons la fonction f(z) = (x)? avec B> —1, on a

1

I3 f0) = 1) = g [ P =0

et le changement de variable t = xu, donne dt = xdu d’ou

I“f(z) = ﬁ fol(xU)ﬁ(:E(l —u))* tzdu

Pt
= F(a)B(ﬁ +1,a)
2P T(B+1) x ()
CT(a) T(B+a+1)

Théoréeme 1.5.1 Si f € L'([a,b]) alors I®f existe pour presque tout x €
la,b] et de plus I*f € L'([a,b]).

Proposition 1.5.1 Soient o, 3 € C tels que R(a),R(B) > 0, pour toute
fonction f € L'([a,b]), on a :

L) = 1577 = LIRS,
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pour presque tout x € [a,b]. Si de plus f € C([a,b]), alors cette identité est
vraie pour tout x € [a,b].
Le théoréeme suivant fournit un résultat concernant l’inversion de la limite et

de lintégrale fractionnaire.

Théoréme 1.5.2 Soient a > 0, et (f1.){2] une suite de fonctions continues
et simplement convergentes sur [a,b]. Alors on peut invertir l'intégrale frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville et le signe limite comme suit :

[12( T fol(@) = lim (12 f)(z).

+o0

1.5.4 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5.4 [3]|] La dérivé fractionnaire auz sens de Riemann - Liou-
ville a gauche d’ordre « > 0, n — 1 < a < n, n € N, pour la fonction

f:la,+00) = R, est définie par :

o« gy Lodm [t f(s)
LDa+f(t) = mﬁ/{]j mds, t> a,

ot la fonction f est absolument continue et dérivable jusqu’a l’ordre n — 1.

Remarque 1.5.1

(D3 )(w) = (o) (127 ) (w)

tel que : n = [R(a)] + 1,2 > a.

Exzemple 1.5.2 Soit f(x) = (v — a)® avec B > —1. Pour a > 0 tel que

n—1<a<mn, onad’apres la remarque précédente :

I'(B+1)
(B+n—a+1)

Dif(x) = D" f(x) = & D"(x — a)" P,
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Alors, pour (a« — ) € {1,2,..., n} on a :

D2f(z) =Dz —a)*? =0j€{1,2,..., n}

Par ailleurs si (o — B) € {1,2,..., n} on trouve
L'(B+1) _
D%f(z) = ————"—(z—a)’ .
En particulier, st § = 0 et a« > 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’une fonction constante f(x) = C est non nulle, sa valeur est :

C(rx—a)™@

b.c = 'l —a)

1.5.5 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5.5 [5]] La dérivé fractionnaire aux sens de caputo & gauche
d’ordre a« > 0, n —1 < a <n, n €N, pour la fonction f : [a,+00) = R, est

définie par :

“DLf () = e /at( O0) g oy, 1>

I'n—« t— g)atl-n

ot la fonction f est absolument continue et dérivable jusqu’a l’ordre n — 1.

Remarque 1.5.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d’ordre o €lm — 1,m[ s’obtient par une application de l'opérateur d’inté-
gration fractionnaire d’ordre m — a suivit d’une dérivation classique d’ordre
m, alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le résultat de la

permutation de ces deux opérations.

Exemple 1.5.8 Pour f(z) = (z — a)? avec 8 >0, on a
0 sipef0,1,2,...,m—1}
Dy =1 16+ 1)
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En particulier, si f est constante sur [a,b], alors :
D2 f(x) = 0.

1.5.6 Dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

Définition 1.5.6 [3]] La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer d’ordre
0 < a<1etdetype B € [0,1] de la fonction h : |a,+00) € R est définie

par :

D3Pn() = [17D (10700 | o) (1.1)

Relation avec les dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville et de
Caputo

—sionpose f =0,0< a < 1eta=0, dans la formule de dérivée

fractionnaire au sens de Hilfer (1.1]) on obtient la dérivée fractionnaire

classique au sens de Riemann-Liouville :

« d —Q le%
DO;Oh(t):%IO(i 'n(t) = 'D§ h(t)

)

—sionpose B =1,0< a<1eta=0, dans la formule de dérivée
fractionnaire au sens de Hilfer (1.1]) on obtient la dérivée fractionnaire
classique au sens de Caputo :

—ay d
o h(t) = °D§

D;Yilh(t) =lat 04

h(t).

La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer peut étre considérée comme un

interpolateur entre la dérivée de Riemann- Liouville et de Caputo .
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1.6 Systémes impulsifs

Plusieurs processus réels et phénomenes naturels étudiés en physique, en
biologie, en technologie, en économie et autres, sont assujettis a des pertur-
bations dont la durée par rapport a celle du développement du processus ou
du phénomene est négligeable, mais ces perturbations provoquent des change-
ments considérables. La modélisation la plus adéquate de tels phénomenes se
fait par des systemes impulsifs. Un systéme impulsif est en fait une combinai-
son d’un processus continu décrit par une équation différentielle (ordinaire,
auzx dérivées partielles ou autres) et une équation aux différences qui repré-
sente les sauts instantanés de [’état dit "impulsions”.

1960 par V. Milman et A. Myshkis et elle a été développée durant la période
de 1960-1975 par certains chercheurs ukraniens et russes. Ensuite, de 1975 a
1990, le mérite du développement de cette théorie et de sa popularisation re-
vient au mathématicien américain V. Lakshmikantham. A partir de 1991, en
plus de Lakshmikantham, d’autres mathématiciens comme L. Byszewski, D.
Bainov contribuaient a [’enrichissement de la théorie des équations différen-
tielles tmpulsives ot ils lancérent différentes études sur ce sujet et beaucoup

de résultats ont été obtenus des lors.

1.7 Théoréme du point fixe

Nous allons présenter les théorémes du point fize pour une application
continue dans les espaces de Banach en dimension finie et infinie. En particu-

lier, nous présentons les théorémes de Brouwer, Schauder et Krasnoselskii[59].
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Définition 1.7.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme.

On appelle point fize de f tout point uw € E tel que f(u) = u.

1.7.1 Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie alge-
brique, sous sa forme la plus simple, ce théoréeme exige uniquement la conti-
nuité de application d’un intervalle fermé borné dans lui-méme. Et de fagon
plus générale, l'application continue doit étre définie dans un convexe compact

d’un espace euclidien dans lui-méme.

Théoréme 1.7.1 Sur K une partie non vide, compacte et convexe de R™ et

f : K — K une fonction continue. Il existe alors x € K tel que f(z) = x.

1.7.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Le théoreme du point fixe de Schauder établi en 1930 ; est une générali-
sation du théoreme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application
continue sur un convexe compact admet un point five, qui n’est pas nécessai-
rement unique. Il n’est donc pas nécessaire établir des estimés sur la fonction,
mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de traiter plus

de cas qu’avec le théoréeme de Banach.

Théoréeme 1.7.2 Soit K un sous-ensemble non vide, compact, convexe dans
un espace de Banach E et supposons T : K — K une application continue.

Alors T admet un point fixe.
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1.7.3 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

En 1955 ; et pour la premiere fois, Kranoselskii a élaboré son théoréme du
point fize qui affirme que dans un convexe compact, toute application qui se
met sous la forme d’une somme de deux applications dont ['une est contrac-
tante et l'autre compacte admet un point fize. Ce théoréme est tres éfficace
dans la résolution des équations différentielles non linéaires, il apporte des

réponses aux problémes d’existence et d’unicité[20)].

Théoréme 1.7.3 Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide
de X fermé, borné et convexe. U,V sont deux applications de D dans X telles
que :

U est une contraction de constante k et V' est compacte et continue.

Uxr+Vy, € DVx, y € D, alors il existe x € D tel que Uz + Vx = x.

1.8 Théorie de controle

En mathématiques, le controle désigne la théorie qui vise a comprendre la
facon dont une commande permet aux humains d’agir sur un systéme qu’ils
souhaitent maitriser. Cette défnition recouvre naturellement de trés nombreux
champs d’applications, un ingénieur pourra vouloir contréler un systéme mé-
canique en lui appliquant des forces, un économiste pourra vouloir agir sur
un équilibre financier en modifiant un tauz, un chimiste pourra vouloir amé-

lrorer son procédé en régulant la température, etc.
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1.8.1 Systéme de controle

Définition 1.8.1 De maniére abstraite, un systéme de contréle est la don-
née d’un espace d’états X, d’un espace de controles U et d’une loi d’évolution

du type :
B(t) = f(t, x(t), u(t)),

ou x(t) € X est l'état du systéme a Uinstant t € [0,T] et u(t) € U le controle
choisi. Evidemment, toute la complexité de Uétude d’un systéme de controle
dépendra de la complexité des espaces X et U, et surtout de la nature de
l’équation d’évolution . En particulier, la distinction majeure est de savoir si
X et U sont des espaces de dimension finie ou infinie. Intuitivement, on sent
déja que si l’état x(t) n’est caractérisé que par un nombre finis de paramétres,
il sera beaucoup plus facile de les maitriser que s’ils sont en nombre infinis.
Quant a ’équation d’évolution, la principale simplification possible sera de

supposer que la valeur de la fonction f(t,x,u) dépend linéairement du couple

(x,u).

Définition 1.8.2 Soit A € L>([0,T], M,(R))etB € L>([0,T], M,m(R)).
On se donne un état initial xg € R"™ et un controle u(t) € L'([0,T], R™).

Introduisons le systeme de controle :

{ i(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),
z(0) = xo.

Nous dirons que x € C°([0, T],R™) est une trajectoire solution du systéme de

controle lorsque :

Vr <T, a(r) =xo+ / " A@)2(t) + B)u(t)dt.
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1.8.2 Grammienne de controlabilité

La premiére fagon de caractériser la contrélabilité du systéme de contréle
a été décrite dés 1963 par Kalman, Ho et Narendra. Elle fait intervenir une

matrice dite " grammienne " .

Théoréme 1.8.1 Le systeme de controle est controlable si et seulement si

sa grammienne

3= / U R BB R(T. 1)t

est une matrice inversible de M,(R), o l'on a noté R(t1,ts) la résolvante
du systeme M = A(t)M, entre les instants ty et ty, ¢’est’a-dire la solution

matricielle de R(ty,te) = Id,, et 1R = A(t)R.

1.8.3 Formulation de Bolza

On considere le systeme d’équations différentielles ordinaires (EDO) li-
néaire suivant : trouver x : [tg, t1] — R"™ avec z(t) = (z1(t), x2(t), ..., 2, (t))T

satisfaisant le probléme de Cauchy

{10 = A0t + BOUD +o(0. € ) L9

x(tg) = °,

avec u : [to, t1] € R™, u(t) = (uy(t),ua(t), ..., um(t))T.
On va introduire une fonctioneelle S dépendant de x et de u appellée fonction
cotit, qui sera toujours de la forme.
2
(o) = [ Lt (o), )i + ple(t).

avec

L: [tojtl] X R"x R™ — R,
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et

¢: R"— R,
des fonctions données.
Le probléme de controle optimal consiste a trouver parmi toutes les paires de
fonctions (x,u) satisfaisant le systéme avec u € Ugget x(ty) € Cy celles
qui minimisent la fonctionnelle S donnée.

On peut alors écrire le probléme sous la forme

m{ W Lt 2(t), u()dt + p(w(t))/ } (1.3)

g = Az + Bu+ g, x(tg) = 2° u € Uy, x(t;) € C.

On peut voir ceci comme un probléeme de minimisation avec contraintes :

min  S(z,u),
(z,u)eCtr

avec Ctr = un ensemble des contraintes défini par

Ctr = {(z,u), ¢ = Az + Bu+ g, w(to) = 2%, u € Uyg, 2(t1)BC}.

On appelle le probléeme de contréle optimal (1.3|) probleme linéaire en formu-

lation de Bolza.

1.8.4 Le probléme de Lagrange

Ce probleme simplifié est le suivant. On cherche des conditions nécessaires

d’optimalité pour le systeme

#(t) = f(t, x(t), u(t)), (1.4)

ot les controles u(.) € U sont définis sur [0,T] et les trajectoires associées

dowent vérifier x(0) = xg et x(T) = x4, le probleme est de minimiser un codt
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de la forme ,
Clu) = [ ftate). utt)ar (1)
ou T est fixé.

Associons au systéme (|1.4) le systéme augmenté suivant

@(t) = f(t,z(t), ult)), do(t) = fO(t, x(t), u(t)), (1.6)

et notons & = (x,2°), f = (f, f°). Le probléeme revient donc & chercher
une trajectoire solution de (1.6) joignant les points 7o = (x0,0) et 71 =

(x1,2°(T)) , et minimisant la derniére coordonnée x°(T).

Ezxemple 1.8.1 Considérons le gestionnaire d’un barrage hydraulique. Grice
auzx données hydrométriques historiques, il connait les apports en eau a(t) sur
lesquels il peut compter. Par ailleurs, grace a sa connaissance du marché de
Uélectricité, il connait a l'avance le prixz de gros de lélectricité w(t). Enfin, il
dispose de tables permettant de calculer la puissance électrique P délivrée par
ses turbines en fonction du débit u(t) qu’il choisit et de la hauteur d’eau H
dans le barrage. En notant x(t) le volume d’eau présent dans son réservoir,

on obtient le systeme de controle avec contrainte sur [’état suivant

Supposons que le gestionnaire souhaite avoir vidé son barrage ent =T afin
de réaliser une maintenance. Il doit donc imposer x(T) = 0. Enfin, il cherche

a maximiser la quantité

/0 7 ()P (u(t), H(x(t)))dt.
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CHAPITRE 2

ETUDE DE LA CONTROLABILITE
APPROCHEE ET LE CONTROLE
OPTIMAL D’UN PROBLEME DU

SYSTEME DYNAMIQUE IMPULSIF
NON-LOCAL ET NON LINEAIRE

D’ORDRE FRACTIONNAIRE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un systéme dynamique impulsif

non-local et non-linéaire d’ordres fractionnaires avec un controle de la forme

suivante :
CDIz(t) = Ax(t) + f(t, 2(t), (Hz)(t)) + Bu(t), t € (0,8 \ {t1, ta, ... tm},
z(0) + g(x) = 29 € X,
Ax(t;) = Li(z(t])) + Dou(t;), i=1,2,....m,
(2.1)
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ot “ D c’est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 0 < q < 1,
létat () prend ses valeurs dans ’espace de Banach X avec la norme || - ||,
et xg € X.

A:D(A) C X — X est un opérateur sectoriel de type (M,0,q, 1) dans X,
H: I xIxX — X représentant un Opérateur de type Volterra telle que
(Hz)(t) = [y h(t, s, 2(s))ds,

les fonctions de controle u(-) et v(-) sont donnés dans L*(I,U).

U est un espace de Banach, B et D sont des opérateurs linéaires bornés de
U dans X.

Ici, on a I =10,b], 0=ty <t; < -+ <ty <tlyms1 =0, I; : X — X sont des
fonctions impulsives qui caractérisent le saut des solutions aux points d’im-
pulsion t;.

Le terme non-linéaire f : I x X x X — X, et la fonction non-locale g :
PC(I,X) — X, avec PC seront définis plus tard.

Nx(t;) = x(t]) — x(t7), ou z(t]) et x(t;) sont les limites droite et gauche

de x au point t;.

2.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, nous mentionnons les notations, les définitions, les
lemmes et les faits préliminaires nécessaires pour établir nos principaur ré-
sultats.

On a besoin d’introduire ’espace PC(I,X), lespase des fonctions bornnées
de I a wvaleurs dans X avec la norme : ||x||pc = sup{||z(¢)||,t € I} tels

que z(t]) existent pour tout i = 0,...,m et x(t) est continue sur (t;,tii1],
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i:O,...,m, toZO €ttm+1:b.

Définition 2.2.1 (Voir[13]) Soit A: D C X — X un opérateur linéaire
et fermé. Nous disons que A est sectoriel du type (M,0,q, i), s’il existe u €

R,0<0 <5 et M >0 tel que la g-resolvent de A existe en dehors du secteur
ptSo = {u+ A" A€ C, |Arg(—A")| < 6},

et

I(A71 = A)7H| < AT E A Sp.

A7 — p

Remarque 2.2.1 Si A est un opérateur sectoriel du type (M, 0, q, 1), alors
A est un générateur infinitésimal d’une famille q -resolvent {Ty(t)},~, dans

un espace de Banach , ou T,(t) = 5= [ eMR(X, A)dA.

Définition 2.2.2 (Modifier par [1, [13]) Une fonction d’état x € PC(I,X)
est appelée une solution de (2.1)) si elle satisfait les équations intégrales sui-

vantes :
z(t) = Sy(t)(wo — g(x)) + /0 Ty(t = s)(f (s, z(s), (Hz)(s)) + Bu(s))ds,
site[0,t], et

2(t) = Sg(t = t:)[x(t;7) + Li(2(t7)) + Do(t;)]

+ / T, (t — 8)[f(s,2(s), (Ha)(s)) + Bu(s)lds,

Site(ti,ti+1],i:1,...,m, ou
1 1
S,(t) = — / MATTIR(NY A)dN, et T,(t) = — / MR\, A)d.
21, 2m |,
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avec ¢ étant un chemin approprié tel que X & i+ Sy pour X € c.

2y, (2(0), Ax(tp—1);u,v), k= 1,...,m+ 1,est la valeur d’état de dans
le temps ty, correspondant & la valeur initiale non-locale x(0), les valeurs
impulsives Az (ty—1) = x(t} ;) — x(t,_,) et les contréles u et v.Pour chaque

x(0) et Ax(ty—1) € X, nous présentons 'ensemble :
R(tr, 2(0), Ax(ty—1)) = {@e, (2(0), Ax(ty_1);u,v) s u(-),v(-) € L*(1,U)},

qui s’appelle 'ensemble accessible du systéeme (2.1) dans le temps t (si
k = m+ 1, alors ty est le temps final ). la ferméture dans X est notée

par R(ty, 2(0), Ax(tr_1)).

Définition 2.2.3 Le systeme de controle impulsif ((2.1)) est approzimative-

ment controlable sur I si R(tg, x(0), Ax(t—1)) = X, c’est-a-dire, donné un
arbitraire € > 0, il est possible de diriger & partir des points x(0) et Ax(tg—1)
au temps t;, tous les points dans l’espace d’état X a distance €.

Considérons le systéme de controle impulsif linéaire d’ordre fractionnaire sui-

vant CDIz(t) = Ax(t) + Bu(t),
2(0) = 1 € X, (2.2)
Ax(t;) =Du(t;), i=1,...,m

La controlabilité approchée pour le systéme de controle linéaire impulsif d’ordre
fractionnaire est la généralisation de la notion du controlabilité appro-
chée pour le systéme de contréle linéaire de premier ordre (q = 1 et t; =
D =0,i=12...,m, ie, t € [tm,tms1] = [0,b]). Les opérateurs de la
controlabilité associés avec(2.2]) sont :
12
k= / Ty(te — s)BB*T; (ty — s)ds, k=1,...,m+1,

tho1 (2.3)
Uk o= S(tk — te—1) DD Sty — ty), k=2,...,m+1,
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ot Tyr(-), S;(+), B* et D* notés les adjoints de Ty(-), Sy(), B et D,

respectivement, et pour X > 0, nous considérons l’opérateur suwivant :

-1
ROWE )= (Ar+wp ) i=12, (2.4)
\Ili’;_hl et \Ili’;_h2 sont des opérateurs linéaires bornés.

Lemme 2.2.1 (Voir [1]) Le systéme de contréle linéaire impulsif d’ordre
fractionnaire (2.2)) est approzimativement contrélable sur I si et seulement

si AR (A, \Iliz_hi) — 0 lorsque A — 0%, ¢ = 1,2, dans la topologie uniforme .

Lemme 2.2.2 ( Theoréme de Krasnoselskii [12]) Soit X un espace de
Banach et E est un sous-ensemble borné, fermé et convexre de X. Soit ()1, Q2
des applications de E dans X telles que Q1x + Qoy € E pour tout x,y €
E. St Q1 est une contraction et Qs est compact et continu alors [’équation

Q1x 4+ Q2 = = a une solution sur E.

2.3 Existence de la solution

Nous prouvons ['existence pour le systeme (2.1). Définissons

7

Q, = {x € PC(I, X), ||z|| < r}.

K = suptelﬁ_’;lm(t, s)ds < o0, 1 = 1,...,m + 1. Pour tout r > 0, soit

Nous introduisons les hypotheses suivantes :
(Hy) les opérateures Sy(t)i>o et T,(t)i>0, engendrés par A, sont bornés et

compacts, tels que :

sup |5, ()] < M et sup [|T,(t)]| < M.
tel tel
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(Hs) La fonction non linéaire f : I x X x X — X est continue et
compacte, il existe des fonctions u; € L®(I,R"), i = 1,2,3, et des

constantes positives o et o telles que :

1 (& 2l < i (8) + pa(E) |2l + ps(®)]yll,

et
| f(t,z, Hx) — f(t,y, Hy)|| = cullz — y|| + aq||Hx — Hy|.

(Hs) La fonction g : PC(I,X) — X est complétement continue et il

existe une constante positive 3 telle que :

lg(z) — gl < Bllz —yll, =,y € X.

(Hy) Pour la fonction h : A x X — X, il existe m(t,s) € PC(A,RT)
telle que :
[a(t, s, 2(s))]| < m(t, s)||]],

pour tout (t,s) € A et x,y € X, ot
A={(ts)eR}t;<s, t<tiy1,i=0,...,m}.

(Hs) Pour tout x1,z9,x € X et t € (t;,t;11], i =1,...,m, I; sont conti-
nues et compactes et il existe des constantes positives d;, e; telle que :
[1i(21(t7)) — Li(@2(t7))[| < di sup |21 (t) — 22(8)]),
te(ti,ti+1]
et

iz < e sup [lz(@)].

te(titit]
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Théoréeme 2.3.1 Soit vq € X. Si les conditions (Hy)-(Hs) sont vérifiées,
alors le systéme de controle impulsif non-local d’ordre fractionnaire(2.1)) ad-
met un point fize sur I a condition que MB < 1 et M(1 +d;) < 1,1 =

1,...,m, et donc le systeme(2.1) a au moins une solution mild pour t €

0,0] \ {t1, ..., tm}-

Preuve : On définit les opérateurs ()1 et Qo sur (. tels que :

Sq(t)(wo — g(x)), € [0, 4],
(Quz)(t) =
Sq(t = ta)[x(t7) + L(x(t7)) + Do(ty)],  t € (ti tial,
Jo Tyt = ) (f(s,2(s), (Hz)(5)) + Bu(s))ds, ¢ € [0,t1],
@) =1 "
Li TQ(t - S))(f(sv JI(S), (H'T>(S)) + Bu(8)>d87 te (tivti-i-l]?

1=1,...,m. Nous prenons les contréles

w= BTty — YR\, Uik ) PF(a()),

(2.5)
v=D"S;(ty —tr_1)R(\, ‘Iji’;,l,ﬂpzk(x(')%
(2, — Sq(t1)(zo — g(x))
k ~ ATt~ ) (s,als), (Ha)(o)ds, k=1,
Py (z(-)) =

x = Sq(te — te—1)[x(t_1) + L1 (2(t_y))]
YT (b — 8) f(s,x(s), (Hz)(s))ds, k=2,....,m+1,

\ tk—1

xy, — Syt — te—1)[x(ty_1) + I—1 (z(t,_1))]

Py (x() = { b,

- T,(te — s)f(s,xz(s), (Hz)(s))ds, k=2,...,m+1.

te—1

Pour toute A\ > 0,nous montrons que Q1 + Qo admet un point fize sur €.,

qui est une solution du systéme(2.1)).D’apres (2.5), ainsi que (2.3) et (2.4)),

Ju()ll < s MIBIIAGC)] and [o0)] < LMIDIIP ()] (26)
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En utilisant les hypothéses (Hy)—(Hs), on a
IPH @) < Nl + 11Sq(t) |l (2o — g ()]
t
+/0 1T (tr = s)[[11f (s, 2(s), (Hz)(s)) | ds
< ol + M(llzoll + llg(2)])
+ Mty (|l | oo mey + rllpzll e (rmey + K7 llisl o rms))
< |l + Mlzoll + MBl]| + Mg (0)]]

+ Mty (lllles ey + rllpellzegme + Birllpsll s
et , pourk=2,...,m+1,
IPF@) < el + 11Sg(tk = ti-) 1l ()| + [k (@ ()]
t
+/tkk 174 (tk = s)II[ f (s, 2(s), (Hz)(s))l|ds
< @l + M({lz(t_ ) + esllll) + Mtk — tr-1)
X (oo ey + rllp2l| oo mry + Ko7l sl oo 1 21))
< lzwll + M|zt + re) + M (6 — th-1)

X (|l zoerrsy + rll el Lo rey + Kprllpsl oo rpe)) -

125 (@) < Nwll + M)+ rer—)
+ Mty — tir) (I lloe gz + rllpellse g re) + Kirllpsllieg )
k=2,...,m+ 1. Pour toute x € §,., on obtient

[(Q12)(t) + (Qa2) (1) |
< M ([Jzol| + [lg(=)])
+ Mty (||l poemry + 7l ol ooz + Ky llpsl| oo mey + 1B [ull)
< M([lzo|| + Br + [[g(0)]])
+ Mty (||| poo (rre) + 7ll 2l oo (rre) + Ki7[ sl o 1,m+) + (| B[ [|ul])
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pourt € [0,t1],et
(@) () + (Qaz) ()]
< M (et )l + exrllzll + DN o)) + M (t; — 1)
X (lballpoermsy + rllpzll oy + Kirllpsl e ey + 1B [[ul])
< M([lz@_ )l + exr + 1D o)l + M (tx — tr)
X (Nllzoormsy + rllpell o rrey + Kol usll oo rrey + | Bl Jull)
pour t € (ty_1,tx]. Par les inégalités , nous pouvons trouver &1, > 0

tel que

glvt € [Oytl]a

1(Q12)(t) + (Qaz) ()| < {52775 €, tl k=2,...,m+1.

Par conséquent, Q1x + Qox est bornée.

Maintenant , soit x,y € €).. Nous avons

Q1) () — (Quy) @) < 1S [[[lg(z) — g(y)|| < M|z —y]
pourt € [0,t1] et
(@) (t) — (Quy) (@) ]
< [[8q(t = te—n) Il (t5—y) = y(E_ DIl + [Lr—a (2t 1)) — T (y(Ee_1))]]
< M [flz(t,_y) = y(G_ )l + diallz = yll]
pourt € (ty_1,tx], Kk =2,...,m+ 1. Puisque Mp <1 et M(1 +dj_1) < 1,
k=2....m+1, il s’ensuit que ()1 est une application contractante. Soit

{z,} est une suite dans €. tel que x, — x € S).. Puisque f et g sont

continues, i.e., pour toute € > 0, il existe un entier positive ng, tel que pour

n>no |[f(s,2n(s), (Han)(s)) = f(s,2(s), (Hz)(s))|| < € et [lg(zn) —g(z)] <
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€, la continuité de I;(x) sur (t;,tip1] donne ||Li(z,(t;7)) — Li(z(t)))] < e,
i=1,...,m. Maintenant, pour toute t € [0,t,],
[(Q2n)(t) = (Q2)(#)]]

< [T = BB T 0 = RO WG DI IS, () 0(e) = gt
[T = 915, () (5) = (), (Ha) (5D
[T = DM 5) (T2,)0)) = F s, (s), () () s

< SN B|* (2t + 1)

> |

De plus, pour toute t € (t;,t;41],i=1,...,m, on a

(@) () — (@)
< [T = DB T (1 = RO W)
154t = 01 (67) = (67) + 1an(8)) = Bl
[ Tt = )L, (o) 5) = (s,0(s) (Ha) ) [ )

t
+[ [ T5(t = ) (f (s, 2n(s), (Han)(s)) — f(s,2(s), (Hz)(s))]|ds
< XNPBIP (e — t)tiar 1+ 1)
Donc, Q5 est continue. En suite, nous prouvons la compacité de (Qy. Pour
cela, nous montrons d’abord que l’ensemble {(Qox)(t) : x € .} est relative-
ment compact dans PC(I,X). Par les hypothéses de notre théoréme, nous

avons

(Qax) ()] < Mty ([l || oo 1.ty +7 |12l oo 1.0 H BT 3| oo (2. mt) [ B ],
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pour t € [0,t1], et

1(Qa)(E)|| < M (t), — ti-1)
X (Neallpoorreey +rllpell oo mry + Kirllpsl oo ey + 1B]l]ull)
pour t € (ty—1,tx|, ce qui donne que {(Q2x)(t) : x € Q,} est uniformément
bornée. Nous montrons maintenant que Q2(£2,) est équicontinue.

Les fonctions {(Q2x)(t) : © € Q,.} sont equicontinues en t = 0. Pour toute

r€Q,, si0<r <ry <ty alors

(@) (r2) = (Qa)(r1)]]
< /0 [Ty (ry = s) = Ty(r1 = s)|[[| Buls)|| + [[f (s, 2(s), (Hz)(s))[[]ds

+ /TZ 175 (ra = )1 Buls)|| + [1f (s, 2(s), (Hz)(s))[]ds

T1

< [l Ty(ra — s) = Ty(ry — s)|| + M(rg — 1)

X (IBIlwll + [|pal poer.me) + rll el e rmey + K|l psl| noer+y) -

De méme, sit; <ry <re <tiq, alors

(Q2)(r2) — (Qa)(r1)]
< /t 1T (ra = 5) = Ty(re = )l Bu(s) || + |1 £ (s, z(s), (Hx)(s))]]ds

+/ 1Ty (r2 = s) Il Buls)|| + I (s, 2(s), (Hz)(s))[]ds
1
< [(r = )| To(re — 8) = Ty(r1 — s)|[ + M(ry — )]
X (Bl + llpallzoo rry + rllpall oo sy + KGarll sl e -
De (Hy), il résulte la continuité de l'opérateur T,(-) dans la topologie uni-

forme. Ainst, le coté droit de linégalité ci-dessus tend vers zéro quand ry —
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r1. Done, {(Q2x)(t) : x € ..} est une famille des fonctions équicontinues.
Selon la théorie de la dimension infinie du théoréme d’Ascoli-Arzela, il reste a
prouver que, pour toutt € [0,b]\{t1,...,tm}, Uensemble V (t) := {(Q2x)(t) : x € Q,}
est relativement compact dans PC(1,X). Dans le cas t = 0 est trivial :
V(0) = {(Q2x)(0) : z(-) € Q,.} est compact dans PC(I,X). Soit t € (0,t]
un nombre réel constant et h un nombre réel donné satisfaisant 0 < h < t;.

Définissons Vi (t) = {(Qhz)(t) : z € Q. },

t—h t—h
(Qg:p)(t) = /o T,(t — s)Bu(s)ds + /0 T,(t—s)f(s,z(s),(Hx)(s))ds
=T,(h) /t_h T,(t — s — h)Bu(s)ds

+Tq(h)/0 Tt — s — B)f(s,2(s), (Hz)(s))ds
— T (Rt h).

Nous utilisons les mémes arguments, nous fixons t € (t;,t;y1], et soit h

un nombre réel donné satisfaisant t; < h < t;y1, nous définissons Vi (t) =
{(Q3x)(t) : 2 € Q. }
t—h t—h
(Qg:p)(t) = / T,(t — s)Bu(s)ds + / T,(t—s)f(s,z(s),(Hx)(s))ds
t; . t
=T,(h) / T,(t — s — h)Bu(s)ds

i

ST [Tyt = s = W) (s,a(s). () s)ds

= Ty(h)ya(t, h).

La compacité de T,(h) dans PC(I, X), ainsi que le caractére borné de y,(t, h)
et ya(t, h) surQ,., donne la compacité relative de l’ensemble V3, (t) dans PC(1, X).
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De plus, pour tout t € [0, 4],

1(Q22)(1) — (Qz2) (1)
< /t T,(t — s)Bu(s)ds + /t_h T,(t —s)f(s,z(s), (Hx)(s))ds

—h
< WM (|| B||||lull + el oo r,mey + rllpell noerry + Kl sl oo rrsy) -

De méme, pour tous t € (t;,tis1],

1(Q22)(t) — (Qz2) (1)
< /t T,(t — s)Bu(s)ds + /t_h T,(t —s)f(s,x(s), (Hx)(s))ds

—h

< WM ([ Bllllull + ooz + rllpallporrey + Kiarllpsl| e zs) -
On choisit h assez petit. Cela implique qu’il existe des ensembles relati-
vement compacts, arbitrairement proches de [’ensemble V (t) pour chaque
t € [0,0] \ {t1,...,tm}, et donc V(t), t € [0,0] \ {t1,...,tm}, est relative-
ment compact dans PC(I, X ).Comme il est compact en t = 0, nous avons la
compacité relative de V(t) en PC(I, X) pour toust € [0,b]\{t1,...,tm}. Par
conséquent, par le théoreme d’Arzela-Ascoli, nous concluons que Qo est com-
pact. D’apres le lemme[2.2.9, nous nous assurons que le systéme de controle
a au moins une solution surt € [0,b] \ {t1,...,tm}.

2.4  La controlabilité approchée

Dans cette section, a l'aide du théoréme d’existence, nous montrons un

résultat de controlabilité approchée pour le systeme (2.1)).

Théoréme 2.4.1 Si (Hy)—(Hs) sont satisfaites et \R(\, ‘Ilii_hi) — 0 lorsque
A — 0%, i =1,2,alors le systeme de contréle fractionnaire impulsif non-local

est approximativement controlable pour t € [0,0] \ {t1, ..., tm}.
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Preuve : Selon le theoreme 1, Q} + Q3 admet un point fize dans Q,
pour toute X > 0. Cela implique qu’il existe T € (Q} + Q3)(T) tel que

(Sq(t) (o — (@) )
+ Jo Tolt = $)[J " (5,2(s), (HT)(s)) + Bur(s)]ds, ¢ € [0.t1],

Syt — ty— 1>[—A<t,; ) t L (@\t5)) + Do ()]
—i—ft Wt —=S)[f (s, 7(s), (HTY)(5)) + Bu*(s)]ds, t € (tp_1,t),

\

ol pour t € [0, 1] nous avons
= B*T7(t — t)R(A, \I’f)l,l) [:L‘l — Sy(t1)(zo — 7))
- [ B = 97 .20 (16
pourk=2,...,m+1
@ = BT - ORO W) o=t ) )+ T @)
_ / U T — )T (5. 7(6), (Hf’\)(s))ds}

lk—1

et
7= DSy (ty — tr—1)R(A, ‘Ifiz,lg)
X {xk — Sty — i) [BNty) + Tor (@ (t7,)]
N /t k Tty — $)F (5, 7(s), (HT*)(s))ds .

En plus de ce qui précede,

7N (t) = Sy(t1) (20 — (7))
i /0 Tyt - 9)[F(5.7(6), (HP)(s) + BE(s)]ds,
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T (th) = Sylty — i) [T (tr_y) + Tt (@N(t51)) + Do(t,)]

" /t Tyt — 9P (5,7 (s), (HF)(s)) + B (s)]ds,

k=2 m+1, avec
=T (0) = 00~ VRO E) {1 = 5,000~ )
~ [ B =97 .26 1 s
— it =@ = [ T = 97 6,76, (7)),
Ty, — TN(tr) = mp — U RN TP )
X {:z;k — Sty — tr_1) [f*(t,;_l) +EA(TA(15;Z_1))]
- [ = o7 0. ) s
= Syt = i) [Pl ) + Tt (@ (t5))]
- [ =7 70, ()0 s

— W, RON q,){ = Syt = thr) [70) + Tt (@ (50))]

daprés @A) on a1 - R(AWE ) = R (AW ), i=1,2, et

zy, — T (1) = AR (A, ¥gY) {x1 — S, (1) (mo — (@)

- [T - 9P 6P, H s | 20)
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LTty — (1) = A [R <)" \11211,1) +R ()" \1121172)]

L = 8,00 =t [P0 + T @)

— /t k T,(tx — 3)7/\(3,5’\(3), (Hf’\)(s))]ds}, k=2,....m+1. (2.8)

Puisque la compacité de S,(t)i=o et T,(t)i>0 est vérifiée, et que TA, 7 et
E/\ sont également bornés, nous pouvons utiliser pour - le fait que
AR(A, \I/,f’;_bi) — 0 lorsque A — 0%, i = 1,2. Cela donne ||z, —T*(t)|la — O
lorsque A — 07, i = 1,2.Par conséquent, le systeme de controle impulsif non-

local fractionnaire(2.1)) est approximativement controlable pour t € [0,b] \
{ti, ...t}

2.5 Optimalité

Soit Yun espace de Banach réflexif séparable et ws(Y') représente une
classe de sous-ensembles non vides, fermés et convexes de Y. La fonction
w: 1 —> wp(Y) est mesurable w(-) C E, ou E est un ensemble borné de Y.

Nous donnons l'ensemble de controle admissible suivant :
Uua = {(u,v) € L'(E) x L'(E)|u(t),v(t) € w(t) a.e.} # 0.

Considérons le systéme de controle fractionnaire impulsif non-local suivant :

CDix(t) = Az(t) + f(t,z(t), (Hz)(t)) + Bu(t),t € (0,b]\ {t1,t2, ..., tm},
z(0) + g(z) = x0 € X,
Ax(t;) = Li(z(t])) +Du(t;),i=1,2,...,m, (u,v) € Uy,

(2.9)

ou B,D € L*(I,L(Y,X)). Il est clair que Bu,Dv € L'(I,X) pour toute
(u,v) € Uyq. Soit ¥ une solution mild du systeme ([2.9) correspondant auz

controles (u,v) € Uyg.
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Nous considérons le probléeme de Bolza (BP) :
trouver un triplet optimal (z°,u®,v°) € PC(I, X)X Uy tels que J (2, u®, v°) <

j(xuv”7u,u), pour toute (u,v) € Uqq,0u

m+1 t
T (@ u0) = [@WU(@)) + / Ltz (t), u(t), v(t))dt] ,
i=1 tia
1=1,...,m+1. Les hypothéses supplémentaires suivantes sont nécessaires :

(Hg) la fonction £: 1 x X x Y? — RU {oo} est Borel mesurable

(H:) L(t,-,-,-) est séquentiellement semi-continue inférieure sur X X Y2,
i.e., surl.

(Hg) L(t,-,-,-) est convexe sur Y2 pour chaque x € X et pourt € I.

(Hy) Il existe une fonction non négative p € L*(I,R) et ¢1,c9,¢53 > 0
telle que £(t,7,u,0) > o(t) + crllz] + eallully + cslollh-

(Hyo) la fonction ® : X — R est continue et non négative.

Théoréme 2.5.1 Si (Hg)—(Hyo) sont vérifiées avec les hypothéses du Théo-
réme alors le probléme de Bolza (BP) admet au moins un triplet op-
timal sur PC x Uy,.

Preuve : Supposons que inf {J(x™" u,v)|(u,v) € Uy} = § < +00. De
(HG)—(HM)),OTL a

Tz, u,v)
>y {@(W(ti» + [ o0+ ool + @I + ol

>-—n>—-00, t=1,....,m+1.

Icin est une constante positive , i.e., 6 > —n > —oo. Par la définition d’infi-

mum, il existe une suite de minimisation possible des triplets {(z™,u™,v"™)} C

o1
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Aoa, 00 Agg = {(z,u,v)| x est une solution mild du systéme corres-
pondant a (u,v) € Uy}, tel que J(z™,u™,v"™) — & pour m — +oo. Pour
{(u™,v™)} C Uuq et {u™,v"} est bornné dans L'(I,Y'), alors il existe une
sous-suite, toujours désignée par {(u™,v")}, et u,v° € LYI,Y), tel que
(u, o) 5 (40, 40) dans LY(I,Y)x LY(I,Y). Puisque Uensemble de controle
admissible U,q est convexe et fermé, par le lemme de Marzur, nous avons

(u®, %) € U,y. Supposons que x™ est une solution mild de systeme (2.9)),

correspondant a u" et v", qui satisfait

t

2"(t) = Sq(t)(wo — g(x")) + / Tyt = s)(f(s,2"(s), (Hz")(s)) + Bu"(s))ds,

0

pourt € [0,t1], et

2"(t) = Sy(t — ) [2" (7)) + Li(x"(t;)) + Do (t;)]

+ /tt T,(t — 8)[f(s,2"(s), (Hz")(s)) + Bu"(s)]ds
pour t € (ti,tiv1], © = 1,...,m. De (Hy), la fonction non-lineaire f est
bornnée et continue, de plus, il existe une sous-suite (avec la méme notation)
{f(s, 2™, (Hz")(s))} et f(s,2°% (Hz)(s)) € L*(I, X) telle que f(s,z™, (Hx™)(s))
converge faiblement vers f(s,z%, (Hx°)(s)). En outre, les mémes arguments
(Hs) et (Hs) donnent d’autres convergences faibles de g(z™) et I;(z") a g(«°)

et I;(z%), respectivement. Notons

(Pyz)(t) = Sq(t)g(x)—l—/o T,(t—s)(f(s,z(s), (Hx)(s))+Bu(s))ds, te€[0,t],

(Pox)(t) = Sy(t = i) (t;) + Lz (7)) + Do(t;)]

+ /t T,(t —s)[f(s,z(s),(Hx)(s)) + Bu(s)]ds, t € (t;, tipa], i=1,...,m.
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Evidemment, (Pyx)(t) et (Pox)(t) sont des opérateurs fortement continus.
Ainst, (Pix™)(t) et (Pyx™)(t) convergent fortement vers (Pyx)(t) et (Pyx)(t),

respectivement. Ensuite, nous considérons le systeme

29(t) = 8,(t) (0 — g(2)) + / T (t — 5)(f(s,2°(s), (Hz")(s)) + Bu®(s))ds,

t €10,t4], et

() = Syt — t:)[2°(t;) + Li(a"(t;)) + Do’ (t;)]

+ /t Tyt = s)[f (s,2°(s), (Ha®)(s)) + Bu"(s)]ds,

t € (titiva], © = 1,...,m. Il nlest pas difficile de vérifier que ||z"(t) —
2°(t)|| — 0 lorsque n — oo. Par conséquent, nous pouvons déduire que x™
converge fortement vers ¥ dans PC(I, X) lorsque n — oo. D’aprés les hy-

pothéses (Hg)—(Hyo) et le théoréme de Balder, on a

m+1

n=fim > o)+ [ La . 0]

>y {@(:po(ti)) + /tt L(t,2°(t), u(t), vo(t))dt}

i=1
=J@%u’0%) >n, i=1,...,m+1,

ce qui implique que J atteint son minimum en (z°,u®, v°) € PC(I, X)X Upyg.
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2.6 Exemple

Considérant le systeme de contréle dynamique impulsif non linéaire non

local d’ordre fractionnaire suivant :

( 1
02 0? et
gz(t,y) o s z(t,y) + mcos[ z(t,y) —l—f 2(s,y ds+f0 )2(s, y)ds]+

f Ki(t,s)u(s,y)ds  ye[0,n],tel= [0,1]/{t1,t2,...,tm}u € Uua
— (1) =0 tel,
20,9) + 2752, Gzt y) = 2(y)  0<y<m
]tk(z(t;,y)) =z(t;,y —i—fo Ks(ty, s)v(s,y)ds k=1,....m v € Uy
(2.10)

Avec la fontion codt suivante

m+l | Ju,v k T _ww k -
Jevuyn) = S| TGV )Py & L 1 )Pyt i et y) Py
o k + e foﬂ v(t,y)|*dydt
(2.11)

Oul=ty<t) <to<- - <tp<tmu=1,k=1,2....m
h,K; € C(I x[0,7] — RT), i =1,2, u,v: I x[0,7] — [0,7] sont des
fonctions de contréle continues

On prend X = U = L?0, 7],

—t

Ft,2(ty), (H2)(ty) = i —=reoslz(t, y)+fy 2(s.y)ds+ [ At y)=(s,y)ds),
£t x(t,). (Ha) ()| < =

vérifiée.

(Hz)(t,y) fo (s,y)ds,||(H=)(t,y)|| < ||z ||f0 (t,y)ds alors Hy est
vérifiée, g(z(t,y)) = Zj_l Cjz(t;,y) est totalement continue et ||g(z1(t,y)) —

ot 1 et = 90(75)’ go(t) € LOO(I,R+), alors Hy est

g(z2(t, ) || < nellz1(t, y)—22(t, y)||, alors Hy est vérifiée, Bu(t,y) fo Ky (t, s)u(s,y)ds,
Do(t,y) fo Ky (t, s)v(s,y)ds
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On définit A: X — X par Aw =w avec le domaine
D(A) = {w € X|w',w’ sont absolument continues, w € X, w(0) = w(r) = 0}

dense dans l’espace de Banach X, qui est indépendant de t, alors A s’écrit
comme suit Aw =Yy o2 n? < w,w, > w,, w € D(A) ou < .,. > est le
produit interieur dans L*[0,7] c’est bien que A engendre un semi-groupe
fortement continu {S(t),t > 0} sur X, d’ou A est compact, analytique et
auto-adjoint et ’hypotése (Hy) est satisfaite.

De plus A a un spectre discret avec des valeurs propres —n* n € N et les
fonctions propres sont données par w,(t) = \/gsin(ny),o <y < 7 avec

{w, : n € N} une base orthonormale de X et
Hw = Ze‘"Qt < W, Wy > W,

pour toutt > 0 et w € X.

En particulier, S(-) est un semi-groupe umformiment stable et ||S(t)||r2j0,7) <

[eS)
n=1n

e~t. Aussi, pour chaque w € X,A%w =3 L <w w, > w, avec HA2 20,7 =
1 et Uopérateur A2 est donné dans Uéspace D(Az) = Xy o= {w e X :
Yoon<w,w, >w, € X} par Asw = Yoo < W, Wy > Wy

L’endsemble de controles admissibles Uy, = u € Ul||ul|p2(0,1)),0 < 1 Trouver
les controles u(t,y),v(t,y) qui réduisent au minimum la fonctionnelle (2.11))
On peut transformer le systéme a un systéme de type (2.1) avec la

fonction de coit

m—+1

o) = 0+ 3 ([ I+ ol 10 )
Nous pouvons vérifier que toutes les hypothéses Hy— Hyy sont vérifiées, d’ot le

théoréme (2.5.1)) et théoréme sont correctement appliqués pour assurer
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que le probleme (2.10) admet une solution et au moins une paire optimale.
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CHAPITRE 3

ANALYSE ET CONTROLE OPTIMAL
D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
SEMI-LINEAIRE FRACTIONNAIRE DE
o-HILFER IMPLIQUANT DES
CONDITIONS IMPULSIVES NON
LOCALES

L’objectif de ce chapitre est de considérer une nouvelle classe d’équation
différentielle fractionnaire de @-Hilfer avec impulsions et conditions non-
locales. En wutilisant le calcul fractionnaire, la théorie des semi-groupes et
a laide du théoréme du point fize, ['existence et 'unicité des solutions milds
sont obtenue pour le systeme fractionnaire proposé. De plus, nous discutons
l’existence de controle optimal pour le systeme de contréle fractionnaire de

p-Hilfer.
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3.1 Position du probléme

Nous sommes concernés par une équation différentielle fractionnaire de

p-hilfer avec impulsions et conditions non locales suivantes :

HD;lf?:“"z(t) = Az(t) + A(t, 2(t)), t € (0,b] — {t1,ta, ..., tn},

LT ) = 2(6) + Ty(2(6)), v = 1,2, A, (3.1)

L5072 ()] g + G(2) = 20,
ot HDE;@W désigne la dérivée fractionnaire de @-Hilfer d’ordre 1/2 < oy <
1, 0 < 09 < 1 et z(-) prend des valeurs dans un espace de Hilbert E et
Jo=10,0], 0 =ty <ty < - <ty <ty =0b. A estle générateur de
Co-semi groupe {T (t)}i>0 dans E. z(tF) et z(t]) sont les limites droites et
gauches de z au point t., respectivement. I, : E — E sont des fonctions
impulsives qui caractérisent le saut de z au points t,. Les fonctions A :
Jox E — E, G:C(J, E) = E sont des fonctions appropriées qui seront
précisées ultérieurement.
Soit Jy = [a,b] et ¢ € C"(J1,R) une fonction croissante telle que : ¢'(t) #
0,Vt € Ji.

Définition 3.1.1 L’intégrale fractionnaire au sens de p-Riemann d’ordre
o1 > 0 de la fonction R est donné par

1
['(o1)

I PR(t) = / ((t) — ()" T R(s)¢ (s)ds.

Définition 3.1.2 La dérivée fractionnaire au sens de p-Riemann de la fonc-

tion R d’ordre o1 (m —1 < o1 <m, m € N), est définie par

DR = () 1R = EZE [10) - plo)n R (s)ds,

@' (t) I'(m—a1)
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tel que m = [oq] + 1.

Définition 3.1.3 La dérivée fractionnaire au sens de p-Hilfer de la fonction
R d’ordre o1 (m — 1 < 01 <m, m € N) et de type 0 < 09 < 1, est définie

par :

H1\01,02; a2(m—o1)5p 1 d\" (1=02)(m—01);p
DoYP¥YR(E) =1 — | I R(t
at () at <g0/(t) dt) a+ ( )

La dérivée fractionnaire au sens de p-Hilfer peut s’écrire comme suit :
01,02; 6—01; ;
HDa_l': MOR(t) — ]a+ L DafR(t),
avec 6 = (o1 + o9(m — 07)).

Lemme 3.1.1 SiR € C™[a,b], m—1 <oy <m et <oy <1, alors

= (p(t) — p(a))’* (1—02)(m—c1);
1739 HDTLoSPR (¢) Z N k+ 5 RIH L9 R (a).
=1

Lemme 3.1.2 Soit o1 > 0 et 05 > 0, alors

['(02)

Tlos 1 on) () — (@)™

12 (o(0) = pla)) ™ =

Définition 3.1.4 Soit z,¢ : [c,00) — R sont des fonctions telles que ¢(t)
est continu et ©'(t) > 0 sur [0,00). Alors la transformée de Laplace généra-

lisée de la fonction z(t) est donné par :

Ew{z(t)}(s):/ e *PW=2@) (1) (t)dt, pour tout s.
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Pour plus de détails sur la dérivée fractionnaire de p- Hilfer et ses propriétés,
voir [66, [36] [70].
Considérons l’espace pondéré (voir [36]) défini par :

Cipio(J0, E) = {2 :[0,b] = E: (p(t) — o(t,) P2(t) € C(Jo, E)}.
Considérons [’espace des fonctions continues par morceaux défini par :
PCl,p;@(jo,E) = {Z : [0, b] —F: ze€ lepy((t'yyt'erlLE)’ Y= 1,27 c. ,H,

It(::p);@z(tfyr)et ]t(j:p)wz(t;) = [g;pwz(ty) existe pour
y=1,2,...,H, p201+0'2—0'20'1}.

PC(E) = PCi_pp(Jo, E) est un espace de Banach avec la norme

HZHPC—VI{?XH{tE(SUP Jio(0) — o0, u}

""" brysbyt1]
3.2 Représentation de la solution mild

Lemme 3.2.1 Considérons le systeme différentiel fractionnaire linéaire de
p-Hilfer :

{ HDGLT%2(t) = Az(t) + A(t), t € (0,0], (3.2)

151—01)(1—02);90 [2(t)]i—0 = 2o,

a une solution mild définie par :
2(t) = SZ“"Q(t,O)ZOﬂL/Ot(w(t)—w(S))‘”1%"1(t78)A(8)90'(8)d87(3-3)
ou
PR = [ on@T((olt) — ()7 0)2as
832t s)z = I VEpa( g)z,

T (t,s)z = 01/0 00, (0)T ((o(t) — p(s))710)zdh, 0 < s <t <D,
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avec

0o o 1
$,(6) > 0 for 6> 0, /0 Gor(0)d0 =1, et /0 690, (0)d0 = 715

Preuve : On réécrivons le probléeme [3.9 dans I’équation intégrale équivalente

(1—01)(02—-1) t
(= PO = PO [ e0pl6) ™ s+ T ()

(3.4)

a condition que [intégrale dans Eq existe. Soit 8 > 0, Uapplication de

la transformée de Laplace généralisée se donne

1

2(8) = Grrarym 0 5—0 (Az(8) +A®))

ol
2(8) = / e BP0 (1) (1) dp,
0

AE) = [N

1l s’ensuit que

Z(B) = BB — A e+ (B — A)TTA(B)
_ gy [ BT (5) 2d b BT () A(B)ds.
g [T T ods + [ e T AR

Pour s = t°, nous obtenons
23) = @ 0o [t 0 T zdi
0

+ 0—1/ 1o~ (G ) A(B)di
0
— 5(01—1)(02—1)]1_{_]2’
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ol

L, = 01/ (55)01_16_(6£)01T(7§01)Zodﬂ
0

L = o / 11~ BT (1) A (B) di,
0

Pour t = p(t) — ¢(0), on a

[1:

o1 /0 ) B2 (1) — (0))7 e RO T (o (1) — (0)) ™) 20 (t)dt

—71 % (e~ BO=OD™ ) T((o(t) — (0))™) 20t
0

/w<w—wmw16“M“WW“nwm—¢wwwmm¢@ﬁ

/ / a1 (p(t) — (0))7 e PEO=CONT(((1) — p(0)))
x e~ (Ble(s)=#(0) )A( Yo' (s)' (t)dsdt.

Nous considérons la densité de probabilité stable a sens unique suivante :

Poy (0) =

S r 1
Z(—l)k_19_”1k_1Msin(k‘mfl), 8 € (0, c0),

k=1

N | =

et son intégration est donnée par

/ e Pp, (0)dh = e, oy € (0,1). (3.5)
0

En utilisant ’équation (3.5)), nous obtenons

I =

Told o~ (Ble(t)—(0)))0 B oy,
o B dt (/ (e)de) T ((o(t) — ©(0))7*) zodt

/w/‘mhwwﬂwww@wT«ww—¢www%¢@mwt

/0 ™ o~ (Ble(—(0)) ( /0 " 0T ((W) ;f(O))m> de) w0 (L)t

62




L - / / / o1(p J1 g, (B) e B0

—(0))” ) ~(Be) =2 D) 5 A(s) (s)¢' (t)dOdsdt
= / / / e~ BleOFe(s)=20(0 )))(90(75) Qfl(o))al_ Do (6)

T (0 anl)xAu (s)y (1o

- / // e~ (Bl —¢(0)) (9)(g0(t) _Qfl(o))al_l

(et wﬂ”“)xA( o) = (1) + 9(0))' () (1) by

[ ([ [ oo

T((w(u) ;J?O(S» ) X A(s)@ (s )d@ds) "(p)dp.

On obtient donc

2(8) = D@D /°° o~ (Be()=(0)) </°° 001(9)7(¢<t> —92(0))(’1) zode) ()

+ / ( / / 10, (0 —egl<5))"1‘1fr((¢(u) ;Uip(s))m)

xA@ww@wm§¢oowh

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on arrive a

A(f) = [0V 1)¢/°°p01<9)7(90(t) —05(0))"1> oodf

L//‘mml QﬁﬁwlT(w@;f@yjAwwwmw&
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Ainsi, on trouve
At) = 1V o 0T (o0) - 0(0)70) 208
0

i 01/0 /000 060, (0)(0(t) — ©()7 7T ((2(t) — ¢(5))70) A(s) ' (s)dbds,

ol ¢y, (0) = 0%9_1_"1 P, (67 71) est la fonction de densité de probabilité définie

sur (0, 00).
On pose
PR(ts)z = [ onOT((olt) - olo)70)2d0,
0
Sgh2(t,s)z = I(glfal)(arlwpgl(t, $)z,
et

T (t,s)z = 0 /000 000, (0)T ((p(t) — p(s))70)zdh, 0 < s <t <b.

On obtient donc

2t) = ST E,0)z + / () — 9(5) 1T (t, 5) A(5)(5)ds.

Remarque 3.2.1 Soit A le générateur d’un Cy-semi groupe {T (t)}i>0 sur
E. Alors il existe M > 1, tel que M = supejop T (1)

Lemme 3.2.2 [70,[80] Les opérateurs Sgv7 et TJ* satisfont aux conditions
suivantes
1. 87v72(t,s) et TJ(t,s) sont des opérateurs linéaires bornés pour tout
t>s>0, et
M(p(b) — p(0))~7(7=2~1)

01,02 < —
ISz < TR Rl = Ml
oM M
91 < —_— = = .
T2 AN < praIel = Frp el = Ml
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2. SiT(t) un opérateur compact pour toutt > 0, alors S7V72(t, s), T7'(t, s)
sont compactes pour tout t,s > 0. Donc, §7V72(t,s) et T (t,s) sont
fortement continues.

8. Les opérateurs 8717 (t, s) et T7'(t,s) sont fortement continues. Pour

tout z € F et 0 < s <t; <ty < b, nous avons
HSgl"’Q(tg, s)z — Sgl’”(tl, s)z|]| — 0 et \]7;"1 (to,$)z — T (t1,8)z|| = 0 si t3 — to.

Définition 3.2.1 La fonction z € PC(E) est appelée une solution mild du
probléeme si pour chaque t € Jy, z(t) satisfait

Iéi—al)(l—az)#’[z(t)]tzo + g(z) = 2o,

RN ) = 2(8) + T (2(8), v = 1,2, H,

ty

et
2(t) = SgV7 (¢, 0)[20 — G(2)] + /0 (o(t) = @() T (1, 5) Als, 2(5))¢ (s)ds,

pour tout t € [0, ],

2(t) = 8 (4, ) [2(87) + I (2(13))] +/t ((t) = ()" T (L, 5)Als, 2(3))¢ (s)ds,

~

pour tout t € (ty,t,41].

3.3 Existence et unicité

Dans cette section, nous prouvons les résultats d’existence du systéme

Proposé . Nous introduisons les hypotheses suivantes :
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[X1] : T(t) est compact pour tout t > 0.
[X2] : La fonction A : Jy x E — E satisfait

(a) Pour tout z € E, la fonction t — A(t, z) est fortement mesurable

et la fonction A(t, -) : E — E est continue pour a.e t € Jy.

(b) 1l existe une fonction continue Ka € L'(Jo, RT) tel que
1A 2)| < Ka(t) |12]l, pour tout (¢, 2) € Ty x E,

avec KCa = supye g, Ka(2).

[X3] : La fonction G : C(Jo, E) — E est Lipschitz continue, i.e., il existe une

constante positive l&g tel que
1G(21) = G(22) |l < Kgllzr = 2all, V 21,20 € E.

X4/ : Pour tout z,21,29 € E et toutt € (t,,t,11 =1,2,...,H, il existe
/ ) ) v Yy+ y Y ) <y ) )
D,, K, > 0, satisfait

IZ,ENN < Kyy I1Z5(21 () = Ty (228 < Dyllza(ty) — 22081
[X5] : L’inégalité suivante est valable
0= 12}2% M1’€g, M, (1+D,)| <1.
[X6] : Il existe une constante Ra > 0 tel que
A, z1) — A(t, 2)|| < Ra |21 — 22|, pourtout 2,2 € E.

Théoréme 3.3.1 Si les hypothéses [X1]-[X5] sont vérifiées, et si

MiKg + MQKA%@@) — 0(0))7t < 1, (3.6)
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alors le systéme @-fractionnaire a au moins une solution mild sur Jy.

Preuve. Pour tout m > 0, on définit
Q, ={2€PCE):|zlpc <7},

qui est un sous-ensemble convexe fermé et borné de PC(E).

Nous définissons un opérateur 11 : Q, — PC(E) par

Sz (t,0)[z0 — G(2)]

T () — o) 1Tal<t,s>A< AN (s)ds,  te 0ty =0,
W20 =1 sov(t, 1) [2(65) + T, (2(65))]
L (1) — pl))- 1Tal<t,s>A< s )P()ds tE (bt 2 1.

Maintenant, nous divisons II sous la forme Iy + 115, ou

B 551,02 (t,0)[2z0 — G(2)], te0,t1], v =0,
hz){) = {sgwu,m [2(67) + T, (=(5)] be (bt 7> L

et

Jop(t) = ()7 71T (1, ) A(s, 2()) (s)ds, t€0,t1], 7 =0,

0= {fti«o(t) )T (A, 2N (s, (bt 72 1.

Etape 1. Il existe 7 > 0 tel que II(Q,) C Q. Si nous supposons que la
proposition n’est pas vraie, alors pour m > 0, nous prenonst € Jy et 2™ €

67



S.GUECHI

UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

tel que ||IL(z™)||pc > m. Fort € [0,t1], on obtient

™ < [Tzl pe

<

IN

IN

IN 4+ IA +

+

IN

olt) — (048772, 0)[z0 — G|
H«o(t) —p0) 7 [ o0 ()7 T () s, (5 )

Mi [zollpe + Kgm + 1G(0)1pc]

MaKa(p(ts) — 9(0))" / (1) — (5)7 |27 (5) | (5)ds
M [lzollpe +Kgm + 1G(0) 1w

TMKa(p(t) - @(0))1_”/0 (p(t) = 9())" " (pls) — ()"~ ¢ (s)ds

M [llzollpe +Kgm + 1G(0) 1w
mMaKa (pltr) = 9(0) T(00) I ((s) = p(0))
M [|lzollpe + Kgr + 1G(0) e

['(o1)L(p)
L(p+o01)

Mi [Jlzollpe + Kgm + 1G(0)1pe]

WMQ’CAm(@@l) —¢(0))7".

TMKa(p(tr) = 9(0) " (p(t1) = (0)) "
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Pour tout t € (t,ty41], v =1,2...,H, on obtient
T <IEpe < [(0(t) = @(ty) 7S 2(t, ty) [27 (1) + I, (27 (¢5))] |

(p(t) — plty))1 / ((t) — 9()7 VT2 (1, $)A(s, 27 (5))¢ (s)ds

~

< My [lIET(E) e + (0(ty41) = o(t)) 7K ]

+ MaKa(pltan) = ot [ (6l0) = o)™ 7G5 (o)

ty

My [”Zﬂ(t;)HPc + (p(ty41) — @(tv))lfplc,y}

TMaKa(p(ty41) — w(tw))l_p/t () = @(5)) () = @(ty))" ¢/ (s)ds

~

My [l lpe + (p(tr41) — p(t)) K]
TMaKa(p(ty+1) = @(8) T ()T (p(s) — (1))
M [lIZ7(E)llpe + (p(tyi1) — (t4))' 7K, ]

MK {plten) = ) PR olt) = ()
M 127 (Ellpe + (p(t141) = 0(t2)' 7K

I'(o1)(p) i
T(p 1 oy) (Pt — 2B

_|_

IN + A

+

IN

+ TMsKA

Pour tout t € Jy, on obtient

['(a)l(p)

T < * >
T < ||[I(z") || pe < W™ + M1 Kgm + WMQICA—F<p+ )

(0(b) = (0)), (3.7)

o

W* = max { M [||z0]lpc + 1G(0)[pe] + My [I|27(£]) lpe + ((ty11) — () 7K, } -

1<y<H

Ici, W* est indépendant de m, les deuz cotés de l’équation ( sont divisés

par w et en prenant m — 00, on obtient

()T (p)

- r
1 < MiKg + MoK b) — (0)),
K+ Maa g2 B (0) — 0(0)

ce qui est en contradiction avec Z’Eq(@). Par conséquent, pour un certain

m >0, [[(Q) C Q.
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Etape 2. Nous allons prouver que Il; est une application contractante.

Pour z*,2** € Q,, sit € [0,t1], on a

I z" = e [lpe = [[(o(t) = 9(0))' 7S (t, 0)[G(=7) — G(z™)]]|
< MKg||z* — 2**||pe. (3.8)
De méme, sit e (ty,ty], v=1,2,...,H, on trouve
Iz" =M™ lpe = [[(0(t) = @(t,)' 77Sg 2 (t, 1) [27(t5) — 2™ ()]
+ (o) = @(t)) PST 2 (t, 11T, (2* (1) = T, (2 ()
< Mi(1+D,)[lz" =27 lpc. (3.9)

A partir des équations @—, il s’ensuit que
T, 2" = 2"l pe < Ol|z* = 2**|pe,

avec O = maxi< <y [Mlieg, M (14 D,)]. Par [X5], on voit que O < 1.
Donc, 11 est une application contractante.
FEtape 3. On va prouver que opérateur Ily : Q. — Q. est continue.

Soit {z} C Qo alors zx — z si k — oo. Par [X2], on obtient
Al(t, zr) = A(t, z) si k— oo,

et
1A, 26(8) = At 2(1)) ]| < 2Ka(t).
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Pour tout t € (ty,t,41], Y=0,1,...,H, on obtient

IMa(z0) — T2 e < H(s@(t) — ol [ (ol o) T

~

X [A(s, 2k(s)) — Als, 2(s))]¢ (s)ds
< Mo(p(tyrr) — @(ty))'

[ () — 9())7 1 A5, 24(5)) — A5, 2(5) ]| ' (5)ds.

~

X

Par le théoréeme de convergence dominée de Lebesque, nous obtenons
| Hy(2%) — Ho(2)||pe — 0 stk — oo.

Donc, 115 est continue.
FEtape 4. Nous démontrons que {Ilaz : z € Q. } est équicontinu.
Soit k1, ke € (ty, ty41], avec t, < K1 < Ky < ty4q, alors on obtient pour tout

t € (ty,tya], ¥=0,1,...,H,

[(p(r2) — (ty)) P (Ia2) (k2) — (k1) — @(ty))' 7 (H2z) (k1)
< /t 1(p(k2) — @(ty)) P (p(ka) — @(8))7 T T (g, )

~

—(p(r1) = @(t)) " ((k1) — () T (i, )| A(s, 2(s) | (5)ds
+/ 1(p(r2) — (1)) " (p(2) — @(5))7 T (52, 5) I A(s, 2(5)) | (5)ds. (3.10)

K1

En tant que ko — kK1, la partie droite de Ejq. tend vers zéro. Ainsi,
Uéquicontinuité de {Ilyz : z € Q. } est obtenu.

FEtape 5. Nous démontrons que 0(t) = {(Ily2)(t) : 2 € Q,} est relativement
compact dans E.

Evidemment, §(0) = {0} est relativement compact. Soit t € (t.,,t,1] est firé,
et 0 < e <t, oue est une nombre réel. Pour z € ), on obtient

(I52) (t) = { T (p(t) — ()T (¢, 8)A(s, 2(5)) @ (5)ds, te€0,ta), v =0,
; T (plt) - p(s)) Tt 5)A(s, 2(5)) ¢! (s)ds, tE (tyytys], v > 1.

ty
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Utilisant Uhypothese [X1], on obtient §<(t) = {(II°2)(t) : z € Q,} est relati-
vement compact dans E.

Pour tout z € €., on obtient

1(p(t) = o (t:)) 7 [(a2)(t) — ()]l < W/:/la/CA(w(tm) —p(t,)""
x /t_ (o) = ()7 ((s) — (t,))"~ ' (s)ds

— 0 lorsque e — 0.

Alors §(t) est relativement compact dans E.

D’apres les étapes (3-5)et le théoréeme d’Arzela-Ascoli, on conclut que 1y est
compléetement continu.

Par conséquent,d’apres le théoréme du point fize de Krasnoselskii [65] il existe

au moins une solution mild sur Jy.

Théoréeme 3.3.2 Siles hypothéses [X1]-[X6] sont vérifieés. Alors le systéme
p-fractionnaire a une solution unique mild sur Jy.
Preuve. Soient z1 et zo deuz solutions milds du systeme p-fractionnaire

dans Q. Alors, pour chaque k € {1,2}, la solution mild zy satisfait

Sgh ”2(15 0)[ — G(z)]

_ +fo (8))7~ 1701 (75 S) (s, 21(5))¢' (s)ds, te[0,t1], v =0,
(Hze)(t) = Sov ”2(t,tw)[ ( 2+ (t;))]
+fti(90(t) - ))(” IT(”(t 5)A(s, z(s))¢'(s)ds, t € (ty,tya], v > 1.
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Pour tout t € [0,t1], v =0, on trouve
1 (t) = @(0))' " [21(t) — 22(t)] 1 (t) = @(0))'~7[(TL21) (t) — (M) (1)]]]

VA

MiKell((t) - 9(0)' L1 (t) — 22 (®)]]
+ MaRa(p(t) - 9(0)7 / (o(t) — (s))7
% (0(3) — 2(0)P (p(s) — 0(0)) =1 (s) — za(s)] | (5)dls
< MiKgl(pt) — o(0)[z1(t) — 22 (1)

b MaRaKS(p(ty) — 9(0)1 / (p(t) — pls))
% () — (017 [z1(5) — 2a(5)] |/ (5)ds

avec K§ = SuPogsgtl(‘P(S) - 90(0))p_1-

Alors,

ol () — MRS (p(t) =)' '
(6 (t) = ()L (t) = (0] < Frnsan ey NEORED)

X [l(e(s) = 9(0)"[z1(s) — 22(s)]ll ' (s)ds

avee M;Kg < 1.
Pour toutt € (ty,ty41], v =1,2,...,H, on a

1o(t) = @(t4)' Pl () — 22 (®)]l 1(o(t) = ()" P [(I21) () — (Le2) (1]
Mi(1+Dy)ll(e(#) = () [ () = 22(3)]]

MaRa(@(tye) — o(t) / () — (s)7 !

~

((s) = @(t:)" " ((s) = @(ty)) " lz1(s) — 22(5)]ll ' (5)ds
M (14D, ((t) = @(ty) Pl (ty) — 22(t5)]]

b MARAK (b ir) — lty)) 7 / (o(t) — p(s)7 !

~

X l(p(s) = (ty)) P [21(s) = 22(s)]ll¥' (s)ds,

+ AN

IN X

avee K = sup, <ocq | (p(s) = 0(0))1, 7= 1,2, H.
Alors

i)~ et = el < S G A [ — et

X l(e(s) = @(ty)' " [2a(s) — 22()]l|¥'(s)ds
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o Ml(l + D,y) < 1.
En utilisant l'inégalité de Gronwall (Théoréeme 2.11,[70]), on obtient

|21 — 22||pc =0,

ce qui tmplique que z1 = z3. Par conséquent, le systéme p-fractionnaire

a une unique solution mild sur J,.

3.4 Existence de contréle optimal

Soit v prend la valeur dans l'espace de Banach séparable et réflexif T et
Vi(T) est une classe de sous-ensembles de T, qui est non vide, convexe et
fermée. La fonction g : J — V¢(T) est mesurable et g(-) C A, l'ensemble de

controle admaissible

Upg = {v € L*(A) s v(t) € g(t) ae.},

ou A\ est un ensemble borné de T. Alors Uyq # ¢.
Considérons le systéme de contréle différentiel impulsif fractionnaire de -

Hilfer suivant :

HDRT 2 () = Az(t) + Do(t) + At 2(t)), ¢ € (0,8] = {tr,ta, . tu},
ﬁi““ ) = 2(t5) + T (2(85)), = 1,2,... K,

O] g + G(2) = 0
(3.11)

Supposons les hypothéses suivantes :
[X7] : D e L*(Jy, L(T, E)), qui implique que Dv € L*(Jy, E) pour v € Uyg.

[X8] : Ky = supyeq, ¢'(t) < o0.
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Théoréeme 3.4.1 Si les hypothéses du Théoréme et [X7]-[X8] sont
vérifieés. Alors le systeme @-fractionnaire admet une solution mild
pour tout v € U,q, donnée par :
Sgh72(t,0)[z0 — G(2)]
t o1—1701 _
ey = 4 P = )T )D0(s) + As, 2 (s, € [0.1], 7 =0,
)

8721, 1,) [z(tn T, (=(t;)]
I (0(t) = () T2 (1, 5)[Do(s) + Als, () (s)ds, €€ (1, bl 7 2 L.

Preuve. Considérons

H(t):/t (@) — ()" T (L, 5)Du(s)¢ (s)ds.

Y

Par linégalité de Holder et [X7], on obtient

I(e(t) = e(t)) PR < MzIIDlloo(sO(t»m)—@(tw))l_”/t(so(t)—SD(S))”HIIU(S)IIW'(S)dS

< Mo||Dlloo(p(tyr1) — olty) "

. 1/2
x (/t (@(t)—w(S))Q(”l_l)w’(S)d8> (

t

1/2
HU(S)HQW’(S)C%)

ty

1/2
M| Do (p(tyr1) — plty))or—PT A2 [t ,
= d
- (201 — 1)1/2 . lo(s)lI7¢' (s)ds
_ MoK Dl (Pt 41) — p(t,)) 71—+

(201 — 1172 [0l 2(70,7)-
Il s’ensuit que (p(t) — @(s))7 " T (t, 5)Do(s)¢'(s)ds est intégrable sur Jo,
ici, || D||oo est la norme de D dans lespace de Banach L*(Jy, L(T, E)). Par
conséquent, H(-) € Q. En utilisant le théoréme , nous obtenons les
résultats requis. [

Nous considérons le probleme de Lagrange

(cP) trouver (2*,v*) € PC(E) X Uaq
tel que J(z*,v*) < J(2",v), (2%,v) € PC(E) X Uya,
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ot la fonction de cotit est

H oty
Ao =3 [ L0, vle),
v=0 /'ty
ou 2 est la solution mild de par rapport au controle v € Uyg. Nous
SUpPPosons que

[X9] : 1. La fonction L : Jy x E x T — RU{occ} est Borel mesurable.
2. ¥t € Jo, L(t,-,-) est séquentiellement semi-continue inférieure sur
ExT.
3. Pour chaque z* € E et pourt € Jy, L(t,z",-) est conveze sur T.

4. 1l existe des constantes dy > 0, dy > 0, ¢ est une fonction non-

négative dans L' (Jy, R) tel que
L(t,2",v) = ¢(t) + du]|2"|| + daf|v]|7-
[X10] : D est un opérateur fortement continu.

Théoréeme 3.4.2 Si les hypothéses [X1[-[X10] sont satisfaites, alors le pro-
bleme (LP) admet au moins une paire optimale.

Preuve. Supposons que inf {J(2",v) : v € Upq} = € < +00. En utilisant [X9)],
on obtient € > —oo. Par définition de linfimum, il existe une séquence mi-

nimisante réalisable par paire (2%, v%) C Pua, ot

Poa = {(2°,v) : 2° est une solution de avec respect to v € U}

Puisque J(2%,0%) — € lorsque k — 400, et v* C Uy,q, v* est borné dans
L*(Jo,T), il existe une sous-suite représentée par v* et v* € L*(Jo, T) telle
que

oF —s vt
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, dans L*(Jo, T). Puisque Uyqest convexe et fermé, en utilisant le lemme de
Marzur, on obtient v* € Uyg. Soit 2* et 2* la solution mild du systéme (M)

par rapport ¢ v* et v*, respectivement

SO’I ,02 (t 0)[20 _ g(zk)]

Zk(t) _ +fo (s))7~ 1T01(t $)[Dvk(s) + A(s, 2%(s))]¢'(s)ds, t€[0,t4], 7 =0,
35”2“ t By “(5) + L))
1 (p() = @()7 7T (8, )[DVH(s) + Als, M) (s)ds, ¢ € (bt 7 2 1,

et

Sgho2(t,0)[z0 — G(2")]

() = + Jo(p(t) = @(5)) 71T (¢, 5)[Dv*(s) + Als, 2*(s))]¢/(s)ds, ¢ € [0,t1], 7 =0,
Sgro(t ty) [7(t7) + T (" (17))]
+ Ji (@) = @() 71T (E,5)[Dv* () + Als, ()] (s)ds,  t € (tytya], v 2 1.

Il résulte d’apres le caractére borné de {v*}, {v*} et du Théoreme (3.3.4),qu’il

existe une constante © > 0 telle que ||2"]|w, [|2*]| < O.
Pour chaque t € [0,t1], v =0, on a

1o(6) — 0O 7[5t — (] < MiRell(0(t) — o(0)°[(t) — )]
+ MaRa(p(t) — 9(0)7 / (p(t) — pls)7 !
< (pls) — 0(0)7 " l(p(s) — (0)) Pl (s) — 2" ()]l (s)ds

+ Ma(p(ty) — (0)1 / () — p(s)7 !

% Do (s) — D ()| 2.0 (5)ds

< MiKgll(a(t) — o(0) P (1) — = (1)

+ MaRalp(t) — (0) " / (p(t) — pls)) !

X< (p(s) = 9(0)"((s) = 9(0)) 77" (s) = 2" (s)]ll¢' (5)ds
MoK (1) — @(0))”1 0
(20’1 1)

||D’Uk — DU*HLQ(JO,E)'
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Pour tout t € (ty,ty41), v =1,2,...,H, on a

1) = () 1) — @Il < M1+ D)II((t) = () 715 (t5) = 2" ()]

+ MoRa(pltys1) — () / (o(t) — p(s)) !

ty

X (p(s) = o)) () = (t5)) P[5 (s) — 2 (s)]ll¢' (s)ds

b Ma(pltyen) — olty) / (o(t) — p(s)7 !

X |[Dv*(s) — Dv*(s)||2(70.1)% (5)ds
< Mi(L4D)[(p(t) = o(ty) P25 () — 2% ()]l

+ MaRA(P(tys1) — ()7 / (o() — p(s))7 !

< (p(s) = @(0) M ((s) = o(ts) [ (5) = 2" (8)]ll' (s)ds
leCi/Q(ap(tvﬂ) — (t,))or Pt (1/2)
(20’1 - 1)1/2

||D’Uk — D’U* ||L2(j0,E‘)-
pour chaque t € Jy, on trouve

125 = 2 llpe < Mi(1+D,)|[2" — 27|lpc + MiKgl|z" — 2*[|pc

['(01)(p) K

— 2 2 (p(b) — p(0))7']|z" — 2*

F(ergl)(SO( ) — (0))7] Ipe

MoK (p(b) — (0))71#+(1/2)
(20’1 - 1)1/2

+ MyRa

_|_

IDV* — D™ 1250,
alors il existe une constante N* > 0 telle que
128 = 2*[lpe < NHDV* = Dv*|| 250, (3.12)

o

MK (p(b) — p(0))7r-P+(/2)

['(o1)(p)

N* = - - v
(200 — 1)1/2 (1 - Mi(1+D,) - MiKg — MznAm(W(b) - 90(0»01)

['(o1)T(p)

1+D C RA——
avec My (1+ 7)—i—./\/llngnL/\/lgRA1_‘(p+01)

y=12,...,H.

(p(b)—¢(0))7 < 1 pour chaque
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Puisque D est fortement continu, on obtient
|Dv* — Dv*|| 12 70.8) — O lorsque k — oc.
Ainsi, nous avons
2% — 2*|lpe — 0 lorsque k — oo,

il en résulte que z¥ — z* dans PC(E) lorsque k — oo. Depuis PC(E) C

LYo, E), en utilisant le théoréme de Balder, nous obtenons

L k k
€ = kh_}rgoZ/t L(t, 2"(t),v"(t))dt
y=0 """
H oty
> Z/ L(t,2*(), v (#)dt = J(z*,0*) > e, v=0,1,...,H.
v=0 "ty

Ainsi, J atteint son minimum a v* € Uyg..

3.5 Exemple

Considérons le systéme de controle différentiel impulsif fractionnaire de

p-Hilfer suivant :

( . te tz(t, a)
HDJLU%(’O t7 = faa ta ta 7 ) € 071 — ) € Oa )
th Z( a) z ( (]1) +U( O_/) + 18(1 + |Z(t,0£)|) ( ] { 1} a [ ﬂ-]
IS4 0) = 2t @) + 1 2t ), € [0,

100
[éi—m)(l—az);s@[z(t’ )0 + 1_52(15’ a) = zo(a),
( 2(8,0) = 0 = z(t,m),

(3.13)

avec la fonction cout suivante :

H byl T by+1 pm
) => / /\z”(t,a)\zdadwr/ /]v(t,&)]Qdadt :
=0 [/t 0 ty 0
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ot y=0,1,00=2/3, oo =1/4 et 0 =ty <ty <ty =10 avect; =0.5, b= 1.
Soit p(t) =t et E =T = L*([0,7]). On définit un opérateur A : D(A) C
E — E par Ay =" avec

D(A) ={y € E: 1, ¢ sont absolument continues et " € E, ¥(0) =0 =(m)}.

A a un spectre discret, les vecteurs propres normalisés e, (o) = /2/m sin(na)
correspondant & la valeur propre sont n?, n € N et A génére un semigroupe

analytique {T (t) }+>0 dans E, qui est uniformément borné et défini comme
a—Ze aenen,aeE

avec ||T(t)|| < etV t > 0. Ainsi, nous choisissons M = 1 qui implique
que SUPepoo) IT ()|l = 1 et [X1] est satisfait. On obtient My = 0.8161 et

My = 0.7385. L’ensemble des controles admissibles est
Uyg={veT : |v|| € L*]0,1],T) <1}

Soit z(t)(a) = z(t, ) et les fonctions A, I, et G sont définie comme suit

te tz(t, @) 1

1
SO+ o)) 2 100 At @), G(z)(e) = 52

on obtient Ka = Ra = 1/18, Kg = 1/15, Dy = 1/100 et

At z)(a) = (t, ).

1. O = max [M,Kg, My(1 +D1)] — max [0.0544, 0.8243] < 1,

2. MiKg + MQJCA%(@@) — p(0))7 = 0.1312 < 1,

. . T r
9 My(14+ D)+ MiKog + MR ST oy onym = 0.9555 < 1,
I'(p+ 1)

Le systéme peut étre transformé en avec la fonction
3E0) Z [ o o a
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Toutes les hypotheses des Théorémes (3.4.1) et (3.4.2) sont satisfaites. Par

conséquent, le probléme a au moins une paire optimale.

81



CHAPITRE 4

LA CONTROLABILITE APPROCHEE
DES INCLUSIONS
INTEGRO-DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES DU TYPE
SOBOLEV AVEC RETARD INFINI

Dans ce chapitre, nous avons €étudié un groupe des conditions suffisantes
d’inclusions intégro-différentielles fractionnelles du type Sobolev avec un re-
tard infini par des opérateurs résolvants. En appliquant le théoreme du point
fixre de Bohnenblust-Karlin pour les cartes multivaluées, pour prouver nos

résultats.

4.1 Introduction

Ce chapitre se concentre principalement sur la contrélabilité approchée des

inclusions intégro-différentielles fractionnaires du type Sobolev de la forme
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suvante :

Di[Lx(t)) € M [m(t) + /t K(t— s)x(s)ds} +F(t,z,)+Bu(t),t € V =10,T],
" (4.1)
z(t) = Y(t) € Py, t € (—o0,0] (4.2)

et les inclusions intégro-différentielles fractionnaires neutres de type Sobolev

ont la forme suivante :

Dg[Lx(t)—H(t,zy)] € M [x(t) + /t K(t— s)x(s)ds} +F(t,x)+Bu(t),t € V =

(4.3)
w(t) = v(t) € P,  te (—00,0] (4.4)

ot Uopérateur K(t),t € V est borné sur l’espace de Hilbert X, le variable
d’état x(.) prend ces valeurs dans X avec |.|.. Les opérateures L et M sont
linéaires dans Y . L’opérateur linéaire B est borné par V en X. La fonction
de controle u(.) est présenté dans L*(V;U), un espace de Hilbert des fonctions
de controle admissibles, F' : 'V x P, — BCC(X) est une application non
vide, bornée, fermée et convexe et multivaluée, H : 'V x Py — X . @y :
(—00,0] — Py, x(0) = 2(t +0),0 <0 € P, ou P, est 'espace défini plus
tard.

4.2 Préliminaires

Nous présentons les faits essentiels, les idées et les lemmes souhaités pour
organiser les principaux résultats de ce chapitre.
B,(x; X) désigne la boule fermée ayant pour centre et rayon x et p > 0 res-
pectivement dans X.

Nous présentons maintenant M : D(M) C X — X et L: D(M) C X —
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X satisfait auz conditions suivantes[38] :

E1 : Les opérateurs linéaires M et L sont fermés.

E2: D(L) C D(M) et L est bijectif.

E3: L7': X — D(L) est continue.
De plus, en raison de E1 et E2 L™ est fermé, par E3 et en appliquant le
théoreme du graphe fermé, on peut obtenir la bornité de ML= : X — X. De
plus, ML~ crée un semi-groupe fortement continu {Q(t)},5,, Q(t) = ML
dans X .
Désignant ||L7Y)| =1 et ||L]| = L.
Actuellement, nous caractérisons l’espace de phase abstrait P, et on peut se
référer a [79] pour plus de détails.
Considérons g : (—00;0] — (0;4+00) une fonction continue le long de j =

ffoo H(a)da < +00. Pour tout ¢ > 0 ;
P ={¢:[—¢;0] — X 3 9(t) bornée et mésurable}
et

]| [—e0) = supge—cpl| ()], Vi € P.

Nous caractérisons maintenant
0
P, = {w = 0] — X 3 poutouth > 0,9|_p0 € Pet /

—0o0

g1 lieoyde < +oo}.

Prouvons que P, est muni de

0
16]lp, = / ()19l orde. Ve € P,

—00
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donc (Py;||.||p,) est un espace de Banach .

Et on a

/

P, ={xz:(—00;b] — Ytelquezly € C(V,Y), 20 =% € Py}.

. ’ . / L. 2
Fizons ||.||, un semi-norme dans P, caractérisé par

][y = 10]lp, + sup{[[«(€)]] - € € 0,d]} 2 € P,

Lemme 4.2.1 Supposons que x € Pg' , alors pour t € V,z(t) € P,. De plus,

le@ < lz@®llp, < [[¥llp, + jsupeeioqle(€)],

ouj = [°_H(t)dt < +o0.

Lemme 4.2.2 Le systéeme de contrile intégro-différentiel fractionnaire (4.1])

est équivalent a l’inclusion intégrale

La(t) € Ly(0) + ﬁ/o (t— s)o]
X [M [x(r) + [§ K(r — s)x(r)dr] + F(r,z,) + Bu(r)|dr ,t€V =[0,T].

(4.5)

Remarque 4.2.1 Pour x € X nous définissons deux familles d’opérateurs

{Sar(t) :t >0} et {Tar(t) : t >0} par

Tor(t) =t 1Py (), tel que Po 1 (t) = / L™ab0,(0)Q(t*6)de,
0
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San(t) = IV Ta s (8),

avec O (0) est la fonction de Wright, qui est définie par

e n 1
1, 6 4.
n:1n_1lrl_a) 0<a<l, §eC, (4.6)
o I'(1
qui satisfait [’égalité suivante /0 6°0,(0)d = ﬁ, for 6 > 0.

Lemme 4.2.3 Si linclusion intégrale (4.5)) tient et

x(t):Sa,L(t)Lz/z(O)nL/ot Lt —s) ( /Ks—r F)dr + F(s, xs)) ds

t
+/ Tor(t — s)Bu(s)ds, t € V.
0
(4.7)
Nous posons les hypothéses suivantes.

o (E,) {Q(t) 110 est uniformément bornée, i.e., Im > 1 tel que

S Q)] < m.
Proposition 4.2.1 (Feckan et al., 2013; Gu and Trugillo, 2015) : Sous les
conditions (Ey), (Ey), (E3) et (Ey), on a
o Pour tout t > 0, {Par(t)}t=0, {Tar(t)}t=0 et {Sa.r(t) =0 sont des

opérateures linéaires compactes, et pour chaque r e X,

P (B2l < 0y )|| ol

mite—!

()I|H

1Sa,c(t)all < mitVa|.

[Ttz <

o {Por(t)} =0, {Tar(t) =0 €t {Sar(t)}i=0 sont continues au sens de la

topologie de l'opérateur uniforme.
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Théoréeme 4.2.1 Si (E,), (E»), (E3) et (Ey), sont satisfaites, alors le sys-
téme permis (Q(t))i>o-

Nous présentons quelques définitions et des idées liées aux applications .
Une application F : X — 2%\ {0} est convexe (fermée) a condition que
F(z) soit convexe(fermée) pour chaque v € X . F est bornée sur des en-
sembles bornés a condition que F(H) = J,cpy F(x) est bornée dans X pour

tout ensemble borné H de X | i.e., supyey {supl||z|| : x € F(x)} < oc.

Définition 4.2.1 On dit que Uapplication F' est semi-continue supérieure X
a condition que pour chaque xo € X, F(xo) est un sous-ensemble fermé non
vide de X et a condition que, pour chaque ensemble ouvert H de X incluant

F(xy), il existe un voisinage ouvert V de xq tel que F(V) C H.

Définition 4.2.2 On dit que l'application F est complétement continue a
condition que F'(H) soit relativement compacte pour tout sous-ensemble borné
H de X.

A condition que F est complétement continu a valeurs non vides, a un autre
moment F' est semi-continu supérieur, si F' a un graphe fermé, c’est-a-dire,
Tp — Ty, Uy —> Uy, U, € Fa, impliquent x, € Fx,. L’application F' a un
point fixe a condition qu’il existe v € X tel que x € F(x).

Nous présentons deux opérateurs appropriés et les hypothéses fondamentales

sur les opérateurs comme suit :
Iy = / (¢ —8)* " Parlc—s)BB*PL (c—s)ds, 0 <o <1,
0
R(B,T§) = (BI+T5)': X — X.

Dans ce qui précede, B* représente l’adjoint de B et P(;L(c) l'adjoint de

P, (c). Nous pouvons facilement conclure que l'opérateur linéaire 'y est
b O
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borné.
Pour examiner la controlabilité approchée de (4.3)-(4.4), nous établissons

l’hypothese suivante :
H, SR(B,T§) — 0 tel que § — 01 dans la topologie uniforme.

L’hypothése Hy se vérifie si le systeme linéaire
D¢ [Lz(t)] =M [w(t) + /t K(t— s)m(s)ds] + Bu(t),t € V. =10,T], (4.8)
0
z(0) = xg (4.9)
est approximativement controlable sur V.

Lemme 4.2.4 Supposons que V' un intervalle réel compact, l’ensemble non
vide BCC(X) est un sous-ensemble borné, fermé et convexe de X et l'appli-
cation Y satisfait a Y : V x X — BCC(X) est mesurable en t pour chaque

x € X fizé, semi-continu supérieur sur x pourt € V,x € C [’ensemble
Spe={he L' (V,X): h(t) eY(t,z(t))t eV},

est non vide. Supposons que 'opérateur linéaire T' est continu de LY(V, X) a

C, d’autre part
['oSp:C — BCC(C)yx — (I'o Sp)(x) =T'(Sk),
est fermé dans C' x C.

Lemme 4.2.5 [Théoréme du point fize de Bohnenblust-Karlin]. Assumons

que l’ensemble non vide B est un sous-ensemble de X |, qui est borné, fermé et
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convexe. Supposons que F : B — 2%\ {0} est semi-continue supéricurement
a valeurs fermées et convezes et telle que F(B) C B et F(B) est compacte,

alors F' a un point fixe.

4.3 La controlabilité approchée

Cette section se concentre principalement sur la contrélabilité approchée

de (A.1)- (4.2). Dans un premier temps, nous caractérisons la solution mild
de (ET) - ().
Définition 4.3.1 La fonction x : (—oo,c] — X est appelée une solution
mild de (4.1)- (4.2) & condition que xg =1 € P, sur (—oo, (]
t t
z(t) = S, (t)L1p(0) +/ Tor(t — s)h(s)ds +/ Tor(t —s)Bu(s)ds, t €V
0 0
est satisfaite.
Nous introduisons les hypotheses suivantes pour discuter de mos principaux
résultats dans cette section.

H,y : Sop(t),op Ta,L(t),, sont des opérateurs linéaires compacts.

H,: F:V x P, — BCC(X) est L'-Carathéodorie et qui satisfait : Pour
toutt €V, F(t,.) est s.c.u; pour tout x € Py, F(.,x) est mesurable et
xr € Py,

Spa={he L' (V,X): h(t) € F(t,z(t))Vt € V'}
est non vide.

H; : pourp >0, il existe B, : V — R tel que

sup {[[h|] : h(t) € F(t,2¢)} < Bp(t)
pour a.et € V.
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H,: &— B.(¢) € LY(V,R") et 3y > 0 tel que
e
p

p—o0

=77 <00

H;: ML est le générateur infiniment petit de So. 1(t) Ta.r(t) dans X et

[>0ethk>0:
mite—! = (1)
[ TaL(t)z| < WH%H, [|Sa,c(t)z|| < mit' Vx|, [|K ()| < k.
VteV.

Pour démontrer que (4.1)-(4.2) est approximativement contrélable, a condi-

tion que ¥ > 0, il existe une fonction x(.) continue telle que

x(t) = SayL(t)Lzﬂ(O)—l—/ot E,L(t—s)h(s)ds—i-/ot Tor(t—s)Bu(s)ds, t € V. h € Spa,
(4.10)

u(t) = BT, (¢ = ) R(B, T5)p(x(.)) (4.11)

p(x(.) = 2. — Sa.rn(c)Lp(0) — /OC Tor(c — s)h(s)ds

Théoréme 4.3.1 Si Hy— Hs sont vérifiées, alors (4.1)-(4.2) a une solution
mald sur V', a condition que
milte—1 ( 1 m2[2¢2(e—1)

ar L c) vj < 1. (4.12)

/
Preuve : Pour tout o > 0, nous considérons l’opérateur N9 : Pg; — 28 décrits

par N°u [’ensemble des x € P!;

W»(t), tE(—oo,(i], .
=Y SanLo) + / Ton(t = s)h(s)ds + / Ton(t = s)Buls)ds, t € V.
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ot h € Spy.

Pour démontrer que N2 a un point fixe et nous concluons qu’il s’agit de la
solution de ([L3)-[{4). Evidemment, z; = z(c) € (A%)(c), ce qui signifie
que u,(x;t) entraine — a partir de o — x. dans un temps fini c.

Pour ¢ € P, nous caractérisons maintenant 1 en tant que

o (), te (—o0,0],
¢“>_{A%L@ﬂ¢m%tev

alors 1& € Pg/.
Soit z(t) = y(t) + h(t), —co < t < ¢. Nous concluons maintenant que y

satisfait a yo = 0 et

o) = [ Tt =hds+ [ Toult = 9BEToule = 9R.TE) »

e S0t = [ sl ponidn] ()ds. 1 €V

St u satisfait a
x(t) = Sar(t)Ly(0) + /0 To.L(t — s)h(s)ds +/O Tor(t — s)BB* a*’L(c —5)
R8T x [0 = S0aL000) = [ Tosle— a1 e € v

et x(t) =(t),t € (—o0,0].
Soit Pg” = {y € Pg/ Yy =0¢€ Pg} . Pour y € P;,

1ylle = llvollp, +sup {[ly(s)[| : 0 < s < ¢}

=sup{[ly(s)|| : 0 < s <},

donc (Pg”, ||.]ls) est un espace de Banach . Fizons B, = y € Pg” lylle < p

pour p > 0, d’autre par B, C B;L/ est uniformément bornée, et pour y € By,
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en raison de Lemme (4.2.1)), on peut obtenir
lye + ¢ullp, < Nlgellp, + 191,

< j(p +mit* () + [[¢]lp, (4.13)
< Jjp+ MO +[[¥llp, =

On définie W : P; o P; fourni par W(y) l'ensemble des T € Pg” tel que

0, «a€ (—o0,0]
() = Se.r(t)L1(0) + /0 Tor(t — s)h(s)ds +/O Te,L(t —s)BB*T ) (c— s)
R(3,TS) [a: Sas()200) - | Tsle - n)h(n)dn] (s)ds. t € V.

Un point fixe de W@ existe si un point fixe de 11 existe. Donc, notre but est de
montrer qu’un point five de 11 existe. Nous divisons maintenant notre preuve
en cing étapes pour plus de confort.

Etape 1. ¥V est convexe Vx € B,. En effet, si ¢1,¢ps alors 3hy, hy € Sp, de

sorte que pour chaquet € V, on a
t t
oi(t) = / To.L(t — s)hi(s)ds + / Tor(t —s)BB* ;,L(C —s)R(B, 1)
0 0
X lxc — Sa.r(c)L(0) — / Tor(c—n)hi(n)dn|(s)ds, t € V.,i=1,2.
0
Supposons que ¢ € [0,1], alors pourt € V | on a
(0¢1 + (1 —9) / L(t —8)[0hi(s) + (1 — ) ha(s)]ds
0
/ Tas(t — $)BB*T: 1 (c — $)R(A.T)
0
e = $ual 1000 = [ Tosle = mloto)

+(1 — 6)h2(77)]dn] (s)ds, t € V.
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Nous pouvons facilement prouver que S, est convexe puisque F' a des valeurs

convexes. Par conséquent, dhy + (1 — §)ha € Sp, .Par conséquent

(51/11 + (1 — 6)¢2 S H(LL’)

Etape 2. Pour prouver que p > 0 tel que II(B,) C B,. D’autre part 3o >
0,Vp>0etteV, Iy, € By, mais l(y,) ¢ Bp, c’est-a-dire, |II(y,)(t)| > p

pour certains t € V. Pour ces o > 0,

p < (U0 < |/ o(t— $)h ds|+|/ L(t — 5)Bus(s, y + 0)ds|

mlto‘ 1 m22¢2(a=1)
< - B|?
< M [ g S e

o mlte—?
(]uﬂ—i—mlt 1HOH—|—W/O ﬁp/(s)ds)

m[ta—1 t 1 m2l~2t2(a—1) -
_ (s)ds| 1+ ——————||BJ? M
rm>£ﬁ“@5(+a W@)”'“)*

m[ta—l 1 m2[2t2(a—1) t -
< — (14 =—————||BJ|? /(s)d M
< Ty (0 3 1) ) dvtoms ]+

ot M est indépendant de p. En séparant les deux cotés de ['inégalité men-

IN

tionnée ci-dessus par p et en remarquant que p = j(p + M (0)]) + ||| 5,

en tant que p — 00, nous obtenons que

5 (s)d 5)d
lim nf J0 (s (fo p, Sp)—w',

p—r—+00 D p—>+<>o p p

Ainsi, nous avons

mite—1 1 m2i22(e-1) 2 ,
- ) >
rm>< o %) %”—’

qui est un contradiction avec (4.12)). Donc, p > 0 et h € Sp,,1I(B,) C B,.

Etape 3. V(B,) équicontinue. En fait, supposons o > 0 est petit,
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0 <t <ty <c. Pour chaquey € B, et * € V1y,3h € Sp, de telle sorte

que, pour tout t de V', on peut obtenir

" [ Tar(ts — s) = Tan(ty — $)]h(s)ds

t1—e€

Z(t2) — 2(t1)] = ft L(ta — s)h(s)ds| +

H oy T Tanlts — 8) = Tap(ts — $)]h(s)ds

+H o Tan(ta = s) = Tan(ty — 5)] Bub(n, u)dsdn’

+ ttll 5[7- (ta2 = 5) = Tar(ts — S)]Buﬁ(n, de??‘ ft L(ta — s)Bu ( )dsdn’
a—1
< ”}ffa) 12 (s L | sl = ) = Tl = 8)15, ()
f NTon(ta —s) = Tan(ts — 5)[|8, (s)ds i
t1—€ Tiov— lail to
HIB Jo " [ Tan(ta = s) = Ta,n(ts — 5| {’Uﬂ +mit* [ (0)|] + % t Bp’(s)db‘}
t Y ite! to
HIBI f, M Tar(te = 8) = T, (ti — s)|] {|U1| + mlt* [ (0)]] + mr(a) o By (s)ds
to‘ 1 a1 mit®~ 1 to
Ia) IBI| £ | [ | + mite= [y (0)|| + ——~ Ty Jn By (s)ds
(4.14)

Par conséquent, pour o > 0, on peut confirmer que tend vers zéro
lorsque ty — t1. Puis, la compacité de T, r(t) pour t > 0 donne une conti-
nuité dans la topologie uniforme. Par conséquent, Il transforme B, en une
famille de fonctions équicontinue.

Etape 4. 11(t) = ¢(t) : ¢ € ¥(B,) est relativement compact dans X .

Supposons que t € (0,c],0 > 0,0 < p < t. Maintenant x € B,, nous propo-
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sons
0ut) = [ Tealt—h()s+ [ Toslt—)BE T y(e - 9R(G.TY
0 0

e = 500200 — [ Toste—mitnin] ()as, e v

Parce que Tor(t) et S, rn(t) sont compacts, I1,(t) = ¢,(t) : ¢, € V(B,) est
relativement compact dans X pour chaque 0,0 < o < t. En outre, VO < ¢ < t,
on peut avoir
t t
o) = 0@ £ [ Tealt=h(s)ds+ [ Torlt= BB T ye—s)
t—o t—

R(,15) x [Ic— a.£(¢) L1 (0) —/OCTa,L(C—n)h(n)dn (s)ds.

Ainsi, il existe des ensembles relativement compacts arbitrairement proches
At) = (t) - € II(B,),A(t) est relativement compact dans X |Vt € [0,].
On a la compacité au point t = 0, donc A(t) est relativement compact dans
X,V e|[0,c].

FEtape 5. V posseéde un graphe fermé.

Supposons que Y, — yi sin — oo, &, € Il , Yy, € B, et

Tp, — Ty 8t — 00. Maintenant, nous démontrons z, € Il,,. Car z,, € 11, ,

dh,, € Sp,yn >

Ta(t) = /0 Tor(t — 8)hp(s)ds +/0 To,r(t — s)BB*T; [ (c — s)R(B,17)

9 {x - S0t@L00) - [ Tosle- n)hnm)dn} (s)ds, e V.

0

Nous devons démontrer que 3h, € Sp,, >

w(t) = /O Ton(t — $)ha(s)ds + /0 Tor(t — $)BB*T? 1 (c — 5)R(5.T)

x{xc— ()L (0) — / CE,L(c—n)h*(n)dn} (s)ds,t € V.

0
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Maintenant, pour t € V, puwisque F est continue et a partir de x2, on peut

obtenir

H(“”’_"“)‘/otm“‘@BB Ton(c = $)R(B,T5) x [ c—sa,L<c>Lw<o>1<s>d8)
- (x‘*(t) - tTa,L(t — ) BB T 1(c — s)R(B,TS) x [z,

0

—sa,L<c>Lw<o>1<s>ds)

‘—>Oa5n—>oo.

Supposons que opérateur linéaire © : LY(V, X)) — C(V, X) est continu,

t

©N0 = [ Toslt = 9hlsds = [ Tost = 9)BB T2l = R(ATS)
X (/C Tor(c— T)h(T)dT) (s)ds.,t € V.

0
Ainsi, d’aprés le lemme (4.2.5)), © o Sp est un opérateur a graphe fermé. De

plus, a partir de ©, on peut obtenir que

t

Fult) — Sa () L1H(0) — / Tor(t — )BB*T2 1 (c — $)R(B.TE) X [z
0
— a,L(c)Lw(O)](s)ds c @(Sp’yn).
Car yn — Ys,Ysx € Spy., de lemme (4.2.5)) ,

t

() — S 1(€)L(0) — /0 Taslt — )BB* T, (c — )R(5.TS) x [z,
~SualOLUO)(5)ds = [ Talt— ) [h*<s>
+BB* a*,L(C —s)R(B,T) (/OC Tor(c— T)h*<7')d7'):| (s)ds,

pour certains h, € (Sgy,). Ainsi, Il a un graphe fermé.

D’apres létape 1-5 en méme temps que le théoréeme d’Arzela-Ascoli, on peut
conclure que 11 est une carte multivaluée compacte, semi-continue supérieure
a valeurs convexes fermées. D’apres lemme , on peut supposer que 11
a un point five x et qui est une solution mild de - .D

96



S.GUECHI UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

Définition 4.3.2 Le systeme diéfférentiel (4.1)) - (4.2) est appelé approxi-

mativement controlable sur V', a condition que R(c,x¢) = X, ot R(c,zo) =

{xe(zo,u) :u(.) € L2(V;U)} est une solution mild de (1)) - (4.2).

Théoréme 4.3.2 Supposons que (Hy - Hs) et H; sont satisfaites. De plus,
N € L'(J,[0,00)) tel que Supyey,||F(t,z)|| < N(t) pour a.et € V, alors
(4.1) - (4.2) est approximativement contrélable sur V.

Preuve : Supposons que #°(.) soit un point fize de T’ sur B,,. Etant donné le

théoreme (4.3.1)), tout point fize de 12 est une solution mild de (4.1} - (4.2)

Sous

a’(t) = BT (c — )R(B.T5)p(a?),

p(#%) = 20 — S (€) L(0) / Ts(c — n)h(n)dn,

et réalise

3P (c) = Sa.r(c)LY(0) + /OC Tar(c— s)h(s,2")ds + /OC Tor(c—s)BB*

T (e — )R(B.T) x [x - Sa(Lv0) + [

0
c

= S0 1 ()L(0) + / Tos(c — $)h(s, #)ds + TSR(3, T5)p(2?)

— S0 (e)L(0) + / T 1l — $)h(s, #)ds + p(i¥) — BR(B, T)p(")
— 2. — AR, T5)p(”).

Tor(c—n)h(n, iﬁ)dn} ds

(4.15)
En outre, compte tenu de [’hypothese sur F' et du théoréme de Dunford-Pettis,
on peut obtenir {hﬂ(s)} est faiblement compact dans L'(V, X), il existe donc
une sous-séquence {h”(s)}, qui converge faiblement vers h(s) dans L*(V, X).

Caractérisons

w = x.— Sa.r(c)LY(0) — /OC To.(c — s)h(s)ds.
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Maintenant, nous avons

I9(6%) = oll =I [ Tale = s)in(s,%) = A(s)ds |

< supiey | / Tos(c — 9)[h(s,5%) — h(s))ds ||

(4.16)

A partir du théoréeme d’Ascoli-Arzela de la dimension infinie, nous démon-
trons 1(.) = [; Ta s)l(s)ds : LYV, X) — C(V,X) est compact. Par

conséquent, Hp(xﬁ) - wH — 0 sur 8 —07.

127(c) = || < |IBR(B,T5)(w)l| + [[BR(B, TE)Il|p(37) — w]]
< IBR(B,T5)(w)I| + [Ip(27) — w]]

|25(c) — x| — 0 sur B — 0F et qui montre la controlabilité approchée de

ED-ED) o

Nous étudions la contrélabilité approchée du systéme (4.1)-(4.2) avec des

conditions non locales de la forme

D{[Lx(t)] € [ / K(t—s)x } + F(t,z¢)+ Bu(t),t € V=0, ],
(4.17)
z(t) = (t) + q(ze,, ey, Ty, .., 2,) € Py, a0 € (—00, 0] (4.18)

avec 0 <ty <ty <tz <..<t,<c q:P!—p,etqui satisfait :

Hs q : P" — P est continu et L;(q) > 0 de telle sorte que
HQ(-I'lax%l'S?"'axn) _Q(ylay%y&"'ayn H < ZL Hx_yHB7

pour tout x,y € P, et N, = sup{Hq(xtl,xtQ,xts,...,xtn)H T € Pg}.

Définition 4.3.3 La fonction x : (—oo,c] — X est une solution mild de
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(4.17)-(4.18) si xg = € P, sur (—o0,0] et

2(t) = Sur(B)LIH(0) + a1y, Tops Trys - 12,) (0)] + / Tor(t — s)h(s)ds

t
+/ Tor(t —s)Bu(s)ds, t €V,
0

est satisfait.

Théoréme 4.3.3 Si Hy— Hg sont satisfaits, alors (4.17))-(4.18)) est approzi-

mativement controlable sur V si

mZt‘”‘l ( 1 m2l~2t2(a—1)

e o 1B1 )i < 1.

4.4 Systémes neutres

Cette section se concentre principalement sur la contrélabilité approchée

de (4.3)-(4.4). Dans un premier temps, nous caractérisons la solution mild
de (E3)-([E3).
Définition 4.4.1 La fonction x : (—oo, ] — X est appelé une solution mild
de (4.3)-(4.4) a condition que que xy = € P, sur (—oo,0] et
2(t) = Sup (OLV(O) — HO.9)] + L H(t,2)
—|—/ L' ATor(t — s)H (s, x,)ds
0
t s
+ / Ton(t— )AL / K(s — ) H(r, 2,)drds
0 0

t t
+/ Ta,L(t — s)h(s)ds +/ Tar(t — s)Bu(s)ds, t €V
0

0

est satisfaite.
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Hy H:V x P, est continu et,

(i) AN, > 0,N, >0 pourt €V ety, x € P, tel que AL""H satisfait
JALTH(t, ) — ALV H(, 2] < Rylly — 2l v, 2 € P,

et N, = sup ||[AL""H(a, 0)]|.
tev

(i1) Ing > 0,1, > 0 tel que
[H(t, y) = H(t, 2)|| < nglly = zllp,, v, @ € Py,

et ng = sup ||H(t, 0)].

teV
Pour montrer que (4.3))-(4.4) est approximativement contrélable, a condition
que YB3 > 0, il existe u(-) tel que

2(t) = Sa.(O)|L3(0) — H(0, )] + L7 H(t, z)

+/ L_lA’Ta,L(t — s)H (s, xs)ds
+ /t To,r(t — s)AL™! /S K(s—7)H(T,2,)drds (4.19)
+/t Ton.(t — s)h(s)ds + /t Tor(t — s)Bu(s)ds, t € Sp,

u(t) = B* T, (¢ = ) R(B,T5)p(x(.)), (4.20)

avec

p(x()) = Sgc Sa,L(€)[L1p(0) = H(0,¥)] — L' H (¢, z.)
ATor(c— s)H(s, xs)ds

Lt

ATor(c—s) / K(s—71)H(t,x,)drds
0

7;

(c — s)h(s)ds.
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Théoréme 4.4.1 Si Hy — Hs sont satisfaites, alors (4.3))-(4.4) admet une

solution mald sur V', si

Z(1 + E%HBW > {(”;i:; N,(1+ k) +ﬁg)} <1.  (4.21)

tel que Pg = ||B]].

Preuve. Pour chaque € > 0, ¢ : 73; — 2% défini par YFu, Uensemble de

x € P, tel que
[ Y(a), a € (—oo, 0],

w.r(O[LY(0) — H(0,)] + L™ H (¢, z;) + /Ot L'AT, (t — s)H (s, x5)ds
2(t) = / Tor(t — s)AL™ / K(s — 1) H (7, x,)drds

/T (t—s)h )ds+/7;7L(t—s)Bu( Yds, t eV

avec h E Srg. ’

Nous montrons que V2 a un point fize et nous concluons que c¢’est la solution
de —.

On a, v1 = x(c) € (V2x)(c), ce qui signifie que u,(z,t) entraine (4.3)-(4.4)
a partir de o — x. dans un temps fini c.

Pour v € Py, nous caractérisons maintenant 1 par

o (), te (—oo, 0],
v(t) = { Sup(t)L(0)a € V.,

alors 1 € Py. Soit x(t) = y(t) +(t), —oo <t < c. Nous concluons que y

101



S.GUECHI UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

satisfait yo = 0 et
t
y(t) = —Sar(t)H(0,%)+ L H(t,y: + 1) + / L' AT 1 (t — s)H (s,ys + 1) ds
0
t B . s B R
+/0 Tor(t —s)AL /0 K(s—1)H(T,y; + ¢, )drds
+/ Tor(t —s)h(s)ds + / Tar(t —8)BB*T  (c — t)R(B,15)
0 0
7. SualQL00) ~ HO.)] ~ L7 H(e,+ )
- /C L_IA%,L(C - S)H(Sa Ys + &s)ds
0
— /C ATor(c—s) /S K(s —7)H(T,yr + b, )drds
0 0
—/ Tor(c— n)h(n)dn} (s)ds, t €V,
0
st x satisfait a

2(t) = Sar(t)[Lv(0) + H(0,9)] + L™ H(t, y, + 1)
/ L_1A7;7L(t —s)H(s,ys + 1[}5)d3

ta —s)AL™! SK — 7)H (7, y, + 1, )drd
+/0T’L(t s) /0 (s = T)H(T,y, + ¢, )drds
+ [ Toslt = 9hlds + [ Toslt = BB T~ DRGTY)
0 0
Te — Soz,L(C) [L?ﬁ(O) - H(Oa ¢)] - L_IH(Q Ye + Qz&C)
- /C L 'ATo(c— s)H(s,ys + Q@S)ds
0
— /C ATor(c—s) /S K(s — 7)H(7,y, + v, )drds
0 0
—/ Tor(c— n)h(n)dn} (s)ds, t €V,
0
et x(t) = (t), t € (—oo, 0].
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Définissons W = Py — Py fourni par Wy lensemble des T € Py tel que

\

(0, t € (—o0, 0],

S L () H(0,00) + L-VH (£, gy + ) + /0 L VATt — 8)H(s, yo + ,)ds

t

+ L(t —s)AL™ /KS—T)H(TyT—l—wT)des

+

Nc\

Tor(t —s) )ds+/ To.r(t — 8)BB*T, (¢ — t)R(B,17%)

0

[xc St ()L(0) — H(0,4)] — L H(c, g + )
/ (e —s)H(s, ys+¢s)ds—/AT c—s / K(s—7)H(T,y.

0

+1r deS—/ Tor(c—n)h ()dn}(s)ds,tev.

Alors, un point fixe de V@ existe si un point fize de Il existe. Donc, notre but

est de prouver qu’un point fixe de Il existe. Nous divisons maintenant notre

preuve en plusiteurs étapes.

Etape 1. V est convere Vo € B,,. En fait, si ¢1, ¢2 alors 3hy, hy € Sp, tel

que Yt € V', nous avons
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s
=
I
@)

a,L(t)H(O7 ¢) + L_lH(ta Ut + %Z}t) + / L_1A7;,L(t - 8)H(S, Ys + @Es)ds
0

t

+ ar(t—s)AL™! / K(s —7)H(T,y, + 1, )drds

+

S— —

T
7;L(t—s)h ds—l—/T (t —s)BB*T,(c—t)R(B,17)
Te — Lap(0) — H(0,4)] — L™ H(c,ye + 1)

L 1A7; L(C - S)H(Sv Ys + @@s)d‘s

o\o\

C147;,; c—s)/sK(s—T)H(T,yT—i—?/AJT)des
0
—/ Ta(c— n)hi(n)dn} (s)dsi=1,2.
0

On peut facilement prouver que Sg, est conveze car K a des valeurs convexes.

Par conséquent, yhy + (1 —y)hg € Sp,. D’ou,

Y1 + (1 = )be € Tl(z).
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(061 + (1 = 8)da)(t) = —Sar(t)H(0,9) + L H(t,y; + 1)

t

+ | LTYATL Lt — s)H (s, ys + s)ds

t

| Tait—s)AL" / K(s — ) H(r, ys + 0 )drds
0

t

T
+ [ Tarn(t—s)[6hi(s)+ (1 —3d)ha(s)]ds

_|_

S T o

TaL(t — 8)BB"T; (c = t)R(B,T7)
To — Lp(0) = H(0,9)] — L™ H (e, ye + 1)
CLAT, Llc—8)H(s,ys + ts)ds
CA7;L (c—s / K(s — 1) H(r,yr + ¥,)drds

7;L( —n)[0hi(n) + (1 = 6)ha(n)]dn | (s)ds.

No\c\

Etape 2. Pour prouver p > 0 tel que II(B,) C B,,. Sinon, 3¢ > 03 Vp > 0 et
t eV, 3y, € B, mais ll(y,) & B,, c’est-a-dire, |I1(y,)(t)| > p pour certains
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teV. Pour ces 0 > 0,

r < |(Ty")(t)| < Sa,L(t)H(07¢)‘ + ‘L_lH(t>yt + )

t

+ L_1A7;,L(t - S)H(Says —|—¢5)d8

+

/

t S

+ / Tor(t — s)AL™? / K(s—71)H(1,y, + ﬁf)des

0 0

t t

/ Ton(t — $)h(s)ds / Ton(t — $)Bu(s, ys + ) ds
0 0

< itV HO, ) + Wiglyf + drlle, + )

/0 (9, (112 + dllp,) + NyJds

mite!
['(a)

mite—t [ s A
b T T [0+ Gl + Ny

mite=t [t
+ (o) /Oﬁp/(s)ds

1 m2[242(e-1) N B

- B 2 a—1 a—1 H
b MBI it )]+ it (0,
+ Z(ﬁgHyg‘FQ&cHPg"_ng)

mite=t [t .
D
w0 ) + N

t s
k / (N, (2 + Glle,) + N,Jdrds
0 0
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IN

ol mite!
mit* | H(0,)|| + {(figp” + ng) +T) [ng + Nylds

ltal ltal
+ =z / / Ny + N, des+m /ﬁp

212t2(a 1) - .
+ EWHBHQ [mn O e 0.0+ T+
mite!
+ F— [ng + N, d8+ gp —|—N drds

+ mlt&l/ﬁp }

m2l2¢2(e=1) mie—1 . 3 t R
< l(1+ WHBH2 ) { (mNg(lJrk) +ng) +/0 ﬁp/(s)ds} + P,

ot P, est indépendant de p. En séparant par p les deux cotés de [inégalité
précédemment mentionnée et en percevant que p' = j(p + Pi[1(0)]) + ||[¥]|p,
S1p — 00, NOUS GCUETONS que

lim inf —foa 5pf(§)d§ = lim fo ﬁp S p

p——+00 p p—>+oo p/ p

)=

Ainsi, nous avons

Z(1 + E%HBW > [(”IZZ; N,(1+ k) + ng)] > 1,

et est en contradiction avec (4.21)). Donc, p > 0 et une certaine h € Sg,, I1(B,) C
B

-

Etape 3. 11(B,) est équicontinue. En fait, supposons o > 0 est petit,
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0 <ty <ty<c. Pourtouty e B, et € Ilyy, 3h € Sp, 2Vt €V, alors

T(t2) —Z(t1)| = |Sa.Lt2) = Sap(t)|[H(0, ¥)|
’L71H<t27 Yt, + @tz) - LilH(th Yty + 2ﬁtl)'
to R
] [ LT sl - 9 H(s e+ )
t1

t1 o
-+ ’ LilA[7;7L(t2 - S) - 7—04,L(t1 - S)H(s7ys + wS)dS‘
t1—e
t1—e ~
+ | / L_lA[E’L(tQ — S) — E,L(tl - S)H(S, Ys + ¢S)d8|
+ ]/ L(te — s)AL™ / K(s —7)H(7,y, + 1, )drds|

+ [EL( 2-8) —7;’[,(251 —S)]AL_l

t1—e
S

K(s—7)H(T,y, + 1[)7)de3|

o / (s — 5) — Ton(t — $)J AL

/ K(s—71)H(T,y, + @Z)T)des|

+ |/ - 1(ts — s)h(s)ds|

+ - [T L(ta = 8) = Too(ty — s)]h(s)ds]|
© /  Talts— 8) — Tanlts — )h(s)ds

+ TaL(ta — s)Buj(n)dn
to
b [ et =) = Toslts - 9)Bu(a)d
t1—e

T /  Taslts — 8) — Taslts — )1 Bul(n)dn
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< [Sa,r(t2) — Sa,r(t1)|[H(0, )
+  H(t2, yty + Pry) — H(t1,yey + 1)

ml~t°‘71 to
+ / Ngp' + Nglds

Ty /., Warl + N

. [t1 -
+ l/ [To,L(t2 — 8) — Ta,L(t1 — 8)|[Ngp’ + Nglds

t1—¢€

t1—e 5
n z/ Tar(t2 — 5) — Ta 1. (t1 — 8)|[Nop' + Nylds
0

mite—1
I(e)

to s
/ PK/ [Ngp' + Ngldrds
t 0

_ rti s
+ z/ [Tar(tz—8) — Tas(ts — s)\k/ (Nyp' + Nyldrds
t 0

1—€

t1—¢ s
w1 Tt =) = Tan(t = 9)lk [ [Vop! + Nlards
0 0

mite—1 [tz
4+ — By (s)ds
r@ O

t1
+ / Tasn(t2 = 8) = Tao1.(t1 — 8)| By (s)ds
t

1—¢€

t1—¢
+ / Tar(ts — 8) = Ta1.(t1 — 9)|By (s)ds
0

m[ta_l t2 Tra—1 Tra—1 I(= !
+ IIBII/ mlt* ™ ([P(0)|| + mit* ™| H(0, )|l + {(Rgp + ng)
I'(a) t1
[ta—l t [ta—l t s
+ o /[ng/—l-Ng]ds—i-L/ k/ [Ngp + Nyldrds
L(a) Jo I'(a) Jo Jo

+ mr”(: [ o] ras

ta
+ / Tar (b2 — 8) — Taop (b1 — 9)]
t

1—€
[mma*w(om + mp L HO, )] + {(fgp +ng)
[tafl t , [tafl t s ,
+ = /[ng + Nglds + o / k/ [Ngp' + Ngldrds
T(a) Jo T'(a) Jo Jo

+ % /Ot By (s)ds} (s)ds

t1—€
+ / Tap(t2 = 8) = Tan(t1 — 5)]
0
[mZt%lW(O)H +mit* Y H(0,9)]| + [(figp +ng)
[tcx—l t o, [ta—l t s _ .,
+ I / [Np +Ng]ds+L/ k/ [Ngp' + Ngldrds
I'(a) Jo I'(a) Jo Jo

+ % /Ot By (s)ds} (s)ds
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Par conséquent, pour o > 0, on peut confirmer que |Z(ty) — Z(t1)| tend vers
zéro comme ty — t1. De nouveau, la compacité de Ty, r(t) pourt > 0 donne
une continuité dans la topologie uniforme. Par conséquent, 11 transforme B,
en une famille de fonctions équicontinue.

Etape 4. 11(t) = {¢(t) : ¢ € U(B,)} est relativement compact dans X.
Supposons que t € (0, ¢, 0 > 0,0 < p < t. Maintenant x € B,, nous

Proposons

¢Q(t) = - a,L(t)H(()? 77/}) + L_IH(tv Yt + Q@t)
+ / LM AT (t — s)H (s, ys + ﬂs)ds
0

—l—/ L(t—s)AL™ /KS—T)H(TyT—l—wT)deS
0

n /0 Tor(t —s) ()ds+/0t_9’r L(t = s)BB™T; 1 (c — ) R(B, 1)
s

— / L' ATo (e — 8)H(s,ys + ﬁs)ds

. )L (0) — H(0,4)] — L™ H(c, ye + )

8

o

— /A LC—S/KS—T)H(TyT—l-ZZJT)deS

0

[ Taste=mntnin) s)as

Car Tor(t) est compact, A,(t) = {1,(t) : ¢, € II(B,)} est relativement
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compact sur XVo, 0 < o < t. Par ailleurs, YO < o < t, nous avons

)=o) < | [ LTATeslt = 9H (s, +b)ds

+ /t Tor(t —s)AL™ /KS—T)H(TyT—l—wT)des

+ / L(t — s)h(s)ds

i / L(t—8)BB*T; (c — t)R(B,T¢)

Le — Ll/}< ) ( ¢)] —L_IH(C, yc—i_qj)c)

| —

L7YAT, (e — $)H (s, ys + 1), )ds

|
c\ o\

A Lc—s/Ks—T)H(TyT+wT)des

~ [ Taste- mntian) s)as

Par conséquent,

() — Gy(H)] = 0 si 0 = 0F.

Ainsi, il existe des ensembles relativement compacts et arbitrairement fermés.
At) = {(a) : ¢ € TI(B,)}, A(t) est relativement compact dans X,Vt €
0, ¢]. Parce que la compacité a t = 0, donc A(t) est relativement compact
dans X, ¥t € [0, ¢].

Etape 5. V a un graphe fermé.

Supposons que vy, — yi lorsque n — oo, T, € lly,,Vy, € B,, et T, —

T, lorsque n — oo. Maintenant, nous démontrons =, € Ily,. Car T, €

111



Tull) = —Sur(H(O.0) + L H(t, (o) +01)
+&/ AT, (E— $)H(s, () + ) ds

L(t —s)AL™ /KS—T)H(T( n)r + by )drds

L
+ / ar(t—s)h ds—i—/TaLt—s)BBﬁ*L(c—t) (8,T%)

0

[% 0) = H(0, )] — L™ H (e, (o). + )
- / AT, (e — $)H(s, (yn)s + Us)ds

0

_ /OA Lc—s/Ks—r Ya)r -+t )drds
— /OCTQ,L(C - n)hn(n)dn] (s)dst € V.

Nous devons démontrer que 3h, € Sp,y, >

T*(t) = - a,L(t)H(Oa ¢) + LilH(ta (y*)t + 7v&)
+ / L AT, L (t — $)H(s, (y,)s + 1) ds

0
t s
+ ar(t—s)AL™? / K(s—71)H(T, (y«)r + ¥, )drds
0
¢

7
/nﬂwx*@%+fnﬂrwwﬁmm%wmmm

0

— H(0,4)] — L7 H(c, (y)e + ¢e)

O

- /OA LC—S/KS—T Y )r + Ur)drds

[SCC—Sa,L(C)
_ /OT’L(C_M ]()dstEV

i
[L4(0)
_ /CL1A7; (c— $)H(s, (1.)s + 0s)ds
)ha(n)dn
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Maintenant, ¥Vt € V', puisque H est continue, on obtient

(

+ Sa,p(t)H(0,4) — L7V H (¢, (yn)s + Ur)

s
3
—~

<+
~—

~+

|
S—c—
=

L ATo 1 (t — $)H (s, (yn)s + 1 )ds

7L(If - S)ALfl
<S - T>H(7-> (yn)r + @Er)deS
Tor(t — $)hn(s)ds

S
> =

Tor(t — s)BB*7;*7L(c —t)R(B, 1)

|
o\ o
&

— Sa(ALY(0) = H(0,9)] = L™ H(c, (yn)e + 1)
S, (yn)s + Q&s)ds

arlc—s) [ K(s—1)H(r, (yu)r + {r)drds

| — |
8
o

o

5
b
=
™
)
|
NG
=

(e}
»

o

S
~
—
o
|
=
~—
>
3
—~
=
~—
.
3
—~
VA
~—
U
V)
N——

~+

L7 Ao (t = $)H (s, (y)s + )ds

~+

Tanlt— )AL~ / KS—ﬂH@K%%+¢JW%

~+

|
O\O\O\/Qo\o\o\
- §
%
=
=
=
h
=
s
+
&

A

L(t — s)h.(s)ds — /0 Tor(t — S)BB*T;L(C —t)R(B, 1)
( ¢)] - L_IH(Cv (y*)c + QZJC)
ATl s 1))

oL c—s/K )+w7)d7'ds

| — |

&
o

5’3
h

=
§
\_/

o\o\o\

‘—>Oasn%oo
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Supposons que l'opérateur linéaire © : L'(V, X) — C(V, X) est continu,
t
©N®) = [ Taslt=s)h(s)ds
0
t
~ [ Taslt = BB T (e - HR(.T)

(i) (/0 Tor(c— n)h(n)dn> ds

Maintenant, pourt € V', car H est continue et de x2, on peut obtenir
<fn(t> + SQ,L(t)H(Ou ¢> - LilH(tv (yn)t + @t)
_ / LVAToo(t— $)H(s, ()5 + s)ds — / Ton(t— $) AL

0 0
| K= )+ Gdrds = [ Tealt = hals)ds
0 0
— [ Tealt= BB T e~ ORG.T) [ — S0(0)L00) - 1H0.0)
0
_L_1H<C7 (Yn)e + 1[10) /C _IAT r(c—8)H(s, (yn)s + ¢S)d3
—/ c—s/Ks—T 7, (Yn)r + 1y )drds
0

- %,L(c—n)hn( )dn]( )ds ) € O(5ry.),

donc, d’apres le lemme (4.2.5)), © o Sg est un opérateur a graphe fermé. De
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plus, d’aprés ©, on peut obtenir que

(@uw+&iwﬂmwo—L1H@A%»+&>
/ﬁ LVAT, 4t — $)H (s, (), + ,)ds
/T (t — )AL /KS—T (7, (y2)+ + ¥, )drds
Ny
/T (t — )BB*T (c — 1)R(B,TS)
FC— St (LY(0) = H(O0, )] = LH(, (g.), + 1)
L' ATo p(e = $)H (s, (g)s + ¥s)ds
AT, 1(c — s) /0 K (s — 1V H(r, (3)s + . )drds
Ta,

wle= ) (n)dn] (5)ds) € O(Sr,.).

C\s\

¥
pour certains h, € (Sgy, ). Ainsi, I1 a un graphe fermé.

D’apres Uétape 1-5 en conjonction avec le théoreme d’Arzela-Ascoli, on peut
conclure que 11 est une carte multivaluée compacte, semi-continue supérieure

a valeurs convezes fermées. D’apres le lemme (4.2.5)), on peut supposer que
IT a un point fize x et qui est une solution mild de (4.3)-(4.4). O

Définition 4.4.2 Le systeme fractionnaire (4.3) - (4.4) est dit approzima-
tivement controlable sur V . a condition que R(c,x¢) = X , ot R(c,z) =

{ze(wo,u) s u(.) € LA(V;U)} est une solution mild de (4.3)) - (4.4]).

Théoréme 4.4.2 Supposons que ’hypotheses (Hy - Hs) et H; soient vrais.
et de plus

115



S.GUECHI UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

(a) F : [0, ¢] x X - X et F(t, -) est continue a partir de la topologie
faible de X a la topologie forte de X.

(b) 3M € LNV, [0, o)) 3
sup |[H(t, z)|| + sup |[AH (L, y)|| < M(2),
TEP, yeP,

ae. teV.

Alors (4.3) - (4.4) est approzimativement controlable sur V.
Preuve : Soit 2°(.) un point fize de T' sur B,. Du théoreme ([.3.1)), tout point
fixe de ¢? est une solution mild de (4.3) - (4.4) sous la forme de

WP (t) = B*T; (¢ — )R(B,T5)p(2”),

p(#7) = xe = Sa1()[L(0) — H(0,¢)] = L71H(c, 2%)

L~ 1AT p(c—s)H(s,2")ds
0

/A c—s)/OSK(S—T)H(T,i’B)deS

Ta,r(c— s)h(s,i")ds,
0
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et satisfait

#(c) = So,r(e)[Lep(0) = H(0,9)] + L~ H (¢, )
L7YAT, p(c — s)H(s,3")ds

+

e}

To,L C—S/KS—T (7,2%)drds

e}

+
\‘l

+
\c\c\
Cb

ar(c—s)h ds+/ Ta,L(c = s)BB*T; (¢ — s)R(B,Tq)

[e=]

a.L(€)[L(0) — L7 H(c, i)

L7YAT, p(c — s)H(s,27)ds

X

| E— |
8
(¢}

o

ar(c—s) /S K(s —7)H(r,2%)drds

o

R
h

e —m)h(y >dn]ds
(L(0) — H(0,0)] + L H (c,2)

|
% c\ﬁc\

Q
~

BACE

~—

(M)

+ / L7VAT, (e — ) H(s,#%)ds
OC

+/ AT r(c—s / K(s — 7)H(r, &")drds
0

+ Tor (c—s)h(s)ds+F8 (8. T)p(a”)

(4.22)
A partir de Uhypothése sur F et du théoréme de Dunford-Pettis, on peut
obtenir que {hP(s)} est faiblement compact dans L*(V,X), il existe donc
une sous-suite {h°(s)} , qui converge faiblement vers h(s) dans L*(V, X).
Caractérisons
w = e = Sa,1(€)[L(0) = H(0,9)] = L H(c, )

—/ L 'AT. 1(c — s)H(s,z,)ds
OC

_/O ATon(c—3) /OSK(S_T)H(T,xT)des
- /C Ta,z(c — s)h(s)ds.

0
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Alors on a
lp(27) — wl| = [|[L7'[H (e, 27) — H(C, z)]|

—l—H/ L7YAT, 1(c — 8)[H(c,#°) — H(c, x)]ds||

+||/ ATy n(c—s / K(s —7)[H(r,2%) — H(7,2,)]|drds||

+||/ wnle = )[h(s,3%) — h(s))ds]|

(4.23)

A partir du théoreme d’Ascoli-Arzela , nous démontrons I(.) — fo
s)l(s)ds : LYV, X) — C(V, X) est compact. Par conséquent, ||p(x5) - w|| —

0 lorsque 3 — OT.

127(c) = x|l < IBR(B, T5)(w)l| + [[BR(B, TH)Il|p(2%) — w]]
< IBR(B,T§) ()|l + [Ip(27) — w]]

|25(c) — x.|| = 0 sur B8 — 0% et qui montre la contrélabilité approchée de la

E3-ED. O

Nous étudions la contrélabilité approchée du systéme (4.3)-(4.4) avec des

conditions non locales de la forme
De[La(t) — H(t,z)] € M [x + K- s) )ds] + F(t,z,) + Bu(t)

,teV =10,c, a0

l'(t) :¢(t) +q(xt17wt27$t37"'>xtn) € Pg7 o€ (—O0,0] (425>

avec 0 <ty <ty <t3<.. <t, <c, q: P} — p, est une fonction donnée.

Définition 4.4.3 La fonction x : (—oo,c] — X est appelée une solution

118



S.GUECHI UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

mild de ((4.24)-(4.25) si xg = € P, sur (—o0,0] et

x(t) = 507%(15)[[/(@/1(0) + q(Teys Tay, Tty -5 24,)(0)) — H(0,9)] + LTHH (¢, )
—{—/ L' ATy (t — s)H (s, x,)ds
+ /t Tor(t —s)AL™! /8 K(s—1)H(t,z,)drds
+/t Tor(t — s)h(s)ds + /t Ta(t — s)Bu(s)ds, t €V,

est satisfait.

Théoréme 4.4.3 Si Uhypothéses (Hy — Hg) sont satisfaites, alors (4.24))-

(4.25) est approximativement contrélable sur V' si

1 mQﬁLt2(a_l) ) mte1 .
pr |\ 1 4+ ————— | —=———N,(1+ P n < 1.
pL( + a F(a)2 ch ] F(Oz) 9( + K)+ng
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CHAPITRE b

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nos principales contributions scientifiques dans cette theése de doctorat ont

porté sur 'existence et ['unicité de solution, la contrélabilité approchée, ainsi
que le controle optimal, pour différentes classes de systemes de controle dyna-
miques non linéaires fractionnaires. Nous avons montré l'intérét de la théorie
de contréle, pour différentes classes de systémes de contréle dynamiques non
linéaires fractionnaires dans l’étude de plusieurs phénomeénes complexes, pour
lesquels, il peut étre utilisé pour discuter [’existence de controle optimal et la
contrélabilité approchée.
D’abord, nous avons utilisé les opérateurs fractionnaires généraux, pour défi-
nir et développer une classe de systeme de contréle dynamique impulsif non
local et non linéaire d’ordre fractionnaire, nous avons démontré [’existence
de la solution en utilisant la technique du point fize, cela veut dire que le
probleme proposé est transformé en un probléeme du point fize. Nous avons
prouvé des propriétés qualitatives correspondantes aux controlabilités appro-
chées et a l'optimalité en utilisant la théorie de contrdle, ce résultat a été
publié dans une revue.

Par ailleurs, nous avons présenté un résultat concernant le contréle optimal
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d’équations semi-linéaires fractionnaires de p-Hilfer impliquant des condi-
tions impulsives non locales. Aussi les résultats de ce chapitre ont été publiés
dans une revue.

Enfin, l’étude de la controlabilité approchée d’inclusions intégro-différentielles
fractionnaires du type Sobolev.

L’¢tude de systémes de controle dynamiques fractionnaires en utilisant les

dériwées fractionnaires d’ordres variables sera ['objectif de nos perspectives.
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