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Résumé

Dans cet article nous considérons un problème qui se pose dans lavis-
coélasticité.Nous prouvons un décroissance exponentielle des solution sous
des hypothèses plus faibles que celles fréquemment utilisées dans la littéra-
ture.En particulier,les pas nécessairement exposés décroissant essentiellement
à zéro comme on l’avait suposé auparavant.Les résultats actuels améliorent
également un travaux antérieurs des auteurs.
Keywords : Exponential decay ; Memory term ; Relaxation function ;

Viscoelasticity.
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Abstract

In this paper we consider a problem which arises in viscoelasticity.We
prove an exponential decay of solutions under weaker assumptions than the
ones frequently used in the literature.In particular,the kernels we are consi-
dering are not necessarily exponentially decaying to zero as was assumed
before.The present results improve also a previous work of the authors.
Keywords : Exponential decay ; Memory term ; Relaxation function ;

Viscoelasticity.
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Introduction

Dans cette mémoire on s’intéresse à l’étude le comportement asympto-
tique du problème linéaire d’une équation intégro-différentielle.On montrera
que l’énergie du système décroit exponentiellement vers zéro, quand le temps
tend vers l’infini, en présence d’une dissipation linéaire, pourvu que le noyau
dans le terme mémoire est aussi exponentiellement décroissant. De nouvelles
hypothèses seront considérées. Le problème (P ) de l’équation des ondes sui-
vant avec un terme non local en temps et une dissipation interne faible.

utt + a(x)ut = ∆u−
t∫

0

h(t− s)∆u(s)ds, dans Ω× R+

u = 0, sur Γ× R+

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω

(P )

où Ω est un domaine borné dans Rn de frontière régulière Γ = ∂Ω. Les
fonctions u0(x) et u1(x) sont des données initiales et la fonction de relaxation
h(t) sera fixée plus loin.
Ce problème modélise certains phénomènes en viscoélasticité, (voir [17]

pour la discussion de l’origine de ces modèles). Des problèmes similaires et
aussi des versions non linéaires ont été discutés par plusieurs auteurs (voir
[1] , [2] , [3] , [5] , [15] , ). Pour des problèmes similaires avec des noyaux
singuliers intégrables et non intégrables, le lecteur pourra aussi consulter
[6] , [7] , [9] , [10] , [13] , [14]. Dans [1] , le problème a été considéré sur un
domaine étoilé avec une dissipation non linéaire g(ut). D’autre part, le taux
de convergence vers zéro n’a pas été trouvé. Dans tous ces travaux l’hypothèse
suivante sur le terme noyau

h
′
(t) ≤ −ξh(t), ∀t ≥ 0 (P ′)

a été imposée.

vii



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Dans ce travail on donnera un taux de convergence explicite pour la so-
lution de problème (P ). C’est l’objectif de ce chapitre. On montrera que la
solution est exponentièllement asymptotiquement stable pourvu que le noyau
qui apparait dans le terme mémoire soit aussi exponentiellement décroissant
vers zéro.De plus, nous remplaçons l’hypothèse ci-dessus qui est fréquemment
utilisée par les conditions

h
′
(t) ≤ 0 et eαth(t) ∈ L1(0,∞), pour un certain α > 0.

Aucune autre condition sur la dérivée de h(t) n’a été supposée. Notre méthode
a deux avantages : Elle est simple (aucune machinerie lourde n’est nécessaire)
et ça couvre un certain nombre de noyaux qui n’ont pas été traités précédem-
ment (par exemple les noyaux constants sur des sous-intervalles). A cette fin,
une nouvelle fonctionnelle de type Lyapounov a été établie. En effet, nous
modifierons l’énergie associée au système en ajoutant un terme convenable-
ment choisi, ce qui nous permet d’éliminer certains termes indésirables.

viii



Chapitre 1

Rappels et Définitions

Afin de facilité la lecture de ce travail il nous a paru utile de rappeler
quelques élément d’analyse fonctionnelles et leurs principales proprétés.

1.1 Espace Lp

Définition 1.1.1 Soit Ω un ouvert de Rn. L’espace Lp (Ω) , p ∈ [1,+∞[ est
l’espace vectoriel des (classes de) fonctions u définies sur Ω à valeur dans k
ou k = R ou C, telles que u est mesurable et |u|p est intégrable au sens de
Lebesgue sur Ω. L’espace Lp (Ω) muni de la norme

‖u‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|u (x)|p dx

 1
p

, pour p ∈ [1,+∞[

est un espace de Banach.

Définition 1.1.2 On appelle L∞ (Ω) l’espace constitué des (classes de) fonc-
tions mesurables et bornées presque partout sur Ω. Muni de la norme

‖u‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |u (x)|

où
sup
x∈Ω

ess |u (x)| = {inf C � 0 tel que |u (x)| ≤ C p.p sur Ω} .
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET DÉFINITIONS

Remarque 1.1.1 L∞ (Ω) est un espace de Banach.Dans le cas où p = 2,
L2 (Ω) muni du produit scalaire

〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

u (x) v (x) dx

est un espace de Hilbert.

1.2 Notions de base sur les distributions

1.2.1 Rappels et définitions

Soient Ω un ouvert de Rn est une application f : Ω→ Rn (ou Cn) définie
par f (x) = (f1 (x1, ..., xn) , ..., fn (x1, ..., xn)) . Rappelons que l’application f
est de classe Ck sur Ω, ce que l’on note par f ∈ Ck (Ω,Rn) , si toutes les
dérivées partielles d’ordre inferieure ou égal à k sont des fonction continues
sur Ω. L’espace Ck (Ω,R) ou Ck (Ω,C) selon le contexte est noté par Ck (Ω) .

1.2.2 Fonction de classe C∞ (Ω) à support compact

Définition 1.2.1 Soit une fonction continue φ définie sur un espace topolo-
gique X et à valeur dans R ou C. le support de la fonction φ est

sup (φ) = {x ∈ X, φ (x) 6= 0}.

L’espace de base D (Ω)

Définition 1.2.2 On appelle espace des fonctions d’essai, et que l’on note
par D (Ω) , l’espace des fonction φ définies et indéfiniment dérivables et à
support compact dans Ω. Autrement dit

D (Ω) = {espace des fonctions C∞ à support compact ⊂ Ω} .

On désigne par D
(
Ω̄
)
l’espace des restrictions à Ω̄ des fonctions de D (Rn) .

2



1.3. ESPACES DE SOBOLEV

1.2.3 Espace des distributions D′ (Ω)

Définition 1.2.3 (Notion et carectérisation de distribution)Soient n ≥ 1 un
entier et Ω un ouvert de Rn. Une distribution T sur Ω est une forme linéaire
sur D′ (Ω) à valeur réelles (ou complexes) vérifiant la propriété de continuité
suivante :

Pour tout compact K, il existe CK � 0 et pK ∈ N tels que, pour tout
fonction ϕ ∈ D (Ω) avec supp(ϕ) ⊂ K,

|〈T, ϕ〉| ≤ C max
|α|≤n

sup
x∈K
|Dαϕ (x)| .

Autrement dit

T ∈ D′ (Ω)⇔
{

1) ∀ϕ ∈ D (Ω) , ϕ→ 〈T, ϕ〉 est linéaire de D (Ω) dans R.
2) Si ϕj → 0 dant D (Ω) alors

〈
T, ϕj

〉
→ 0 dans R.

On note toujours par D′ (Ω) l’espace vectoriel (sur R ou C) des distribu-
tions sur Ω (à valeurs respectivement réelles ou complexes).

1.3 Espaces de sobolev

Définition 1.3.1 Soient Ω un ouvert de Rn, un entier m ∈ N et p ∈
[0,∞].L’espace de sobolev Wm,p (Ω) est défini par

Wm,p (Ω) = v ∈ Lp;Dαv ∈ Lp (Ω) , pour |α| ≤ m

L’espace Wm,p (Ω) est muni de la norme

‖u‖W ,m,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu (x)|p dx

 1
p

, pour 1 ≤ p ≺ +∞

‖u‖Wm,p =
∑
|α|≤m

sup ess |Dαu (x)| , pourp = +∞.

Evidemment

‖v‖Wm,p(Ω) = Lp (Ω) .

3



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DÉFINITIONS

On vérifie sans peine que les espaces ‖v‖W 0,p(Ω) munis de la norme ainsi définie
sont des espaces de Banach. C’est une conséquence facile du fait que Lp (Ω)
muni de la norme ‖.‖Lp(Ω)est complet, du fait qu’une suite des fonctions
convergeont dans Lp (Ω) converge dans D′ (Ω) vers la même limite, et enfin
de la continuité de la dérivation dansD′ (Ω) .Un cas particulier très important
de ces espaces de Sobolev et celui où p = 2.On note que pour tout m ∈ N,

Hm (Ω) = Wm,2 (Ω) .

Par rapport aux espaces de sobolev Wm,p (Ω), les espace Hm (Ω) possèdent
une propriété supplémentaire fort agréable ; ce sont des espaces de Hilbert,
pour le produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω)

où l’on rappelle que

(ϕ, ψ)L2(Ω) =

∫
Ω

ϕ̄ (x)ψ (x) dx

et la norme associée à ce produit scalaire

|u|Hm(Ω) = (u, u)
1
2

Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω)

 1
2

=

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu (x)|2 dx

 1
2

L’espace H1
0 (Ω) désigne la fermeture de l’espace D (Ω) dans la norme

H1 (Ω) .

H1
0 (Ω) = D (Ω)H

1(Ω)

Formule de Green

On définit les traces de u sur la frontière Γ par l’application linéaire
continue, appelé trace {

γ0 : H1 (Ω)→ H
1
2 (Γ)

u→ u/Γ

4



1.4. QUELQUES INÉGALITÉS

Théorème 1.3.1 La fonction γ0 : H1 (Ω) → H
1
2 (Γ) est surjective et son

noyau est l’espace H1
0 (Ω) .

Proposition 1.3.1 (Formule de Green). Soit Ω un ouvert borné régulier
de Rn. Si f, g ∈ H1 (Ω) ,alors pour 1 ≤ i ≤ n, on a∫

Ω

f
∂g

∂xi
dx = −

∫
Ω

g
∂f

∂xi
dx+

∫
Γ

(γ0f) (γ0g) νidΓ,

où ν = (ν1, ν2, ..., νn) est la normale unitaire extèrieure à Γ.Si f ∈ H2 (Ω) et
g ∈ H1 (Ω) ,on a la formule de Green :∫

Ω

∇f∇gdx = −
∫
Ω

∆fgdx+

∫
Γ

g
∂f

∂ν
dΓ.

1.4 Quelques inégalités

Soit 1 ≤ p ≤ ∞; on désigne par q l’exposent conjugué de p c’est à dire

1

p
+

1

q
= 1

Inégalité de Hölder

Théorème 1.4.1 Soient f ∈ Lp (Ω) et g ∈ Lq (Ω) , alors fg ∈ L1 (Ω) et

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

Remarque 1.4.1 Si p = q = 2 on aura l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖g‖L2(Ω) .

Inégualité de poincaré

Théorème 1.4.2 Soit Ω un ouvet borné de Rn de frontière assez régulière.
Alors

‖u‖2 ≤ B ‖∇u‖2 , pour u ∈ H1
0 (Ω)

où B−1 = infu6=0
‖∇u‖2
‖u‖2

.

5



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DÉFINITIONS

Inéqalité de Young

Théorème 1.4.3 Soient 1 ≺ p, q ≺ ∞, 1
p

+ 1
q

= 1 et a, b ≥ 0.Alors pour tout
η � 0,

ab ≤ ηap + Cηb
q

où
Cη =

1

q (ηp)
p
q

,

1.5 Lemmes de types Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du types gronwall qui inter-
viennent dans de nombreux problèmes de majoration.

Lemme 1.5.1 Soient m,η ∈ C ([0, T ] ;R) telles que m (t) ≥ 0 et n (t) ≥ 0
pour tout t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0. si Ψ ∈ C ([0, T ] ;R) est une fonction telle
que :

Ψ (t) ≤ a+

t∫
0

m (s) ds+

t∫
0

η (s) Ψ (s) ds ∀t ∈ [0, T ]

alors

Ψ (t) ≤

a+

t∫
0

m (s) ds

 exp

 t∫
0

η (s) ds

 ∀t ∈ [0, T ] .

Pour le particulier m = 0, ce lemme devient :

Corollaire 1.5.1 Soit η ∈ C ([0, T ;R]) tel que η (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]
et soit a ≥ 0.si Ψ ∈ C ([0, T ] ;R) est une fonction telleque :

Ψ (t) ≤ a+

t∫
0

η (s) Ψ (s) ds ∀t ∈ [0, T ] ,

alors

Ψ (t) ≤ a exp

 t∫
0

η (s) ds

∀t ∈ [0, T ] .

6



1.6. LA RÉSOLVANTE

1.6 La résolvante

Nous rappelons la notion de la résolvante de l’équation

u” (t) + Au (t)−
t∫

0

g (t− s)Au (s) ds = 0, (1.1)

où A est un opérateur linéaire auto adjoint sur X avec domaine dense
D (A) et g ∈ L1

loc (0,∞) (voir [11], pour les noyaux réguliers).

Définition 1.6.1 Une famille {S (t)}t≥0 des opérateurs linéaires bornés dans
X est appelée la résolvante de l’équation (1.1) si les conditions suivantes
sont vérifiées :

(S1) S (0) = I et fortement continue sur [0,∞) , i.e. pour tout x ∈ X,
S (.)x est continue,
(S2) S (t) commute avec A : S (t)D (A) ⊂ D (A) et

AS (t)x = S (t)Ax, x ∈ D (A) , t ≥ 0,

(S3) pour tout x ∈ D (A) , S (.)x est deux fois continûment différentiable
dans X sur [0,∞) et S ′ (0)x = 0,
(S4) pour tout x ∈ D (A) et tout t ≥ 0,

S” (t)x+ AS (t)x−
t∫

0

g (t− τ)AS (τ)xdτ = 0.

7



Chapitre 2

Comportement asymptotique
du problème linéaire dans le
cas (a(x) = 1).

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons le problème suivant :
utt + ut = ∆u−

t∫
0

h(t− s)∆u(s)ds, dans Ω× R+

u = 0, sur Γ× R+

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω

(2.1)

Ce problème modélise certains phénomènes en viscoélasticité, (voir [17]
pour la discussion de l’origine de ces modèles). pour le résults de l’existence
et l’unicité de ce probléme à été fait par plusieures auteurs.
Dans cette section, nous présentons et nous démontrons nos résultats.
Premièrement nous supposons que le noyau h(t) est une fonction de

C1(R+,R+) qui satisfait à :
(A1) h

′
(t) ≤ 0 pour tout t ∈ R+,

(A2) 1−
∞∫
0

h(s)ds = 1− h = l > 0,

(A3) eαth(t) ∈ L1(R+) pour α > 0.

8



2.1. INTRODUCTION

Nous désignent par l, l, lα, lα et h les expretions suivantes
l (t) = h′ (t) + γh (t) ,

l̄ =
∫∞

0
l (s) ds,

lα = eαtl (t) ,

lα =
∫∞

0
lα (s) ds,

h =
∫∞

0
h (s) ds.

(2.1′)

Ensuite , on définit l’énergie classique associée à (2.1) par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dx. (2.2)

Théorème 2.1 :
Si les hypothèses (A1) − (A3) sont satisfaites, alors l’énergie de (2.1)

décroit de façon exponentielle vers zéro, c’est à dire, il existe deux constantes
positives C et β > 0 telles que

E(t) ≤ Ce−βt, t ≥ 0.

Preuve :
On a

utt + ut = ∆u−
t∫

0

h(t− s)∆u(s)ds (2.1′′)

Multiplions cette équation (2.1)′′par ut, pour tout t > 0 et on intègre par
rapport à Ω il vient :

(utt, ut)Ω + (ut, ut)Ω = (∆u(t), ut)Ω − (

t∫
0

h(t− s)∆u(s)ds, ut)Ω = 0

∫
Ω

(uttut + utut)dx =

∫
Ω

(∆u(t)ut)dx−
∫
Ω

ut

t∫
0

h(t− s)∆u(s)dsdx,

en utilisant la formule de Green on obtient :

9



CHAPITRE 2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU PROBLÈME
LINÉAIRE DANS LE CAS (A(X) = 1).



d
dt

(1
2

∫
Ω
|ut|2dx) +

∫
Ω
|ut|2dx = −

∫
Ω

(∇u(t)∇ut)dx

+
∫

Γ
u(t)∂ut

∂η
dσ +

∫
Ω

∫ t
0
h(t− s)∇u(s)∇u(t)dsdx

−
∫

Γ

∫ t
0
h(t− s)∇u(s)∂u

∂η
u(t)dsdσ.

(2.3)

Or

−
∫
Ω

∇u(t)∇ut(t)dx = −1

2

d

dt

∫
Ω

|∇u(t)|2dx, (2.4)

on remplace (2.4) dans (2.3) ,on obtient :

d

dt
[
1

2

∫
Ω

|ut|2dx+
1

2

∫
Ω

|∇u(t)|2dx] = −
∫
Ω

|ut|2dx+

∫
Ω

t∫
0

h(t−s)∇u(s)∇u(t)dsdx,

(2.5)
avec

E(t) =
1

2

∫
Ω

|ut|2dx+

∫
Ω

|∇u|2dx ((2.5)′)

La différentiation de E(t) par rapport à la variable t donne

dE(t)

dt
= −

∫
Ω

|ut|2 dx+

∫
Ω

∇ut
t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx. (2.6)

Deuxiéme terme de (2.6) ne dépend pas un signe constant.
Posons,

(h�∇u)(t) =

∫
Ω

t∫
0

h(t− s) |∇u(t)−∇u(s)|2 dsdx. (2.7)

10



2.1. INTRODUCTION

Montrons que

1
2

d

dt
(h�∇u)(t) =

−∫
Ω

∇ut
t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx

︸ ︷︷ ︸


1

+

(
1

2
(h

′�∇u)(t)︸ ︷︷ ︸
)

2

+
1

2

d

dt


 t∫

0

h(s)ds

∫
Ω

|∇u|2 dx

︸ ︷︷ ︸
3

−

1

2
h(t)

∫
Ω

|∇u|2 dx

︸ ︷︷ ︸


4

.

(2.8)
On a :

(3) =
1

2
h(t)

∫
Ω

|∇u|2 dx+

t∫
0

h(s)ds

∫
Ω

∇u∇utdx

(3) + (4) =

t∫
0

h(s)ds

∫
Ω

∇u∇utdx,

et

(2) =
1

2

∫
Ω

t∫
0

h′(t− s)|∇ (∇u(t))−∇ (∇u(s)) |2dsdx,

(1) = −

 t∫
0

h(s)ds

∫
Ω

∇u∇utdx,

Alors de (1) + (3) + (4) = 0
et comme :

d

dt
(h�∇u)(t) = (h′�∇u)(t),

on aura :
1

2

d

dt
(h�∇u)(t) =

1

2
(h′�∇u)(t),

et donc,
d
dt

(h�∇u)(t) = −
∫

Ω
∇ut

∫ t
0
h(t− s)∇u(s)dsdx+ 1

2
(h′�∇u)(t)

+1
2
d
dt

(∫ t
0
h(s)ds

∫
Ω
|∇u|2dx

)
− 1

2
h(t)

∫
Ω
|∇u|2 dx.

(2.9)
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On introduit l’energie modifiée de E(t),qu’on note e(t) :

e(t) :=
1

2

∫
Ω

|ut|2 dx+
1

2

1−
t∫

0

h(s)ds

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2
(h�∇u)(t).

En dérivant e(t) par rapport au temps,on obtient

e(t) :=
1

2

∫
Ω

|ut|2 dx+
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx− 1

2

t∫
0

h(s)ds

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2
(h�∇u)(t).

(2.10)

e(t) := E(t)− 1

2

t∫
0

h(s)ds

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2
(h�∇u)(t)

De (2.10) on obtient

d

dt
e(t) =

d

dt
E(t)−1

2

t∫
0

h(s)ds

∫
Ω

|∇u|2 dx−1

2

t∫
0

h(s)ds

∫
Ω

2∇u∇utdx+
1

2

d

dt
(h�∇u)(t)


d
dt
e(t) = −

∫
Ω
|ut|2 dx+

∫
Ω
∇ut

∫ t
0
h(t− s)∇u(s)dsdx

−1
2
h(t)

∫
Ω

|∇u|2 dx− 1
2

t∫
0

h(s)ds
∫
Ω

2∇u∇utdx+ 1
2
d
dt

(h�∇u)(t)

donc :

d

dt
e(t) = −

∫
Ω

|ut|2 dx−
1

2
h(t)

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2

d

dt
(h�∇u)(t). (2.11)

Remarquons que de l’hypothèse (A1) on a

e′(t) ≤ 0, t ≥ 0

c’est à dire e(t) est décroissante.
De plus, de la définition de e(t) , (h�∇u)(t) et de l’hypothèse (A2), il

existe une constante M > 0 telle que :

E(t) ≤Me(t), t ≥ 0.

12



2.1. INTRODUCTION

si on ajoute l’hypothèse

(A1) h′(t) ≤ 0 ∀ t ≥ 0

on aura

d

dt
(h�∇u)(t) =

∫
Ω

t∫
0

h′(t− s)|∇ (∇u(t))−∇ (∇u(s)) |2dsdx ≤ 0 (2.12)

et
e′(t) ≤ 0, t ≥ 0

c’est à dire e(t) est décroissante.
de plus,par les définitions de e(t) ,(h�∇u)(t) et (A2),il existe M > 0 tel

que :

E(t) ≤Me(t), t ≥ 0.

En effet,
on veut avoir :

Me(t)− E(t) ≥ 0

C’est à dire :

M

1

2

∫
Ω

|ut|2 dx+
1

2

1−
t∫

0

h(s)ds

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2
(h�∇u)(t)

−1

2

∫
Ω

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dx ≥ 0

et donc ;

(
M − 1

2

)
∫
Ω

|ut|2 dx+

M
1−

t∫
0

h(s)ds− 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
M

2
(h�∇u)(t)

 ≥ 0

(2.13)
si on choisit : 

(
M−1

2

)
≥ 0

M

(
1−

t∫
0

h(s)ds− 1
2

)
≥ 0

M
2
≥ 0

(2.14)
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Aors 
M−1

2
≥ 0 si M ≥ 1

M
2
≥ 0 si M ≥ 0


d’aprés ;  (A2) 1−

t∫
0

h(s)ds = l > 0,

avec h(t) ≥ 0 ∀t ≥ 0,

et comme :

(h�∇u)(t) ≥ 0 avec h(t) ≥ 0 ∀t ≥ 0,

on aura :
t∫

0

h(s)ds ≤
+∞∫
0

h(s)ds (2.15)

1−
t∫

0

h(s)ds ≥ 1−
+∞∫
0

h(s)ds = l > 0. (2.16)

Donc pour M > 0 on a :

M

1−
t∫

0

h(s)ds

 ≥Ml (2.17)

M

1−
t∫

0

h(s)ds

− 1

2
≥Ml − 1

2
si M >

1

2l
. (2.18)

Donc il suffi t de choisir :

M = max(0, 1,
1

2l
),

donc ;

∃M = max(0, 1,
1

2l
) > 0

tel que :
M(t) ≤M exp(t) ∀ t ≥ 0
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2.1. INTRODUCTION

Ensuite, on introduit les deux fonctionnelles.Dans les travaux précédents,on
suppose que h′(t) ≥ 0.Par conséquent,à partir de (2.11),nous voyons que
e′(t) ≤ 0.Cela implique que e(t) ≤ e(0) pour tout t ≥ 0.Dans notre cas,nous
ne supposons pas que h′(t) ≤ 0.Supposons pas que h′(t) ≤ 0.En fait nous
permettons à la fonction h(t) d’osciller.
Pour prouver notre résultat nous devons introduire la fonction auxiliaire

suivante :

Φ(t) :=

∫
Ω

utudx (2.19)

et

Ψ(t) :=

∫
Ω

t∫
0

Lα (t− s) |∇u(t)−∇u(s)|2dsdx =: (Lα�∇u) (t), (2.20)

avec

Lα(t) := e−αt
∞∫
t

lα(s)ds = e−αt
∞∫
t

l(s)eαsds (2.21)

α vérifié (A3) c’est à dire :

∃ α > 0 exp(αt)h(t) ∈ L1(R+).

et l(t) est tel que défini dans (2.1)8.En outre,nous considérons que les fonc-
tions :

V (t) := e(t) + εΦ(t) + ηΨ(t)− η
(∫ t

0
Lα(s)ds

) ∫
Ω
|∇u(t)|2dx+

2η
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx,

(2.22)

pour certains constants ε et η à déterminer.
Proposition 2.1 : Il existe des constantes positives ε0, η0, ζ1et ζ2 de telle

sorte que

1

2
(h�∇u) (t) + ζ1E(t) ≤ V (t) ≤ ζ2 (E(t) + Ψ(t) + (h�∇u) (t)) , (2.23)

pour tout 0 < ε ≤ ε0 et 0 < η ≤ η0.
Preuve :
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Nous commençons par montrer l’inégalité du coté gauche dans (2.23).Pour
la fonctiennelle Φ(t),nous avont clairement

Φ(t) ≤ 1

2

∫
Ω

|ut|2dx+
Cp
2

∫
Ω

|∇u(t)|2dx, (2.24)

où Cpest la constante de poincaré.Le dernier terme de la définition de
V (t) peut etre estimé comme

∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx ≤

∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s) [(∇u(s)−∇u(t) +∇u(t))] dsdx

=
(∫ t

0
Lα(s)ds

) ∫
Ω
|∇u(t)|2dx+

∫
Ω
∇u(t)×

∫ t
0
Lα(t− s) [(∇u(s)−∇u(t))] dsdx

= (
∫ t

0
Lα(s)ds)

∫
Ω
|∇u(t)|2 dx+

∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)(∇u(s)−∇u(t))dsdx

l’inégalité de Young pour δ1 > 0;donne :

∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx

≤ (
∫ t

0
Lα(s)(s)ds)

∫
Ω
|∇u(t)|2 dx+ δ1

∫
Ω
|∇u(t)|2 + 1

4δ1

[∫ t
0
Lα(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds

]2

≤ (δ1 +
∫ t

0
Lα(s)ds)

∫
Ω
|∇u(t)|2 dsdx+ 1

4δ1
(
∫ t

0
Lα(s)ds)(

∫ t
0
Lα(t− s) [∇u(s)−∇u(t)]2 ds

≤
(
δ1 +

∫ t
0
Lα(s)ds

) ∫
Ω
|∇u(t)|2dx+ 1

4δ1

(∫ t
0
Lα (s) ds

)
Ψ(t),

pour un certain δ1 > 0.Notez que d’après (2.1)8 et (2.21)

t∫
0

Lα(s)ds ≤ 1

α

∞∫
0

l(s)eαsds =:
lα
α
,

Par conséquent∫
Ω

∇u(t)

t∫
0

Lα(t−s)∇u(s)dsdx ≤ (δ1+
lα
α

)

∫
Ω

|∇u(t)|2dx+
lα

4αδ1

Ψ(t). (2.25)

On a aussi,

Φ(t) =

∫
Ω

utudx,
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2.1. INTRODUCTION

l’inégalité de Young donne :

Φ(t) ≤ 1

2

∫
Ω

|ut|2 |u|2 dx,

et on applique aussi l’inégalité de poincaré,on obtient :

Φ(t) ≤ 1

2

∫
Ω

|ut|2 +

∫
Ω

Cp
2
|∇u|2 dx, (2.26)

pour tout Cp > 0;
En vertu de (2.24) et (2.25) nous déduisons de (2.22) que

V (t) ≥ e(t)+η

(
1− lα

2αδ1

)
Ψ(t)−ε

2

∫
Ω

|ut|2dx−
[

3ηlα
α

+ 2ηδ1 +
εCp
2

] ∫
Ω

|∇u(t)|2dx

(2.27)
En utilisant la finition (2.10) de e(t) on obtient

V (t) ≥ η
(

1− lα
2αδ1

)
Ψ(t) + 1−ε

2

∫
Ω
|ut|2 + 1

2
(h�∇u) (t)

+
[

1
2

(
1− h

)
− 3ηlα

α
− 2ηδ1 − εCp

2

] ∫
Ω
|∇u(t)|2dx.

(2.28)

il est Clair que,en choisissant δ1 = lα/α, η <
(
1− h

)
αlα/20 et ε <

min
{

1,
(
1− h

)
/2Cp

}
,

il apparait que

V (t) ≥ ζ1E(t) +
1

2
(h�∇u)(t),

pour une certaine constante positive ζ1.
D’autre part,en tenant compete de (2.24) et (2.25) (avec δ1 = 1

2
) dans

(2.22),
nous entrainons que
V (t) ≤ 1+ε

2

∫
Ω
|ut|2dx+

[
1
2

+ εCp
2

+ η
(

1 + 2lα
α

)] ∫
Ω
|∇u(t)|2dx

+1
2

(h�∇u) (t) + η
(

1 + lα
α

)
Ψ(t).

(2.29)
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cela implique que

V (t) ≤ ζ2(E(t) + Ψ(t) + (h�∇u)(t)), (2.30)

pour une certaine constante positive ζ2.

soit ε = min
{

1−h
2(1−h+Cp)

, 1−h
4
γ
}
et lα < 1−h

20
ε.Maintenant nous sommes en

mesure d’énoncer et de prouver notre premier résultat.

Théoreme 2.2 : Supposons que les hypothèses (A1) et (A2) soient res-
pectrées,que les données initiales (u0, u1) satisfont E(0) > 0 et que l̄α est
comme ci-dessus.Alors l’énergie classique E(t) de (1) décroit vers zéros de
manière exponentielle.C’est-à-dire qu’il existe des constantes positives C et
β > 0 telles que

E(t) ≤ Ce−βt, t ≥ 0.

Preuve

Une différentielle de (2.19) et (2.20) le long de la solution de (2.1) donne :

En utilisant l’équation (2.1) de notre problème, nous obtenons :


dΦ(t)

dt
=
∫
Ω

|ut|2 dx+
∫
Ω

uttudx =
∫
Ω

|ut|2 dx−
∫
Ω

utudx−
∫
Ω

|∇u|2 dx

+
∫
Ω

∇u
t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx.

(2.31)
D’aprés cauchy shwarz :

∫
Ω

∇u
t∫

0

h(t−s)∇u(s)dsdx ≤
√√√√∫

Ω

|∇u|2 dx

√√√√√∫
Ω

 t∫
0

h(t− s)∇u(s)ds

2

dx.

(2.32)
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2.1. INTRODUCTION

Et de l’inégalité de young avec δ1 = 1
2
on a :

∫
Ω

∇u
t∫

0

h(t− s)∇u(s)dsdx ≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2

∫
Ω

(
t∫

0

h(t− s)∇u(s)ds

)2

dx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2

t∫
0

h(t− s)ds
∫
Ω

t∫
0

h(t− s) |∇u(s)|2 dsdx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1− l

2

∫
Ω

t∫
0

h(t− s) |∇u(s)|2 dsdx.

∫
Ω

∇u
t∫

0

h(t−s)∇u(s)dsdx ≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1− l

2

∫
Ω

t∫
0

h(t−s) |∇u(s)|2 dsdx.

(2.33)
Majorant V (t) :
on a :

dV (t)

dt
=

d

dt
e(t) + ε

dΦ(t)

dt
+ η

dΨ(t)

dt
. (2.34)

Montrons que :
dΦ(t)

dt
≤
∫
Ω

|ut|2 dx−
∫
Ω

utudx−
∫
Ω

|∇u|2 dx

+
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1− l

2

∫
Ω

t∫
0

h(t− s) |∇u(s)|2 dsdx

(2.35)

on a :

Φ(t) =

∫
Ω

utudx

dΦ(t)

dt
=

∫
Ω

ututdx+

∫
Ω

uttudx,

dΦ(t)

dt
=

∫
Ω

|ut|2 dx+

∫
Ω

uttudx,
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d’aprés

(A2) 1−
+∞∫
0

h(s)ds = l > 0

et comme
t∫

0

h(s)ds ≤
+∞∫
0

h(s)ds = 1− l

1

2

t∫
0

h(t−s)ds
∫
Ω

t∫
0

h(t−s) |∇u(s)|2 dsdx ≤ 1− l
2

∫
Ω

t∫
0

h(t−s) |∇u(s)|2 dsdx.

(2.36)
donc,

∫
Ω

∇u
t∫

0

h(t−s)∇u(s)dsdx ≤
∫
Ω

|∇u(s)|2 dx+
1− l

2

∫
Ω

t∫
0

h(t−s) |∇u(s)|2 dsdx

donc,

d

dt
Φ(t) ≤

∫
Ω

|ut|2 dx−
∫
Ω

utudx−
∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1− l

2

∫
Ω

t∫
0

h(t−s) |∇u(s)|2 dsdx.

(2.37)
et

dΨ(t)
dt

= −αΨ(t)− (l�∇u) (t) + 2
(∫ t

0
Lα(s)

) ∫
Ω
∇u(t)∇ut(t)dx

−2
∫

Ω
∇ut(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx.

(2.38)

observez que

∫
Ω
∇ut(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx = d

dt

[∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx

]
−Lα(0)

∫
Ω
|∇u|2 dx+ α

∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx

+
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
l(t− s)∇u(s)dsdx.

(2.39)
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En utilisant (2.39) dans (2.38),nous voyons que

d
dt

[
Ψ(t)−

(∫ t
0
Lα(s)ds

) ∫
Ω
|∇u|2dx+ 2

∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx

]
= −αΨ(t)− (l�∇u)(t) + 2Lα(0)

∫
Ω
|∇u|2dx− Lα(t)

∫
Ω
|∇u|2dx

−2α
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx− 2

∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
l(t− s)∇u(s)dsdx.

(2.40)
Maintenant,une différentiation de V (t) (voir (2.22)) par rapport au temps

donne :

dV (t)

dt
=
de(t)

dt
+ ε

dΦ(t)

dt
+ η

d

dt

[
Ψ(t)−

(∫ t
0
Lα(s)ds

) ∫
Ω
|∇u|2dx

+2
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx.

]
(2.41)

En temant compte de (2.11),(2.31)et (2.40)dans (2.41) nous obtenons

dV (t)
dt
≤ − (1− ε)

∫
Ω
|ut|2dx− (ε− 2ηLα(0) + ηLα(t))

∫
Ω
|∇u|2dx

+1
2

(h′�∇u)(t)− ε
∫

Ω
utudx+ ε

∫
Ω
∇u
∫ t

0
h(t− s)∇u(s)dsdx

−αηΨ(t)− η (l�∇u) (t)− 2ηα
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα (t− s)∇u(s)dsdx

−2η
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
l (t− s)∇u(s)dsdx.

(2.42)
Notons que d’aprés (2.1)8 et (2.21),nous avons

Lα(0) =

t∫
0

lα(s)ds = lα.

Ensuite,nous utilisons l’estimation (2.25) et des estimations similaires pour le
cinquième et dernier terme dans la partie droite de la relation (2.42),àsavoir :

∫
Ω

∇u
t∫

0

h (t− s)∇u(s)dsdx ≤

δ2 +

t∫
0

h(s)ds

∫
Ω

|∇u(t)|2dx+
1

4δ2

 t∫
0

h(s)ds

 (h�∇u) (t)

(2.43)

21



CHAPITRE 2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU PROBLÈME
LINÉAIRE DANS LE CAS (A(X) = 1).

et

∫
Ω

∇u(t)l(t−s)∇u(s)dsdx ≤

δ3 +

t∫
0

l(s)ds

∫
Ω

|∇u(t)|2dx+
1

4δ3

 t∫
0

l(s)ds

 (l�∇u) (t),

(2.44)
pour certaines constante positives δ2 et δ3.Comme pour le quatrième

terme,nous adoptons l’estimation∫
Ω

utudx ≤ δ4

∫
Ω

|ut|2dx+
Cp
4δ4

∫
Ω

|∇u(t)|2dx, δ4 > 0. (2.45)

En utilisant (2.43)-(2.45) dans (2.42),on obtient :

dV (t)
dt
≤ − (1− ε− εδ4)

∫
Ω
|ut|2dx+ 1

2
(h′�∇u) (t) + ηα

(
lα

2αδ1
− 1
)

Ψ(t)

−
[
ε− εCp

4δ4
− ε

(
δ2 + h

)
− 2ηαδ1 − 6ηlα − 2ηδ3

] ∫
Ω
|∇u(t)|2dx

−η
(

1− l
2δ3

)
(l�∇u) (t) + εh

4δ2
(h�∇u) (t).

(2.46)
Nous avons utilisé ici le fait que

l =

∞∫
0

l(s)ds ≤
∞∫

0

l(s)eαsds = lα.

Comme
d

dt
h(t) = l(t)− γh(t),

nous déduisons de (2.46)que

dV (t)
dt
≤ − [1− ε (1 + δ4)]

∫
Ω
|ut|2dx+ 1

2
(l�∇u)(t)− γ

2
(h�∇u)(t)

−[ε(1− h− δ2 − Cp
4δ4

)− 2ηαδ1 − 6ηlα − 2ηδ3]
∫

Ω
|∇u(t)|2dx

−ηα
(

1− lα
2αδ1

)
Ψ(t) + εh

4δ2
(h�∇u)(t)− η

(
1− l

2δ3

)
(l�∇u)(t).
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Equivalente :

dV (t)
dt
≤ − [1− ε (1 + δ4)]

∫
Ω
|ut|2dx−

[
η
(

1− l
2δ3

)
− 1

2

]
(l�∇u)(t)

−
[
ε
(

1− h− δ2 − Cp
4δ4

)
− 2ηαδ1 − 6ηlα − 2ηδ3

] ∫
Ω
|∇u(t)|2dx

−1
2

[
γ − εh

2δ2

]
(l�∇u)(t)− ηα

(
1− lα

2αδ1

)
Ψ(t).

(2.47)
Enfin,nous choisissons δ1 = lα/α,δ2 =

(
1− h

)
/4,δ3 = l,δ4 = Cp/

(
1− h

)
,η =

1 et ε = min
{

1−h
2(1−h+Cp)

, 1−h
4
γ
}
.

Alors,si lα < 1−h
20
ε on déduit de (2.47) que :

dV (t)

dt
≤ −C1 (E(t) + Ψ(t) + (h�∇u) (t)) ,

pour certaine constante positive C1.En vertu de la proposition 2.1 (l’in-
égalité de droite),nous trouvons :

dV (t)

dt
≤ −C1

ζ2

V (t) =: −βV (t), t ≥ 0.

Donc, {
dV (t)

dt
≤ −βV (t) ∀ t ≥ 0

V (t) 6= 0 ∀t ≥ 0

alors
t∫

0

V ′(s)

V (s)
ds ≤ −β

t∫
0

ds = −βt,

lnV (t)− lnV (0) ≤ −βt
lnV (t) ≤ lnV (0)− βt

et on aura :
V (t) ≤ V (0) exp(−βt) ∀t ≥ 0

comme ;
E(t) ≤Me(t)
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e(t) ≤ V (t) = e(t) + εΦ(t) + ηΨ(t)

E(t) ≤MV (0) exp(−βt)
E(t) ≤ c exp(−βt) avec c = MV (0) > 0

Nous en déduisons que :

V (t) ≤ V (0)e−βt, t ≥ 0.

Remarquez que par notre hypothèseE(0) > 0 dans le théorème 2.2.,nous
avons V (0) > 0.
De vouveau par la proposition 2.1 (l’inégalité du coté gauche) nous

concluons l’assertion de notre théorème 2.1 :

E(t) ≤ V (0)

ζ1

e−βt, t ≥ 0.

La preuve est complète
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Chapitre 3

Comportement asymptotique
du problème linéaire dans le
cas (a(x) = 0).

3.1 Introduction

Dans cette chapitre nous étudierons le cas où a (x) = 0 où nous dévelop-
perons les calculs pour montrer que l’énergie associée est exponentiellement
décroissante. Ce qui signifie que la dissipation faîble représentée par le terme
mémoire est suffi sante pour mener le système vers l’équilibre interne (faible)
ut.

Nous allons montrer que la faible dissipation produite par le terme inté-
grale seul est suffi sant pour conduire le système au repos de maniére expo-
nentielle.sans la dissipation interne .

si h vérifie les condition (A1)− (A2) plus la condition :

| h′ (t) | e−σt ∈ L1 (0,∞) , pour σ ≥ 0

alors on pourra vérifier que les solutions de cette equation vont décroittrent
de manière exponentielle vers zéro

soit le problème suivant :
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utt = ∆u−

∫ 1

0
ht (−s) ∆u (s) dans Ω×R+

u = 0 dans Γ×R+

u (x, 0) = u0 (x) dans Ω
u (x, 0) = u1 (x) dans Ω

(3.1)

cherchons c > 0 et β > 0 tels que l’on ait :

E (t) ≤ C exp (−βt) , t ≥ 0

pour a (x) = 0 on a :

d

dt
E (t) =

∫
Ω

∇ut
1∫

0

h (t− s)u (s) dsdx (3.2)

on remarque que la dérivée est égale à un terme non local qu’on ne sait
pas son signe.
Nous considérons ici la fonction

W (t) = V (t) + λΘ(t) + µΓ(t), (3.3)

où V (t) est comme dans (2.22),

Θ(t) =

∫
Ω

ut

t∫
0

h (t− s) (u(s)− u(t)) dsdx (3.4)

et

Γ(t) =

∫
Ω

t∫
0

Hα (t− s) |∇u(s)|2dsdx (3.5)

avec

Hα(t) = e−αt
∞∫
t

h(s)eαsds.

Désignons par

hα =

∞∫
0

h(s)eαsds.
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Pour la preuve de notre deuxième résultat,nous avons besoin de la proposition
on introduie Θ (t) qui est définit par :

Θ (t) =
∫

Ω
ut
∫ t

0
h (t− s) (u (t)− u (s)) dsdx

=
∫

Ω
ut
∫ t

0
h (t− s)u (t) dsdx−

∫
Ω
ut
∫ t

0
h (t− s)u (s) dsdx

(3.6)

comme
h (t) ≥ 0; ∀t ≥ 0

on a :

t∫
0

h (t− s) ds ≤
+∞∫
0

h (t− s) ds

et {
1−

∫ +∞
0

h (s) ds = l

et
∫ +∞

0
h (s) ds = 1− l

Proposition 3.1 : Il existe des constante positives ε0,η0,λ0,ζ3 et ζ4 telles
que

ζ3 (E(t) + (h�∇u) (t)) ≤ W (t) ≤ ζ4 (E(t) + Ψ(t) + (h�∇u) (t) + Γ(t))
(3.7)

pour tout 0 < ε ≤ ε0,0 < η ≤ η0 et 0 < λ ≤ λ0.
Preuve :
Le coté gauche de (2.23) et l’estimateur
On démontre le coté gauche dans (3.7) on a :

Θ(t) =

∫
Ω

ut

t∫
0

h (t− s) (u(s)− u(t)) dsdx,

On démontre le cosans la dissipation interne .
comme

h (t) ≥ 0, ∀t ≥ 0,

avec
on a :

27



CHAPITRE 3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU PROBLÈME
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t∫
0

h (t− s) ds ≤
+∞∫
0

h (t− s) ds

et

1−
+∞∫
0

h (s) ds = l =⇒
+∞∫
0

h (s) ds = 1− l (3.8)

donc ;{ ∫
Ω
ut
∫ t

0
h (t− s)u (t) dsdx ≤

(∫ +∞
0

h (t− s) ds
) ∫

Ω
utudx

≤ (1− l)
∫

Ω
utu (t) dx

(3.9)

d’aprés l’inégalité de young on aura :{ ∫
Ω
ut
∫ t

0
h (t− s)u (t) dsdx ≤ δ1 (1− l)

∫
Ω
| u |2 dx

+1−l
4δ1

∫
Ω
| ut |2 dx

(3.10)

ou δ1 > 0, a = u (t) et b = ut
d’aprés l’inégalité de poincaré ;∃cp > 0 tel que :
en appliquant à nouveau l’inégalité de young sur le second terme de

Θ (t) on aura :{ ∫
Ω
ut
∫ t

0
h (t− s)u (s) dsdx ≤ δ2

∫
Ω

(∫ t
0
h (t− s)u (s) ds

)2

dx

+ 1
4δ2

∫
Ω
| ut |2 dx

(3.11)

δ2 > 0,

a =

t∫
0

h (t− s) | u (s) | ds et b = ut

 t∫
0

h (t− s)u (s) ds

2

≤
t∫

0

h2 (t− s) ds
t∫

0

| u (s) |2 ds (3.12)
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On remplace (3.12) danc (3.10) on obtient :

∫
Ω
ut
∫ t

0
h (t− s)u (s) dsdx ≤ δ2

∫
Ω

∫ t
0
h2 (t− s) ds

∫ t
0
| u (s) |2 dsdx

+ 1
4δ2

∫
Ω
| ut |2 dx

≤ δ2 (1− l)
∫

Ω

∫ t
0
h (t− s) ds

∫ t
0
| u (s) |2 dsdx

+ 1
4δ2

∫
Ω
| ut |2 dx

≤ δ2 (1− l) cp
∫

Ω

∫ t
0
h (t− s) ds

∫ t
0
| ∇u (s) |2 dsdx

+ 1
4δ2

∫
Ω
| ut |2 dx

(3.13)
choisissons δ2 de telle sorte qu’on aura :

1

4δ2

≤ 1− l
4δ2

alors ;
∫

Ω
ut
∫ t

0
h (t− s)u (s) dsdx ≤ δ2 (1− l) cp

∫
Ω

∫ t
0
h (t− s) ds

∫ t
0
| ∇u (s) |2 dsdx

+1−l
4δ2

∫
Ω
| ut |2 dx

(3.13)
on remplaçant par (3.13) et (3.3) dans Θ (t) ;il vient :

Θ (t) ≤ δ1 (1− l) cp
∫

Ω
| ∇u |2 dx

+1−l
4

(
1
δ1

+ 1
δ2

) ∫
Ω
| ut |2 dx

+δ2 (1− l) cp
∫

Ω

∫ t
0
h (t− s) ds

∫ t
0
| ∇u (s) |2 dsdx

(3.14)

l’inégalité de Young donne par :

Θ(t) ≤ 1

2

∫
Ω

|ut|2 dx+
1

2

t∫
0

(h�∇u)(t)ds,

et on applique aussi l’inégalité de Poincaré,on obtient :

Θ(t) ≤ k1

∫
Ω

|ut|2dx+
Cph

4k1

(h�∇u)(t) , pour tour Cp > 0, k1 > 0, (3.14)
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on regroupe (2.22),(2.35) et (3.3) dans (2.32),on obtient :
W (t) ≤ 1+ε

2

∫
Ω
|ut(t)|2 dx+ 1

2
(h�∇u)(t) + η(1− lα

2αδ1
)Ψ(t)

+λk1

∫
Ω
|ut|2 dx+ Cph

4k1
(h�∇u)(t) + µ

∫
Ω

∫ t
0
Hα(t− s) |∇u(s)|2 dsdx

donc :
W (t) ≤ ε3

(
E(t) + Ψ(t) + (h�∇u(t) + λ

[
k1

∫
Ω
|ut|2 dx+ Cph

4k1
(h�∇u)(t)

]
+ µΓ(t)

)
≤ ε3 [E(t) + Ψ(t) + (h�∇u)(t) + Θ(t) + Γ(t)]

(3.15)
implique que

W (t) ≥ ζ1E(t)− λk1

∫
Ω

|ut|2dx−
λCph

4k1

(h�∇u) (t) +
1

2
(h�∇u) (t).

Par la définition de E(t),nous pouvons écrire :

W (t) ≥
(
ζ1

2
− λk1

)∫
Ω

|ut|2dx+
ζ1

2

∫
Ω

|∇u|2dx+

(
1

2
− λCph

4k1

)
(h�∇u) (t)+µΓ(t).

(3.16)
En choisissant k1 = λCph et λ

2 < ζ1

2Cph̄
nous obtenons l’inégalité de gauche

dans l’énoncé de la proposition 3.1 Pour l’autre ingalité,il suffi t de remar-
quer que

W (t) ≤ ζ2(E(t)+Ψ(t)+(h�∇u) (t))+
λ

2

∫
Ω

|ut|2dx+
λCph

2
(h�∇u) (t)+µΓ(t).

(3.17)
Ceci termine la preuve.
Théoréme 3.1 : Supposons que les hypothèses (A1) et (A2) soint res-

pectées et que les données initiales (u0, u1) satisfont E(0) > 0. Supposons en
outre que hα et lα et la sont suffi samment petits.
Ensuite,l’énergie classique E(t) de (2.1) décroit vers zéro de maniére

exponentielle.C’est-à-dire qu’il existent des constants positives C et β > 0
telles que

E(t) ≤ Ce−βt, t ≥ 0.
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Preuve
Dans le cas présent (a (x) = 0), nous avons :

de(t)

dt
= −1

2
h(t)

∫
Ω

|∇u|2dx+
1

2
(h′�∇u)(t) (3.18)

et 
dφ(t)
dt

=
∫

Ω
|ut|2 dx+

∫
Ω
uttudx

=
∫

Ω
|ut|2 −

∫
Ω
|∇u|2 dx+

∫
Ω
∇u
∫ t

0
h(t− s)∇u(s)dsdx.

(3.19)

On a :
dV (t)
dt

= de(t)
dt

+ εdΦ
dt

+ η dΨ
dt

+η d
dt

[
Ψ(t)− (

∫ t
0
Hα(s)ds)

∫
Ω
|∇u|2 dx+ 2

∫
Ω
∇u(t)

∫ t
0
Hα(t− s)∇u(s)dsdx

]
.

Par conséquent,à partir de (2.40), (2.41), (3.18) et (3.19).nous voyons que :

dV (t)
dt

= ε
∫

Ω
|ut|2dx− (ε+ 1

2
h(t) + ηLα(0))

∫
Ω
|∇u|2dx

+1
2
(h′�∇u)(t) + ε

∫
Ω
∇u
∫ t

0
h(t− s)∇u(s)dsdx− αηΨ(t)

−η(l�∇u)(t)− 2ηα
∫ t

0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx

−2η
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
l(t− s)∇u(s)dsdx.

(3.20)

Une différentiation des expressions dans (3.4) et (3.5) par rapport à t
donne : 

d
dt

Θ (t) = d
dt

[∫
Ω
ut
∫ t

0
h (t− s) (u (t)− u (s)) dsdx

]
=
∫

Ω
utt
∫ t

0
h (t− s) (u (t)− u (s)) dsdx

+
∫

Ω
ut

d
dt

∫ t
0
h (t− s) (u (t)− u (s)) dsdx

(3.21)

on a d’aprés problème (3.1) :
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utt = ∆u−
t∫

0

h (t− s) ∆u (s) ds (3.22)

on remplace (3.29) donc (3.28) on obtient :

∫
Ω
utt
∫ t

0
h(t− s)(u(t)− u(s))dsdx

=
∫

Ω

[
∆u−

∫ 1

0
h (t− s) ∆u (s) ds

] ∫ t
0
h (t− s) (u (t)− u (s)) dsdx

=
∫

Ω
∆u
∫ t

0
h (t− s) (u (t)− u (s)) dsdx

−
∫

Ω

[∫ 1

0
h (t− s) ∆u (s) ds

] ∫ t
0
h (t− s) (u (t)− u (s)) dsdx

(3.23)
d’aprés la formule de Green
∫

Ω
∆u
∫ t

0
h (t− s) (u (t)− u (s)) dsdx = −

∫
Ω
∇u
∫ t

0
h (t− s) (∇u (t)−∇u (s)) dsdx

+
∫

Γ
∇u
∫ t

0
h (t− s) (∇u (t)−∇u (s)) ηdsdσ

(3.24)
si 0 < t0 < t;et par la formule de Green on aura :

∫
Ω
ut
∫ t

0
h′ (t− s)u (s) dsdx =

∫
Ω
ut
∫ t

0
h′ (t− s)u (s) dsdx

≤ δ3

∫
Ω
| ut |2 dx+ 1

4δ3

∫
Ω

∫ t
0

(h′ (t− s))2

| u (t) |2 dsdx

≤ δ3
∫

Ω
| ut |2 dx

+ cp
4δ3

∫ +∞
0
|h′ (t− s)| ds

∫
Ω

∫ t
0
h′(t− s) | ∇u (s) |2 dsdx

(3.25)

en remplaçant dans on aura

=

∫
Ω

utt

t∫
0

h (t− s)u (s) dsdx+

∫
Ω

ut

t∫
0

[h′ (t− s)u (s) + h′ (t− s)u (s)] dsdx
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en remplaçant de nouveau par la valeur de utt et on appliquant la formule
de Green il vient :

=
∫

Ω

[
∆u−

∫ t
0
h (t− s) ∆u (s) dsdx

] ∫ t
0
h (t− s)u (s) dsdx

−
∫

Ω
ut
∫ t

0
h′ (t− s)u (s) dsdx+

∫
Ω
ut
∫ t

0
h (c− s)u (c) dsdx

=
∫

Ω
∆u
∫ t

0
h (t− s)u (s) dsdx−

∫
Ω

[∫ t
0
h (t− s) ∆u (s) ds

] ∫ t
0
h (t− s)u (s) dsdx

−
∫

Ω
ut
∫ t

0
h′ (t− s)u (s) dsdx+

∫
Ω
ut
∫ t

0
h (t− c)u (t) dsdx

(3.26)
par la formule de Green, on obtient :

dΘ(t)
dt

= −
∫

Ω
∇u
∫ t

0
h (t− s)∇u (s) dsdx+

∫
Γ
∇u
∫ t

0
h (t− s)u (s) ηdsdσ

+
∫

Ω

∫ t
0
h2 (t− s) ∆u (s) ∆u (s) dsdx

−
∫

Γ

∫ t
0
h2 (t− s) ∆u (s) ∆u (s) ηdsdσ

+
∫

Ω
ut
∫ t

0
h′ (t− s)u (s) dsdx+

∫
Ω
ut
∫ t

0
h (t− s)u (t) dsdx

(3.27)
comme u = 0 sur Γ :en déduit que :

∫
Γ

∇u
t∫

0

h (t− s)u (s) ηdsdσ = 0



dΘ(t)
dt

= −
∫

Ω
∇u
∫ t

0
h(t− s)(∇u(s)−∇u(t))dsdx

+
∫

Ω
(
∫ t

0
h(t− s)∇u(s)ds)(

∫ t
0
h(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds)dx

+
∫

Ω
ut
∫ t

0
h′(t− s)(u(s)− u(t))dsdx− (

∫ t
0
h(s)ds)

∫
Ω
|ut|2dx

(3.28)

et

Γ′(t) = −αΓ(t)−
∫
Ω

t∫
0

h(t− s)|∇u(s)|2dsdx+ hα

∫
Ω

|∇u(s)|2dx, (3.29)
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respectivement.Maintenant,en tenant compte de (3.20)- (3.28)-(3.29) dans
la dérivée de W (t) (voir (3.3)),

dW

dt
=
dV

dt
+ λ

dΘ

dt
+ µ

dΓ

dt

On obtient :

dW
dt

= −(λ
∫ t

0
h(s)ds− ε)

∫
Ω
|ut|2dx+ 1

2
(h′�∇u)(t)− αηΨ(t)− αµΓ(t)

−(ε+ ηLα(t)− 2ηLα(0)− µhα)
∫

Ω
|∇u(s)|2dx

+λ
∫

Ω
(
∫ t

0
h(t− s)∇u(s)ds)(

∫ t
0
h(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds)dx

−λ
∫

Ω
∇u
∫ t

0
h(t− s)(∇u(s)−∇u(t))dsdx− η(l�∇u)(t)

−2ηα
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
Lα(t− s)∇u(s)dsdx+ ε

∫
Ω
∇u×

∫ t
0
h(t− s)∇u(s)dsdx

−2η
∫

Ω
∇u(t)

∫ t
0
l(t− s)∇u(s)dsdx

+λ
∫

Ω
ut
∫ t

0
h′(t− s)(u(s)− u(t))dsdx

−µ
∫

Ω

∫ t
0
h(t− s)|∇u(s)|2dsdx.

(3.30)
Nous adoptons les estimations

∫
Ω
∇u
∫ t

0
h(t− s)∇u(s)dsdx ≤ δ2

∫
Ω
|∇u(t)|2dx+ 1

4δ2
(
∫ t

0
h(s)ds)

×
∫

Ω

∫ t
0
h(t− s)|∇u(s)|2dsdx, δ2 > 0,

∫
Ω

(

t∫
0

h(t−s)(∇u(s)−∇u(t))dsdx ≤ δ6

∫
Ω

|∇u(t)|2dx+
h

4δ6

(h�∇u)(t), δ6 > 0

et 
∫

Ω
(
∫ t

0
h(t− s)∇u(s)ds)(

∫ t
0
h(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds)dx

≤ k2

∫
Ω

(
∫ t

0
h(t− s)∇u(s)ds)2dx+ h

4k2
(h�∇u)(t), k2 > 0.

34



3.1. INTRODUCTION

Compte tenu de ces estimations,des relations (2.25) et (2.44) nous pou-
vons écrire :

dW (t)
dt
≤ −

(
λ
∫ t

0
h(s)ds− ε

) ∫
Ω
|ut|2dx+ 1

2
(h′�∇u) (t)

−αη
(

1− lα
2αδ1

)
Ψ(t)−

(
ε− εδ2 − 6ηlα − 2ηαδ1 − 2ηδ3 − µhα − λδ5

)
×
∫

Ω
|∇u(s)|2dx− η

(
1− l

2δ3

)
(l�∇u)(t)

+λh
4

(
1
δ5

+ 1
k2

)
(l�∇u)(t)− αµΓ(t)

+λ
∫

Ω
ut
∫ t

0
h′(t− s)(u(s)− u(t))dsdx

(3.31)
prise δ1 = l̄2/α,δ2 = 1

2
,δ3 = l̄,δ5 = ε/6λ,k2 = ε/λ et remplacer h′(t) par

l(t)− γh(t) dans (3.31),nous trouvons :

dW (t)
dt
≤ −

(
λ
∫ t

0
h(s)ds− ε

) ∫
Ω
|ut|2dx− αη

2
Ψ(t)− 1

2
(η − 1) (l�∇u) (t)

−
(
ε
3
− 10ηlα − µhα

) ∫
Ω
|∇u(s)|2dx− 1

2

(
γ − 7λ2h

2ε

)
(h�∇u) (t)

−αµΓ(t)−
(
µ− 3εh

2

) ∫
Ω

∫ t
0
u(t− s)|∇u(s)|2dsdx

+λ
∫

Ω
ut
∫ t

0
l(t− s)(u(s)− u(t))dsdx− λγ

∫
Ω
ut
∫ t

0
h′(t− s)(u(s)− u(t))dsdx.

nous supposons que t ≥ t0 > 0 de sorte que

t∫
0

h(s)ds ≥
t0∫

0

h(s)ds =: h0.

Ensuite,avec l’aide de
∫
Ω

ut

t∫
0

l(t− s)(u(s)− u(t))dsdx ≤ h0

3

∫
Ω

|ut|2dx+
3Cpl

4h0

(l�∇u)(t),
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et
∫
Ω

ut

t∫
0

h(t− s)(u(s))dsdx ≤ h0

3γ

∫
Ω

|ut|2dx+
3γCph

4h0

(h�∇u)(t)

on obtientl

dW (t)
dt
≤ −

(
λh0

3
− ε
) ∫

Ω
|ut|2dx− αη

2
Ψ(t)− 1

2

(
η − 1− 3λCpl

4h0

)
(l�∇u)(t)

−( ε
3
− 10ηlα − µhα)

∫
Ω
|∇u(s)|2dx

−1
2

(
γ − 7λ2h

2ε
− 3λγ2Cph

2h0

)
(h�∇u)(t)− αµΓ(t)−

(
µ− 3εh

2

)
×
∫

Ω

∫ t
0
h(t− s)|∇u(s)|2dsdx.

mise en scène λ = h0

h
min{ 1

3Cpγ
, γ

63
}, ε = λh0/6, η = 2+3Cpl

2h0
, µ = λh0(9h2

α+1)
36h̄α

,il

semble que si hα < 1
3
et lα ≤ ε/60η, nous entrainons :

dW (t)

dt
≤ −C2(E(t) + (h�∇u)(t) + Ψ(t) + Γ(t)),

pour une certaine constante positive C2.D’après la relation du coté droit
de la proposition 3.1 nous trouvons :

dW (t)

dt
≤ −C2

ζ4

W (t) =: −βW (t).

Donc

d

dt
W (t) ≤ −βW (t) ,

Alors
d

dt
W (t) ≤ −βW (t) , ∃β > 0, ∀t ≥ 0,

donc 
d
dt
W (t) ≤ −βW (t) ∀t ≥ 0

W (t) 6= 0 ∀t ≥ 0

D’ou
t∫

0

W ′ (s)

W (s)
ds ≤ −β

t∫
0

ds = −βt,
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lnW (s)− lnW (0) ≤ −βt

lnW (s) ≤ lnW (0)− βt
et on aura :

W (t) ≤ W (0) exp (−βt)∀t ≥ 0

comme 
E (t) ≤Me (t)
e (t) ≤ W (t)

W (t) ≤MV (0) exp (−βt)
E (t) ≤ C exp (−βt)

avec
C = MV (0) > 0

Clairement ,
W (0) = V (0) > 0.

Par conséquent,

W (t) ≤ W (0)e−βt, t ≥ t0 > 0.

L’autre inégalité de la proposition 3.1 donne :

E(t) ≤ W (0)

ζ3

e−βt, t ≥ t0 > 0.

La preuve est maintenant complète.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons montré que la dissipation faible produite par
le terme mémoire seul est suffi sante pour qu’on ait décroissance exponentielle
et ramener le système vers l’état d’équilibre. Ceci est rendu possible par les
nouvelles fonctionnelles que nous avons introduit. On projete de généraliser
ces travaux au cas où le noyau h n’est pas nécésseraiement décroissant c’est
à dire vérifiant les conditions suivantes :

h′(t) + γh(t) ≥ 0 pour tout t ≥ 0,

et
[h′(t) + γh(t)] eαt ∈ L1(0,∞) pour un certain α > 0.

Dons cette mémoire, nous étudie le comportement asymptotique du problème
linéaire d’une équation des ondes.
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