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RESUME

Ce mémoire traite des solutions analytiques des équations aux dérivées partielles
fractionnaires utilisant la transformation de Fourier fractionnaire (FrFT) pour résoudre les
équations de diffusion de chaleur fractionnaire, d’onde fractionnaire, de télégraphe
fractionnaire et de cinétique fractionnaire.

Mots clés : Transformée de Fourier fractionnaire, Equation aux dérivées partielles

fractionnaires, Fonction de Mittag-Leffler, Dérivée fractionnaire, Intégrale fractionnaire.



ABSTRACT

This memoire discusses the analytical solutions of fractional partial differential equations
using Fractional Fourier transform (FrFT) is applied to solve fractional heat diffusion,
fractional wave, fractional telegraph and fractional kinetic equations.
Keywords : Fractional Fourier transform, Fractional partial differential equation,

Mittag-Leffler function, Fractional derivative, Fractional integral.
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Introduction

Les transformations intégrales ont été considérées comme 1'un des principaux outils mathé-
matiques pour résoudre les différences et les équations aux dérivées partielles et appliquées
dans presque tous les domaines de la science et de l'ingénierie depuis longtemp

Les applications des transformations intégrales fractionnaires sont un domaine d’investigation
pionnier et de nombreuses transformations intégrales, telles que comme Fourier fractionnaire,
Hankel fractionnaire, Laplace fractionnaire, Sumudu fractionnaire, Wavelet fractionnaire et
Mellin fractionnaire des transformations sont utilisées pour résoudre des équations différen-
tielles fractionnaires|1]-[6]

La transformée de Fourier est I'une des transformées intégrales les plus largement utilisées car
elle a de multiples applications dans les diverses disciplines[7]-[9]La transformée de Fourier

de la fonction ¢ (7) est notée ¢ () et est définie comme :

+o0

b (@) = / e (v) di, w > 0,

o0}

Et sa formule d’inversion est données par :

o () ! /+OO e m”{b (w)dw, @w >0,

=5 -
A condition que les intégrale ci-dessus convergent.

La transformée de Fourier d’ordre fractionnaire a été énormément utilisée aprés 1980, lorsque
la définition a été consolidé par Namias[I]. Il 'a appliqué pour résoudre certaines équations
différentielles dans le domaine de la mécanique quantique. Crédit pour sa premiére application
va & Wiener[I0] en 1929. En tant que généralisation de la transformée de Fourier, FrFT a
un degré supplémentaire de liberté et est devenu un outil plus efficace que la transformée de

Fourier classique en raison de sa plus large gamme d’applications dans les différents secteurs
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des mathématiques appliquées, de I’électrotechnique, de ’optique, du traitement du signal, de
I’analyse du signal, de I'optique communication, mécanique quantique, conception de filtres,
estimation et récupération de signal [T1]-[17].

Plusieurs définitions de FrE't ont été expérimentées en utilisant diffrents aspects mathématiques|16].En
2003 bolangna et I’Ouest a présenté une nouvelle définition de la FrFT utilisant des concepts
de calcul fractionnaire, mais elle n’a pas plus pu attier beaucoup d’attention de enqueteurs
. En 2008, Y.F.Luchko, H.Martinez ,J.J.Trujillo[19] etJumarie[20] ont également utilisé¢ des
concept de calcul fractionnaire et introduit de nouvelles définitions de FrF'T d’orde réel a.
Dans le présent travail,nous avons appliqué FrFt pour obtenir des solutions analytiques
d’équation différentielles partielles fractionnaires.

Dans ce contexte, la transformée de Fourier fractionnaire a été utilisée pour obtenir des
solutions analytiques de chaleur fractionnelle diffusion, onde fractionnaire, télégraphe frac-
tionnaire et équations cinétiques fractionnaires. Dans cette étude, la méthode proposée donne
les solutions exactes des équations de diffusion de chaleur fractionnaire et d’onde fractionnaire
en termes de fonction de Mittag-Leffler et fonction delta de Dirac fractionnaire respective-
ment. La solution de I’équation télégraphique fractionnaire a été dérivée en intégrale forme,

et la solution de I’équation cinétique fractionnaire est obtenue sous forme de série.



Chapitre 1

Preliminaries

Dans cette partie, nous présetons les fonctions Gamma, Beta et L’expontielle de MMittag-
Leffler. Ces fonctions jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire et

ses application

1.1 Fonctions spéciales
1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est considéré comme étant 'une des fonctions de base du calcul

fractionnaire

Définition 1.1.1 [2]/Pour z € C tel que Re(z) > 0 La fonction Gamma T (z) est définie

par l'integrale suivante
—+o00
['(z2)= / exp (—t) t*dt (1.1)
0

avec I' (1) = 1, T'(07) = +oo, I' (2) est une fonction monotone et strictement décroissante
pour 0 < z < 1.

Une propriété importante de la fonction Gamma T (2) est la relation de récurrence suivante

[(2+1) =20 (z), Re(z) >0, (1.2)
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qu’on peut démontre par une intégration par partie
+oo +oo
(z+1)= / exp (—t) t*dt = [—exp (=) t* | + z/ exp (—t)t* tdt = 2T (2) .
0 0

la fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n+ 1) = n!l,Vn € N, en effet

['(1) =1 et en utilisant la relation (1.2) nous obtenons :

'n+1) = nl'(n)=n(n-1)!=nl.

1.1.2 La fonction Beta

Dans de nombreux cas, il est préférable d’utiliser la fonction Béta au lieu de certaines com-

binaisons de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 1.1.2 21/ La fonction Beta est un type d’integration d’Euler définie pour des

nombres z et w par

B(z,w) = /01 Lt —1)"""dt, Re(z) >0,Re(w) > 0. (1.3)

La fonction Beta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante

F()T (w)

B (zw) = I'(z+w)

, Re(z) >0, Re(w)>0. (1.4)

il s’ensuit de (1.4) que
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B(z,w) = B(w,z), Re(z) >0, Re(w) >0.

1.1.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction Mittag -Lefller joue un role trés important dans la recherche des solutions des

équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Définition 1.1.3 pour z € C |, la fonction de Mittag-Leffler E, (z) est définie comme suit :

=Y ————.,a>0. (1.5)
p r ak +1

En partuclier :

By (z) = €*, By (z) = cosh (v/z).

Cette fonction peut etre généralisée pour deux paramétre pour donner :

. 1.
;Fak+ﬁ o >0,8>0 (1.6)

1.2 Intégrale et dérivées d’ordre fractionnaire

Le but de cette partie est d’introduire Intégrale et dérivées d’ordre fractionnaire au sens du

Riemann-Liouville.

1.2.1 Intégrale fractionnaire au sens du Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C (Re (o) > 0), selon I'approche de Riemann-
Liouville, généralise la célebre formule (attribuée a cauchy) d’intégrale répété n-fois.
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, 7,7 > 0.Une primitive de f est donnée par

I’expression :

(1) = / f () dr.

0
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Pour une primitive seconde et d’aprés le théoréme de Fubini on aura :

t t t u

IQf(t):/]lf(u)du:/ /uf(T)dT du:/ /du £ (r)dr

0 0 0 0

ieme

En répétant n fois, on arrive a la n primitive de la fonction f sous la forme :

) = — )!/0 (t— 7L f () dr, dr, t > 0,n € N, (1.7)

o1
Cette formule est appelée formule de Gauchy, et depuis la généralisation du factoriel par
la fonction Gamma : I' (n) = (n — 1)!; Riemann s’est rendu compte que le second membre
de (1.7) paurrait avoir un sens meme quant n prenant une valeur non-entiére, il a définit

I'intégrale fractionnaire de la maniére suivante
Définition 1.2.1 [21]]29)] soit f € L' ([0,T]),T > 0, L’ntégrale fractionnaire de Riemman-

Liouville de la fonction f d’orde a € C (Re () > 0) notée I* est définie par :

F () = ﬁ/o (t— )V f () drt >0, (1.8)

Ou I' (o) est la fonction Gamma donnée par (1.1)

Exemple 1.2.1 L’intégrale de f(t) = t° au sens de Riemann-Liouville.

Soient a > 0,8 > —1, alors on a :
(e’ 1 ! a—1_p
I°f(t) = =—— [ (t—7)""" 17dr. (1.9)
0
En effectuant le changement de variable
T =18,

ot s =0 quant T =0 et s =1 quant T =t et dr = tds, alors (1.9) devient
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r) = ﬁ /O (t = ts)° (ts) tds
- L ' — N BB s
_ F(a)/o (£(1 = 8))* #1584
= e —8)* 1t sPds
= T ), G-
_ T et ey
_ F(@)/O (1= )1 s+

En utilisant la difinition de la fonction Beta (1.3) puis la relations (1.4) on arrive & :

totB

IR0 = g8

t A T ()T (B+1)

I'(a) T(a+5+1)
_ T+ s
I'(a+p+1) '

Donc Uintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liowville de la fonction f(t) = t° est

donnée par :

F(ﬁ_'_l) oa+,5‘

=
[(a+B+1)

(1.10)

1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2 [21)[22] Soit f € L' ([0.T]),T > 0 une fonction intégrable sur [0,T], la dé-
rivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre a € C' (Re () > 0)

notée D™ f est définie par :

DUF(t) = DI (1) (1.11)
1 d " ! n—a—1
= m(a) /O(t—T) f(’T)dT,t>0,

oun—1<[Re(a)] <n, et [Re(a)] est la partie entiére de Re ().
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En partuclier, si o = 0, alors

DOf (1) = f%j(%>1fﬂﬂd7=fuy

sia = mn € Njalors :
1 antt
00 = o () [ 1@ =0 =500,
Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée clas-
sique pour o € N.

Side plus 0 < a < 1, alors n = 1,d’ou

Daf(t):ﬁ%/() (t— )" f (r)dr.t >0

Exemple 1.2.2 la dérivée de f (t) =t° au sens de Riemann-Liouville .
soit > 0 tel quen —1 < a <n et [ > —1daprés (1.11) et la relation (1.10), (voir

lexemplel.1) ona :

DtP = Dot = L@B+1) DrptnTe (1.12)
Fr+n—a+1)
En tennat compte
D = B4n—a)B+n—a—1)...(B—a+1)t?" (1.13)
B F(ﬁ+n—a~|—1)t5_
F'B—a+1)

On substitue le résultat (1.13), dans la formule (1.12), pour obtenir

Dof I'(B+1) F(B—l—n—a—l—l)tﬂ_a
Fr+n—a+1) I'B—a+1l)
_ F(ﬁ—i_l) t,[ifa
T (B—a+1) '

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liowville de la fonction f(t) = t° est

donnée par :

r 1
poyp = LBFD oo

rpB—-—a+1) (1.14)
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1.3 Contexte de la série d’ordre fractionnaire de Taylor
1.3.1 Formule de base pour les fonctions & une variable

Un dévelopement de Taylor généralisé d’ordre fractionnaire qui s’applique aux fonctions non

différenciables(série F-Taylor dans la suite) se lit comme suit[26]

Proposition 1.3.1 Supposons que la fonction continue f : R — R, © — f (z) a une dérivée

fractionnaire d’ordre k et o,0 < o < 1, alors ’égalité suivante est vérifiée,

o0

Flatn =Y o
k=0 )

O1 f0) (1) est la dérivée d’ordre ok de f (x), et avec notation

J(z), 0<a <1, (1.15)

['(1+ ak) = (ak)!,
Proposition 1.3.2 Ou I'(.) désigne la fonction gamma d’Euler.

Formellement, cette série peut étre écrite

f(@+h) = E, (h"D2) f (), (1.16)

Ou D,, est Uopérateur dérive par rapport o x, et E, (u), est la fonction de Mittag -Leffler

définie par l’expression

- kzzo (ak)!

Cette série fractionnaire de Taylor ne tient pas avec la dérivée standart de Riemann-Liouville

et ne s’applique qu’aux fonctions non défférenciable.

Corollaire 1.3.1 supposons que m < a < m —1, m € N — {0}, et f(x)ait des dérivées
d’ordre k(entier), 1 < k < m . Supposons en outre que f,, (r) a une série fractionnaire de

Taylor d’ordre o — m = [ fournie par l’expression

0 k(a—m)

ZI‘ 1+k (v —m)]

k=0

) (@ + h) DFe=m) ¢ (1) 'm < a <m -1, (1.17)
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Ensuite, 'integration de cette série par rappoort & h fournit

m o0 kBer
h) = (kf+m) = a—m: 1.1
fla+ ij Zrkﬁ+m+1>f (), B=a—-m;  (L18)

L’ordre de dérivation dans f*5+™ (z) est d’une importance promordiable et doit étre com-

| =

pris comme D*® f0™) (2), puisque nous commencons par la serie fractionnaire de Taylor de
1 (z).

Serie Me-Laurin d’ordre fractionnaire

En faisant la substitution h «— x et x «— 0 dans (1.15), on obtient la série Mec-Laurin

fractionnaire

Z @R ), 0<a<l. (1.19)
k:0

1.3.2 Série de Taylor fractionnaire pour les fonctions multivariables

signalons que la série de Taylor fractionnaire ainsi obtenue peut étre généralisée de maniére

simple a des fonctionc multiviriables pour donner, par exemple pour deux variables,

fx+hy+1)=Ey(h*D3)E, (I"D}) f (z,y), 0<a, n<l, (1.20)

Donc le différentiel

df (z,y) = (a) " £ (z,y) (d2)* + () £ (2,y) (dy)", O0<ap<l.  (1.21)

Pour des valeurs plus grandes de a et 7,1 < o, 1 < 2 on aura
df = f.d d N (@) (g7) @) (=1 d
f = fode + fydy + (a) ™ + [ (d)@ + ()T [ (dy)”

+ (algh) ™ Ipff (x,y) (do)™ (dy)*, 0 <a,n<2. (1.22)
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1.4 Formules de bases pour la dérivée fractionnaire et
I’integrale

1.4.1 Dérivée fractionnaire de fonctions composées

L’équation (1.15) fournit la relation différentielle utile

d°f =T (o + 1) df, 0<a<l, (1.23)

ou en termes de différence fractionnaires , A®f = a!Af.

Corollaire 1.4.1 Les égalités suivantes sont vérifiées, qui sont

D =T (y+ )T (y+1—a)2"™,  7>0. (1.24)

Ou, quel montant pour le méme nous fizons (a« = n + 60)

D =T (y+ DI (y+1-n—-0)27""% 0<6<1,

(u(z)v (@) =u® (2)v (@) +u () v (2), (1.25)
(f [u(@))'™ = fo (w)u* (2), (1.26)
= [ (u) (ug)" (1.27)

u (x) non-differentiable in (1.25) et (1.26) et différentiable en(1.27),v(x) est indifférenciable,
et f (u)est différentiable en (1.26) et nan-différentiable en (1.27).

1.4.2 Intégration par rapport a (dz)”

I'intégrale par rapport a (dx)® est définie comme la solution de 'équation différentielle frac-

tionnaire

dy = f(z) (dz)*,2 >0, y(0) =0, 0<a<l, (1.28)

qui est fourni par le résultat suivant :
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Lemme 1.4.1 Soit f (x) une fonction continue, alors la solution de l’équation (1.28) est

défini par Uégalité [25]

_ /Oxf (6) (de)” = a/ow (e & f(€)dE, D<a <, (1.29)

Preuve. On mulptile les deux cotés de (1.23) par «, et en tenant comte de on (1.28) 'égalité
Yy (x) = alf(2),
Qui fournit

y(2) = alD=" f (x) = % /0 w6 (e de

En conséquence directe de(1.29), ona 1’égalité

/f £) (de)*+P = O‘+ﬁ/ ) (dE)*,0<a+ 8 <1, (1.30)

[rowr-3[" (=

La formule d’intégration fractionnaire par partie

a—1
) )Y, ap=a<a; <az..<ay. (1.31)

b b
/ u® (z)v () (de)* = ol [u (z)v ()] - / u(z) v (x) (dr) (1.32)
peut étre obtenu facilement en combinant (1.23) avec (1.25).

Changement de variable .considérons la transformation variable y = g(z) dans laquelle est

une fonction différentielle non décroissante alors, selon (1.23) une égalité

/f(y) (dy)® :/(9 (z)) (g/ (x)) (dz)*, 0<a<l1,
et alors g(x) a une dérivée fractionnaire positive d’ordre 5, 0 < o, 8 < 1.

Quelques exemples

(i) En faisant f (x) = 27en (1.29) on obtient
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: o _Tlat DT +1) ,
/O@(dﬁ) S Tt " 0<a<l. (1.33)

(ii) Supposons maintenent que f (x) est la fonction généralisée dirac delta alors

/I(S ) (d&)* =az®!, 0<a<l. (1.34)

Application & la dérivée fractionnaire de la fonction delta de Dirac
En utilisant I’équation (1.29) d’une part, et en étendant la définition bien connue d’autre

part , nous définirons la dérivée fractionnaire de la fonction delta de Dirac par 1’égalité

/ 5 () £ (€) (de)° = / 5(€) £ (€) (de)", 0<a<l (1.35)

Et I'Eq (1.29), direct donnera

/ 5 (€) £ (€) (d)* = —aa ' f@ (0), 0<a<1. (1.36)

1.4.3 Dérivée fractionnaire des intégrales fractionnaires

les relations entre I'intégrales fractionnaire et les dérivés fractionnaires se lit

[ r@uer —rasa) @ - ay . (137
de u(z) )
L r @ e = el () (1.39)

La preuve de (1.37) résulte de la combinaison des égalités y®) () = f (z) et d*y = a!dy qui

donne
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1.4.4 Sur les équation différentielles fractionnaires linéaires

Solution de I’équation différentielle fractionnaire 4™ (z) = f (2),y (@) = Y

On a successivement

/mday:a! (y(fc>—y(a))=/xf(£) (de)°

Donc

xT

¥ (@) = yo + T () / (— €)1 £ (€) (de). (1.39)

«

Solutions de I’équation différentielle fractionnaire y(® (z) = f (z)y + g (z),y (0) = o
Cette solution peut étre obtenue en dupliquant la technique dite de lagrange a variation
constante comme suit :

les solutions de ’équation homogene (obtenue en faisant g(x)=0) est

v =ce{ ["rour}. (1.40)

1.4.5 Diverses formules d’ordre fractionnaire

dOé
—lenaz r = E, (In, )
x c

Ou C désigne une constante telle que x/c > 0 et ou In, = désigne la fonction inverse de la

fonction Mittlag-leffler

In, (¢¥) = y* Ing z, Eo(2°y%) = ( Ba (y*))"

Q=

= (Ingu)* + (Ingv)= | (dz)* = (al) "t d* (%)

Q=

(In, (uv))

E.\(x+19)%) = E,(\x*) + E, (\y®), (o)) (1 —a)lde = 2" (dz)®

DBy (M%) = AEo (M2®) , Dy (u® (2)) = Ea (u®) (u (:c))a.



Chapitre 2

Solutions analytiques d’équations aux
dérivées partielles linéaires

2.1 Les équations de la chaleur

Nous résoudrons le probléme

up = kug, pour —oo<x <400, t>0,

u(x,0) = f(x) pour —oo<zx<4o00.

Parce que x varie sur toute la ligne réelle dans ce probléme, nous pouvons essayer une
transformée de Fourrier en x.

Commencer par la transformée de 1’équation de la chaleur

Flw) = Flkug) = k F [up] .

A gauche, la transformée en a et la différenciation par rapport a t se traversent :

Flulw) = [ T gy

+00
= %/ u(x,t) e dx
0

= —u(w,t).

ot

—00
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Ou @ (w,t) est la transformée de u (x,t) dans la variable .

F [tze] (w) = (z’w)Qﬁ (w,t) = —w?i (w,t)

La transformée de Fourrier de 1’équation de la chaleur est

fl/ = —kWQth

SIS

iy + kw’a = 0.

Considérez cela comme une équation différentielle ordinaire dans la variable t, avec w trans-

porté comme parametre. la solution est

U (w,t) = Age ™M,
dans lequel A, peut dépendre de w, et doit étre déterminer en fonction de la condition
initiale

pour determinerA,,, appliquer F a la condition initiale u (z,0) = f (z) pour obtenir

A

a(w,t) = f(w)e ™,
Nous avons obtenu la transformée de Fourrier de la solutionu (x,t) .

1 [t

u(z,t) = F 1 [f (w) e*wzkt] —

o)

~

(w) e Wkt giwe g,

Nous voulons écrire cette solution de f (z), et non de f (w)pour ce faire, insérez la définition

de la transformée dans cette intégrale pour f (w) effectuez quelques manipulations :
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1 e e —iwé —w2kt iwz
u(z,t) = py ()e™tdE | e e dw
1 +o00 +o00 ' ,
- (f) eilw(éfx)efw ktdfdw
2m —o0 —00
1 +o0 +00 ,
= 7. f (&) [cosw (€ —x) —isin (w (€ — 2))] e MdEdw
TJoo J=oo

1 —+00 “+00

= (&) cos(w (€ — x))e M dedw

2m —00 —00

7 oo ptoo ,
f (&) sin(w (€ — z))e ¥ Mdédw.

27T —00 —00

Parce que u (x,t) est une distribution de température et doit étre a valeur réelle, prenez la

partie réelle de cette expression pour obtenir

+oo +oo
u(x,t) = %/ : F(&) cos(w (€ — ))e ™ M de dw (2.1)

On peut simplifier cette expression :

1
2vrkt

Exemple 2.1.1 pour la solution du probleme. ona k=1 et :

u(x,t) =

/m @Ok () de, (2.2)

f (@) = sin(x)  pour -w <x <,
N 0 pour |z > m|.

la solution est :
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2.2 L’équation des ondes

Nous utiliserons la tranformée de Fourrier pour résoudre le probléme de cauchy pour I’équa-

tion d’onde :

U = CPUyy pOUr — 00 < T < 400, t > 0,

u(z,0) =p(z),u (,0) =1 (x) pour —oo <z < +00.

transformez I’équation d"onde par rapport a x . parce que t est transparent & la transformée

en X, nous avons

F uge] (w) = gy (w, t)

Pour la transformation de u,,,nous devons utiliser la formule opérationnelle :

Flu(z,t)] (w) = (iw) i (w, 1) = —w?ligy (w, ).

L’équation d’onde se transforme en

Gy (w,t) = —*wi (w,t).

Traitez ceci comme une équation différentielle du second ordre en t. La solution générale est :

U (w,t) = a, cos (wet) + b, sin (wet)

A présent :

et :
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par conséquent :

La transformation de la solution est :

~

i (w,t) = @ (w) cos (wet) + i@/} (w,t) sin (wet)

we
la solution est :
u(z,t) = F1 [u(w,t)] (z,1t) (2.3)
! - ‘s 1, 1 wr
= 0 {90 (w) cos (wet) + &@D (w) sin (wet) | € dw

Exemple 2.2.1 On wva faire la solution de probleme du cauchy dans la cas ou ¢ = 3,

Y(z) =0 et

T LT
o (z) = cos(z)  pour 3 _xZQ,
0 pour |z|> 7.
La soution est
1 [T ,
u(z,t) = — / @ (w) cos (3wt) ' “Tdw.
2 J_ o
On trouve que
. 2 cos (Tw/2)
pw)=—">3—"

1—w?

Par conséquance la solution est

1 (1% cos(mw/2) i o
U($7t> = ;/_OO ﬁcos (3wt)€ dw.



2.2 L’équation des ondes

26

Parceque €' “* = cos (x) +isin (x) et la solution u (x,t) une valeur reelle ;

On peut prendre la partie reélle de cette intégrale et on obtient

1 [t 2
u(z,t) = —/ cos (mw/2) cos (3wt) cos (wx) dw,
T 1 —w?

—00



Chapitre 3

Solutions analytiques d’équations aux
dérivées partielles fractionnaires
linéaires

Définition 3.0.1 [20/A proposé la définition suivante de la transformée fractionnaire de
fourrier (FrFT) en utilisant Mittag-leffler une fonction.

Si la fonction ¢(x), R — C, x — ¢ (x) est contunie et par morceux ath continuellement
différentiable, alors le fractionnaire de la transformée de Fourier de la fonction ¢ (x) est

donnée par
~ +oo
F.lo(x)] = ¢, (w) = / E, (iw“z®) ¢ (x) (dz)*, pour 0 <a <1l et w>0 (3.1)

Ou (dz) © désigne Uintégrale fractionnaire exprimée comme suit [20)]
| o@nr =a [ oyt i (32)
0 0

Sa formule d’inversion est donnée par

o(x) = @ /_:0 By (—iw®z®) ¢, (@) (dw)®, pour 0<a<letw >0 (3.3)
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Ou M, est la période de la fonction de Mittag-Leffler & valeurs complexes et satisfait 1’égalité

suivante.

E, [Z (Ma)a] =1

3.1 Fonction delta de Dirac d’ordre fractionnaire

Définition 3.1.1 On considere la fonction

B 0 siz¢l0.g]
%a (2,2) = { - si 0<z<e (34)
Dans le cas limite, lorsque € — 0 on a la limite
liné do (x,6) = 04 (T) (3.5)

Lemme 3.1.1 i, (x —b) est une fonction de fractionnel ordre o, pour 0 < aw < 1,

/ b (@) 8 ( — b) ()" = a6 (b) (3.6)

o0

Preuve. On a

. ) ¢ (z) 64 (z — b) (dz)* = a/b_ E (b+e—2) V¢ (2)d, (x — b)da (3.7)
=« /b_+5 e* ¢ (b) b4 (v,¢) da (3.8)

en utilisant (3.4) nous obtenons le résultat souhaité.
(ii) nous pouvons facilement obtenir une transformée de fourrier fractionnaire (FrF'T) dec la

fonction delta de Dirac d’ordre fractionnaire en utilisant (3.6)
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Foda [(z — b)] = / " B, (im0 8, (2 — b) (do)” (3.9)

= aF, (iw"b®)

I’ équation ci- dessus peut etre écrite sous la forme suivante [20]

o= / h E, (iw“x®) (dw)® 0o () (dz)” (3.10)

—00

g

3.1.1 Relations entre le delta de dirac fractionnaire et la fonction
de Mittag- leffler

la relation entre d, (r — b) et E, (x) est présenté dans le lemme suivant

Lemme 3.1.2 e résultat suivant peut etre facilement obtenu en utilisant (3.10)

ﬁ/_ b E, (—iw® (x — b)) (dw)® = 04 (x — b) (3.11)

Remarque 3.1.1 FEq.(3.11) peut aussi s’écrire

a / " B (i (2 — b)® (d)® = b, (2 — b) (3.12)

Lemme 3.1.3  On considére une fonction ¢, (w) = E, (—kt®w>), ou k est un entier
positif quelconque et w > 0,t > 0. Alors la transformée de Fourrier fractionnaire inverse de

cette fonction est donnée par

F ' [E, (—kt*w™)]

_ 2T (a+1) \/w_aEa ( —x2°‘> (3.13)

(M) Vok dopof
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Preuve. En utilisant (3.3), nous avons

F*l

«

3.2

+oo
(B (~htoo™)] = — / B (—iw"a®) Ey (—kt*e™) (dw)°
(MOé) —00
2c
1 2 +oo ZéfL'
= —Fa Eo | =kt [w+ dem)°
(M) (4%%) /oo ( Ztka) (d)
1 _x2a +o0 o 20 o
= e (4%%) /_OO Eo (~kto="") (dw)
21T (a+ 1) T,k /X2
FY (B (—ht*m™)] = lat ) 2Ea< X ) (3.14)
(Mo)* vtk deterk
O
Application de la transformée de fourrier fraction-

naire aux équations aux dérivées partielles fraction-
naires

Dans cette section, nous avons dérivé les solutions analytiques de certainses équations aux

dérivées partielles fractionnares en utilisant la méthode de transformée de Fourrier fraction-

naire

3.2.1

Equation fractionnelle de diffusion de chaleur

Nous considérons le probléme de diffusion de chaleur non homogéne unidimensionnel [23]

sous la forme de

0%¢ (z,1t)

0%¢ (z,1)

ote

=k +g(z,t), on x€(—00,+00), te (0,400) et 0<a<l.

(3.15)

axQOt
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avec la condition initiale
¢ (r,0) = f () (3.16)

ou ¢ (z;t) est la fonction de température et k € (0, +00) est la conductivité thermique .
application de la transformée de fourrier fractionnaire de deux cotés des équations.(3.15) et

(3.16) respectivement par rapport a x, on a

~

d*¢o (w,1)

ym = —kw* ¢, (w,t) + o (@, 1) (3.17)

et

~ A~

O (@, 1) = fo (@) (3.18)
sur la simplification utilisant la méthode de variation constante de lagrange, nous avons

~

b, (w,t) = /O t E, (=k@®t*) B, (K@*t*) o (@, 7) (d7)* + fuo (@) Eo (~K@*t*) (3.19)

Application de la formule inverse de FrFT des deux cotés de I’équation.(3.19), on obtient

+00 +o0
6 (2.1) = @ /_ B, (—iwa®) By (ko) /_ (B (ko™7%) g (w, 7) (d7)°] (d)°
1 e - oo\ f 20 00 e
+ W/oo E, [(—zw 1%) fo (@) Eq (—Kw™*t )] (dw) (3.20)

qui est la solution générale de ’équation . (3.15) en terme de fonction ¢ (x;t) .

Cas spéciaux :
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Cas 1 : considérez la fonction suivante

g(z,t)=1 (3.21)

En remplagant (3.20) par (3.21), nous avons

Qa +o00
o(x,t) = %/ E, (—iwz®) w0, (w) [1 — E, (—kw**7**)] (dw)” (3.22)

o0

—1-@ /:O E, [(—iwo‘xa) fa (w) E, (—Kw%‘to‘)} (dw)”

Cas 2 : Si g(z,t) = 0, alors I'equation (3.15) réduit ¢ un probléme de diffusion de chaleur

homogene & une dimension et en choisissant le valeur initiale f (z,t) = J, (), alors on a

_ 2T (@) T (e + 1) Ve
a (M) Viok

_ 2a
¢ (x,t) E, (4;;%) , T €(—00,+00), te (0,400) et 0<a<l.
(3.23)
Qui est la solution exacte du probléme de diffusion de chaleur fractionnaire homogeéne unidi-

mensionnel .Cette solution est en accord avec la solution analytique du probléme de diffusion

de chaleur obtenue en utilisant la transformée de fourier pour v = 1 [27]

3.2.2 Equation d’onde fractionnaire

Considérons I’équation d’onde fractionnaire [23] sous la forme de

20 t 2a t
0 g;gf’ ) _ cQaa 8(2(2? >,01‘1 r € (—00,400),t € (0,+00),et 0 <a < 1. (3.24)

avec la valeur du condition initiale

0% (z,0)

G =0 (3.25)

(i) ¢(2,0) =da(x) et (i)

Ou ¢ (z,t) est la fonction de déplacement de la corde et ¢ € (0,4+00) est la diffusivité

thermique des cordes.
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Application de la transformée de Fourier fractionnaire des deux cotés de 1’équation.(3.24) par

rapport a x, on a

¢, (w, )
dtZa

= w9, (w, 1) (3.26)

Equation. (3.26) peut etre réécrit sous la forme suivante

(D§ + ic®w®) (DY — ic®w®) ¢, (w, 1) = 0 (3.27)

Nous supposons que (D + ic*@w®) ¢, (w,t) = 0, (w,t),puis Eq.(3.27) peut etre exprimé

comimme

Do, (w,t) =ic*@w® 0 4 (w,t) (3.28)

Sur l'intégration fractionnaire dans I’équation ci-dessus, nous avons

B (@,1) = A B, (ic"wt?) (3.29)

Ou A; est une constante arbitraire .

par conséquent, nous avons

D¢, (w,t) + ic*w® ¢, (w,t) = A E, (ic*w™t®) (3.30)

Multiplier les deux cotés par E, (ic*w®t®) dans (3.29) et en appliquant ensuite 'intégration

fractionnaire des deux cotés, nous avons

A

2ic o™

o, (@, 1) = AE, (ic®@w™t®) + BE, (—ic®w"t) , ouA =

Utilisation des conditions de valeur initiale dans I’équation ci-dessus pour trouver les valeurs

de constantes et en prenant une fraction inverse transformmée de Fourier, nous avons
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6 (n.) — %[@ (2 + ct) + 5o (& — ct)]

(3.31)

qui est la solution exacte de (3.24) . pour @ = 1, (3.31) est en accord avec la solution

analytique de I’équation d’onde obtenue par utilisant la transformée de Fourrier disponible

dans la littérature[28)].

3.2.3 Equation télégraphique fractionnaire

Considérons une équation télégraphique fractionnaire sous la forme de[29)

0 (1) . 00 (1)
R T

0**¢ (x,1)

o2 )

+b%¢ (z;t) = k**

et b est une constante arbitraire quelconque .

avec les conditions de valeur initiale

¢ (2,0) = dq ()

et

0%¢ (x,0)

e E, (—ic*z®)

ouz € (—oo,+00),t € (0,400),0 <a <1

(3.32)

(3.33)

(3.34)

En appliquant une transformée de Fourier fractionnaire des deux cotés de (3.32) par rapport

a X, nous avons

DX ¢, (w,t) + 26D ¢, (w,t) + (b + k*w*) b, (w,t) = 0

Equation (3.35) peut s’écrire sous la forme suivante

(3.35)
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(D + b — ik*®) (DY + b+ ik“w) ¢, (w,t) = 0

la solution de I’équation ci-dessus est donnée en termes de fonction de Mittag-Leffler comme

suit

¢, (@, 1) = AE, ((ik®w® — b) t*) + BE, (— (ik®@® + b) t%)

En utilisant les conditions initiales (3.33) et (3.34) dans I’équation ci-dessus, nous avons

. (w,1) = %[Ea (k™ — b) 1%) + Ea (— (k2™ + b) t*)] (3.36)

ba S a o o Qo for
Qikaw“[Ea((lk w® —b)tY) — E, (— (ik%0® + b) t%)]

0o (= C) (M)

2tk oe

+

+ [E, ((ik°@® — b)t*) — E, (— (ik®@® + b) t*)]

En appliquant la formule d’inversion de la transforée de fourier fractionnaire dans I’équation

ci-dessus, nous avons

(1) — M[aa (2 + k) + 6a (2 — kt)] (3.37)
+bgia<§\;ab;z) /_ Oo[Ea — (1w (x — kt)) — By — (iw® (z + kt)")]|w™® (dw)”
+%[Ea — (ic™ (v = kt)*) = Eo — (ic” (2 + kt)*)]

qui est la solution d’une équation télégraphique fractionnaire donnée.

3.2.4 Equation cinétique fractionnaire

saxena et kalla [24] ont considéré ’équation cinétique fractionnaire suivante

N (t) — Nof (t) = —cgD;"N(t), pour Re(v)>0 (3.38)
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Ou N(t) désigne la densité numérique d’une espéce donnée au temps t = 0 , c’est une
constante positive et oD, "désigne I'operateur fractionnaire de Riemann-Liouville qui est dé-

fini par

1

ODt_vN(t) = r (U)

/t (t—x)" ' N(z)dz ,pourt>0 Re(v) >0 (3.39)

Prenant la transformée de Fourrier fractionnaire des deux cotés de I’équation.(3.38), nous

avons

Ny(@) = Nofo (@) = =" F,[oD; "N (t)] (3.40)

Laisser
t
Glt) = / N(z)(dz)" (3.41)
0
En utilisant la différenciation fractionnaire des deux cotés dans (3.41), nous avons

G" (1) = ()IN(2)

En prenant FrFT des deux cotés dans ’équation ci -dessus, nous avons

/_ b B, (—iw"t") G¥ (t) (dt)" = (v)!N, (=) (3.42)

[e.o]

En utilisant I'intégration fractionnaire et en simplifiant 1’équation ci-dessus ,nous avons

EfoD "N (#)] = iw " N, (w) (3.43)

Par conséquent, Eq, (3.43) devient

~ A A

N (w) = Nof » (w) = —ic "w °N , (w)

L’équation ci-dessus peut étre écrite comme
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N o(w) = No [i (“;ﬂ £, (@) fourni (‘;] < 1)

n=0

En prenant la transformée de fourrier fractionnaire inverse sur 1’équation ci-dessus, nous

avons

qui est la solution générale de I’équation (3.38) .
Cas spéciaux

Casl : substituer f(t) = E, (—id"t") dans (3.44), la solution de 1’équation devient

N(t) = NoB, (—id"t") [i <_€d—c> ] ,ou d>0 (3.45)

n=0

Cas2 : si nous substituons f(t) = 0,(t) dans (3.45), alors la solution de 1’équation est donnée

par

+oo

[i (—eigﬂcﬂn] / E, (—i@"t")iw™" (dw)’ (3.46)

N(t) =

No
(Moo s
CONCLUSION
les solution analytiques de diffusion fracyionnée,d’onde fractionnaire,de télégraphe fraction-
naire et d’équation cinétiques fractionnaires ont été rapporté en utilisant une transformée
de fourier fractionnaire.Cette méthode donne des solutions exactes de diffusion de chaleur
fractionnée et équations d’ndre fractionnaire en termes de fonction de Miyag leffler et de
fonction Delta de dirac d’ordre fractionnaire respectivement.

Cependant,la solution de I’équation télégraphique fractionnaire est obtenue sous forme in-
tégrale et la solution série de la cinétique fractionnaire 1’équation est fournie.Ces solution

analytiques d’équations différentielles partielles fractionnaires I’équation est fournie. ces so-

lutions analytiques d’équatins différentielles partielles fractionnaires partielles fractionnaires
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peuvent donner de nombreuses applications dans divers domaines de la science et de I'in-
géniere. cette méthode analytique est une nouvelle méthode qui différe des autres méthodes.

cette mméthode est également synonyme d’éfficacité et de simplicité
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