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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie les cycles limites de deux classes d’équations
différentielles ordinaires autonomes. En utilisant la théorie de moyennisation
du premier ordre, on transforme I’étude des cycles limites d'un systéme diffé-
rentiel ordinaire & 1’étude des racines non dégénérées d’un systéme algébrique
non linéaire.

La premiére classe étudiée est du troisiéme ordre et de la forme

T — i+t — pr =eF(x, i, %)

ou u est un parametre réel, € est suffisamment petit et la fonction /' : @ — R
est de classe C? et 2 est un sous-ensemble ouvert de R3.
La deuxiéme classe est du quatriéme ordre de la forme

T = A )T+ (L Ap)E = A+ p)i + A = eF(z, 8, &, T),

ol A et i sont deux parameétres réels, € est suffisamment petit et F': 2 — R
est de classe C? et {2 est un sous-ensemble ouvert de R*.
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Abstract

We study the limit cycles of two classes of autonomous ordinary differential
equations. Using the first order averaging theory, we transform the study of
limit cycles to the study of non degenerate zeros of an algebraic system.
The first class studied is of third order and of the form

T —pui 4+t — pr =cF(x,2, %)

where 4 is a real parameter, ¢ is small enough and F € C? is a non-linear
function.
The second class studied is of fourth order and of the form

T = A+ )T+ (1 A)E = (At p)d + e = eF(z, &, 8, T),

where )\ and p are real parameters, ¢ is small enough and F € C? is a
non-linear function
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Introduction

Les équations différentielles ordinaires modélisent beaucoup de problémes
concrets dans différentes branches scientifiques a savoir la physique, la mé-
canique, l'astronomie, 1’écologie,. . .

Dans la théorie qualitative des équations différentielles ordinaires et des sys-
témes dynamiques, 1’étude de D'existence, le nombre et la stabilité des so-
lutions périodiques est I'un des plus importants problémes. Un cycle limite
d’une EDO est une solution périodique isolée, cette notion a été introduite
par H Poincaré [13] en 1881. Plusieurs méthodes pour la recherche des so-
lutions périodiques des EDO ont été créées et développées, on peut citer le
théoréme de Poincaré Bendixson, le critére de non existence de Dulac, la
bifurcation de Hopf, la méthode de Melnikov, méthodes de perturbations,. . .
Le seiziéme probléme de Hilbert consiste a déterminer le nombre maximum de
cycles limites d'un systéme planaire polynomial de degré n, il a été présenté
en 1900 [4] et reste irrésolu.

La méthode de Moyennisation est I'une des plus importantes méthodes de
perturbations utilisées actuellement dans 1’étude des cycles limites des EDO
et des systémes dynamiques. Elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov
en 1937 [5], Malkin (1956) [12], Bogoliubov et Mitropolskii [1] 1961, Roseau
(1966) [14]. Elle a été ensuite développée par Sanders and Verhulst [15],
Buica, Francoise et Llibre (2007) [2]. ..

Dans ce mémoire, on utilise la méthode de Moyennisation du premier ordre
afin d’étudier les cycles limites de deux classes d’équations différentielles or-
dinaires autonomes perturbées du troisiéme et du quatriéme ordre.
Beaucoup d’articles ont étudié les cycles limites des EDO du second ordre ou
d’ordre supérieur & deux : troisiéme, quatriéme, cinquiéme,. . .en utilisant la
méthode de Moyennisation, on peut citer [3, 9, 7, 10, 11, 16].

Notre mémoire comporte quatre chapitres :

Le premier chapitre est un rappel des notions préliminaires de la théorie



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

qualitative des EDO et des systémes dynamiques.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit deux résultats importants de la théo-
rie de Moyennisation du premier ordre avec des exemples d’applications.
Dans le troisiéme chapitre on applique la théorie de moyennisation du premier
ordre citée dans le deuxiéme chapitre a la recherche des cycles limites d’une
classe d’EDO du troisiéeme ordre.

Enfin, le dernier chapitre est consacré a 1’étude des cycles limites d’une classe
d’EDO du quatriéme ordre en appliquant la théorie de Moyennisation du
premier ordre.

vi



Chapitre 1

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques notions générales de laThéorie qua-
litative des systémes dynamiques. Premiérement on définit les Systémes dy-
namiques et les notions de : flot, point d’équilibre et la linéarisation, et on
passe & la définition du Portrait de phase, Point d’équilibre hyperbolique,
Solution périodique, systéme différentiel autonome, cycle limite, amplitude
de cycle limite, et enfin la défintion d’un Cycle limite hyperbolique.

1.1 Systéme dynamique, flot, points d’équi-

libre et linéarisation

Définition 1.1 (Systéme dynamique) : Un systéme dynamique sur R"est
une application U : RT x R™ — R" définie sur tout R™ x R", telle que :

— U (.,z) : Rt — R" est continue.

- U(t,.) : R — R" est continue.

- U(0,2) = z.

~U(t+s,x) =U(t,U(s,x)) pour t,s € R z € R".
Exemple 1.1 Soit le systéme différentiel

i = Az,
ol A est une matrice constante, la solution de (1.1) est
z(t) = .

1



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car application

U:R"xR" - R"

définie par
Ult,x) = e,

vérifie les quatre propriétés précédentes.
Définition 1.2 (Flot) : Soit le systéme non linéaire

T = f(x). (1.2)

On appelle flot du systéme différentiel (1.2), I’ensemble des application ¢, :
R™ — R™ définies par ¢,(zg) = ¢(t,x0) ont ¢(t,zo) est la solution telle que
¢<07 xU) = Zo-

Définition 1.3 (Points d’équilibre) : on appelle point d’équilibre ou point
critique, du systéme différentiel non linéaire (1.2) le point xy € R™ qui vérifie
Définition 1.4 (Systéme linéarisé) : on appelle systéme linéarisé de (1.2)
au voisinage du point d’équilibre g, le systéme

T = Az,

ou 5
A= Df(x) = <a§ (370)) :
j 1<ij<n

Définition 1.5 (Point d’équilibre hyperbolique) : Sila jacobienne D f(x)
n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle, alors le point d’équilibre
est dit hyperbolique.

1.2 Nature des points d’équilibre

Soit le systéme différentiel linéaire & = Az, ou A est une matrice 2 X 2 et
sioent \; et Ay les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents
cas selon les valeurs propres :

1. Si \; et A5 sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique
xr = xo est un point selle, il est toujours instable (voir Figure 1.1).

2
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1.2. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRE
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b) Si 0 < A\; < Ag, le point critique z = xy est un noeud instable (voir Fig

2).

(c) Si A1 = Ay = A, le point critique = = zy est un noeud propre, il est stable

a) Si A1 < Ay < 0, le point critique = = xg est un noeud stable.
si A < 0 et instable si A > 0.

(
(
1

: Noeud instable.

)

Fig (1.2

3. Si A1 et Ag sont des complexes conjuguées et Im(A; o) # 0, alors le point

xo est un foyer. Il est stable si Re(A;2) < O et instable si

Re(A12) > 0.(voir Fig 1.3).

critique



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES
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Fig (1.3) : Foyer.

4. Si \; et A9 sont imaginaires pures, le point critique z = xy est un centre,
il est stable mais pas asymptotiquement stable (voir Fig 1.4).
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Fig (1.4) : centre.

Définition 1.6 (Solution stable et asymptotiquement stable) : Soit
le systéeme différentiel non autonome et non linéaire

d
d—f = f(t,z), v €R", t €R. (1.3)

4



1.3. PORTRAIT DE PHASE ET CYCLE LIMITES

On suppose que f(t,z) satisfait les conditions du Théoréme d’existence et
d’unicité des solutions. Une solution ¢(t) du systeme (1.3) telle que ¢(to) = ¢,
est dite stable au sens de Lyapunov si :

[2(to) = @oll <0 = [l(t) = ()| <&, Vi =to.

Si de plus :

lim [|lz(t) — ¢(t)]| =0,

t—-+o00

alors la solution ¢(t) est asymptotiquement stable.

1.3 Portrait de phase et cycle limites

Définition 1.7 Soit le systéme planaire

i = P(z,y),
{ y:Q(xay)v <14)

ou P et @) sont deux polyndme en z et y. Les solutions (z(t), y(t)) du systéme
(1.4) sont représentées dans le plan (z,y) par des courbes appelées orbites.
Les points d’équilibre de ce systéme sont des solutions constantes et la figure
compléete des orbites de ce systéme ainsi que ces points d’équilibre représentés
dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase, et le plan (z, y) est appelé plan
de phase.

Définition 1.8 (Solution périodique) : on appelle solution périodique ou
cycle toute trajectoire ¥(x) du systéme différentiel non linéaire (1.2) telle
qu’il existe un nombre T > 0, vérifiant :

U(t+T,z) =Y(t,z) pour T > 0.

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie la formule pécédente est appelé période.
pour un systéme autonome, a toute solution périodique correspond une orbite
fermée dans ’espace de phase .

Définition 1.9 (Systéme différentiel autonome) : Soit le systeme diffé-
rentiel

= f(z), x € R",

5



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

ou l'expression de f(x) ne dépendent pas de ¢, on dit que le systéme est
autonome.

Définition 1.10 (cycle limite) : Un cycle limite est une solution périodique
isolée, c’est a dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans
son voisinage.

Exemple 1.2 Soit le systéme :

T = 61’ —Y— B'I(‘Tz +y2>7
. 9 (1.5)
g =1+ Py —Py(=®+y°),
telle que [ est un parameétre. Apres le passage au coordonnées polaires r =

rcosf et y = rsinf le systéme (1.5) devient

{ = o ),

Posons

Alors si 8 # 0,

f(r)=0=r=0o0ur=1.

On a donc un point d’équilibre (0,0) et un cycle limite d’amplitude r = 1

((t), y(t)) = (cos(t + bo), sin(t + 0o))

ou

2+ =1

1. Pour g > 0, on a deux cas :

(a) Sir <1, Alors f(r) > 0, d’ou ().

(b) Sir > 1, Alors f(r) < 0, d’ou r(\,).

Donc le cycle limite d’amplitude » = 1 est stable .

2. Pour g <0:

(a) Sir <1, f(r) <0, dour(\,).

(b) Sir > 1, f(r) >0, d’ou r(,).

Donc le cycle limite d’amplitude » = 1 est instable .

3. Si B =0, le systéme a une infinité d’orbites périodiques, et il n’y a pas de
cycle limite.



1.3. PORTRAIT DE PHASE ET CYCLE LIMITES

Définition 1.11 (Amplitude de cycle limite) :

L’amplitude du cycle limite est la valeur maximale da la variable z du cycle
limite.

Définition 1.12 (Cycle limite hyperbolique) :

Soit F un ouvert de R? et f € C'(E), Soit (t) un cycle limite de période
T du systeme (1.2), alros () est hyperbolique si fOTV.f(go(t))dt # 0, ou
V.f(p(t)) est la divergence de f en p(t) et on a :

a) o(t) est stable si fOT V.f(p(t))dt < 0.

b) (t) est instable si fOT V.f(p(t))dt > 0.

PN



Chapitre 2

Théorie de moyennisation

Dans ce chapitre, on présente une introduction de la théorie de moyennisation
du premier ordre pour les orbites périodiques d’une équation différentielle
ordinaire ou d’un systéme différentiel.

2.1 Meéthode de moyennisation du premier
ordre pour les orbites périodiques

On considére le systeme différentiel a valeur initiale suivant :

@(t) = eF(t,x(t)) + e R(t,z(t),€), 2(0) = 0, (2.1)

Avec x € D C R™, D un domaine bornée et ¢ > 0. On suppose que F(t, )
et R(t,z,e) sont T—Périodiques en t. Le systéme moyenné associé au systéme
(2.1) est défini par;

i) = < (w(0). 90) = 7, (2:2)
o0 =3 [ Flas (2.3

Le Théoréeme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points
singuliers du systéme moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du
systéme (2.1).



2.1. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE POUR
LES ORBITES PERIODIQUES

Théoréme 2.1 Considérons le systéme (2.1) et supposons que les fonc-
tions vectorielles F, R, D, F, D>F et D,R sont continues et bornées par une
constante M (indépendante de €) dans [0,00] X D avec —gg < € < gg. De
plus, on suppose que F' et R sont T-périodiques en t avec T indépendante de
E.

a) Si p € D est un point singulier du systéme moyenné (2.2) telle que

det(D,.f °(p)) # 0, (2.4)

alros pour |¢| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
z-(t) du systeme (2.1) telle que z.(t) — p quand € — 0.

b) Si le point singulier y = p du systéme moyenné (2.2) est hyperbolique
alors pour |e| > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante
x-(t) du systéme (2.1) est unique, hyperbolique et de méme type de stabilité

que p.
Preuve : voir Verhulst [17].
Exemple 2.1 Considérons ’équation de Van der Pol

i+ax=e(l-a?,
qui peut étre écrite sous la forme
T =y,
. 2.
{ y=—x+¢e(l—2%)y. (2:5)
En coordonnées polaire (r,6) ot z = rcos et y = rsin 0, ce systéme devient
7 = er(1 —r?cos®f)sin® 0,
0 =—1+ecosf(1 —r?cos®f)sind,

ou d’une maniére équivalente

% = —er(1 —r?cos®f) sin? 0 + O(e?).
De (2.3) on obtient
2
for) = —%/r(l — 12 cos? 0) sin” Odf = ér(ﬁ —4).

0

La seule racine positive de f °(r) est r = 2. Comme (%)(2) =1, d’apres le

Théoreme 2.1 il suit que le systéme (2.5) pour || # 0 suffisamment petit,

9



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

admet un cycle limite qui bifurque de l'orbite périodique de rayon 2 du sys-
téme non perturbé (2.5) avec ¢ = 0. De plus, comme (%ﬂo) (2)=1>0, ce

cycle limite est instable .
Exemple 2.2 Soit I’équation différentielle

i+x=e(—1+ 22+ 32°),

qui peut étre écrite sous la forme

T =y,
{ y=—x+¢e(32%+2z —1)y. (2:6)

Le systéme non perturbé de (2.6) est
T =y,
Y= —2x.

[ooroolt)

En coordonnées polaire

Le systéme (2.6) devient

—N
- 3.

[l
8 8
< 8
= |+
< <
[ST NS

d’ou
7 = e(—1+ 2rcos(f) + 312 cos*(0))r sin*(6),
0 = —1 + &(— cos(0) sin(#) + 2r sin(f) cos?(0) + 3r? sin() cos®()).
ou d’une maniére équivalente
dr

e
D’apres (2.3), nous obtenons

= —er(—1+ 2rcos(f) + 3r? cos?())r sin?(0) + O(?).

2

foir) = —% 7(—1 + 27 cos() + 3r? cos*(6)) sin®(6)db,
0

1
= —gr(—él +3r?),

10



2.2. AUTRE METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER
ORDRE POUR LES ORBITES PERIODIQUES

qui a une seule racine positive donnée par

4
r=1/=,
3

aro [ 4\
() -0

Alros, d’apres le Théoréeme 2.1, le systéme (2.6) posséde un seul cycle limite

ce qui implique que

d’amplitude \/g qui bifurque des orbites périodiques du systéme non per-

turbé quand € = 0. Comme %O ( %) = —1 < 0, ce cycle limite est stable

2.2 Autre méthode de moyennisation du pre-
mier ordre pour les orbites périodiques

On cosidére le probléme de la bifurcation des solutions T-périodiques du
systéeme différentiel

i (t) = Fy (z,t) +eFy (n,t) + 2 Fy (1, t, ), (2.7)

avec ¢ suffisamment petit. Les fonctions F F; : @ xR — R" et 5 : Q@ xR x
(—&0,20) — R™ sont des fontions C?, T'—périodiques en ¢ et  est un ouvert
de R™. On suppose que le systéme non perturbé

(t) = Fy(, b). (2.8)

a une sous-variété de dimension k de solutions périodiques.

Soit z(t, z) la solution du systéme non perturbé (2.8) telle que z(0, z) = .
La linéarisation du systéme (2.8) le long de la solution périodique z (¢, z) est
écrite comme

Dans la suite on note par M, (f) la matrice fondamentale du systéme dffié-
rentiel linéaire (2.9) et par £ : R¥ x R"™* — R* la projection de R™ sur ses k
premieres coordonnées ;

11



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

Le. &(x1, ., xy) = (X1, ooy Tk).

Théoréme 2.2 Soit V' C R* un ouvert borné, 8, : V — R"* une fonction
C?. On suppose que

(i) Z = {za = (a, By(e)), @ € V} C Qet que pour chaque 2, € Z la solution
X(t, z,) de (2.8) est T-périodique.

(ii) Pour chaque z, € Z il existe une matrice fondamentale M, _(t) de (2.8)
telle que la matrice M_'(0) — M_'(T) contient dans le haut coin droit la
matrice nulle de dimensions k x (n — k) et dans le bas coin droit une matrice

A,((n—k) x (n — k)) avec detA, # 0.
On considére la fonction F : V — R

/M;(t)Fl(x(t, Za)st | - (2.10)

S’il exite a € V telle que F(a) = 0 et det((%2(a)) # 0, alros il existe une
solution T-périodique ¢(t, ) du systeme (2.7) telle que ¢(0,¢) — z, quand
e — 0.

Preuve : voir Malkin [12] et Rosean [14] et voir Buica, Francoise, Llibre [2].
Si k = n, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.1 On suppose qu’il existe un ensemble ouvert et borné V' avec
V C Q telle que pour chaque z € V, la solution z(¢, 2) est T-périodique et
on considére la fonction F : V — R" définie par :

/M Yt 2)Fi(x(t, 2), t)dt. (2.11)

S'il existe un a € V avec F(a) = 0 et det((%£)(a)) # 0, alors il existe une
solution T-périodique ¢(0,e) — z quand € — 0.
Exemple 2.3 On considére 1’équation suivante

T —F 40— 2 =e(2+cost)(z® + 22°). (2.12)

Siy =%, z =7, 'équation (2.12) peut etre écrite sous la forme

T =y,
Y=z,
i=z—y+z+e2+cost)(z?+22%) =z —y+2+eF(x,y,2,t).

(2.13)
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2.2. AUTRE METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER
ORDRE POUR LES ORBITES PERIODIQUES

L’origine est 'unique point d’équilibre du systéme (2.13) lorsque ¢ = 0. La
partie linéaire du systéme (2.13) avec ¢ = 0 a Porigine est

0 1 O
A=10 0 1
1 -1 1

Les valeurs propres de la matrice A sont +7 et 1. Avec la transformation
linéaire inversible (X, Y, Z)! = B(x,y, z)*, on transforme le systéme (2.13) en
un autre systéme dont sa partie linéaire est la forme de Jordan réelle de la
partie linéaire du systéme (2.13) avec ¢ = 0, c-a-d (X,Y, 2)! = J(X,Y, 2)t,
ou J est la forme de Jordan réelle de la matrice A donnée par :

0 -1 0
J=11 0 0
0 0 1
On a
BAB™' =J = BA-JB=0,
d’ou
1 -1 0
B=|10 -1 1
1 0 1
Alors
X 1 -1 0 T X =x—uy,
Y |=10 -11 y | =4 Y=-y+z,
A 1 0 1 z Z =x+ 2z,
et
1 11 X-Y+Z2
’ T AN LY
_ XAV
z 3 3 3 4 i=g
Le nouveau systéme s’écrit sous la forme
X =-Y,
Y =X+eF(X,Y, Z, 1), (2.14)

Z=7Z+¢ecF(X,)Y,Z1).

13



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

ou

~ — J - X-Y+7Z - X+Y+Z
R e e e

Pour ¢ = 0, la solution du systéme (2.14)__, est

X(t) Xocost — Ypsint
Y(t) | = Yocost+ Xpsint
Z(t) Zoet

Avec les notation introduites dans le Théoréme 2.2, le systéme (2.14) est
similaire au systéme (2.7) avec

r = (X,Y,Z2), Fy(z,t) = (=Y, X, Z),
Fi(xz,t) = (0,F,F) et Fy(z,t,e) = (0,0,0),

Soit z(t, Xo, Yo, Zo, €) la solution du systeéme (2.14) telle que

*T(07 X07 )/07 ZU) 5) = <X07 YE)7 ZO)

Le systéme (2.14) avec ¢ = 0 a un centre linéaire a 'origine dans le plan
(X.Y) qui est un plan invariant par le flot du systéme non perturbé, et les
solutions périodiques de ce centre sont

X(t, Xo,Yp,0,0) = (X(8), Y (8), Z(t)),

telles que

X(t) = Xogcost — Yysint, Y(t) = Ypcost + Xgsint, Z(t) = 0. (2.15)

Notons que ces solutions sont 2w-périodiques .
Pour notre systéme le V' et le « du Théoreme 2.2 sont

V={(X,Y): 0<X*+Y?<p} pour p>0eta= (XY €V

La matrice fondamentale M (¢) du systéme (2.14) avec £ = 0 par rapport a
la solution périodique (2.15) telle que M (0) = I est

14



2.2. AUTRE METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER
ORDRE POUR LES ORBITES PERIODIQUES

cost —sint 0
M(t) =] sint cost O
0 0 et

On remarque qu’elle est indépendante des conditions initiales (Xy, Yp,0) et
on a

00 0
MY0)—M*2r)=| 0 0 0
00 1—e?

On a (1 —e?™) # 0. Alros toutes les conditions du Théoréme 2.2 sont
satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros o = (X, Yy) € V des
deux premiéres composantes (Fi(a), Fo(a)) de la fonction F(«) donnée dans
(2.10).

Fila) = / sintF(x(t, Xo, Yo.0,0), ¢)dt (2.16)
()-Y(t) XO+Y() —X()+Y()
= sintF ( 5 ,— 5 , 5 ,t) dt,
Faola) = /costﬁ(x(t,Xo,%,0,0),t)dt (2.17)
_ 7COStF (X(t)—Y(t) X +Y([R) X +Y() t) @t
2 ’ 2 ’ 2 ’ ’

ot X (t) et Y'(¢) sont données par (2.15). On pose F(«) = ( f1(Xo, o), f2(Xo, Y0))
et on integre (2.16) et (2.17) on obtient

[1(Xo, o) = 1—61(3/0 + X0)(6X§ + Xo + 6Y7 — Yp),
fo(Xo0,Yo) = S(=Yo X2 + Y§Xo) — 3(—Y5 + X)) + (Y& + X2) — $Yo Xo.

Sl fl(XO;YE)) = f2(XO7YE)) = 07 on trouve (XS?YIJ*) = (%17 zll) Ol'l a

15



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

d€t<8(f1af2)> _ 3
8(X0,Y0) |(X07Y0):(—T1’i) 2048

Alors pour € € [—&g, g9] avec €9 > 0 suffisamment petit, il existe une solution
2m-périodique de I’équation différentielle (2.12) telle que

£ 0.

1 1
z(0,e) — 7 #(0,e) — 0, #(0,¢e) — 7

quand ¢ — 0.
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Chapitre 3

Cycles limites d’une classe
d’EDO du troisiéme ordre.

Le but de ce chapitre est d’étudier les solutions périodiques de 1’équation
diffférentielle du 3°¢ ordre suivante

T —pui+ i — pr=eF(x,x,7). (3.1)

ici les variables x et ¢, et les parameétres p et € sont réels : de plus € est un
petit parameétre réel et la fonction F : Q — R est de classe C? et € est un
sous-ensemble ouvert de R3. Le point désigne la dérivée par rapport & une
variable indépendante .

L’objectif est d’étudier les orbites périodiques des équations defférentielles
du troisiéme ordre de type (3.1).

On distingue deux cas différents suivant les valeurs du parameétre pu, p # 0
et u=0:

3.1 Cas1l:pu+#0

Théoréme 3.1
Supposons que g # 0 dans I’équation différentielle (3.1). Pour toute racine
simple positif 7 de la fonction

2m
1
F(ro) = %/F(A,B, C') cosfdb, (3.2)
0

17



CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D'UNE CLASSE D’EDO DU
TROISIEME ORDRE.

ou
__ ro(cosf+pusinb)
A - 1+u2 )
B = 7o (sin —p cos 0)
- 1+N2 I
C = 7o (cos O+ sin 0)
=1z

L’équation différentielle (3.1) a une solution périodique x.(t) tendant vers la
solution périodique
r(cost + psint)
1+ p?

z(t) = : (3.3)

de
T —pui+1— pr =0,

Lorsque € — 0.

Preuve du Théoréme 3.1 voir J.Libre,L..Roberto [9]

Siy =2 et z = i; alors nous écrivons ’équation différentielle du troisiéme
ordre (3.1) comme un systéme différentiel du premier ordre dans le sous-
ensemble ouvert 2 C R3. Donc nous avons le systéme différentiel

=y,
Y=z, (3.4)
=—y+pulr+z)+ef(ry,z)

Le systéme (3.4) avec € = 0 admet un seul point critique a ’origine.

La matrice jacobienne admet les valeurs propres ¢, —i, p.
Avec le changement linéaire des variables (X, Y, Z)T = C(z,y, 2)" avec

0 —p 1
C=| —p 1 0 ,
-1 0 -1

nous transformons le systéme différentiel (3.4) en le systeme différentiel sui-
vant telle que la partie linéaire du systéme (3.4) se transforme a sa forme de
jordan réelle.

On obtient alors

X =-Y+eF(X,Y,2),
Y =X, (3.5)
Z=uZ—ceF(X,Y,2),

18



31. CAS1:u+#0

_ _ztetuy
A - 1_;’_“2 9
B = y—p(r+2)
1+M2 )
O = trly—pz)
1+1U*2 ’

Maintenant on passe des coordonnées cartésiens (X,Y, Z) aux coordonnées
cylindriques (r,6, 7) de R3, ou X = rcosf et Y = rsin 6. Dans ces nouvelles
variables, le systéme différentiel (3.5) devient

7 =¢eG(r,0,7)cosb,
=1 Crbhenb (3.6)
Z =npZ —eG(r,0,72),

ou

G(r,0,Z) = F(rcosf,rsinf, Z),

En divisant sur # on obtient

& = eG(r,0,2) cosb + o(e?),

{ Y = pZ + B G(r, 0, Z) + o(<?).

(3.7)

Le systéme (3.7) est écrit sous la forme du systéme (2.7) du chapitre 2, avec

r 0 G(r,0,7) cost
X = F = F = .
<Z)7 0(6737) <ILLZ)7 1(97x78) ( ZSI:}Q_T-G(T,G, Z))?

Si e = 0, le systéme non perturbé :

ar _
{ £ 7 (3.8)
6 )

possede les solutions 27 —périodiques en 6 suivantes

(r(0),Z(0)) = (r9,0). ¥ ro > 0.

Nous décrirons les différents éléments qui apparaissent dans 1’énoncé du
Théoréeme 2.2 dans le cas particulier du systéme différentiel (3.7). Ainsi nous
avons que k =1 et n = 2.

Soit r; > 0 arbitrairement petit et soit ro > 0 arbitrairement grand.
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D'UNE CLASSE D’EDO DU
TROISIEME ORDRE.

Alors V =|ry,m[, a =19 € V, B : [r1,m3] — R est défini comme £(rg) = 0
I'ensemble Z est Z = {z, = (10,0),7¢ € [r1,72]} .

Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer que la solution est z(0) =
2o = (r0,0) 2m—périodique. La matrice fondamentale M., (0) du systéme
différentiel linéaire (3.8) associé a la solution 2w — périodique z, = (r,0)
telle que M,_(0) est I'identité de R?, est donnée par

M(0) = M. (0) = ( (1] 689 ) .

La matrice
1 1 (0 0
MO =M em = ().

donc satisfait les hypotheses de I’énoncé (ii) du Théoréme 2.2, et nous pou-
vons donc appliquer ce théoréme au systéme (3.7).
Maintenant £ : R? — R est £(r, Z) = r. Nous calculons la fonction (2.10)

2

F(ro) = % /F(A,B, C') cos Bdb.
0

ou A, B et C' sont définis dans ’énoncé du Théoréme 3.1. Alors par le Théo-
réme 2.2 nous avons que pour toute solution simple 7§ € [r1, 2] de la fonction
F(ro) nous avons une solution périodique (r.(0), Z.(6)) du systéme (3.7) telle
que

(12(0), Z.(0)) — (r3,0) quand = — 0

En revenant sur les changements de coordonnées, on obtient une solution
périodique (r.(t),0:(t), Z-(t)) du systéme (3.6) telle que
(re(t),0-(t), Z-(t)) — (r5,t,0) quand € — 0.
Par conséquent on obtient une solution périodique (X.(t),Yz(t), Z-(t)) du
systeme (3.5) telle que
(Xc(t),Y:(t), Z(t)) — (rgcost,rysint,0) quand € — 0.
Donc comme

X+Z+uY

Ty (3.9)

xr =
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31. CAS1:u+#0

nous avons une solution périodique (x.(t),y-(t), z.(t)) du systéme (3.4) telle
que

rg(cost + psint)
_ e
Notons que ’expression précédente fournit une solution périodique de I’équa-
tion différentielle linéaire

ze(t) — quand ¢ — 0.

T — pi+ & — pr=0.

Par conséquent, la preuve du Théoréeme 3.1 est achevée.

Le corollaire suivant est une application du Théoréme 3.1

Corollaire 3.1

Supposons que p € ]1,3[ et la fonction F' dans 'equation (3.1) est donnée
par :

F(r,i,8) =2 + 2* + (2)? + 2 (@) — 2% + 2 — 3 + 1.
Alors I'équation (3.1) posseéde un cycle limite z.(t) qui tend vers la solution
périodique

2¢/—(p=3)(p—1)(4*+1)

— cost + psint

z(t) = — p3 ( ), (3.10)
14 p?

de I'équation 7 — pui +2 — pxr =0.sie — 0.

Preuve

On applique le Théoreme 3.1

Si, F(z,2,%) = 2* + 2% + (2)? + 2%(%)? — 222 + x — & + 1, alors équation
(3.1) de vient

T i+t —pr=c(@*+ 2>+ (@) +22@)? - 2c+r—32+1). (3.11)
Pour appliques le Théoréme 3,1 on doit calculer la fonction (3.2),

on trouve
Tro(4p® — 4p® +4p +rip — 4 — 3r?

= 12
f(TO) 8 1+ ,u2 (3 )
La fonction F(rg) possede une racine réelle
2/ —(p—=3)(p—1) (2 +1

w—3
21



CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D'UNE CLASSE D’EDO DU
TROISIEME ORDRE.

On a aussi
! (ﬂ — 1)
= - 0
P == #
Alors d’appres le théoreme (3.1) I’équation (3.11) posséde un cycle limite
z(t).

Finalement, (3.10) est obtenue en substituant (3.13) dans (3.3)

3.2 Cas2:pu=0
Si p =0, 'équation (3.1) devient :

T+ i=cl(x,i, %) (3.14)

Pour énoncer le résultat suivant, nous avons besoin de définir les fonctions

fi(ro, Zo) = % ozﬂ F(a, 8,7) cos 0db,
f2(T07Z0):% OﬂF(Ohﬁ Y

telle que

a=—Zy—rgcosb,=rgsin€,y =rgcosh.

Théoréme 3.2
S’il existe (rg, Z§) tel que

et

a<f17f2) * *
det <—8(7’0, Z0>) (ro, Z5) # 0

Alors I'équation différentielle (3.14) a une solution périodique z. () tendant
vers la solution périodique

x(t) = —rgcost — Zy,
de © 4+ i = 0 lorsque € — 0.

Preuve du Théoréme 3.2 voir J.Libre,L.Roberto [9]
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3.2. CAS2:pu=0

D’apres la preuve du Théoréme 3.1, ’équation (3.14) peut étre transformée
au systéme (3.7), on prend alors le systéme (3.7) et on pose . = 0, on obtient
le systéme suivant

dr 2

% = G(r,0,z) cosd + o(e?),
{ L _ G(r0,2) + o), (8.15)
avec (r,z) € D C R? et D un sous-ensemble ouvert dans RZ.
Notons que le systéme (3.14) est sous la forme standard de la Théoréme de la
moyennisation pour appliquer le Théoréme 3.2. Alors le systéme différentiel
moyenné est

dr dZ

(S5 ag) = 9" 2); (3.16)
P r,2) = % /(G(T,S,Z) coss,G(r,s,7))ds (3.17)

0
Par le Théoréme 3.2 pour tout point singulier p = (19, Zy) du systéme (3.16)
tel que

0

dg
det (m) | 2)=p # 0, (3.18)

il existe une solution 2r—périodique (r.(6), Z-(6)) du systéme (3.15) telle que
(re(0), Z-(0)) — p si e — 0, alors (3.16) équivaut a

o (08 1, 2y 10

ou fi et fo sont les fonctions définies juste avant I’énoncé du Théoréme 3.2.

En remontant sur les changements de coordonnées, la solution 27 —périodique
(re(0), Z:(0)) du systeéme (3.15) donne une solution périodique (X (), Yz(t), Z-(t))
du systeme (3.5) avec = 0 telle que

(X:(t),Y(t), Z-(t)) — (rocost,rosint, zg) comme € — 0

De plus, a partir de (3.9), nous avons une solution périodique (z.(t), y-(t), z-(t))
du systéme (3.4) telle que
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D'UNE CLASSE D’EDO DU
TROISIEME ORDRE.

z(t) — —rgcost — Zy sie — 0.

Le preuve du Théoréme 3.2 est achevée.
Une application du Théoreme 3.2 est donnée par le Corollaire suivant.

Corollaire 3.2
Supposons que la fonction F' dans 'equation (3.14) est donnée par

2

F(z,t,%) =2 —& — 1.

Alors 'equation (3.14) posséde un cycle limite z(t) qui tend vers la solution
périodique

1 1
x(t) = ~5 6cost — 5

de ’équation = + & =0si e — 0.

Preuve du Corollaire 3.2 On applique le Théoreme 3.2. Si
F(x,&,i) =2 —i—1,

alros les fonctions f; et fo du Théoreme 3.2 sont données par

{ f1(7’07ZO) = %w7

2Z2m—r2n—2
fa(ro, Zo) = =000

ce systéeme admet la solution suivante.

o) = (56,5

avec

8(f17f2> * 0 _k\ 3
det (m) (T’O,ZO) = —5 # 0.

Alors, d’aprés le Théoréeme 3.2, il existe un cycle limite de I’équation (3.14).
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Chapitre 4

Cycles limites d’une classe
d’EDO du quatriéme ordre.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les solutions périodiques de I’équation
différentielle du 4°™¢ ordre suivante

F— AN )T+ (14 A)E — N+ )i+ Mpx = eF(x, 4,2, %),  (4.1)

ol A, i et € sont des parameétres réel, € est petit et F' est une fonction non
linéaire.

On distingue trois cas suivant les valeurs des parameétres A et p :
Cas1: A# pet Au#0.

Cas2: A=pu#0.

Cas3: A #u=0.

4.1 Casl1l A A#puet \u#0

Un résultat sur les cycle limites de I'equaition (4.1) dans ce cas est donnée
par le théoréeme suivant
Théoréme 4.1. Supposons que X\ # u et Ay # 0, pour toute racine simple
positif r; de la fonction

2

Fl(rg) = %/COSQF(A,B,C, D)de,
0
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CHAPITRE 4. CYCLES LIMITES D’UNE CLASSE D’EDO DU
QUATRIEME ORDRE.

ou
( A— (A p) cos 04+ (Apu—1) sin 0)rg
(1+22) (1+42) ’
B— ((App—1) cos 0—(A+p) sin 0)rg
(14+22)(14-p2) ’
C=— (A p) cos 0+(Apu—1) sin §)rg
(1422) (1+42) ’
D — ((1=MAp) cos O+ (A+p) sin ) rg
\ (1A% (141p2) ’

W

I'équation différentielle (
la solution périodique

.1) a une solution périodique z (t,) tendant vers

g (A +p) cost + (—1 4+ Au)sint)

ST T A )

(4.2)

de
= (A )T+ (L Ap) E— (A +p)E+ Az =0

sie — 0.

Preuve du Théoréme 4.1 voir J Llibre, A Makhlouf [6]

En introduisant les variables (z,y,z,v) = (z,&,%,7) nous écrivons I’équa-
tion différentielle du quatrieme ordre (4.1) comme un systéme différentiel du
premier ordre défini dans un sous-ensemble ouvert  de R* On a donc le
systéme différentiel

T =y,
Y=z
A, (4.3)

b= —Auz+ A+ p)y+ (L+ )z + A+ pv +eF(z,y,2,0).

Le Systéme (4.3) avec ¢ = 0 a un unique point singulier & 1’origine avec des
valeurs propres £, \ et . Nous écrirons systéme (4.3) de maniére a ce que la
partie linéaire & I'origine soit sous sa forme normale de Jordan réelle. Alors,
en faisant le changement de variables (z,y, z,v) — (X,Y, Z, V) donné par

X 0 AL “A—pu 1 x
Y AL —A—p 1 0 Y
= 1 1 )
Z 1 - 1 - z
Vv —A 1 —A 1 v

le systéme différentiel (4.3) devient
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4.1. CAS1N#pu ET A \u#0

X =Y +eG(X,Y,Z,V),
Y =X,
7=\ —-=G(X,Y,Z,V),

V= uV+5G(X Y,Z,V),
oun G(X,Y,Z,V)=F(A,B,C, D) avec

(4.4)

A = ZVOEN)HY Qo) Q=)+ X (A2 —p?) = Zp(1+p%)

- (1A (A=) (1+p2) ’
B — XQopQuo)+Y (A +p? ) u(V (AN +ZA(1+42))

- (1+2?%) (2)\ ) (1442) !

_ =Y Q=) QAu— 1)+X N 4p?) = p(V N (Z+V ptZp?))

(1A% (A—p) (14p2) ’

“XO—p) Ap—1)+Y (A2—p?)— (V(1+/\2) 24203 (1+42))
\ (1A% A—p) (1412) '

Notons que la partie linéaire du systéme différentiel (4.4) a lorigine est sous
sa forme normale réelle de Jordan, et que A, B, C' et D sont bien définis car
A%l

On passe des variables cartésiennes (X,Y, Z, V) aux variables cylindriques
(r,0,Z,V) de R* ou X =rcosf et Y = rsinf. Dans ces nouvelles variables,
le systéme différentiel (4.4) peut s’écrire sous la forme

r=¢ecosOH(r,0,Z,V),
0=1-c20H(r,0,2,V),
Z=\Z—H(r0,2V),
V=Vu+eH(r,0,2,V),

oun H(r,0,Z,V) = F(a,b,c,d) avec

(4.5)

( VAVA2 4 Zpt ZpB —r(A—p) (A1) cos 0+ (Ap—1) sin 6)

a= TN =) (1+122) :

b — — (VA +ZA(14+p2))+r(A—p) (App—1) cos 8 —(A+p) sin )
(1A (A—p) (1+p2) ’

_ VAN (Z4pV 4> Z)) +r(A—p) (A+p) cos O+ (Au— 1)sm0)

‘= (A2 A—p2) (L12%)
d—= — VAN B+ 223 u(14p2)+r(A—p) (Ap—1) cos —(A+u) Sln@)
\ (1+A%) (A—p) (1+42) ’

Maintenant, nous changeons la variable indépendante de ¢ & 6, le systéme
différentiel (4.5) devient

& — ecosOH + O(e?),
G2 = N7 4 Mg 4 O(e?), (4.6)
% = uV + €—MVS1:9+TH + O(e?),
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on H=H(r0,Z,V).
Nous appliquerons le Théoréme 2.2 au systéme différentiel (4.6) . Notons que
le systéme (4.6) peut étre écrit comme le systéme (2.7) en prenant

T 0
x=[2z],t=0 FO.X)=| 22 |,
V wV
cosOH
F1(6’,X) _ A,usmOZfrH

. KT
usmf\/—l—’rH
Nous étudierons les solutions périodiques du systéme (2.8) dans notre cas,
c’est-a-dire les solutions périodiques du systeéme (4.6) avec € = 0. Clairement
ces solutions périodiques sont

(r(6), 2(0), V() = (r0,0,0),

pour tout rqg > 0; c’est-a-dire sont tous les cercles du plan Z =V = 0
du systéme (4.5). Bien entendu toutes ces solutions périodiques dans les
coordonnées (r, Z, V') ont une période 27 en la variable 6.

Nous décrirons les différents éléments qui apparaissent dans 1’énoncé du
Théoréme 2.2. dans le cas particulier du systéme différentiel (4.6). On a
donc que £k = 1 et n = 3. Soit r; > 0 arbitrairement petit et soit ro > 0
arbitrairement grand. Ensuite, nous prenons le sous-ensemble ouvert borné
W de R comme W = Jry,ms[, a = rg et B : [r1,r9] — R? défini comme
B(re) = (0,0). L’ensemble Z est

zZ = {Zoc = (TOaOaO)ﬂﬁO € [7"1,7”2]} .

Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer que la solution X (0) =
2o = (70,0,0) est 27 périodique.

La matrice fondamentale M, () du systéme différentiel linéaire (4.6) avec
e = 0 associé a la solution 27 -périodique z, = (rg,0,0) telle que M,_(0) soit
'identité de R3 est

1 0 O
M@)=M, 0)=1| 0 e 0
0 0 e

La matrice
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4.1. CAS1N#pu ET A \u#0

0 0 0
M70)-M1'2r)=[ 0 1—e 2 0 :
0 0 1 — e 2

satisfait les hypothéses de 1’énoncé (i) du Théoréme 2.2 car A et p ne sont
pas nuls.
Maintenant £ : R® — R est £(r, Z, V) = r. On calcule la fonction

Flm) = Fla)=¢ | 3 [ MR |,

T
— i/COSQF(A,B,C, D)d®,
2
0

ou les expressions de A, B, C' et D sont celles données dans I’énoncé du théo-
réme 4.2 . Alros d’aprés le Théoréme 2.2 on a que pour tout zéro simple 7
€ [r1, 2] de la fonction F(rg) on a une solution périodique (r, Z, V')(#,¢) du
systéme (4.6) telle que

(r, Z,V)(0,e) — (r5,0,0) quand € — 0.
On revenant sur le changement de coordonnées on obtient une solution pé-
riodique (1,0, Z,V')(t,e) du systéme (4.6) telle que
(r,0,Z,V)(0,¢e) — (r5,0,0,0) quand € — 0.

Par conséquent on obtient une solution périodique (X,Y, Z, V)(t,¢) du sys-
téme (4.5) telle que

(X,Y,Z,V)(0,e) — (r5,0,0,0) quand € — 0.

On a une solution périodique (z,y, z,v) (t,€) du systéme (4.4) telle que

ro((A+ p)cost + (—1 + Ap)sint)
(1+ A)(1+ p2)

Bien entendu, il est facile de vérifier que ’expression précédente fournit une

solution périodique de 'équation différentielle linéaire " — (A 4 p) 7 + (1 +

AM)ZE — (A4 p)x + Az = 0. Donc le théoréme 4.1 est démontré.

x(t,e) —

— quand € — 0.
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Corollaire 4.1 On pose F(x,&,#, ) = 2% —x,si A # pu, A # 0 et A+p # 0,
alors I’équation différentielle (4.1) a une solution périodique z(t,¢) tendant
vers la solution périodique

20/3 4 362 + 307 + 3N 2((A + p) cost + (A — 1) sint)
(1+X) (1 +p2)

(4.7)

x(t,e) —

de "= AN+ p)7 + (1 + Ap)Z — (A + p)& + Az = 0 quand € — 0,
Preuve du Corollaire 4.1 Soit F(z,&,%,T) =23 —x, X # —p, A+ pu # 0.
Alors la fonction F(rg) de I’énoncé du Théoreme 4.1 est

ro(A + 1) (=312 + 4AN*p? + 407 + 42 + 4)
811 2R (1 4 )

La fonction F(rg), a le zéro positif

F(ro) = —

2
e = 5\/3 + 312 + 302 + 3272,
La dérivée de F en 1 est

A—p
(14 A)(1 + p2)

F(r5) = #0

Alors, il existe un cycle limite de I’équation (4.1).
Enfin (4.7) est obtenue en substituant la racine r§ dans (4.2).

4.2 Cas2: A=u#0

Dans ce cas, on a le resultat suivant
Théoréme 4.2

On suppose que A = 1 # 0, pour chaque racine positif 7 de la fonction

2

Fro) = % / cos OF (A, B, C, D)db,
0

ou
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(2u cos O+(u?—1) sin )7
(1+u2)2 )
((u%2—1) cos 0—2usin O)rg
(1+#2)2 )
(—2p cos 04(1—p2) sin 0)rg
(1+u2)2 )
((1—p?) cos 0+245in 0) o
(1+#2)2 )

S Q2w o

I'équation différentielle (4.1) a une solution périodique z(t, ) tendant vers la
solution périodique

r§(2ucost + (u? — 1) sint)

x(t,e) — 4.8
de T —2u® + (1 + p?)@ — 2us + pPx = 0 quant € — 0.
Preuve voir J Llibre, A Makhlouf [6]
L’équation (4.1) avec A = p # 0 est
B2 4 (14 p?)d — 2ud + P = eF (2438, %) (4.9)
I'équation (4.9) est équivalente au systéme suivant
T =y,
Y=z,
iy (4.10)

b = —pPx + 2py + (14 p?)z + 2w + e F (2, y, 2,0).

Le systéme (4.10) avec ¢ = 0 a un unique point singulier a l'origine avec
des valeurs propres +i et . Nous écrirons le systéme (4.10) de maniére a ce
que la partie linéaire a l'origine soit sous sa forme normale de Jordan réelle.
Donc, en faisant le changement de variables (x,y, z,v) — (X, Y, Z, V) donné
par

X 0 p —2p 1 x
Y| | #* -2 1 0 Y
zZ | 1 0 1 0 z |’
V -1 —pn 1 v

le systéme différentiel (4.10) devient
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X =-Y +eG(X,Y,2,V),
Y =X,

Z=uZ+V,
V=uV+eGQX,Y,ZV),

oun G(X,Y,Z, V)= F(A,B,C, D) avec

(4.11)

A= Y+ Z4+2(=V+X)pu+(Y +2)u?
- 2)2
1+p )
VPV (=14 ) X +p(—2Y +Z+u2 7)
B - (1+ 2)2 Y

O - Y —p?Y +p(—2X+2V+puZ(1+p2))
(1+ 2)2 )
D= X= u2X+u(2Y+u(uZ(1+u )+B+u*)V))
(14p2)?
On passe des variables cartésiennes (X, Y, Z, V) aux variables cylindriques
(r,0,7Z,V) de R o X =rcosf et Y = rsinf. Dans ces nouvelles variables,

le systéme différentiel (4.11) peut s’écrire sous la forme

r=¢ccosOH(r,0,Z,V),
0=1-e0H(r.0,2,V),
Z=npZ+V,

V=uV +eH(r,0,Z,V),

ou H(r,0,7Z,V) = F(a,b,c,d) avec

(4.12)

( _ Z+pPZ—2uZ+2ur cos 0+r(pu?—1) sin 6
a = (1+“2)2 )
_ V—p2V4+pZ(1+p?)+(u?—1)r cos §—2ursin 6
- (1+“2)2 )
u[,u(l+,u2)Z+2V72r cos 9]+(17u2)7“ sin 6
- 1_;’_“2)2 )
d— (1—p2)r cos O-+p| pu(1+p2) Z+(3+u?)V+2r sin 9]
\ o (1+p2)? )

Maintenant, nous changeons la variable indépendante de ¢ & 6, le systéme
différentiel (4.12) devient

& — ecosH + O(g?),
—MZ+V+5MH+O( 2), (4.13)
= uV + a“VS‘“‘)“H + O(e?),
O H = H(r,0, 7, V).
On va appliquer le Théoréme 2.2 au systéme différentiel (4.13). Notons que
le systéme (4.13) peut étre écrit comme le systéme (2.7) en prenant
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42, CAS2:A=u#0

r 0
X=| Z |,t=0, FZ(b,x)=| pZ+V |,
Vv N4
cosOH
Fl(Q7ZL') _ (,uZ+V)sin9H

r
r+upV sin 6
—E=—H

Nous étudierons les solutions périodiques du systéme (2.8) dans notre cas,
c’est-a-dire les solutions périodiques du systéme (4.13) avec € = 0. Clairement
ces solutions périodiques sont

(r(0), Z(6),V(9)) = (r0,0,0),

pour tout rqg > 0; c’est-a-dire sont tous les cercles du plan Z =V = 0
du systéme (4.12). Toutes ces solutions périodiques dans les coordonnées
(r, Z, V) ont une période 27 en la variable 6.

Nous décrirons les différents éléments qui apparaissent dans I’énoncé de Théo-
réme 2.2 dans le cas particulier du systéme différentiel (4.13) . On a donc que
k=1 et n = 3. Soit r; > 0 arbitrairement petit et soit r, > 0 arbitraire-
ment grand. Ensuite, nous prenons le sous-ensemble ouvert borné W de R
comme W =|ry, 5[, @ = ry et B : [ry, 73] — R? défini comme [(rg) = (0,0).
L’ensemble Z est

zZ = {Za = (T0a070)7T0 € [T17r2]}~

Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer que la solution X (6) =
2o = (10,0, 0) est 27 périodique.

La matrice fondamentale M., (#) du systéme différentiel linéaire (4.13) avec
e = 0 associé a la solution 2r—périodique z, = (79,0, 0) telle que M,_(0) soit
I'identité de R3 est

1 0 0
M@)=M.,0)=] 0 e? fero
0 0 e
Puisque la matrice
0 0 0
MY0)—M*'2r)=| 0 1—e 2 2ge 2 ||
0 0 1 —e 2™
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satisfait les hypotheses de ’énoncé (ii) du Théoréme 2.2 on peut I’appliquer
au systeme (4.13).
Maintenant £ : R® — R est (r, Z, V) = r. On calcule la fonction

F(ry) = Fla)=¢ % / M6 FL(t, X (8 2a))dt | |

T
1
= —/cos@F(A,B,C,D)d@,
2T

0

ou les expressions de A, B, C' et D sont celles données dans I’énoncé du Théo-
réme 4.2. Alros d’aprés le Théoréme 2.2 on a que pour tout zéro simple 7
€ [r1,79] de la fonction F(rp) on a une solution périodique (r, Z,V')(0,¢) du
systéme (4.13) telle que

(r,Z,V)(0,e) — (r3,0,0) quand ¢ — 0.

En revenant sur le changement de coordonnées on obtient une solution pé-
riodique (7,6, Z,V)(t,e) du systéme (4.12) telle que

(r,0,Z,V)(0,¢e) — (r3,0,0,0) quand € — 0.

Par conséquent on obtient une solution périodique (X,Y, Z, V)(t,¢) du sys-
téme (4.11) telle que

(X,Y,Z,V)(0,¢) — (r5,0,0,0) quand € — 0.

On a une solution périodique (z,y, z,v) (¢,€) du systéme (4.10) telle que

ré(2ucost + (u? — 1) sint)
(14 p2)?

Il est facile de vérifier que ’expression précédente fournit une solution pério-
dique de I'équation différentielle linéaire 7" — 2% + (1+p?)@ — 2ui +p*z = 0.
Donc le Théoréme est démontré.

Corollaire 4.2 On pose F(z,i,#,T) = 2° — &, si p # +1, 4 # 0, alors
I'équation différentielle (4.9) a une solution périodique z(t,¢) tendant vers la
solution périodique

x(t,e) —

quand € — 0.
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_ 2
%wé\/u(TMl))(”“ L((2p) cost + (% — 1) sint)

(1+ X1+ p2)

x(t,e) — (4.14)

de 7" — (2u)% + (1 + p?)i — (2u)% + p?x = 0 quand € — 0,
Preuve du Corollaire 4.2 Soit F(x,%,%,%) = 23 — &, alors la fonction
F(ro) de I’énoncé du Théoreme 4.2 est

ro(20) (=3rgp +2p° 4 2p — 21 — 2)
A1 4 p?)4 '

La fonction F(rg) a une racine positif r§ donnée par

F(ro) = —

o= 1 (V6y/u(p? — 1)1 + %)
3 1 '
On a aussi
2 _
Fr5) = s 70

Alors, d’aprés le Théoréeme 4.2, il existe une solution périodique z(t,¢) de
I'equation (4.9). Finalement (4.14) est obtenne en substitnemt la racine 7
dans (4.8).

4.3 Cas 3: \# u=0.

Dans ce cas, ’équation (4.1) prend la forme
Théoréme 4.3
Supposer A # p = 0, pour chaque (7§, V") solution du systéme

Fa(ro, Vo) =0,
satisfaisant
8(;[‘1’ JTQ)
det (m |(TO7VO):(TévVO*) ?é 0
avec
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Fi( 7“0, :%f cosOF (A, B,C,D)db,
Folr :2lf F(A,B,C,D)d6,

lorsque

A — (14+22)Vo+(\sin 0—A2 cos 8) 7o
= 3 )

+
cos O+Asin6)rg
B ind)ro.

—Acos 0+sin 0)rg
O = ! s ) :

_ (cosB+Asin 0)rg
D=
I'équation différentielle (4.1) a une solution périodique z (¢, ) tendant vers la
solution périodique

(1+A)Vy + (Asint — A2 cost)r

t, - :
w(te) = A+ N

de 2= \2 +% — At =0 quand € — 0.
Preuve voir J Llibre, A Makhlouf [6]
Nous avons le systéme différentiel

T =y,
Y=z
v (4.14)

0=Ay+ v —z+eF(x,y,z,v),

le systéme non perturbé a un unique point singulier & l'origine avec des
valeurs propres +i,0, \. Nous écrirons le systéme (4.14) de telle sorte que la
partie linéaire & l’origine sera dans sa forme normale réelle de Jordan .puis
en faisant le changement de variables (z,y, z,v) — (X, Y, Z, V) donné par

X 0 0 —Xx 1 T
Y | 0O -Xx 1 0 Yy
Z N 0 1 0 1 Z ’
\% -2 1 =x1 v

le systeme différentiel (4.14) devient
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X =-Y +eG(X,Y,Z,V),
Y = X,
Z =N +eG(X,Y,Z,V),

V=eG(X,Y,Z,V),
oun G(X,Y,Z,V)=F(A,B,C, D) avec

(4.15)

_ _ 2
A — ZEX Y+>\X)3 (14X )v’

+
_ _ X-Z45Y
B — T T 112

Y-AX{AZ
C =550,

_ XHANY+AZ)
D= 1+ A2 )

Notons que \ ne peut pas étre zéro. Maintenant on passe des variables car-
tésiennes (X,Y, Z, V) aux cylindriques (r,0, Z,V) de R%, ot X = rcosf et
Y = rsinf dans ces nouvelles variables le systéme différentiel (4.15) peut
étre écrit comme

i =ecos0H(r,0,Z,V),
b=1-cm0FH(r,0,2,V),
Z =M\ +¢eH(r0,2V),

V=ecH(r,0,z,v),

(4.16)

ou H(r,0,7Z,V) = F(a,b,c,d)

avec

Z—(14+22)V +A() cos 0 —sin 0)r
a= 1+A2

+
h— —(cos +AsinO)r+72
. 2 ,
= (—=AcosBO+sinO)r+A7Z
- 14+X2 ’
d = (cos 0+Asin 0)r+A2Z
- 1+A2

Maintenant nous changeons la variable indépendante de t a 6, le systéme
différentiel (4, 16) devient

& = ecosOH + o(e?),

;z_g = N 4 eSO | o(c2), (4.17)
ar = eH + (%),

on H=H(r0,Z,V).
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On appliquera le Théoréme 2.2 au systéme différentiel (4.17) on note que le
systéme (4.17) peut s’écrire comme le systéme (2.1) en prenant

r 0 cos O H
T = Z ) t:(gaFO(eal‘) = VA s Fl(e,l‘) = —T+>‘iin9ZH
|4 0 H

Nous étudierons la solution périodique du systéme (2.8) dans notre cas, c’est-
a~dire que la solution périodiodique du systéme (4.17) avec € = 0 cette solu-
tion périodique est

(r(0), 2(6),V(0)) = (10,0, Vo),

pour tout 7o > 0 ce sont tous des cercles dans le plan Z = 0, V = V| du sys-
téme (4.15).Toutes ces solutions périodiques dans les coordonnées (r, Z, V).
ont des périodes 27 en la variables 6.

Nous décrirons les différents éléments qui apparaissent dans I’énoncé du théo-
réme 2.2 dans le cas particulier du systéme différentiel (4.17). Ainsi nous
avons que k = 2 et n = 3 nous prenons le sous-ensemble ouvert borné W de
R? comme

W = {(ro,Vo) : 0 < r2 + V2 < R?},

avec 1o > 0 arbitrairement grand. Ici a = (1o, Vp) et B : W — R, B(rg, Vo) =0
I’ensemble Z est

Z =A{z, = (r9,V0,0), (r0, Vo) € W}.
Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer que la solution z(f) =
2o = (10, V0, 0) est 2r—périodique.
La matrice fondamentale M,_(0) du systéme différentiel linéaire (4.17) avec
e = 0 associé a la solution 2r—périodique z, = (ro, Vo, 0) telle que M., (0)
soit I'identité de R3, est :

La matrice
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4.3. CAS3:\# u=0.

satisfait les hypothéses de I’énoncé de Théoréme 2.2, pour A # 0, nous pou-
vons Pappliquer au systéme (4.17), la fonction.

E:RP > R¥est &(r, Z,V) = (1, V).

On calcule la fonction

Flr Vo) = Fla) =¢ | 7 [ MIOF(t )i

o L [FTcosOF (A, B,C,D)df \ ( Fi(ro, Vi) )
-\ L [TF(A B,C,D)dd \ Falro, Vo) )7

ou les expressions de A, B, C' et D sont celles données dans 1’énoncé du Théo-

réme 4.3. Alors, d’apres le Théoréme 2.2 nous avons que pour toute racine

simple (r§, Vy) € W de la fonction F(rg, Vp) on a une solution périodique

(r, Z,V)(0,¢) du systeme (4.17) telle que

(r, Z,V)(0,e) — (r5,0,Vy) quand € — 0.

En revenant sur les changements de coordonnées on obtient une solution
périodique (r,0, Z, V')(t, ) du systéme (4.16) telle que

(r,0,Z,V)(0,e) — (r3,0,0, V) comme ¢ — 0.
Par conséquent, on obtient une solution périodique (X,Y, Z,V)(t, ) du sys-
téme (4.15) telle que

(X,Y,.Z,V)(0,e) — (r3,0,0,Vy) comme £ — 0.
On a une solution périodique (z,y, z,v)(t, ) du systéme (4.14) telle que
(1 4+ M)V + (Asint — A\ cost)r

A+ N3

Il est facile de vérifier que 'expression précédente fournit une solution pé-
riodique de I’équation différentielle linéaire 'x" — A7 + & — Az = 0 d’ou le
Théoréme 4.3 est prouvé.

Corollaire 4.3 Supposons que la fonction F' dans I'equation (4.1) est donnée
par

x(t,e) — — comme ¢ — 0.

F(z, &% %) = 2> — 1.
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Alors I'équation différentielle (4.1) a une solution périodique z(t, ) tendant
vers la solution périodique

(Asint — A% cost)/2\% 4 2

A+ )3 '

x(t,e) — —

de T — A2 +%— At =0quand ¢ — 0
Preuve du Corollaire 4.3
On applique le Théoréme 4.3, si
F(x,&,i,7) =2* — 1,

alros las fonctions f7, fo du Théoréme 4.3 sans

fi(ro, Vo) = — 20

(1+22)”
201 —r2X2_2V2)24 202 2V2
Falro, V) = —3 B

ce systéme admet une solution :

(10, Vi) = (\/2)\2 +2,0) ,

avec

O(f1, f2) _ 2
det <W> (ro, Vo) = 52 70

Alors, d’apres le Théoréme 4.3, le Corollaire est prouvé.
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Conclusion

Dans ce memoire, on appliqué la méthode de
moyennisation du premier ordre a la recherche des
cycles limites de deux classes d'EDO du troisieme
et du quatrieme ordre.

La méthode de moyennisation transforme le
probleme de la recherche des cycles limite d'un
systeme différentiel en un probleme algébrique de
la recherche des racines non dégénérées d'un
systeme non linéaire, et donne une condition
suffisante de I'existence des cycles limite.

Cette methode donne de bons résultats pour
certaines classes d'EDO, mais elle ne donne pas
toute les solutions peériodiques de I'EDO.
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