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Abstract

We study in this work the existence and uniqueness of solutions for a frac-
tional boundary value problem involving Hadamard-type fractional di¤erential
equations and nonlocal fractional integral boundary conditions. Our results are
based on some classical �xed point theorems. Some illustrative examples are
also included.
Keywords: Existence and uniqueness, Hadamard-type fractional di¤eren-

tial equations, nonlocal fractional integral boundary conditions.
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Résumé

La présente étude a pour objet d�étudier l�existence et l�unicité des so-
lutions pour un problème de valeurs aux limites fractionnaires en impliquant
des équations di¤érentielles fractionnaires de type Hadamard et des conditions
aux limites intégrales fractionnaires non locales. Nos résultats sont basés sur
quelques théorèmes classiques du point �xe. Quelques exemples illustratifs sont
également inclus.
Mots-clés: L�existence et l�unicité, équations di¤érentielles fractionnaires

de type Hadamard, conditions aux limites intégrales fractionnaires non locales.
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Notations générales

R : ensemble des nombres réels.
R+ : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
Rn : espace vectoriel de dimensionn construit sur le corps des

réels.
N : ensemble des nombres naturels.
Q : ensemble des nombres rationnels.
[a; b) : intervalle semi-ouvert de R d�extrémité a et b.
C = C(K; F ) : ensemble des fonctions continues de K dans F .
j:j : valeur absolue d�un nombre réel ou module d�un nombre

complexe.
� (:) : fonction Gamma d�Euler.
e:v:n : espace vectoriel normé.
[�] : partie entière de�.
[�] : partie entière de �.
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Chapter 1

Introduction

Le calcul fractionnaire est devenu une branche indispensable des mathéma-
tiques, grace à son énorme application dans di¤érents domaine tels que la
physique, la chimie, l�ingénierie, �nance et d�autre sciences qui ont été dévelop-
pées dans la dernière décenie, en plus de l�importance que lui portent beaucoup
de chercheurs en mathématique elle même. L�étude des problèmes fractionnaires
est d�actualité ainsi que plusieurs méthodes sont appliquées pour la résolution
de ces problèmes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe du point �xe
jouent un role important voir [35; 36]: Les théorèmes du point �xe sont des
outils mathématiques de base qui montrent l�existence des solutions dans divers
types d�équations. La théorie du point �xe est au sein de l�analyse non linéaire
vu qu�elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théorèmes d�existence dans
nombreux problèmes non linéaires.
L�objet de ce travail de recherche est de donner certains résultats concernant

les études qualitatives des solutions d�equations di¤erentielles fractionnaires de
type Cputo-Hadamard.On accorde ainsi des résultats d�existence et d�unicité
pour ce problèmes.A�n d�atteindre nos objectifs nous avons divisé notre travail
en trois chapitres.
Dans le 1ere chapitre on donne quelques propriétés de l�intégrale fractionnaire

de type Cputo -Hadamard.
Dans le dexième chapitre nous alons dé�nir quelques propriétés de l�intégrale

fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard.Celà sera illustré par
quelques exemples d�applications.Les résultats de ce chapitre se �gurent dans
voir [35; 36]:.
Tandis que le dernier chapitre sera consacré à l�étude du problème aux limites

de Hadamard suivant:

Dqx (t) = f (t; x (t)) ; 1 < q � 2; t 2 (1; e) ; (1.1)

x (1) = 0;

mX
i=1

�iJ
�ix (�i) =

nX
j=1

�j
�
J�ix (e)� J�jx ("j)

�
; (1.2)
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ou Dqet la derive fractionnaire de hadmard d�ordre q; f : [1; e]�R! R est
une fonction continue �1 < �2 < ::: < �m; �1 < �2 < ::: < �n et j

� et l�intégral
fractionnaire de Hadamard d�ordre � > 0 (� = �i; �j ; i = 1:::m; j = 1:::n:
Nos résultats principaux sont obtenus via [7].

1.1 Thèmes connexes dans le domaine des math-
ématiques

Théorème 1 : Le calcul fractionnaire est un domaine d�analyse mathématique,
impliquant le concept d�intégration et de dérivation d�ordre fractionnaire et son
application. le terme score est un terme impropre, mais il est réservé pour une
utilisation ultérieure.

Cependant, comme il est devenu le sujet des conférences et d�articles spé-
ciaux ces dernières années, il peut être considéré comme un nouveau sujet de
recherche. pour le premier cours, B. Ross mérite d�être mentionné. Il a organisé
le premier cours sur le calcul fractionnaire et son application à l�Université de
New Haven en juin 1974. Actuellement, une partie de la liste des textes et com-
portements dédiés au calcul et à ses applications comprend plus d�une dizaine
de rubriques. Le plus important d�entre eux est l�encyclopédie de Samko, Kil-
bas et Marichev. En outre, nous avons également passé en revue l�impact sur
Davis, Erdélyi, Gel�fand et Shilov, Djrbashian, Karp Attention aux articles tels
que Caputo, Babenko, Grenzo et Vessella, qui contiennent implicitement des
calculs bien détaillés des scores d�analyse pour certains aspects mathématiques
et / ou applications physiques. Ces dernières années, l�application du calcul
fractionnaire à l�analyse numérique et aux diférents domaines du physique et
d�ingénierie (qui peuvent inclure des phénomènes fractionnaires) a suscité un
grand intérêt pour le calcul fractionnaire.

Domaines d�application: quelques exemples

L�application de la théorie du calcul des fractions est également gratuite en sci-
ence. Les fondamentaux sont très divers et semblent multipliés Ils apparaissent
souvent dans di¤érents domaines de recherche.Nous mentionons ainsi quelques
exemples de domaines d�application.
Électronique:
À l�aide de données expérimentales, Schmidt et Drumher ont prouvé le

courant traversant le condensateur est proportionnel à la dérivée partielle de
la tension, par le fait d�utiliser le composé (LiN2H5S04) et de prendre des
mesures dans une large gamme de températures et de fréquences, ils ont ob-
servé Fonctions1 électriques réelles et . . . ctives, même sensibilité (" = "1 + J"2)
est très grand

�
"1 � "2 � 106

�
et varie en fonction de la fréquence Suivez la

commande 12 (avec "1 2 R et "2 2 R).
La relation suivante, valable pour un composé (LiN2H5S04)
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" = "1!
� 1
2 (1� i) = "1

2
p
2 (i!)

� 1
2 avec i = 2

p
�1
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Chapter 2

Integral fractionnaire de
type Hadamard et ou sens
de Hadamard

Dans ce chapitre on montre quelques propriétés de l�intégrale fractionnaire de
type Hadamard et au sens de Hadamard. nous mentionnons également quelques
exemples d�application voir [25; 26; 36; 38].

2.1 Quelques dé�nitions:

2.1.1 Espaces ACn�;� [a; b]:

Soit [a; b] (�1 < a < b < +1) un intervalle �ni de R

Dé�nition 2 : Une fonction f est dite absolument continue sur un inter-
valle [a; b] si pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que pour toute famille �nie
d�intervalles ouverts deux à deux disjoints [ak ; bk] � [a; b] ; k = 1; 2:::n tel que

nX
k=1

(bk � ak) < � )
nX
k=1

jf(bk)j � f(ak) < ": (2.1)

Notation: On note par AC [a; b] l�espace des fonctions absolument contin-
uent sur [a; b] :

Théorème 3 . l�espace AC [a; b] coincide avec l�espase des primitives de fonc-
tion sommable de lebesgue, autrement-dit:

f 2 AC [a; b]() f(x) = c+

Z x

a

�(t)@t; (� 2 L1 (a; b)): (2.2)
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Ainsi une fonction continue absolument f à une dérivée sommable
f 0 (x) = � (x) dans [a; b]. Cela signi�e que:

� (t) = f 0 (t) et c = f (a) (2.3)

Dé�nition 4 : Pour n 2 N� on note ACn [a; b] l�espace des fonctions à valeur
complexe f ayant des dérives jusqu�a l�ordre (n� 1) continue sur [a; b] telle que
f (n�1) (x) 2 AC [a; b] ; celà veut dire:

ACn [a; b] =

�
f : [a; b] =) C et

�
Dn�1f

�
(x) 2 AC [a; b]

�
D =

@

@x

��
;

en particulier, on a AC1 [a; b] = AC [a; b] :

Dé�nition 5 .L�espace note ACn�;� [a; b] (n 2 N�; � 2 R) dé�ni par

ACn@;� [a; b] =

�
g : [a; b] =) C : �n�1 [x�g (x)] 2 AC [a; b] ; � 2 R; � = x

d

dx

�
(2.4)

fait appelle à l�espace des fonctions absolument continuent avec points. En par-
ticulier, quaud � = 0 l�space ACn� [a; b] = ACn�;0 [a; b] et ainsi que:

ACn� [a; b] = fg = [a; b]! c : �n�1[g(x)] 2 AC[a; b]; � = d

dx
g: (2.5)

Quand � = 0 et n = 1, l�espace AC1� [a; b] coincide avec AC [a; b]

2.2 La fonction Gamma d�Euler et la fonction
Béta d�Euler

2.2.1 La Fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 6 La fonction gamma (notée par la lettre grecque �) est une fonc-
tion complexe, considerée également comme une fonction spéciale, elle
prolonge la fonction factorielle à l�ensemble des nombres complexes (à
l�exception des entiers négatifs): on a pour tout entier

n > 0; �(n) = (n� 1)! = 1 � 2 � ::: � (n� 1); � : z �!
Z +1

0

tz�1e�tdt; (2.6)

la fonction � satisfait les proprietés suivantes (theoreme de Bohr-Mollerup)
(1) pour tout z > 0 on a :
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�(z + 1) = z�(z) et si z 2 N� alors �(z) = (z � 1)!

(2) pour tout � 2 R superieur à 1 on a :

�+ 1

�(�+ 1)
=

�+ 1

��(�)
<

2

�(�)
: (2.7)

(3) �(1) = 1; �(0+) = +1:
(4) �(�) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 <

z < 1:
(5) la fonction ln 0 � est convexe sur R�+:
(6) j�(z)j est bornée dans la bande 1 � Re(z) � 2:

2.2.2 La Fonction Béta d�Euler

Dé�nition 7 . la fonction bèta, également appelée intégrale d�Euler du pre-
mier type, est une fonction spéciale étroitement liée à la fonction gamma et aux
coe¢ cients binomiaux il est dé�ni par l�intégrale:

B(z1; z2) =

Z 1

0

tz1�1(1� t)z2�1dt (R (z1) > 0 et R (z2) > 0) , (2.8)

une propriété clée de la fonction bétà et sa relation étroite avec la fonction
gamma, comme suit:

B(z1; z2) = �(z1)�(z2), (R(z1) > 0 et R(z2) > 0) (2.9)

B(x; y) =
(�z1 � 1)!(z2 � 1)!
(z1 + z2 � 1)!

(2.10)

=
z1 + z2
z1z2

� 1�
z1+z2
z1

�
2.3 Espace Lp(a; b) :

Soit (a; b) (�1 < a < b < +1) un intervalle �ni de R

Dé�nition 8 : L�espace Lp(a; b); (1 < p � +1) est l�espace des fonctions f
mésurables intégrables ou sens de lebesgue à valeurs réells telle que la norme,
kfkp < +1 ou

kfkp =
 Z b

a

jf jp dt
! 1

p

; (1 � p < +1); (2.11)
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et pour p = +1 on a

kfk1 = sup
a�x�b

jf(x)j ;

et L1(a; b) est l�espace des fonctions essentiellement bornées pour (a; b),
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Chapter 3

Résultats d�existence et
d�unicité pour les équations
di¤érentielles fractionnaires
de type Hadamard avec
condition aux limites
fractionnaire intégrale non
locale

3.1 Introduction

Dans ce chapitre voir [39], nous avons étudier la limite de Hadamard suivante:

Dqx (t) = f (t; x (t)) ; 1 < q � 2; t 2 (1; e) ; (3.1)

x (1) = 0;
mX
i=1

�iJ
�ix (�i) =

nX
j=1

�j
�
J�ix (e)� J�jx ("j)

�
; (3.2)

ou Dq et la derivée fractionnaire de Hadamard d�ordre q; f : [1; e]� R! R
est une fonction continue �1 < �2 < ::: < �m; �1 < �2 < ::: < �n et j

� et
l�intégral fractionnaire de Hadamard d�ordre � > 0 (� = �i; �j ; i = 1:::m;
j = 1:::n:
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Nous mentionnons que les conditions aux limites intégrales sont rencontrées
dans diverses applications telles que:la dynaque des populations, les systemes
cellulaires ansi que le génis chimique.
La condition (3:2) est une forme générale des conditions aux limites intégrales

considerée dans [1] et couvre de multiples applications
par exemple, si �i = �j = 1 pour tout i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2:::n, alors la

condition (3:2) se réduit á
x (1) = 0;

�1

Z �1

1

x (s)
ds

s
+ :::+ �m

Z �m

1

x (s)
ds

s
(3.3)

= �1

Z e

�1

x (s)
ds

s
+ ::::+ �n

Z e

�n

x (s)
ds

s
:

Les équations di¤erentielles fractionnaires fournissent des modèles ajustés pour
d�ecrire des problèmes du monde réel, qui ne peuvent pas etre décrits à l�aide
d�équations di¤érentielles classiques d�ordre entier. la théories des équations
di¤érentielles fractionnaires a fait l�objet d�une grande attention au cours des
dernières années et elle est devenue un important champ d�inverstigation en
raison de ses applications étendues dans de nombreuses branches de science de
l�ingenieurs [2; 5].Certaines contributions récentes à ce sujet ( dans [1; 6; 20]
)et les réferences qui y sont citées.
ce qu�on peut remarquer est que la plupart des travaux sur ce sujet sont

basés sur le modèle de Riemann-liouville et Caputo. un autre type de dérive
fractionnaire qui apparait à coté des dérives de Riemann-liouville et Caputo
dans la littérature est la derive fractionnaire du a Hadamard introduite en 1892
[21], qui di¤èrent des resultats précédents en ce sens que le noyau de l�intégral
(dans la dé�nition de la dérive de Hadamard)contient une fonction logarithmique
d�exposant arbitraire. Les détails et les propriétés de la dérive fractionnaire et de
l�intégrale de Hadamard sont cités dans [2; 22; 26]. pour des résultats récents
sur les problèmes de valeurs limitées de Hadamard, nous référons à [27; 28].
Nous établissons une variété de résultats concernat le problème (3:1� 3:2) en

utilisant les théorèmes classiques des points �xes. le premier résultat, Théorème
12, s�appuie sur le principe de la cartographie de contraction de Banach et
concerne un résultat d�existence et d�unicite pour les solutions du problème
(3:1� 3:2). Une seconde existence est démontrée dans le théorème 15, via les
contractions non linéaires et un théorème de point �xe du a Boyd Wong. des
résultats d�existences sont prouvés dans le théorème 17, en utilisant le théorème
de point �xe de Krasnoselskii, et dans le quatrième résultat, le théorème 20, en
employant une alternative non linéaire de type Leray-Schauder.
Notre travail est organisé comme suit:
Dans la dexième section , nous rappelons quelques concepts préliminaires

dont nous aurons besoin dans la suite de l�étude , ainsi nous prouvons un lemme
préliminaire. La troisième section contient les résultats principaux pour le prob-
lème (3:1� 3:2).Dans la quatrième section, nous illustrons par quelques exem-
ples déjà discutés.

9



3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons quelques dé�nitions du calcul fractionnaire
(3:2) et nous présentons des résultats préliminaires nécessaires pour nos preuves
ultèrieures.

Dé�nition 9 : La dérivée d�Hadamard d�ordre fractionnaire q pour une fonc-
tion f : [1;1)! R est dé�nie comme suit:

Dqf (t) =
1

�n� q

�
t
d

dt

�� Z t

1

�
log

t

s

�n�q�1
f (s)

s
ds; (3.4)

n� 1 < q < n; n = [q] + 1;

ou [q] désigne la partie entière du nombre réel q, log (:) = loge (:) ; et � est la
fonction Gamma.

Dé�nition 10 : L�intégrale fractionnaire de Hadmard d�ordre q pour une fonc-
tion f : [1;1)! R est dé�nie par:

Jqf (t) =
1

� (q)

Z t

1

�
log

t

s

�q�1
f (s)

s
ds; q > 0; (3.5)

à condition que l�intégrale existe par commodité, nous �xons

� =
mX
i=1

�i
� (q)

� (q + �i)
(log �i)

q+�i+1 (3.6)

�
nX
j=1

�j
� (q)

�
�
q + �j

� �1� �log �j�q+�j+1� :
Lemme 11 : Soit � 6= 0; 1 < q � 2; �i; �j > 0; et �i; �j 2 (1; e) pour
i = 1; 2:::m; j = 1; 2:::n; et h 2 C ([1; e] ;R) : La solution unique de l�équation
di¤érentielle fractionnaire suivante,

Dqx (t) = h (t) ; t 2 (1; e) ; (3.7)

sous réserve de la condition aux limites

x (0) = 0;
mX
i=1

�iJ
�ix (�i) =

nX
j=1

�j
�
J�ix (e)� J�jx

�
�j
��
; (3.8)

est donnée par l�équation intégrale
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x (t) =
(log t)

q�1

�

nX
j=1

�j
�
Jq+�jh (e)� Jq+�jh

�
�j
��

(3.9)

� (log t)
q�1

�

mX
i=1

�i
�
Jq+�ih (�i) + J

qh (t)
�

Proof. En appliquant l�intégrale fractionnaire de hadamard d�order q aux deux
cotés de (7), nous avons :

x (t) = z1 (log t)
q�1

+ z2 (log t)
q�2

+ Jqh (t) ; (3.10)

ou z1; z2 2 R, La condition de x (1) = 0 implique z2 = 0, par conséquent

x (t) = z1 (log t)
q�1

+ Jqh (t) ; (3.11)

pour tout p > 0; par la dé�nition 10, il s�ensuite que:

Jqx (t) = z1
� (q)

� (q + p)
(log t)

q+p+1
+ Jp+ph (t) ; (3.12)

la deuxième condition de (8) avec (12) conduit à:

Z1 =
1

�

nX
i=1

�j(J
q+�jh (e)� Jq+�jh

�
�j
�
)� 1

�

mX
i=1

�iJ
q+ph (�i) : (3.13)

en substituant la valeur d�une constante z1 dans (3:11), on oblient (3:9) comme
requis l�épreuve est terminée.

3.3 Résultats principaux

Soit C = C ([1; e] ;R) l�espèce de banach de toutes les fonctions continues de
[1; e] a R de la norme dé�nie par kxk = sup t2[1;e] jx (t)j :
Comme dans le Lemme 16, nous dé�nissons un opérateur F : C! C par:

(zx) (t) = Jqf (s; x (s)) (t) (3.14)

� (log t)
q�1

�

mX
i=1

�iJ
�i+qf (s; x (s)) (�i)

+
(log t)

q�1

j�j

nX
j=1

�j
�
J�j+qf (s; x (s)) (e)

� J�j+qf (s; x (s))
�
�j
��
;
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avec � 6= 0. il faut signaler que le problème (3:1� 3:2) a des solutions
seulement si l�opérateur F a des points �xes. Pour des raisons de commoditée,
nous mettons

� =
1

� (q + 1)
+
1

j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (�i + q + 1)
(3.15)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� 1 + (log �i)�j+q�
�
�j + q + 1

� :
le premier resultat d�existence et d�unicite est basé sur le principe de con-

traction de banach.

Théorème 12 . Soit f : [1; e] � R ! R une fonction continue satisfaisant
l�hypothese suivante.

(H1) il existe une constante L > 0 telle que

jf (t; x)� f (t; y)j � L jx� yj ; pour chaque t 2 (1; e) et x; y 2 R;

si

L� < 1; (3.16)

ou � est donné par [15], alors le problème de valeur aux limite (3:1� 3:2) a
une solution unique sur [1; e] :
Proof. Nous transformons ainsi le problème (3:1� 3:2) à un problème de point
�xe; x = zx ou l�opérateur F est dé�ni par [14]: En utilisant le principe du
maping de contraction de banach, nous allons montrer que F a un point �xe
qui est une solution unique du problème (3:1� 3:2) :
Nous �xons supt2(1;e) jf (t; 0)j =M <1 et nous choisissons.

r � M�

1� L� : (3.17)

Maintenant,on révèle que FBr � Br; ou Br = fx 2 C : kxk � rg pour tout
x 2 Br, on a
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kzxk (3.18)

� sup fJq jf (s; x (s))j (t)

+
(log t)

q�1

j�j

mX
i=1

j�ij J�i+q jf (s; x (s))j (�i)

+
(log t)

q�1

j�j

nX
j=1

���j�� J�j+q jf (s; x (s))j (e)
+ J�j+q jf (s; x (s))j

�
�j
�	

� Jq (jf(s; x (s))� f (s; 0)j+ jf (s; 0)j) (e)

+
1

j�j

mX
i=1

j�ij J�i+q (jf(s; x (s)� f (s; 0)j+ jf (s; 0)j) (�i)

+
1

j�j

nX
j=1

j�j j J�j+q (jf(s; x (s)� f (s; 0)j+ jf (s; 0)j) (e)

J�j+q
�
(jf(s; x (s)� f (s; 0)j+ jf (s; 0)j)

�
�j
��

� (Lr +M)

8<: 1

� (q + 1)
+
1

j�j

nX
j=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (�i + q + 1)

+
1

j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�j+q

�
�
�j + q + 1

�)
= (Lr +M)� � r

il s�ensuit que FBr � Br: pour x; y 2 C et pour chaque t 2 [1; e], on a:

jzx (t)�zy (t)j (3.19)

� Jq (jf (s; x (s))� f (s; y (s))j) (t)

+
(log t)

q�1

j�j

mX
i=1

j�ij J�i+q (j(f (s; x (s))� f (s; y (s)))j (�i))

+
(log t)

q�1

j�j

nX
j=1

���j�� �J�j+q j(f (s; x (s))� f (s; y (s)))j� (e)
+
�
J�j+q (j(f (s; x (s))� f (s; y (s)))j)

�
� (�i)

� L kx� yk
(

1

� (q + 1)
+
1

j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (�i+q + 1)

� 1

j�j

mX
i=1

j�ij
�
log �j

��j+q
�
�
�j + q + 1

�)
= L� kx� yk :
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Le resultat ci-desus implique que kFX � Fyk � L� kx� yk : comme L� < 1,
donc F est une contraction, par conséquent, par principe de contraction de
banach, nous déduisons que F a un point �xe qui est la solution unique du
problème (3:1� 3:2) : ensuite, nous donnons le deuxième résultat d�existence et
d�unicite en utilisant des contactions non linèaires.

Dé�nition 13 Soit E un espèce de banach et soit F : E ! E une application
cartographique, on dit que F est une contraction non linéaire s�il existe une
fonction continue non décroissante 	 : R+ ! R+ telle que 	(0) = 0 et 	(�) <
�, pour tout � > 0, avec la propriété

kzx �zyk � 	(kx� yk) ; 8x; y 2 E: (3.20)

Lemme 14 :voir [29] Soit E un espèce de banach et soit F : E ! E est une
contraction non linéaire. Alors F a un unique point dans E

Théorème 15 : Soit f : [1; e] � R ! R une fonction continue satisfait
l�hypothèse

(H2) jf (t; x)� f (t; y)j � h (x) (jx� yj = (H� + jx� yj)), t 2 [1; e] ; x; y � 0
ou h : [1; e]! R+ est continue, et une constante � dé�nie par

� = Jqh (e) +
1

j�j

mX
i=1

j�ij J�i+qh (�i) (3.21)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� �J�j+qh (e) + J�j+qh (�i)�
alors le problème de valeur limitée (3:1� 3:2) a une solution unique .
Nous dé�nissons l�opérateur F : C! C comme [14] et une fonction continue

non décroissante 	 : R+ ! R+ par :

	(�) =
��

�+ �
; 8� � 0: (3.22)

tout en notant que la fonction 	 satisfait 	(0) = 0 et 	(�) < � pour tout
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� > 0pour tout x; y 2 C et pour tout t 2 [1; e], on a

jzx (t)�zy (t)j (3.23)

� Jq (jf(s; x (s)� f (s; y (s))j) (t)

+
(log t)

q�1

j�j

mX
i=1

j�ij
�
J�i+q (jf(s; x (s)� f (s; y (s))j) (�i)

+
(log t)

q�1

j�j

nX
j=1

���j�� (J�j+q(jf(s; x (s)� f (s; y (s))j (e)
+ J�j+q (jf(s; x (s)� f (s; y (s))j) �

�
�j
��

� Jq
�
h (s)

jx (s)� y (s)j
�+ jx (s)� y (s)j

�
(e)

+
1

j�j

mX
i=1

j�ij J�i+q
�
h (s)

jx (s)� y (s)j
�+ jx (s)� y (s)j

�
(�i)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� �J�j+q �h (s) jx (s)� y (s)j
H� + jx (s)� y (s)j

�
(e)

+ J�j+q
�
h (s)

jx (s)� y (s)j
H� + jx (s)� y (s)j

��
�j
��

� 	(kx� yk)
H�

 
Jqh (e) +

1

j�j

mX
i=1

j�ij J�i+qh (�i)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� J�j+qh (e) + J�j+qh ��j�
1A

= 	(kx� yk) :

Celà implique que kzx (t)�zy (t)k � 	(kx� yk) :donc F une contraction non
linéaire. Donc, par le Lemme 14, l�opérateur F a un point �xe qui est la solution
unique du problème (3:1� 3:2). ensuite, nous montrons un résultat d�existence
en utilisant le théorème du point �xe de KrasnoselsKii.

Lemme 16 [30]: (le theoreme du point fixe de KrasnoselsKii :). soit M est
un sous-ensemble fermé, borne, convexe et nous vide d�un espece X de banach.
soit A, B des opérateurs tel que (a)AX+BY 2à chaque fois que x; y 2M ; (b) A
est compact et continu; (c)B est un mapping de contraction. une cartographie.
alors il existe z 2M tel que z = Az +Bz:

Théorème 17 Supposons que f : [1; e]�R! R une fonction continue satisfait
l�hypothèse (H1). de plus, nous supposons que:

(H3) jf (t; x)j � K (t) ; 8 (t; x) 2 [1; e] � R et K 2 C ([1; e] ;R+) :

L

� (q + 1)
< 1; (3.24)
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alors le problème aux limites (3:1� 3:2) à en moins une solution sur [1; e] :
Proof. Nous dé�nissons supt2[1;e] jK (t)j = kK (t)k et nous choisissons une
constante r appropriée comme:

r � kkk�; (3.25)

ou � est dé�nei par (3:15). De plus, nous dé�nissons les opérateurs P et Q sur
Br = fx 2 C : kxk � rg comme étant

(Px) (t) =
(log t)

q�1

j�j

nX
j=1

�j
�
J�j+qf (s; x (s)) (e) (3.26)

� J�j+qf (s; x (s))
�
�j
��

� (log t)
q�1

j�j

mX
i=1

�iJ
�i+qf (s; x (s)) (�i) ;

t 2 [1; e] ;
(Qx) (t) = Jqf (s; x (s)) (t) ; t 2 [1; e] :

Pour (x; y) 2 Br, on a

kpx+Qyk � kKk
 

1

�(q + 1)
+
1

�

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

�(�i + q + 1)
(3.27)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� 1 + (log �j)�j+q�
�
�j + q + 1

�
1A

= kKk� � r:

Cela montre que Px+Qy 2 Br Il découle de l�hypothèse (H1) avec (3:24) que
Q est une cartographie de contraction. Depuis la fonction f est continue, on a
que l�opérateur P est continu. Il est facile de véri�er que

kPxk � kkk
 
1

j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

�(�i + q + 1)
(3.28)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� 1 + (log �j)�j+q�
�
�j + q + 1

�
1A

Par conséquent, P est uniformément borné sur Br. Ensuite, nous prouvons
la compacité de l�opérateur sup(t;x)2[1;e]�Br

jf(t; x)j = f < 1; par conséquent
on obtient
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j(Px) (t1)� (Px) (t2)j (3.29)

=

������ (log t1)
q�1

�

nX
j=1

�j
�
JBj+qf (s; x (s)) (e)

� JBj+qf (s; x (s))
�
�j
��

� (log t1)
q�1

�

mX
i=1

�iJ
�i+qf (s; x (s)) (�i)

� (log t2)
q�1

�

nX
j=1

�j
�
J�j+qf (s; x (s)) (e)

� J�j+qf (s; x (s))
�
�j
��

+
(log t2)

q�1

�

mX
i=1

�iJ
�i+qf (s; x (s)) (�i)

�����
� f

���(log t2)q�1 � (log t1)q�1���
j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (�i + q + 1)

+f

���(log t2)q�1 � (log t1)q�1���
j�j

nX
j=1

���j�� 1� �log �j��j+q�
�
�j + q + 1

� ;
qui est indépendant de x et tend vers zéro lorsque t2 ! t1. Ainsi, P est

une équation continue. Donc P est relativement compact sur Br. D�où par le
théorème d�Arzel´a-Ascoli,P est compact sur Br. Ainsi, toutes les hypothèses
du lemme 16 sont satisfaites. Donc la frontière problème de valeur (1)� (2)a au
moins une solution sur [1; e]. l�épreuve est terminée.

Remark 18 Dans le théorème ci-dessus, nous pouvons changer le rôle des

opérateurs P et Q pour obtenir un second résultat en remplaçant (3:24) par
la condition suivante:

L

j�j

mX
i=1

j�j j
�
log �j

��i+q
� (�i + q + 1)

+
L

j�j

nX
j=1

���j�� 1 + �log �j��j+q�
�
�j + q + 1

� < 1: (3.30)

Maintenant, notre dernier résultat d�existence est basé sur l�alternative non
linéaire de Leray-Schauder.

Théorème 19 [31]: (Alternative non linéaire pour les cartes à valeur
unique ). Soit un espace de Banach, C un sous-ensemble fermé et con-
vexe de E, U un sous-ensemble ouvert de C, et 0 2 U: Supposer
que F : U ! C est une carte continue et compacte (autrement dit�
i:e:; F

�
U
�
est un sous-ensemble relativement compact de C

�
. Alors soit:
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(i) F a un point �xe dans U ou
(ii) il y a un u 2 @U (la frontière de U en C) et � avec (0; 1),avec u = �F (u) :

Théorème 20 : Supposons que f : [1; e] �R! Rest une fonction continue. De
plus on suppose que

(H4) il existe une fonction continue non décroissante  : [0;1) ! (0;1) et
une fonction p 2 C ([1; e] ; R+)
tel que

jf (t; x)j � p (t) (jxj) ; pour chaque, (t; x) 2 [1; e] � R; (3.31)

(H5) il existe une constante N > 0 telle que

N

kPk	(N) � > 1; (3.32)

où � est dé�ni par (3:15).
Alors le problème de la valeur limitée (3:1� 3:2) a au moins une solution

sur [1; e].
Proof. Tout d�abord, nous montrons que l�opérateur F , dé�ni par (3:14), trans-
forme les ensembles bornés (boules) en ensembles bornés en C: R nombre positif,
soit BR = fx 2 C : kxk � Rg être une boule bornée en C. Alors pour t 2 [1; e],
on a
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jzx (t)j � Jq jf (s; x (s))j (e) (3.33)

+
1

j�j

mX
i=1

j�ij J�i+q jf (s; x (s))j (�i)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� � J�j+q jf (s; x (s))j (e)
J�j+q jf (s; x (s))j

�
�j
� �

� kPk	(kxk) 1

� (q + 1)

+ kPk	(kxk)
mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (�i + q + 1)

+ kPk	(kxk)
nX
j=1

���j�� �1 + log �j��j+q�
�
�j + q + 1

�
� kPk	(R) 1

� (q + 1)

+ kPk	(R) 1j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (�i + q + 1)

+ kPk	(R) 1j�j

nX
j=1

���j�� �log �j��j+q�
�
�j + q + 1

�
= K:

Par conséquent, nous concluons quekFxk � K., nous montrons que F
transforme les ensembles bornés en ensembles équicontinus de C. Laisser
sup(t;x)2[1;e]�BR

jf (t; x)j = f� < 1; v1;v2 2 [1; e]avec v1 < v2 et x 2 BR.
Ensuite nous avons

19



j(zx) (v2)� (zx) (v1)j (3.34)

= jJqf (s; x (s)) (v2)

� (log v2)
q�1

�

mX
i=1

�i J
�i+qf (s; x (s)) (�i)

+
(log v2)

q�1

�

nX
j=1

�
�jJ

�j+qf (s; x (s)) (e)

� J�j+qf (s; x (s))
�
�j
��

�Jqf (s; x (s)) (v1)

+
(log v1)

q�1

�
�i

mX
i=1

�iJ
�i+qf (s; x (s)) (�i)

+
(log v1)

q�1

�

nX
j=1

�jJ
�i+qf (s; x (s)) (e)

�J�j+qf (s; x (s))
�
�j
�

� f�
j(log v2)q � (log v1)qj

� (q + 1)

+f�

���(log v2)q�1 � (log v1)q�1���
j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (�i + q � 1)

+f�

���(log v2)q�1 � (log v1)q�1���
j�j

nX
j=1

���j�� 1� �log �j��j+q�
�
�j + q � 1

� :
De toute évidence, le côté droit de l�inégalité ci-dessus tend à zéro indépen-

damment de x 2 BR et v2 2 v1. par conséquent, il découle du théorème
d�Arzela-Ascoli que F : C ! C est complètement continue.
Soit x une solution. Puis, pour t 2 [1; e], en suivant les calculs similaires à

ceux de la première étape, nous avons

kxk � kPk	(kxk) 1

� (q + 1)
(3.35)

+ kPk	(kxk) 1j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (�i + q + 1)

+ kPk	(kxk) 1j�j

nX
j=1

���j�� �log �j��j+q�
�
�j + q + 1

�
= kPk	(kxk) �
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Par conséquent, nous avons

kxk
kPk	(kxk) � � 1: (3.36)

Au vu de (H5), il existe N tel que kxk 6= N .Nous dé�nissons:

U = fx 2 C : kxk < Ng : (3.37)

En notant que l�opérateur F : U ! C est continu et complètement continu.
à partir du choix de U , il n�y a pas x 2 @U tel que x = �Fx pour certains �
2 (0; 1) : par conséquent, par alternative non linéaire de type Leray-Schauder
théorème 17 on déduit que F a un point �xe dans U , qui est une solution du
problème des valeurs aux limites (3:1� 3:2) ceci complète l�épreuve.

3.4 Examples

Exemple 21 : Considérer le problème de valeur limite suivant pour l�équation
di¤érentielle fractionnaire d�Hadamard

D3=2x (t) =
log t5

et (t+ 2)
2

jx (t)j
(3 + jx (t)j) ; t 2 j = [1; e] (3.38)

x (1) = 0;

2J1=4x

�
5

4

�
+
1

5
J3=2x

�
9

5

�
+ 3J2x

�
15

7

�
= J2=3x (e)� J2=3x

�
10

7

�
+ 5

�
J9=7x (e)� J9=7x (2)

�
�2
�
J11=4x (e)� J11=4x

�
9

4

��
:

ici q = 3=2; �1 = 2; �2 = 1=5; �3 = 3; �1 = 1=4; �2 = 3=2; �3 = 2; �1 = 5=4;
�2 = 9=5; �3 = 15=7; �1 = 1; �2 = 5; �3 = �2; �1 = 2=3; �2 = 9=7; �3 = 11=4;
�1 = 10=7; �2 = 2; �3 = 9=4; et f (x; y) =

�
log t5 jxj

�
=
�
et (t+ 2)

2
(3 + jxj)

�
:

Depuis,

jf (t; x)� f (t; y)j �
�
5

27e

�
jx� yj ; (3.39)

alors (H1) est satisfait de L = 5=27e. Nous pouvons montrer que
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� =
mX
i=1

�i
� (q)

� (q + �i)
(log �i)

q+�i�1 (3.40)

�
nX
j=1

�j
� (q)

�
�
q + �j

� �1� �log �j�q+�j�1�
� �0:6895040549;

� =
1

� (q + 1)
+
1

j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

q+�i

� (q + �i + 1)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� 1 + �log �j��j+q�
�
q + �j + 1

�
� 3:975680952;

L� =
5

27e
(3:975680952) � 0:2708465347 < 1:

Par conséquent, d�après le théorème (12), le problème des valeurs aux limites
3:38 a une solution unique sur [1; e]

Exemple 22 : Considérez le problème des valeurs limites suivant pour
l�équation di¤érentielle fractionnaire d�Hadamard

D7=4x (t) =
et

(t+ 1)
2

jx (t)j
(2 + jx (t)j) ; t 2 j = [1; e] ; (3.41)

x (1) = 0;

1

4
J6=7x

�
7

3

�
� 2
3
J3x

�
7

5

�
� 2J2=5x (2)

= 4

�
J5x (e)� J5x

�
11

5

��
+
11

4

�
J3=4x (e)� J3=4x

�
16

13

��
:

ici q = 7=4; �1 = 1=4; �2 = �2=3; �3 = �2; �1 = 6=7; �2 = 3; �3 = 5=2;
�1 = 7=3; �2 = 5=7; �3 = 2; �1 = 4; �2 = 11=4; �1 = 5; �2 = 3=4; �1 = 11=5;

�2 = 16=13 et f (x; t) = (e
t jxj) =

�
(t+ 1)

2
(2 + jxj)

�
:

nous choisissons h (t) = et=4; et cela
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� =
mX
i=1

�i
� (q)

� (q + �i)
(log �i)

q+�i�1 (3.42)

�
nX
j=1

�j
� (q)

�
�
q + �j

� �1� �log �j�q+�j�1�
� �1:67292140

H� = Jqh(e) +
1

j�j

mX
i=1

j�ij J�i+qh (�i)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� J�j+qh ��j�
� 1:295076743:

Clairement,

jf (t; x)� f (t; y)j = et

(1 + t)
2

�
2 jxj � 2 jyj

4 + 2 jxj � 2 jyj+ jxj jyj

�
(3.43)

� et

4

�
jx� yj

1:295076743 + jx� yj

�
:

Par conséquent, d�après le théorème 15, le problème aux limites (3:41) à une
solution unique sur [1; e].

Exemple 23 : en concidérant le problème des valeurs aux limites suivant pour
l�équation di¤érentielle fractionnaire de Hadamard:

D6=5x (t) =
2 sin (�=4)

5� + (ex + 1)
2 +

2 + cos (�t)

10� + 3
; t 2 j = [1:e] ; (3.44)

x (1) = 0;

J4x

�
3

2

�
� 3J9=4x (2)� 10J1=5x

�
7

3

�
+ 6J7=2x

�
5

2

�
+
14

3
j5x

�
11

9

�
= 3

�
J3=2x (e)� J3=2x

�
11

7

��
� 7

�
J3x (e)� J3x

�
17

13

��
+
4

3

�
J5=3x (e)� J5=3x (2)

�
:

ici q = 6=5; �1 = 1; �2 = �3; �3 = �10; �4 = 6; �5 = 14=3; �1 = 4;
�2 = 9=4; �3 = 1=5; �4 = 7=2; �5 = 5;
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�1 = 3=2; �2 = 2; �3 = 7=4; �4 = 5=2; �5 = 11=9; �1 = 3; �2 = �7;
�3 = 4=3; �1 = 3=2; �2 = 3; �3 = 5=3; �1 = 11=7; �2 = 17=13; �3 = 2 et

jf (x; t)j = (2 sin (x=4)) =
�
5� + (ex + 1)

2
�
+ (2 + cos (�t)) = (10� + 3) :

Clairement,

jf (x; t)j =
����� 2 sin (x=4)

5� + (ex + 1)
2 +

2 + cos (�t)

10� + 3

����� (3.45)

� (2 + cos (�t))
�
jxj+ 1
10�

�
:

Choisir P (t) = 2 + cos (�t) et 	(jxj) = (jxj+ 1) = (10�), nous pouvons
montrer que:

� =
mX
i=1

�i
� (q)

� (q + �i)
(log �i)

q+�i�1

�
nX
j=1

�j
� (q)

�
�
q + �j

� �1� �log �j�q+�j�1�
� �9:148087406:

� =
1

� (q + 1)
+
1

j�j

mX
i=1

j�ij
(log �i)

�i+q

� (q + �i + 1)
(3.46)

+
1

j�j

nX
j=1

���j�� 1 + �log �j��j+q�
�
�j + q + 1

�
� 1:462649525;

N

(3) ((N + 1) =10�) (1:462649525)
> 1;

ce qui implique que N > 0; 1623483851. Par conséquent, d�après le
théorème20, le problème aux limites (3:44) à au moins une solution sur [1; e].
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