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Résumé
Dans ce travail nous caractérisons une large classe des C0 semi-groupes

qui peut être appliquée pour prouver l�existence et l�unicité des solutions de
beaucoup systèmes des équations di¤érencielles partielles. En e¤et, nous

appliquons notre resultat sur l�equation d�onde fortement amortie, vibration
d�une corde et le système de di¤usion.

Abstract

In this work we characterize a large class of C0 semi-groups which can be
applied to prove the existence and the uniqueness of the solutions of many
systemsof partial di¤erential equations. In fact, we apply our result to a
strongly damped wave equation, damped vibration of a string equation and
reaction di¤usion systems.
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Intoduction
L�objectif de ce mémoire est de présenter une caractérisation d�une

large classe des C0 semi-groupe, et appliquer deux lemmes pour demontrer
l�existence et l�unicité de solution aux certains problémes .

Dans le premier chapitre, on va donner quelques dé�nitions et rappels
sur les opérateurs et les semi-groupes.

Dans le deuxième chapitre, on va présenter deux lemmes de générations

des C0 semi-groupes

En�n on démontre l�existence et l�unicité de la solution des problémes :
pour système d�équation d�onde fortement amortie :8<: utt + �(��)

1
2ut + (��)u = 0; t � 0; x 2 


u(0; x) = u0(x); ut(0; x) = v0(x); x 2 

u(t; x) = 0; t � 0; x 2 @


;

avec les conditions aux limite de Dirichlet homogène,
et pour l�équation non linéaire de vibration d�une corde ou une pourte :

utt � 2��ut � f(
Z



jOuj2 dx) + �2u = 0; sur R+ � 
;

avec la condition aux limites :

u = 4u = 0; dansR+ � @
;
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Opérateurs linéaires

1.1.1 Un opérateur linéaire

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, une application linéaire A
de X dans Y dé�nit d�un sous-espace vectoriel D(A) � X et à valeurs dans
Y est appelé un opérateur linéaire si pour tout x; y 2 D(A) et pour tout
� 2 C on a :
� A(x+ y) = A(x) + A(y):
� A(�x) = �A(x):
D(A) est appelé le domaine de A.

On dit que A est à domaine dense siD(A) = X, c-à-d si pour tout x 2 X,
il existe une suite (xn)n�0 d�élléments de D(A) telle que :

x = lim xn:

1.1.2 Un opérateur linéaire borné

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, l�opérateur linéaire A :
D(A) � X ! Y est borné s�il existe M > 0, pour tout x dans X :

kAxkY �M kxkX :
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1.2. C0 SEMI-GROUPE

1.1.3 Un opérateur linéaire fermé

On dit que l�opérateur linéaire A : D(A) � X ! Y est fermé si et
seulement si pour toute suite (xn)n�0 d�éléments de D(A) telle que :�

xn ! x;
Axn ! y:

=)
�
x 2 D(A)
Ax = y

1.1.4 Ensemble résolvant

Dé�nition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, l�ensemble ré-
solvant �(A) est dé�nit par :

�(A) = f� 2 C : (�I � A) est inversible et d0inverse continueg;

si � 2 �(A), on dé�nit la résolvante :

R�(A) = (�I � A)�1:

1.2 C0 semi-groupe

Dé�nition 1.2.1 Une famille fT (t)gt�0 d�opérateurs linéaires bornés dans
l�espace de Banach Z est appelé un C0 semi-groupe si elle véri�e les trois
conditions suivantes :

i/ T (t+ s) = T (t)T (s) t; s � 0:
ii/ T (0) = I ( l�opérateur d�identité dans Z ).
iii/ pour chaque z 2 Z , on a : limh!0+ kT (h)z � zk = 0:

Dé�nition 1.2.2 Soit fT (t)gt�0 un C0 semi-groupe en Z, alors l�opérateur
A : D(A) � Z ! Z dé�ni par :

Az = lim
h!0+

T (h)z � z
h

; z 2 D(A);

où

D(A) = fz 2 Z; lim
h!0+

T (h)z � z
h

existeg;

s�appelle le générateur in�nitésimal ou le générateur du semi-groupe fT (t)gt�0:
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.2.3 Un C0 semi-groupe fT (t)gt�0 sur Z est dit analytique si
pour tout z 2 Z, la fonction réelle t ! T (t)z 2 D(A) est analytique sur
0 < t <1 , et :

d

dt
T (t)z = AT (t)z = T (t)Az; t � 0:

Par conséquent : T (t)z 2 D(A), pour t > 0, et z 2 Z:

Dé�nition 1.2.4 Soit L un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans
l�espace de Banach Z, On dit que L est un opérateur sectoriel si 8� 2 (0; �

2
)

et M � 1 le secteur :

Sa;� = f� 2 C; � � jarg(�� a)j � �; � 6= ag;

est dans l�ensemble résolvant de L et :

(�� L)�1 � M

j�� aj ;8� 2 Sa;�:

Le théorème suivant se trouve dans [1] :

Théorème 1.2.1 Si L est opérateur sectoriel, alors �L est le générateur
in�nitésimal d�un semi-groupe analytique.

Théorème 1.2.2 ( Les propriétés fondamentales du générateur in�nitésimal
du C0 semi-groupe )

Soit fT (t)gt�0 un C0 semi-groupe et A son générateur in�nitésimal avec
domaine D(A), on a :

a) D(A) est un sous-espace linéaire dans Z, et A est un opérateur linéaire
sur D(A).

b) Si z 2 D(A), alors T (t)z 2 D(A), t � 0 est di¤érentiable en t, et :

dT (t)

dt
z = AT (t)z = T (t)Az:

4



1.2. C0 SEMI-GROUPE

c) Si z 2 D(A), alors

T (t)z � T (s)z =
tZ
s

T (u)Azdu; t; s � 0:

d) Si f(t) est une fonction continue à valeur réelle pour t � 0 alors :

lim
h!0

1

h

t+hZ
t

f(u)T (u)zdu = f(t)T (t)z; z 2 Z; t � 0:

e)
tZ
0

T (s)zds 2 D(A) et T (t)z = z + A
tZ
0

T (s)zds; z 2 Z; t � 0:

f) Le sous-espace linéaire D(A) est dense dans Z, et A est un opérateur
fermé sur D(A).

Théorème 1.2.3 Soit fT (t)gt�0 un C0 semi-groupe dans Z, et A son géné-
rateur in�nitésimal dans D(A), le problème de Cauchy :

�
z0(t) = Az(t); t � 0
z(0) = z0; z0 2 D(A)

;

admet l�unique solution :
z(t) = T (t)z0:

Dé�nition 1.2.5 On dit que la famille fPng est complète si :

x =
1X
n=1

Pnx:

5



Chapitre 2

Lemmes de génération d�un C0
semi-groupe

Dans ce chapitre, on va présenter deux lemmes de génération d�un C0
semi-groupe.

2.1 Premier lemme de génération d�un semi-
groupe

Lemme 2.1.1 Soit Z un espace de Hilbert séparable et fAngn�1, fPngn�1
deux familles d�opérateurs linéaires bornés en Z, avec fPng est une famille
complète de projections orthogonales, tel que :

AnPn = PnAn; n = 1; 2; 3::::

On dé�nit la famille d�opérateurs linéaires :

T (t)z =

1X
n=1

expAnt Pnz; t � 0;

alors :

(a) T (t) est un opérateur linéaire borné si :expAnt � g(t); n = 1; 2; 3:::: (2.1)

6



2.1. PREMIER LEMME DE GÉNÉRATION D�UN SEMI-GROUPE

pour une fonction à valeur réelle continue g(t):

(b) Si la condition (2.1) est véri�ée, fT (t)gt�0 est un C0 semi-groupe dans
l�espace de Hilbert Z dont le générateur in�nitésimal A est donné par :

Az =
1X
n=1

AnPnz; z 2 D(A); (2.2)

avec :

D(A) =

(
z 2 Z,

1X
n=1

kAnPnzk2 � 1
)
:

(c) Le spectre de A; ( �(A) = C=�(A) ) est donnée par :

�(A) =

1[
n=1

�( �An);

où :
�An = AnPn : R(Pn)! R(Pn):

Preuve. (a) puisque AnPn = PnAn, alors pour tout z 2 Z, fexp(Ant)Pnzg1n=1
est une famille orthogonal de vecteurs dans Z, par conséquent :

kT (t)zk2 =
1X
n=1

kexp(Ant)Pnzk2 � (g(t) kzk)2

alors
kT (t)zk � g(t) kzk :

(b) Véri�ons la condition i/ de dé�nition (1.2.1)

T (t)T (s)z =
1X
n=1

exp(Ant)PnT (s)z

=

1X
n=1

exp(Ant)Pn(

1X
m=1

exp(Ams)Pmz)

=
1X
n=1

exp(An(t+ s))Pnz = T (t+ s)z:

la condition ii/ de dé�nition (1.2.1) découle de la complétude de la famille
fPngn�1 ;
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CHAPITRE 2. LEMMES DE GÉNÉRATION D�UN C0 SEMI-GROUPE

c�est-à-dire :

z =

1X
n=1

Pnz; z 2 Z:

Véri�ons la condition iii/ de dé�nition (1.2.1)

kT (t)z � zk2 �
1X
n=1

kexp(Ant)� Ik2 kPnzk2

=

NX
n=1

kexp(Ant)� Ik2 kPnzk2 +
1X

n=N+1

kexp(Ant)� Ik2 kPnzk2 :

D�après (2.1), il existe une fonction continue K(t) tel que :

kT (t)z � zk2 � sup
n=1;2:::;N

kexp(Ant)� Ik2
NX
n=1

kPnzk2 +K(t)
1X

n=N+1

kPnzk2 ;

donner � > 0 pour trouver N su¢ sament grand tel que

K(t)
1X

n=N+1

kPnzk2 < �;

pour t 2 [0; �], � > 0 ; d�autre part,

lim
t!0+

sup
n=1;2::::;N

kexp(Ant)� Ik = 0

alors,
lim
t!0+

kT (t)z � zk = 0:

Soit A le générateur in�nitésimal de ce semi-groupe, on a pour tout z 2 Z

Az = lim
t!0+

T (t)z � z
t

= lim
t!0+

1X
n=1

(exp(Ant)� I)Pnz
t

;

alors :

PmAz = Pm( lim
t!0+

1X
n=1

exp(Ant)� I)
t

Pnz)

= lim
t!0+

(exp(Ant)� I)
t

Pmz = AmPmz:

8



2.1. PREMIER LEMME DE GÉNÉRATION D�UN SEMI-GROUPE

On a :

Az =
1X
n=1

PnAz =
1X
n=1

AnPnz;

et

D(A) �
(
z 2 Z :

1X
n=1

kAnPnzk2 <1
)
:

Maintenant, supposons que z 2
�
z 2 Z :

P1
k=1 kAkPkzk

2 <1
	
alors

1X
k=1

kAkPkzk2 <1 et y =
1X
k=1

AkPkz 2 Z:

Puis, si on pose

zn =
nX
n=1

Pkz;

tel que zn 2 D(A) et

Azn =
nX
k=1

AkPkz:

Alors : limn!1 zn = z et limn!1Az = y, et puisque A est un opérateur
linéaire fermé, on trouve z 2 D(A) et Az = y
(c) Il su¢ t de prouver que :

[1n=1�( �An) � �(A) et �(A) � [1n=1�( �An):

On prouve la première partie : �(A) � \1n=1�( �An), soit � dans �(A),
donc : (��A)�1 : z ! D(A) est un opérateur linéaire borné, prouvons que :

(�� �Am)
�1 : R(Pm)! R(Pm)

existe et borné pour m � 1, supposons que (�� �Am)
�1Pmz = 0 alors :

(�� A)Pmz =
1X
n=1

(�� An)PnPmz

= (�� Am)Pmz = (�� �Am)Pmz = 0;

ce qui implique que Pmz = 0 alors (�� �Am) est un à un .
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CHAPITRE 2. LEMMES DE GÉNÉRATION D�UN C0 SEMI-GROUPE

Puis donner y dans R(Pm) pour résoudre (�� �Am)w = y, pour � 2 �(A),
il existe z 2 Z tel que :

(�� A)z =
1X
n=1

(�� An)Pnz = y:

Multipliant l�équation par Pm on obtient :

Pm(�� A)z = (�� Am)Pmz = (�� �Am)Pmz = Pmy = y:

Comme (� � �Am) : R(Pm) ! R(Pm) est une bijection, et R(Pm) est
fermé, donc est espace de Banach, alors d�après le théorème de graphe ouvert
on a : (�� �Am) : R(Pm)! R(Pm) existe et est un opérateur linéaire borné,
D�où

�(A) � \1n=1�( �An), [1n=1�( �An) � �(A);
pour � 2 �( �Am) pour tout m � 1:

2.2 Deuxième lemme de génération d�un semi-
groupe

Lemme 2.2.1 Supposons que les conditions précédentes soient véri�ées, et
soit S un sous-ensemble borné de C, avec Re(S) > 0, on a :

�1
�n
�(An) � S; �n > 0; pour n = 1; 2:::;

alors l�opérateur A donné par (2.1) est un générateur in�nitésimal du C0
semi-groupe analytique

Preuve. Si on pose Dn =
�1
�n
An, alors An = ��nDn, �(Dn) � S, et

l�opérateur A s�écrit comme suite :

�Az =
1X
n=1

�nDnPnz; z 2 D(A):

D�aprés théorème (1.2.1), il su¢ t de prouver que l�opérateur �A est sectoriel.
Soit � 2 (0; �

2
) tel que � 2 �(S); on a :jarg �j < �. Il est claire que le

secteur :
S = f� 2 C; � � jarg �j � �g

10



2.2. DEUXIÈME LEMME DE GÉNÉRATION D�UN SEMI-GROUPE

est dans l�ensemble résolvant de�A, donc prouvons l�existance de constante
M > 0 tel que : (�+ A)�1 � M

j�j ; � 2 S�;

puisque � 2 S�; �
�n
n�est pas dans �(Dn) pour tout n � 1 et l�opérateur

�� �nDn est inversible, prouvons l�existance de constante M > 0 tel que(�� �nDn)
�1 � M

j�j ; n = 1; 2:::;

pour tout �, on a :

kR(�;Dn)k =
(��Dn)

�1 = (�� I)�1fI � (Dn � I)(�� I)�1g�1


� 1

j�� 1j
fI � (Dn � I)(�� I)�1g�1


� 1

j�� 1jf1�
kDn � Ik
�� 1 g�1

� C(
kDnk
j�j );

si j�j est su¢ samment grand,
d�autre part, on a :

kDnk =
p
r(DnD�

n) =
p
supf� : � 2 �(DnD�

n)g � k; n = 1; 2:::;

où : r(DnD
�
n) est le rayon spectral de DnD

�
n, donc on obtient l�existance

de constante M1 et R tel que :(��Dn)
�1 � M1

j�j ; � 2 S� et j�j > R; n � 1; (2.3)

puisque la fonction résolvante � ! R(�;�A) est une fonction holo-
morphe sur �(�A), il existe M2 tel que :

k�R(�;�A)k �M2; � 2 S� \BR;

c�est-à-dire :

kR(�;�A)k � M2

j�j ; � 2 S� \BR;

où BR la boule fermée de centre zéro et de rayon R en C:

11



CHAPITRE 2. LEMMES DE GÉNÉRATION D�UN C0 SEMI-GROUPE

pour � 2 S� \BR, considérons l�équation :

�z + Az = y; z 2 D(A); y 2 z:

Si y =
P1

n=1 Pny alors l�équation devient :

1X
n=1

(�� �nDn)Pnz =

1X
n=1

Pny;

c-à-d :

(�� �nDn)Pnz = Pny () Pnz = (�� �nDn)
�1Pny; n = 1; 2:::;

par conséquent, z =
P1

n=1(�� �nDn)
�1Pny et :

R(�;�A)y =
1X
n=1

(�� �nDn)
�1Pny; (2.4)

ce qui implique que :(�� �nDn)
�1 � M2

j�j ; � 2 S� \BR; n � 1; (2.5)

utilisons (2.3) et (2.5) on obtient pour tout � 2 S� :(�� �nDn)
�1 =

1

�n

( ��n �Dn)
�1


�
(

M1

j�j , si
j�j
�n
> R

M2

j�j , si
j�j
�n
� R

:

Donc 9 M > 0 tel que :(�� �nDn)
�1 � M

j�j ; � 2 S�; n � 1;

utilisons (2.4) on obtient :(�+ A)�1 � M

j�j ; � 2 S�:

12



Chapitre 3

Applications du lemme de
génération d�un C0 semi-groupe
aux E.D.P

Dans ce chapitre, on va donner l�application du lemme de chapitre pré-
cédent aux E.D.P.

3.1 Une équation d�onde fortement amortie

Appliquant le lemme (2.1.1) pour étudier l�existance et la stabilité des
solutions pour l�équation d�onde linéaire fortement amortie avec des condition
aux limites de Dirichlet homogène8<: utt + �(��)

1
2ut + (��)u = 0; t � 0; x 2 


u(0; x) = u0(x); ut(0; x) = v0(x); x 2 

u(t; x) = 0; t � 0; x 2 @


; (3.1)

où
 est un domaine borné su¢ samment régulier dansRN(N � 1);Dans le
travail [6] S. CHEN et R. TRIGGIAN ont démontre que la partie linéaire de (3.1)
est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique, ici ils prouvent
facillement que le semi-groupe est analytique et décroit exponentiellement
vers zéro, en outre :

kT (t)k �M(�; ) exp(��t); t � 0;

13



CHAPITRE 3. APPLICATIONS DU LEMME DE GÉNÉRATION D�UN
C0 SEMI-GROUPE AUX E.D.P

où M(�; ) est une constante dépendent de � et ;
On choisit l�espace dans lequel ce problème sera posé comme un équation

di¤érentielle ordinaire abstraite du second ordre.
Soit : X = L2(
) = L2(
;R), considérons l�opérateur linéaire non borné :

A : D(A) � X ! X dé�nit par : A� = �4�, où :

D(A) = H2(
;R) \H1
0 (
;R);

l�opérateur A a les propriétés : le spectre de A se compose uniquement des
valeurs propres 0 < �1 < �2 < ::::: < �n ! 1, chaque valeur propre est de
multiplicité �nie n égale à la dimension de l�espace vectoriel correspondant
au vecteur propre,
Par conséquent :

a) Il existe un ensemble complet orthonormé f�n;kg de vecteur propre de A:
b) Pour tout x 2 D(A) on a :

Ax =
1X
n=1

�n

nX
k=1



x; �n;k

�
�n;k =

1X
n=1

�nEnx;

où h:; :i est le produit scalaire de X et :

Enx =

nX
k=1



x; �n;k

�
�n;k:

Ainsi, fEng est une famille complète de projections orthogonales en X
et : x =

P1
n=1Enx, x 2 X:

c) �A est un générateur d�un semi-groupe analytique fexp(�At)g donné
par :

exp(�At)x =
1X
n=1

exp(��nt)Enx: (3.2)

d) L�espace de puissance fractionnaire est donné par :

X� = D(A�) = fx 2 X :

1X
n=1

(�n)
2� kEnxk2 <1g; � � 0;

14



3.1. UNE ÉQUATION D�ONDE FORTEMENT AMORTIE

avec la norme

kxk� = kA�xk =
( 1X
n=1

(�n)
2� kEnxk2

) 1
2

; x 2 X�;

et

A�x =
1X
n=1

(�n)
�Enx;

par conséquent, l�équation (3.1) peut être écrite comme un équation di¤éren-
tielle ordinaire abstraite du second ordre en X; comme suit :�

u00 + �A
1
2u0 + Au = 0; t � 0

u(0) = u0; u
0(0) = v0

: (3.3)

Prenons le changement de variable : u0 = v, on peut ecrire l�équation du
second ordre (3.3) comme système des équations di¤érentielles ordinaires du
premier ordre dans l�espace : Z = X

1
2 �X = D(A

1
2 )�X comme suit :

z0 = Az; z 2 Z; t � 0;

où :

z = (
u
v
) et A = (

0 Ix
�A ��A 1

2
) (3.4)

est un opérateur linéaire non borné avec le domaine naturel : D(A) =
D(A)�D(A 1

2 ):

Théorème 3.1.1 L�opérateur A donné par (3.4) est le générateur in�nité-
simal d�un semigroupe analytique fT (t)gt�0 donné par :

T (t)z =

1X
n=1

exp(Ant)Pnz; z 2 Z; t � 0;

où fPngn�0 est une famille complète des projections orthogonales dans
l�espace de Hilbert Z donné par :

Pn = diag(En; En); n � 1;

et

15



CHAPITRE 3. APPLICATIONS DU LEMME DE GÉNÉRATION D�UN
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An = BnPn; Bn = (
0 1

��n ���
1
2
n

); n � 1:

De plus , ce semi-groupe décroit exponentiellement vers zéro, donc :

kT (t)k �M(�; ) exp(��t); t � 0;

où :

� = �
1
2
1 minfRe(

� �
p
�2 � 4
2

)g;

et :
M(�; )

2
= maxf

������ �
p
�2 � 4

2
p
�2 � 4

����� ;
����� 1p
�2 � 4

�����g:
Preuve. Calculons Az :

Az = (
0 I

�A ��A 1
2
)(
U
V
)

= (
v

�Au� �A 1
2v
)

= (

P1
n=1Env

�
P1

n=1 �nEnu� �
P1

n=1 �
1
2
nEnv

)

=
1X
n=1

(
Env

��nEnu� ��
1
2
nEnv

)

=
1X
n=1

(
0 1

��n ��� 1
2
)(
En 0
0 En

)(
u
v
)

=

1X
n=1

AnPnz:

Il est claire que AnPn = PnAn, véri�ons la condition (2.1) du lemme (2.1.1),
calculons le spectre de la matrice Bn,
En e¤et, l�equation caractéristique est donnée par :

�2 + ��
1
2
n�+ �n = 0

et ses racines sont données par :

� = ��
1
2
n (
� �

p
�2 � 4
2

); n = 1; 2:::::
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3.1. UNE ÉQUATION D�ONDE FORTEMENT AMORTIE

d�autre part, exp(Ant) = exp(Bnt)Pn avec exp(Bnt) donné par : (

�2
�2��1

exp(��
1
2
n�1t) +

�1
�1��2

exp(��
1
2
n�2t)

1

�
1
2
n (�2��1)

exp(��
1
2
n�1t) +

1

�
1
2
n (�1��2)

exp(��
1
2
n�2t)

��
1
2
n

�2��1
exp(��

1
2
n�1t)� �

1
2
n

�1��2
exp(��

1
2
n�2t)

�1��
�2��1

exp(��
1
2
n�1t) +

�2��
�1��2

exp(��
1
2
n�2t)

)

où :

�1 =
� +

p
�2 � 4
2

; �2 =
� �

p
�2 � 4
2

:

Considérons z = (z1; z2)t 2 z tel que : kzkZ = 1
alors ,

kz1k21
2
=

1X
j=1

�j kEjz1k2 � 1 ; et kz2k2X =
1X
j=1

kEjz2k2 � 1:

Par conséquent,
p
�j kEjz1k � 1, kEjz2k � 1, j = 1; 2:::;

Alors

kexp(Ant)zk2Z =

(
�2

�2��1
exp(��

1
2
n�1t)Enz1 +

�1
�1��2

exp(��
1
2
n�2t)Enz1

��
1
2
n

�2��1
exp(��

1
2
n�1t)Enz1 � �

1
2
n

�1��2
exp(��

1
2
n�2t)Enz1

)

+(

1

�
1
2
n (�2��1)

exp(��
1
2
n�1t)Enz2 +

1

�
1
2
n (�1��2)

exp(��
1
2
n�2t)Enz2

�1��
�2��1

exp(��
1
2
n�1t)Enz2 +

�2��
�1��2

exp(��
1
2
n�2t)Enz2

)


=

(
a(n)Enz1 +

b(n)

�
1
2
n

Enz2

c(n)�
1
2
nEnz1 + d(n)Enz2

)


2

Z

=

a(n)Enz1 + b(n)� 1
2
n

Enz2


2

1
2

+
c(n)� 1

2
nEnz1 + d(n)Enz2

2
X

=

1X
j=1

�j

Ej(a(n)Enz1 + b(n)� 1
2
n

Enz2)


2

+

1X
j=1

Ej(c(n)� 1
2
nEnz1 + d(n)Enz2)

2
= �n

a(n)Enz1 + b(n)� 1
2
n

Enz2


2

+
c(n)� 1

2
nEnz1 + d(n)Enz2

2
� (ja(n)j+ jb(n)j)2 + (jc(n)j+ jd(n)j)2;

où
a(n) =

�2
�2 � �1

exp(��
1
2
n�1t) +

�1
�1 � �2

exp(��
1
2
n�2t):
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b(n) =
1

�2 � �1
exp(��

1
2
n�1t) +

1

�1 � �2
exp(��

1
2
n�2t):

c(n) =
�

�2 � �1
exp(��

1
2
n�1t)�



�1 � �2
exp(��

1
2
n�2t):

d(n) =
�1 � �
�2 � �1

exp(��
1
2
n�1t) +

�2 � �
�1 � �2

exp(��
1
2
n�2t):

On pose :

� = �
1
2
1 minfRe(

� �
p
�2 � 4
2

);

M(�; )

2
= maxf

������ �
p
�2 � 4

2
p
�2 � 4

����� ;
����� 1p
�2 � 4

�����g;
on obtient :

kexp(Ant)k �M(�; ) exp(��t); t � 0; n = 1; 2::::

Alors A est un générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe donné par
(3.2), Ensuite montrons que ce C0 semi-groupe est exponentiellement décrois-
sant vers 0.
En e¤et,

kT (t)zk2 �
1X
n=1

kexp(Ant)Pnzk2

�
1X
n=1

kexp(Ant)k2 kPnzk2

� M2(�; ) exp(�2�t)
1X
n=1

kPnzk2

= M2(�; ) exp(�2�t) kzk2 ;

donc :
kT (t)k �M(�; ) exp(��t); t � 0;

l�analycité de fT (t)gt�0 sur X
1
2 �X est découle directement du lemme

(2.2.1).
Maintenant, on va donner une deuxième méthode pour montrer le résultat

précédent qui peut être utiliser dans d�autre problème.
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3.1. UNE ÉQUATION D�ONDE FORTEMENT AMORTIE

Considérons les matrices 2� 2 :

�Kn =

�
1 1

�1(n) �2(n)

�
; �K�1

n =
1

�2(n)� �1(n)

�
�2(n) �1
��1(n) 1

�
;

Où :

�1(n) = ��
1
2
n�1; et �2(n) = ��

1
2
n�2; n = 1; 2:::;

alors

�Bn = �K�1
n
�Jn �Kn; n = 1; 2:::;

avec

�Jn =

�
��1(n) 0
0 ��2(n)

�
:

On dé�nit les deux opérateures linéaires bornés :

Kn : X �X ! X
1
2 �X ; K�1

n : X
1
2 �X ! X �X

comme suit :

Kn = �KnPn et K�1
n = �K�1

n Pn;

on va majorer les deux normes kKnk et kK�1
n k, considérons : z =

(z1; z2)
t 2 Z = X 1

2 �X, tel que kzkZ = 1, Alors :

kz1k2� =
1X
j=1

�j kEjz1k2 � 1 et kz2k2X =
1X
j=1

kEjz2k2 � 1;

par conséquent,

�
1
2
j kEjz1k � 1; kEjz2k � 1; j = 1; 2:::;
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alors,

K�1
n z

2
X�X =

1

�n j�2 � �1j
2

� �2(n)Enz1 � Enz2�1(n)Enz1 + Enz2

�2
X�X

=
1

�n j�2 � �1j
2fk�2(n)Enz1 � Enz2k

2 + k�1(n)Enz1 + Enz2k2g

� 1

�n j�2 � �1j
2f(j�2j

� 1
2
nEnz1

+ kEnz2k)2g
+

1

�n j�2 � �1j
2f(j�1j

� 1
2
nEnz1

+ kEnz2k)2g
� 1

�n

(j�2j+ 1)2 + (j�1j+ 1)2

j�2 � �1j
2

� �21(�; )

�n
;

alors, K�1
n


L(X

1
2�X;X�X)

� �1(�; )

��n
;

Pour kKnkL(X�X;X 1
2�X)

, considérons z = (z1; z2)
t 2 Z = X � X tel

que : kzkZ = 1,

kz1k2 =
1X
j=1

�j kEjz1k2 � 1 et kz2k2X =
1X
j=1

kEjz2k2 � 1:

Par conséquent, kEjz1k � 1, kEjz2k � 1 j = 1; 2::::
Alors,

kKnzk2
X
1
2�X

=

� Enz1 + Enz2
�1(n)Enz1 + �2(n)Enz2

�2
X
1
2�X

= �n kEnz1 + EnZ2k2 + k�1(n)Enz1 + �2(n)Enz2k2

� �nf4 + (j�1j+ j�2j)2g
� �22(�; )�n;

alors,
kKnkL(X�X;X 1

2�X)
� �2(�; )��n:
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On prouve maintenant que A est sectoriel, on écrit la matrice �Jn comme
suit :

�Jn = diag
h
�
1
2
n�1; �

1
2
n�2

i
= (�

1
2
n�1)

�
1 0
0 0

�
+ (�

1
2
n�2)

�
0 0
0 1

�
= (�

1
2
n�1)q1 + (�

1
2
n�2)q2;

et l�opérateur Jn = �JnPn : Z ! Z, soit le secteur :

S� = f� 2 C; � � jarg(�)j � �; � 6= 0g;

où :
jarg(�1)j < � <

�

2
;

Si � 2 S�, alors � est di¤érent de �
1
2
n�i(n), i = 1; 2:::(�� �Jn)

�1y
2 = 1

(�� (�
1
2
n�1))

2
kq1yk2 +

1

(�� (�
1
2
n�2))

2
kq2yk2 :

On pose :

N = supf j�j����� (� 1
2
n�i(n))

��� ; n � 1; i = 1; 2:::::g:
On obtient : (�� �Jn)

�1y
2 � (Nj�j)2 �kq1yk2 + kq2yk2�(�� �Jn)

�1 � N

j�j ; � 2 S:

Si � 2 S�, alors

R(�;�A)z =

1X
n=1

(�+ An)
�1Pnz

=

1X
n=1

Kn(�+ Jn)
�1K�1

n Pnz

=

1X
n=1

Kn(�� Jn)�1K�1
n Pnz:
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Alors,

kR(�;�A)zk2 �
1X
n=1

kKnk2
K�1

n

2 (�� Jn)�12 kPnzk2
� (

�1(�; )

�2(�; )
)2(
N

j�j)
2 kzk2 ;

kR(�;�A)k � R

j�j , � 2 S�:

3.2 Vibration amortie d�une corde

L�équation non linéaire suivante représente une corde de vibration non
linéaire amortie ou une pourte :

utt � 2�4ut � f(
Z



jOuj2 dx) +42u = 0; dansR+ � 
; (3.5)

avec la condition aux limite :

u = 4u = 0; dansR+ � @
; (3.6)

où f : R ! R est de C1 et � > 0, appliquant lemme (2.1.1) on prouve
que la partie linéaire de l�équation génére un semi-groupe exponentielle stable
dans Z = H2(
)\H1

0 (
)�L2(
), utilisons le changement de variable : v = ut,
donc la partie linéaire de (3.5) peut être écrite comme suit :�

ut = v
vt = 2�4v �42u

; (3.7)

avec la condition (3.6), pour résoudre le système (3.7) dans [5] Luiz A.F. de
Oliveira, utilise encore une changement de variable : w = 4u , et le lemme
(2.1.1) pour prouver que le système génère un semi-groupe qui se décroit
exponentiellement vers zéro, et l�analycité de cet semi-groupe découle d�après
lemme (2.2.1), Considérons l�espace de Hilbert H = L2(
) et l�opérateur
linéaire non borné A : D(A) � H ! H dé�nit par : A� = �4� avec le
domaine D(A) donné par les conditions aux limites de Dirichlet,
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c�à-d : D(A) = H2(
) \H1
0 (
), donc �A génère un semi-groupe analy-

tique fexp(�At)gt�0 donné par :

exp(�At)� =
1X
n=1

exp(��t)En�:

Donc le système (3.7) devient sous la forme :�
z0 = Az; t > 0
z(0) = z0 2 Z

;

où z = (u; v)t et l�opérateur linéaire non borné A est donné par :

A = (
0 I
�A2 �2�A ) (3.8)

avec :

D(A) = fu 2 H4(
) = u = 4u = 0 sur @
g �H2(
) \H1
0 (
):

Théorème 3.2.1 L�opérateur A de domaine D(A) donné par (3.8) est le
générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique fT (t)gt�0 donné par :

T (t)z =
1X
n=1

exp(Ant)Pnz; z 2 Z; t � 0;

où fPngn�0 est un système complet de projections orthogonales dans l�espace
de Hilbert Z donné par :

Pn = diag(En; En); n � 1;

et

An = BnPn; Bn = (
0 1
��2n �2��n

); n � 1:

Ce semi-groupe décroit exponentiellement vers zéro, autrement dit : 9r > 0
et M(�) tel que :

kT (t)k �M(�) exp(�rt); t � 0:
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Preuve. La première partie découle du théorème (1.2.1). pour appliquer le
lemme (2.1.1), nous étudions l�équation caractéristique de Bn qui est donnée
par :

�2 + 2��n�+ �
2
n = 0: (3.9)

L�équation caractéristique (3.9) de An devient :

(
�

�n
)2 + 2�(

�

�n
) + 1 = 0:

On pose z = �
�n
; on obtient :

z2 + 2�z + 1 = 0: (3.10)

Les racines de (3.10) sont simple et elles ont des parties reélles négatives,
De plus, elles sont données par :

�� �
q
�2 � 1:

�
ut = �aAu� bAv; t > 0

vt = �cAu� dAv
: (3.11)

Le système (3.11) est écrit comme suit :�
z0 = Az; t > 0
z(0) = z0 2 z

;

où z = (u; v)t et l�opérateur linéaire non borné A donné par :

A = (
�aA �bA
�cA �dA )

de domaine D(A) = D(A)�D(A):
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