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Abstract

The objectif of this memory is to study the limit cycles of the differentiel, using the first
and the second ordre of overaging method for periodic orbits.

Our work is rich by giving a lot of exemples.
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Résumé

Lobjectif de ce mémoire est d’étudier les cycles limites des équations différentielles en
utilisant la méthode de la moyennisation du premier et du deuxieme ordre et nous donnons
des condition suffisant pour 'existence de ces solution périodiques.

Notre travail est enrichi suffisant par plusieurs exemples
V4
mots clé

mots clé : cycle limite, méthode de la moyennisation, systeme différentiel, solution périodique.



Introduction

Depuis Isaac Newton, les équations différentielles jouent un role essentiel pour la modé-
lisation des systemes physiques, mécaniques et chimiques...ect et une part prépondérante des
phénomeénes modélisés par les mathématiques le sont par des équations différentielles.
Lorsque ces équations ne font intervenir que des fonctions d’une variable et souvent cette va-
riable sera le temps, on parle d’équation différentille ordinaire.

Nous allons étudier dans ces chapitres des équations différentielles du deuxieme ordre :

y'=F(y,y) (0.1)

N — I — d
ony =y(r)et' =4
ces équations peuvent se transformer en un systéme de 2 équations différentielles du premier

ordre. L’espace des phases est alors un plan. La forme générale d'un tel systeme est :

z = P(z,y)
0oty 02

Un des objectifs des chercheurs dans I’étude qualitative des équations différentielles ordinaires
est I'existence des cycles limites. Ces derniers sont apparus en 1881, dans le mémoire écrit par
"Poincaré" sur les courbes définies par une équation différentielle . Un cycle limite est une orbite
périodique isolée dans I’ensemble de toutes les orbites périodiques d'une équation différentielle.
Le premier modele physique publié dans la littérature qui transformé en un systeme du type

(0.2), admette un cycle limite est I’équation :

d?y 1/ dy 3 dy
(=) - =2 = 0. 0.
dt2+8<3<dt) at | TV=0 (0.3)

Etablie par Rayleigh (1945) et qui modélise les oscillations d’une corde de violon.

Dans les années vingt, Balthasar van der Paul, un ingénieur hollandais, étudiait les proprié-
tés électriques dans les tubes a néon(van der Pol,1922). A cette époque la, les oscilloscopes
n’existant pas encore, il surveillait 1’évolution de son circuit en écoutant les changements de to-

nalitédans un combiné téléphonique. Il modélisa les charges et décharges du tube par I’équation

7
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qui porte maintenant son nom :

d*z 9 dz
W+e(x—1)$+x:0. (0.4)

On voit que si on dérive I’équation (0.3) par rapport a t et que si I'on note x = % , on retrouve
I'équation (0.4) ces deux équations son donc équivalentes.

Quelques années plus tard Van Der Pol (1927) étudiait le méme circuit électrique mais en ré-
gime sinusoidal forcé. Lorsqu’il variait la fréquence du courant, il entendait dans son combiné la
tonalité changer (le circuit se stabilisait donc sur la fréquence externe). Mais de temps a autre il
remarquait quelque chose d’étrange, un comportement inexplicablement irrégulier :"on entend
souvent au téléphone un bruit irrégulier avant que la fréquence ne saute a la valeur immédia-
tement inférieure (Van Der Pol;1927). Son tube a vide devait vrai semblablement traverser une
période de chaos transitroire avant de se synchroniser sur la fréquence externe.

Plus tard, en Angleterre, Mary Lucy Cartwright et John E.Littlewood poursuivront les travaux
de Van Der Pol sur les oscillateurs forcés.

Liénard un ingénieur francais, établit un théoreme d’existence et d’unicité d’une solution pé-

riodique pour une classe générale d’équation dont fait partie 1’équation (0.4) :

——I—ef(x)cfl—fan:O. (0.5)

Levinson et Smith (1942) ont suggéré de généraliser I’équation (0.5) :

Az dz
el +ef (x) i

+ G(x) = 0. (0.6)
et qui est connu sous le nom d’équation de Liénard généralisé.
Une méthode classique pour produire des cycles limites est de perturbé un systéme qui a un
centre. La notion d'un centre a été définie par Poincaré comme étant un point isolé singulier
entouré par des orbites périodique. Les chercheurs ont donnés cinq méthodes pour analyser le
nombre de cycles limites bifurquant des orbites périodique ayant un centre :

— La premiére méthode est basée sur 'application de retour de Poincaré.

— La deuxiéme est basée sur 'intégrale de Poincaré Melnikov.

— La troisieme est basée sur 'intégrale Abélienne.

— La troisieme est basée sur 'intégrale Abélienne.

— La quatrieme est la méthode du facteur intégrant inverse.

— La cinquiéme est la méthode de moyennisation.

La derniere méthode est la base de notre travail. Au début du vingtieme siecle les physiciens

russes Krylov et Bogolyubov développerent cette méthode qui permet de résoudre des problemes
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non linéaires grace a I'hypothese de la périodicité. Cette méthode consiste a donner une relation
quantative entreles solutions d’un certain systeme différentiel périodique non autonome et celle
de son systeme différentiel moyenné lequel est autonome.
Les chercheurs ont étudié plusieurs équation différentiels planaires en utilisant les méthodes
précédentes pour la détermination des cycles limites.
Le travail réaliser dans le cadre de ce mémoire est présenté en trois chapitre :
— Le premier chapitre :"Notion préliminaire".
Ce chapitre est consacré aux définitions des différents outils mathématiques qui sont
nécessaires pour I’étude de ce mémoire. On représentera alors quelques rappels, et notion
préliminaires sur les systemes différentiels planaires.
On introduira dans ce rappel des définitions concernant le systeme dynamique, le point
singulier, la linéarisation au voisinage d’un point singulier, 'orbite périodique et le cycle
limite. On donnera la nature et la stabilité d’un point singulier.
— Le deuxieme chapitre :"Théorie de la moyennisation du premier ordre".
Dans ce chapitre, nous avons introduit la théorie de la moyennisation pour chercher
les cycles limites des systemes différentiels. Nous avons illustréle théoreme par plusieurs
exemples.
— Le troisieme chapitre :"Théorie de la moyennisation du deuxieéme ordre".
Ce chapitre portera sur la théoreme de la moyennisation du second ordre pour étudier
le nombre des cycles limites d'un systeme différentiel planaire. On y trouvera quelques

exemples de cette méthode.




Chapitre

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions générales et préliminaires pour 1’étude
qualitative des systémes dynamiques et des équations différentielles ordinaires. Ensuite, nous

introduisons la notion d’un cycle limite et ’amplitude d’un cycle limite d'un systéme planaire.

1.1 systéeme dynamique

Un systeme dynamique est un modele permettant I’évolution au cours temps d’un ensemble
des objets en intéraction il est défini par un triplet (D, I, @) constitué de 'espace d’états D, du
domaine temporel I , et d’'une application de transition d’état ¢ : I x D — D qui permet de

définir a partir d'un vecteur de condition initiale I’état du systéme a tout instant.

Définition 1.1.1 /5]

Un systeme dynamique sur R™ est une application :
o : Rt x R" - R"

définie sur tout RT x R", telle que :
e p(,X):RT — R" est continue.

@ (t,.): R* — R"™ est continue.

v (0,X) =

et+s,X)=p(t,¢(s,X)) pourt,s € Rt X € R".

Exemple 1.1.1

soit le systéeme différentiel

,teRT, X, eR", (1.1)
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ot A est une matricen xn , et X € R™. Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique

donné par :
U(t,X)=eX.
1.2 point d’équilibre
Définition 1.2.1
Soit le systeme non linéaire :
z = f(x). (1.2)

On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.2), le point x € R™ tel que :

1.3 linéarisation
Considérons le systeme (1.2)
le systeme :
r = Az (1.3)

ou

A= (g; (xo)) =Df (x),1<i,j<n
et

f (flfo) =0,

est appelé linéarisation de (1.2) en zg .

1.4 Nature des points d’équilibres

Soit le systeme différentiel linéaire (1.3) ot A est une matrice 2 x 2 et soient A; et Ay les valeurs
propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces valeurs propres :
1. Si Aq et Ay sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique z = x( est

un point selle, il est toujours instable.

11
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FIGURE 1.1 — point selle (n € N')

Exemple 1.4.1 Soit le systeme suivant :

T =x—y
) = 2z
Alors,
{ flay)=z—y
g (iL‘, y) = _23:7
le point équilibre est donné par : f (x,y) =0 et g(x,y) =0 = (0,0).
La matrice jacobienne est :
1 -1
= ]

donc det (J) = —2 < 0 = le point d’équilibre est un point selle.

2. Si A\; et Ay sont réelles de méme signe, on a trois cas :

— Si A\{ < Ay < 0; le point critique x = zy est un noeud stable .

— Si 0 < A1 < Ay le point critique x = x0 est un noeud instable .

— Si A1 = Ay = A; le point critique x = x( est un noeud propre, il est stable si A < 0 et

instable si A > 0.

12
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:.\'1

FIGURE 1.2 — Noeud stable (n = 2)

Exemple 1.4.2 Soit le systeme :

Le point équilibre est : (0; 0)

La matrice jacobienne est :
on a donc tr (J) = —=5,det (J) = 1.
0<l< % = le point d’équilibre est un noeud attractif.

3. Si A1 et Ay sont des complexes conjuguées et Im (A1 2) # 0, alors le point

critique & = ¢ est un foyer. Il est stable si Re (A12) < 0 et instable si Re (A12) > 0.

AAAASLS
AL
ArArr AT
AP

FIGURE 1.3 — Foyer stable (n = 2)
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Exemple 1.4.3

Soit le systeme :

xr =2rx—2y
Y =x+2

ot
{ floy) =2z -2y
g(z,y) =x+2y
Le point équilibre est (0,0).

La matrice jacobienne est :
2 =2
=0
alors, tr (J) = 4,det (J) =6 > W =4 = le point d’équilibre est un foyer attractif.

4. Si \; et Ay sont imaginaires pures, alors le point critique x = x( est un centre, il est

stable mais pas asymptotiquement stable .

~.
=
.
"
",
N
A
h!

Exemple 1.4.4

Soit le systeme :

Alors
flzy) =y
g9(z,y) = —dx
Le point équilibre est (0,0).
La matrice jacobienne est :
=)
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tr(J) =0,det (J) =4 > 0 = le point d’équilibre est un centre.

1.5 plan et portrait de phase

Théoréme 1.5.1

Soit le systeme planaire

{”:3 iP(x’y) (1.4)

ou P, Q) sont des polynomes en x et y.

Un portrait de phase est [’ensemble des trajectoires dans [’espace de phase. En particulier, pour
les systemes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deuz variables, les solutions
(x(t),y(t)) du systéme (1,4) représentent dans le plan (z,y) des courbes appelées orbites. Les
points critiques de ce systeme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de
ce systéme ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase et le plan (voy) qui

est le plan de phase.

1.6 Orbite périodique

Définition 1.6.1
On appelle orbite périodique toute trajectoire ¢y (x) de (1,4) tel qu’il existe un nombre T > 0,
vérifiant

Gt +T,x)=oé(t ). (1.5)

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1,5) est appelé période.

1.7 Cycle limite

Définition 1.7.1 [/
On appelle cycle limite I' = {(z (t),y (t)),t € [0,T]} du systéme (1,5), toute solution périodique
isolée dans ’ensemble de toutes les solution périodiques de ce systeme, C’est-da-dire qu’il existe

un voisinage de I' dans lequel il n’y a pas d’autres courbes fermées.

exemple classique

L’exemple repris par beaucoup d’auteurs est le suivant :
T = —y+x(1—x2—y2)

Y :x+y(1—x2—y2)

15
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Apres passage en coordonnées polaires (r,6) , ce systeme se découple en

{1'?:1"(1—7"2)]
0=1

ce qui donne visiblement une seule solution périodique 7 (t) = 1 , 0(t) = 6y + ¢t Dans
le plan de phase, c’est le cercle d’équation z? + 32> = 1 et c’est un cycle limite unique. Les
autres solutions s’obtiennent par intégration du systeme. Lorsque ¢ — 0o ; toutes ces solutions
s’approchent du cycle limite.
Quoique trivial, cet exemple montre que I'intégrabilité n’est pas une obstruction A I’existence

de cycles limites

1.7.1 stabilité des cycles limites

Considérons = (t) est un cycle limite de période T pour le systeme (1,4).

Définition 1.7.2
T
Si la quantitéof (% + g—i) (v (t)) dt est différente de zéro on dit que le cycle limite est hyperbo-

lique.

Théoréme 1.7.1
[ étant le cycle limite du systéme (1,4), toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines
de I' sont telles que elles s’enroulent toutes en spirales autour de I' pour t — +oo0 ou bien
t — —o0 .
1. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent autour de I', pourt — 400
, le cycle limite est stable.
2. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent,en spirale autour de I' pour

t — —o00, le cycle limite est instable.

Exemple 1.7.1

Soit le systeme différentiel :
T =x—y—z(@®+1y?)
y=a+y—y@®+y?)
en coordonnées polaires x = rcosf ; y =rsinf ; le systeme précident devient :
{7’“ =r (1 — 7"2)

=1

16
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ce systeme a deux €tats d’équilibres r = 0 et r = 1. La solution générale distincte de zéro est

donnée par :
1

2
=
() 14 Ae—2t’

Ainsi, en utilisant ’espace des phases (x,y), toutes les trajectoires exepté l'équilibre r = 0,

0 =t—t,.

tendent vers le cycle r = 1 (s’enroulent en spirales autoure du cercle).

Remarque 1.7.1
Les cycles limites sont des phénomeénes non linéaires. Il ne peuvent apparaitres dans des sys-

temes linéaires, ce qui implique que les centres ne sont pas des cycles limites.

1.8 stabilité des points d’équilibres

Définition 1.8.1
Soit le systeme

d
d—f:f(t,x),xe]R”,teR. (1.6)

Supposons que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité de la solution et soit
¢ (t) la solution du systéme (1.6). On dit qu’un point d’équilibre p est stable si Ve > 0,30 > 0
tel que si

16 (to) —pll <6 = 1|6 (t) —pll <&Vt =t

Théoreme 1.8.1
Soit le systéme linéaire (1,3) Le point x = xq est asymptotiquement stable si et seulement si
toutes les valeurs propres de A sont de partie réelles strictement négatives. Si A a au moins

une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors le point x = xy est instable.

Définition 1.8.2
On dit qu’un point d’équilibre xo est asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe un

voisinage de xq tel que pour tout x dans ce voisinage, tlim o (t,z) = xg
—00

17
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(S

FI1GURE 1.5 — stabilité d’un point d’équilibre

FIGURE 1.6 — stabilité asymptotique
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Chapitre

Meéthode moyennisation du premier ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie de la moyennisation. La méthode de la
moyennisation est une technique de calcul utile, I'une des plus importantes méthode perturba-
tive utilisées actuellement dans I'étude des cycles limites des systéme dynamiques. L’idée de
cette méthode a été commencé avec les travaux de Lagrange et Laplace en 1788 qui ont donné
une justification intuitive de la méthode (Lagrange a formulé le probléeme des trois corps gra-
vitationnels comme une perturbation du probléeme a deux corps). Aucune preuve rigoureux de
sa validité a été donnée, jusqu'a ce que Fatou a donné la preuve de la validité asymptotique de
la méthode en 1928. Les importantes contributions pratiques et théoriques de la moyennisation
ont été faites en 1930 par Bogoliobov et krylov, en 1945 par Bogliobov et en 1961 par Bogo-
liobov et Mitropolsky. Elle a été ensuite dévloppée par Verhulst, Sanders et verhulst, Malkin
(1956) et Roseau (1966). Cette méthode consiste a donner une relation quantitative entre les
solutions d’'un systeme différentiel périodique non autonome et celle de son systéme différentiel
moyenné lequel est autonome.

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode moyennisation du premier ordre.

2.2 Résultats auxiliaires

On a:

2" = exp(inf) = cosnf + isinnd

= exp (i0) = cos @ + isinf
= { + = exp(—inf) = cosnf — isinnfd

z
1 . -
— =%z =exp (—if) = cos —isinf
z

19
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Donc :
z+1=2cos0 = cosf =3(z+1) 2"+ L =2cosnf cosnf = 2(2" + =)
= =
z—%:%sin9:>sin9:2ii(z—§) Z"—ﬁz?isinn@ smn@—%(z _Zin)

2.2.1 Proposition (Formulation du binome)

pour tous complexes (réels) a et b et tout entier n : (a +b)" =Y 7 (})afb .

pour tous 0 < k& < n, on pose (Z) = k!(:ik)!'

Les nombres (Z) sont encore appelés coefficients binomiaux.

Exemple :
1 1
ko 2-kpk _ 0,2 1 2
cos 9— ZC b (Cz + Cyz +C ) 4_1(2 +2—|—;)
sin?f = — z—— ZC’“ 2kph = 1(00 2 — Oyz— +C ) —l(z2—2+l)
1% 4 22

2.2.2 Application : linéarisation

A T'aide du binome de Newton et de la formule d’Euler, pour tout entier n > 2, on peut

transformer cos™(z) et sin”(x) en somme de termes de la forme cos(kz) et sin(kx), k € N*.

Exemple 2.2.1

cos? _%6(,2-1-%)4
1 o L
:1_61czoczf o
- Lentroland vant o
116(2 + 422 + 1 >+ 1)
=16 +214)—|—i(z +§)+§
:éCOS4Q+%COS29+g
cos49:écos40+%<:0329+g
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Exemple 2.2.2

_ ot Ll
sin —16(z Z)
1, 41
_E(Z —4z —1—6—;%-;)
11,03 1 1
16 4 8 4z2 1624
1, 1 1,, 1.3
“F T T F ) g
1 1 3
sin®@ = = cos46 — = cos 20 + —
8 2 8

Il y a une autre méthode pour la linéarisation de cos™ 6 et sin” # on va ’aborder en ce qui suit.

2.2.3 Lemme

pour n € N | on définit :

ng
n 2 <« (n
- il —9
cos™ 0 o <%> + o Z (k) cos((n — 2k)0)
k=0
2y
sin" = — () + 2 Z(—l)% i cos((n — 2k)0)
2n \ 5 PAL k
k=0
Exemple 2.2.3
1
6g— — 34 k _
Cos 0—640 6420 cos((6 — 2k)0)
20 2
=61 + 64<COS 66 + 6 cos 40 + 15 cos 26)
1 1
cos® ) = 56 + 3—2cos69+ %003494— 3—;00829

Exemple 2.2.4

3
cos® 0 = —C4 % Z CE cos((8 — 2k)0)

28
k=0
70

2
- 4= 2 4 2
556 + 256(COS 860 + 8 cos 660 + 28 cos 40 + 56 cos 20).

35 1 1 7 7
cos® = 198 + @COS89 + 1—600860 + 5608494— 1—6COS29

Exemple 2.2.5

2
sin® @ = —03 36 Z )3RCE cos((6 — 2k)0)
k=0

1 6 2
= 613106 = 3)1 64(00869+6COS49— 15 cos 20)
20 1 3 15
- 2 cosdf — =2 cos2
sin® @ o1 3200360—1—16008 0 55 C08 6.
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2.3 Les intégrales triangulaires

Lemme

Pour n,m € N, on définit :

2w
[m,n:/ cos™0sin"0do,
0

alors :
—1
Imn == m ]mf2n
m-+n
et
—1
Imn = n [mn—Q
’ m-4+n
Corollaire

— Sim et n sont pairs I, ,, = coef f(m,n) x Inoy = coef f(m,n) x 2r (on abaissant m et

n, de 2 en 2, jusqu’a arriver a 0 et 0).

— Sinon I, ,, = coef f(m,n) x I o ou bien Ip; = 0 & chaque fois.

Donc I, # 0 si et seulement si m et n sont pairs tous les deux.

Preuve
Lnn = fOQW cos™ @ sin™ 0df
= fOQﬂ cos @ cos™ 1 B sin™ Odb

2
0

1

= [sin@cos™ ' Osin"0];" — [ sind [(m — 1) (—sin6) cos™ 2 @sin™ O + n cos f cos™ " sin""

= fozw [(m — 1) cos™ 20 sin"" § — n cos™ O sin” 6’] de

= fozw [(m — 1) cos™20sin" 6 (1 — cos* ) — ncos™ O sin™ 0] do

- fozﬂ [(m — 1) (cos™ 20 sin™ § — cos™ O sin™ §) — n cos™ §sin” 0] do)
= (m—1) fo% cos™ 2 0sin" 0df — (m +n — 1) fO% cos™ @ sin™ 0df
= (m—=1)Ipon—(m+n—1)Iny

= Lynt+(m+n—1)1,,=m—1)1n_2,

_ m—1
- Im,n = Im—2,n-

m-+n

22
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m—1 m—1m-—2-1
Imn - Im—2n:
’ m-+n ’ mt+nm-—2+n
m—1 m-—3 m—>5
Im,47n == m—6,n
m+nm—24+4nm—4+n
B m—1 m-—3 m—5 m—"7 I
a m+nm—2—|—nm—4+nm—6+nm_8’n
B _m—l m—3 et m—7 1
T M nm—24nm M, 640240 "
Application

Dans cette partie, on va proposer une serie d’exemple, qui va nous aider plus tard afin de

résoudre les systemes différentiels avec une méthode technique du moyennisation.

exemples :

™ ol 1
1.f02 cos?0df = f2 [= 4+ =cos26]df

02 2

1 2w 1 . 2m
= 59 o + Zst@ o

- 1
alors f02 cos?0dh = 52% =7

1 1
= (27— 0) + >sin(4m —
2(77 0)+4sm(7r 0),
2. [7 sin20d0 = 7 — Leos20)d6
g sin =/ [5—5003 ]

27
3. [ cos?ddh =
0

1 27 1 2
= Efo df — §f0 c0s20d6

X

1
2
[

O%I\D

1 1 3
gcos49—|—§<30829+§]d9

ool

27 27 27
fcos40d0—|—% fcos 20d0+ f gd@
0 0 0

1 _: 2 11 .- 27 3 127
1 Sln40 ’0 =+ 99 Sln20 |0 + ge |0

ool

X 2T

o|w
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27
4. [ cos?@sin*0df =
0

27
[ cos®Osin®0df =
0

27
5. [ sin*0dh =
0

21

2
[ cos?d (1 — cos®d) df
0

2

[ (cos®0 — cos*

o

s
4

2w

2 27
0) df = [ cos*9df — [ cos*6db
0 0

[ (2 — 3cos?0 + & cos46) db

0

2

0

2 2m
[2d9+ [ cos®0d0 + & [ cos46db
0 0

3 27 11 .- 27 11 .- 27
22m [ — 5.5sin20 |7 + g.7sin 40 |§

3
471'

27
6. [ cos®ddd = [ (% + 3—12 cos 66 + % cos 46 + ?1)—3 coS 29)d9
0 0

2

_ 511
= o+ 55.5sin60 |

16

oot

™

27
7. f cos*fsin?6do
0

2

8. [ cos20sin*6dh
0

cos?d (sin®)*do

O%;\')‘Oolﬁ

_ 3m __ 8m+5m—127 __

27
= Ofl%d9+3%Ofcos69+1%0fcos40d9+§—34100520d0

2

301 15 1 2
+ 5.7 5040 |7 + 35.5 5020 |5

27
[ cosd (1 — cos26)*df
0

27 2T
[ cos*0df— [ cos®Odo = %’T — gﬂ'

27

[ cos?0(1 — cos?0)°db

0

2m

[ cos?0(1 + cos*d — 2cos?6)df
0

27 27 27
[ cos?0df + [ cos0dh — 2 [ cos*0d
0 0 0

|3

8
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2w

27
9. [ sin®0do = Ik (i — 55 cos 60 —i— 15 cos 46 — cos 29)d6’
0 0

16
21 27 21 27

= [ 2di— 55 [ cos60d0 + 2 [ cosdfdf — 53 [ cos20df
0 0 0 0

= 20 ks 3 £ sin 6(9] 3[4 cos 49} 2 [4sin 29]

16 32

_ 5

2
10. [ cos®0do = [ (13258 + Es cos 86 —I— 15 cos 66 + 3 cos 46 + 16 COS 29) de
0 0

= 0 0" + Ak Singg}(z)7T +3 & sin69}§ﬂ +5 1 511149}(2)7r + 15 3 sin@}iﬂ
357
64

2 27
11. [ cos®0sin®0dd = [ cos®(1 — cos?0)db
0

0

27 2
= Ofcos69d9 — Ofcosgede = 5—” — %77

_ 5
_647T

2
12. [ cos*sin*@dd = f cos*0(1 4 cos*d — 2cos20)*dh
0
27
= [ cos?0 (1 + cos®d + 2cos*0 + 4cos?d — 4cos* — 4cos®0db) db
0

2m
= [ cos*(cos®d — 4cos®0 + 6cos?d — 4cos?0 + 1)dO
0

27
= [ (cos'0 — 4cos'0 + 6c0s®0 — 4cos®d + cos’d)dl
0

I
512
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27 27
13. [ cos?@sin®0dd = [ (1 — sin29)sin69d9
0 0

27 27 27
= [ sin®0df —sin80dH = [ sin0df — [ sin®0do
0 0 0

o
= %’r {(13258—1—@(:0589 —cos60—|——cos49——cos,2(9)d9

= -l -

== (3 sin 86 |3 ")+ 1= (3 sin 60 |3 N+ % (3 sin 46 |2 )

+ L (3sin20 |77)

5T 35T __ 57

8 64 ~ 64

27 27
14. f sin®0dh = f [13258 + Es cos 80 — = G COS 66 + 35 COS 40 — =~ G COS 29] do
0 0

= 1250|0 + 35 (3 sin 86 |2 ") — 5 (5 sin 66 |7 ")+ (sm46’| -3 sin 20 |2 )

16 16

35m
64

2.3.1 Théoreme de moyennisation du premier ordre :

Considérons le probleme de Cauchy a valeur initiale suivante :

{a’c =cef(t,x) +°g(t, x,¢)
x(0) =z

(2.1)

ou x € D C R", D un domaine borné et ¢ > 0. On suppose que f(t,z) et g(t,x,&) sont
T-périodiques en t.

Le systéeme moyenné associé au systeme (2.1) est :

§(t) = ef*(y), y(0) = xo (2.2)
_ %/f(t,y)dt. (2.3)

Le théoreme suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du systeme

moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du systeme (2.1).

Théoréme 2.3.1 [7]

Considérons le systéme (2.1), et supposons que :

af 92f dg

1. f, ,812 et = sont définies, continues et bornées par une constante M indépen-
Ox

Ox
dante de € dans [0,4o00[xD avec € €]0, ).
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Alors

T indépendant de e

1
La solution y(t) appartient a D pendant un temps de l'ordre de — .
€

1
Pendant un temps de 'ordre de — on a que :
€

z(t) —y(t) =0(e) quand ¢ —0

Si P € D est un point d’équilibre du systéme moyenné (2.2) telle que :

fo

70,
P

y=

(2.4)

alors, il existe une solution T' -périodique x.(t) de (2.1) telle que x. — P quand ¢ — 0

Si (2.4) est négative, alors la solution périodique x.(t) de l’équation (2.1) est asympto-

tiquement stable pour ¢ suffisamment petit. Si (2.4) est positive, alors elle est instable.

Maintenant, nous sommes entrain de donner un résultat important pour povoir démontrer le

théoréme(2.3.1).

Lemme (Gronwall)|[7]

supposons que pour to <t <tqg+ T

o) < dalt ~t0) + 61 [ o(s)ds + 8

ot ¢(t) est une fonction continue, ¢p(t) >0, Vito <t <to+T, 1,09, etds sont des constantes
avec 01 > 0,609 > 0 et 93 > 0.Alors

pour :

0 5
o) < (5 + 03) exp by (t — ty) — —
(51 51

to <t <ty+T.

Preuve :

les hypotheéses (1) et (2) nous assurent l'existence de ['unicité de la solution des problémes

auz valeurs initiales (2.1) et (2.2) sur l'échelle du temps L. Définissons :

On a:

Ult,y) = / (F(s.9) — 1°())ds

to

Ut y)|| < 2Mt pour t>=ty et yé€D.
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Maintenant, nous introduisons
z(t) = y(t) +ep(t, y(t))

Comme y (t) C D,Vt >ty , on a l’éstimation

()~ @) < Jl2(0) ~ )]+ () ~ ()]
< lett) 200+ < (2, w(e))]
< lelt) - =(0)] + 2eMT
Notons que : t
x(t) — 2(t) = /t <((§—f — %) d
Calculons
O B cflr) + ol n(0),0) ~ W By 1) Y P, y0)

d
Remplagons &y par €f°(y), on aura

dt
der dz
= = ef(t,x(t)) —ef(t,0(t)) + R
R =eg(t,a(t),e) — 522—;(15, y() O y) —ef(ty(t) +ef(t, 2(t))
Ona :

ou
it <
o (t,y(t))H <2MT

Grace a la continuité lipschitzienne de f nous avons :

1P <M e \

£t 2() = fty@) < Ll=@) —y@)
< eL|lu(t,y@®)]
< 2eLMT;

Donc il existe une constante K telle que ||R| < Ke?

C’est clair que

lae) — =] < J |-

i

< e fp It a(t) = f(t2(t) + Kel ds
< e fu IF () = f(t ()] ds + Ke(t — to)
< €L [i [la(s) — 2(s)]| ds + K=2(t — to)
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D’apres le lemme de Gronwall
K K
|lz(t) — z(t)]| < EfeaL(t_tO) —eg

pour conséquent
K oi
L

SieL(t — tg) est borné par une constante indépendante de £, On aura ['approximation

Je(t) — w0 < (e — =y auT)

z(t) = y(t) + O(e) quand ¢ — 0.

Exemple 01 :

Soit l’équation.

i+ x=c(dr* - 3)i

cette équation est équivalente au systéme différentiel :

T =y—e(4z® - 3)x
y=—x

En posant : x = rcosf ; y = rsinf

On obtient :

7 = cosft + sinfy
= cosf(rsinf + rcosfe(4r?cos*d — 3)) + sinf(—rcosb)

= rcosfsind — rcos*0e(4r’cos*d — 3) — rsinfcost
7 = —recos?0(4r?cos?0 — 3)

et

0 = 1 (costy — sinfi)

= L(cost(—rcost) — sinf(rsind — e(4rcos®d — 3)rcost)

= —c0s*0 — sin?0 — rsinfcost(4r’cos*d — 3)
0 = —1 + ecosbsind(4r2cos?0 — 3)
donc :

dr 7 —recos*§(4r*cos* — 3)

o § -1+ ecosfsind(4r2cos?6 — 3)

prenons 6 comme une variable indépendante de temps, on obtient I’équation suivante :

r=cf(0,r)+ O(?) ou f(0,r) est donnée par :
f(0,7) = rcos*0(4ricos*d — 3)
d’aprés (2.3) , nous obtenons : fO(r) = 5= OQF F(0,r)do
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for) = 2L 02W00329(4r200320—3)d«9
7T
T2, 4 2
= 5 [4r°cos*0 — 3cos0]do
B T i
= oo [4°Fr® — 3] 5 [ —1]

cherchons les racines positives de f°(r), nous trouvons :

fr)=0=%0"-1)=0 = r*=1=0
= r’=1

donc il y a une seule racine positive donnée par r = 1

Alors, d’aprés le théoréme (2.3.1) le systéme posséde un seul cycle limite d’amplitude 1.

Exemple 02 :

soit le systeme :

T o=y
y = —z+e(2zt — 1322 +9)y

en coordonnées polaires :

xr = rcosf
y = rsinb,
on a
7 = xcosh + ysinb
; 1 . o
0 = —(costy — sindi)
r
=7 = (rsinf)cost + (—rcost — e(2ricos*d — 13r’cos*0 +9))
= rsinfcost — rcosfsind — ersin®0(2ricos?d — 13r*cos®0 + 9)
7= —ersin®0(2ricos'd — 13r2cos + 9)

: 1
0 = ;(cos@gj—sm@jj)

1
= (cos(—rcost) — e(2rtcos?d — 13r2cos?0 + 9)rsind) — sind(rsinf))

1
= —(—rcos®0 — recostsinf(2r'cos't — 13r?cos*0 + 9) — rsin’0)
.
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0 = —cos20 — ecosfsind(2ricos* — 13r2cos20 + 9) — sin20

0 = —1 — ecosBsind(2r*cos*d — 13r2cos®0 + 9)

dr  —ersin®0(2ricos'd — 13r2cos*0 +9)
d)  —1 — ecosfsind(2ricos' — 13r2cos20 + 9)

d
= eF(r,0) + £G(e,m,0)
ou :
F(r;0) = rsin®0(2r*cos*0 — 13r*cos*0 4 9)
D’ou :
1 21
fo(r) = —/ F(6,r)do
21 Jo
I or
for)y = o foz rsin®0(2rtcos*d — 13r?cos*0 + 9)d
= QL fo% [2risin?0cos — 13r?sin®0cos®0 + 9sin?6] do
T
_ Vo, 1927
= - [27“ x = — 1827 + o
’
= 3 (rt — 13r? + 36)
o2 2
= -6 -9)
Alors :

fo(r):O:>g(r2—4)(r2—9):O:>r1:2;7’2:3

Donc il existe deux cycles limites d’amplitude 2 et 3.

On a :

of1 Ll 4 > _
{E} 7% (57" —39r* +36] _, = —5 <0,
donc le cycle limite d’amplitude 2 est stable
af 1. 4 9 45
— = — |b5r* — 39 36 =—>0

donc le cycle limite d’amplitude 3 est instable.
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Exemple 03 :

Soit I'équation suivante :

483 . 945
{ b=y —e(1627 — 25 1 1008 350)

2 4
j =2

7 = cosft + sinfy

483 5
= cost {rsin& — &(16r7cos™0 — Tr5cos5€ + Tr300330 — 35rcost) | 4+ (—rcosh)sind)

483

= rcosfsind — ecosf(16r7cos’0 — 77“500359 + Tr3cos30 — 35rcostl) — rcosfsind

483

945
= —¢ecosf(16r"cos™0 — 77"500350 + TTSCOSSQ — 35rcosb)
483 945
7 = —recos?0(16r°cosb6 — TT4COS49 + TT260829 —35)

et

. 1
0 = —(cosby — sinfi)

<

1 483 945
— |cosO(—rcosh) — sinf(rsind) — e(16r7cos™0 — - rPcos®l + v r3cos30 — 35rcosh
.

1 483
= —(—rcos?0 — rsind + sinfe(16r"cos™0 — ——r3cos®0 — 35rcosb))
r

483 945

= —co0s*0 — sin?*0 + sinfcoshe(16r%cos®0 — 77’400849 + TT2COS29 — 35)

. 483 945
0 = —1 + sinfcoshe(161%cos®0 — Tr”‘cos‘le + Tr200329 — 35)

Donc :
i —recos?0(16r8cos®0 — %7‘400549 + %7“200529 — 35)
6 —1 + sinfcost(1615cos0 — 4?7‘%0549 + %7’%0520 — 35)
= er(16r°cos®0 — 4%7“400849 + %Tzcosw — 35) + £2G(e,r,0)
) F(r) ’
d’ou :

Fo(r) = % 2T F(r, 0)do
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1 on 483 945
for) = Py [T cos20(16r%c0s°0 — —r4cos*0 + TT2COS29 — 35)db
T
483 945
S 2T (16r5c0s%0 — ——rtcos®0 + ——r2cos'0 — 35¢05°0)dd
o 2 4
35 483 ) 945 3T
= 1 _ 7 — — - _
27T(6r X eq™ 2r><87r+4r><4 35 X )
35, 69, 81,
= 3 r(r 1 e+ 1 r¢—4)
35 1
= S D010 - 4)
Alors :
35 1 1
f0<)—02>§7“(7"—Z—l)<7“2—1)(7“4—4):0:>7“:5;7“:1;7“:4

1
Donc le systeme admet trois cycles limite d’amplitude : 3 1,4

On a :
afo(r) 35 ¢ 9345 , 243, 6615
—_— =— | T — —r—4 =——>0
{ o | s\ "4 ERitad . 256
2 2
o . 1 .
= le cycle limite d’amplitude §est instable.
afo(r) 35 ¢ 345 4, 243 , —1575
"’ —-— —r -4 = <0
{ o |, 8 R T TI6

= le cycle limite d’amplitude 1 est stable.
af°(r) _ 3
or |,_, K}

donc le cycle limite d’amplitude 4 est instable.

345
(7T

243
e 4) = 33075 >0
4 r=4
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Chapitre 3

Méthode de moyennisation du deuxieme ordre

Le théoréeme suivant fournit une approximation du second ordre pour les solutions d’un
systeme différentiel périodique.

considérons les deux probléemes aux valeurs initiales :

T = E‘:Fl(t, lL') + 82F2(t, lL‘) + 63F3(t, lL‘)
{ 1)

z(0) = xg
ot Iy et Fy : [0,400[xD — R*, F3: [0,00[xD x [0,e] = R* sont des fonctions continues,
T -périodiques par rapport a t et D est un ouvert de R™.
et

{y =cfy) + 10 y) + %9 ()
(3.2)

y(0) = yo
ou fO, f19 et g° sont les fonctions moyennées (T-périodique) de Fy , f1 et Fy respectivement,

définies comme :

0 1 r
P =5 | s
3.0.1 Théoréme :

[1] soit :
oFy |

fl(twr) = a_l’y (t>x) ~ a..

ou :
1
v t) = [ (R~ s + 2(a)
0
avec z(x) est une fonction de classe C* telle que la moyenne de y' est nulle. Supposons que :
OF}

1. ——, F5 et F3 sont continues sur leurs domaines de définitions et lipchitziennes en x.

ox

M
2. F3(t,z,¢) est uniformément borné par une constante M dans [0, —[x D x (0, ]
£

3. T est indépendant de €.
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4. y(t) € D sur l’échelle du temps é
Alors :
z(t) = y(t) + ey’ (t,y(t)) + O(?)
sur l’échelle du temps %,.

3.0.2 Corollaire :

Si les hypothéses du théoréme (3.0.1) sont satisfaites et de plus f(y) = 0, Alors :
1. Si P est le point d’équilibre du systéme moyenné(3.2) telle que :

TP 0) + 0 () oy # 0

By Y)+9 W) ly=p )

alors il existe une solution T-périodique x.(t) de l'équation (3.1) telle que x(t) — p

que € — 0

2. Si P est hyperbolique, alors pour |e| suffisamment petit, la solution périodique x.(t) de

(8.1) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Remarque

Si fO(y) = 0, alors en coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf

2m af
/0 5 (. 0)d0 =

on obtient que fO(r) =0, d’ou

Calculons f*°, on trouve :

F1o = L 2Ty s) [° f(r,0)ds)do + = fz”f’f 2(r)ds
= QL (r,s) [y f(r,0)d0)ds + 5 Ozﬂgf(r,s)ds

ce qui tmplique que :
2w
8
o= o f (r,s / f(r,0)ds)d
s

2. pour f(y) =0, on note la fonction de seconde ordre par :

A(r) = fr) + g°(r).
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Exemple 3.0.1

soit le systéeme diférentiel suivant :
T=—-y+e (y2 — 2% + 8xy) + ag’x
{g) = x + dexy + 2ay

En coordonées polaires :

Tz =1rcosf
y =rsinf
le systéme (3.3), s’écrit :
{7’“ =er (87’cos29 sinf — Trcos®0 + 5rcos O + aa)

0 =1 —ersinf + 7ercos’0sin + 8&r cos — 8r cos 6

d’ot
dr er(8rcos*@sin® — Trcos*0 + 5rcosf + ca)

d0 1 —ersind + Tercos?0sin 0 + 8sr cos @ — 8er cos O

ou bien

do

+ 22r%cos’0 sin 6 + 1121%cos®0 — 160r°cos’d + 48rcos® + a)e” + O (&%)

Cette équation est de la forme (3.1) avec

Fi(0,7) = — 12 cost (-8 cosh sinf) + 7 cos*0) -5)

Ey(0,7) = r(-157 cos°0 sinf + 5 cosf sinf) + 221 cos*0sind

+112r2 cos% — 1601*cos*0 + 481*cos*0 + a)

F5(0,7,¢) =0 (53)

Donc nous allons appliquer le Théoréme(3.0.1) :

2
[ P /F1 (6,7)d0 = 0,
o
0
et
F
aa L (0,r) = —2rcos (—8cosfsinf + Tcos’d — 5)
r

9
2
/F1 (s,r)ds = %(8 — 8co0s®f — Tsin fcos®d + sin 6)
0

1l vient que :

o 0
£1° () :%/ {5F1 /F1 s,r)ds+ I, (0,7)]do
) 0
=r (a—T‘2).

d
& r2cos (—8 cos fsin 6 + Tcos® — 5) g +r(—15r%cos’@ sin @ + 5 cos 0 sin 0

L’équation f'° (r) = 0 a une seule racine positive r = ++/a et on a & f19(r) = a — 3r2.
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1. Sia >0, alors le systéme différentiel (3.3) a un cycle limite stable d’amplitude r = \/a
car £ 10 (\/a) = —2a < 0 (voir FIGURE 3.1; FIGURE 3.2 et FIGURE 3.3).
2. Sia <0, alors l'équation f1°(r) =0 n’a pas de racine simple positive. Donc le systéme

différentiel (3.3) n'a pas de cycle limite.

FIGURE 3.1 — portrait de phase du systéme (3.3) pour a =1 et ¢ = 0.1
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FIGURE 3.2 — Portrait de phase du systéme (3.3) pour a = 1 et ¢ = 0.8
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FIGURE 3.3 — portrait de phase du systéme (3.3) pour a =1 et ¢ = 0.01

Exemple 3.0.2

Considérons le systeme diférentiel suivant :
. 1, 2
T=y+e|zx+8xy | + 6w

2 (3.4)

j=—z

En coordonnéés polaires :
r =1rcosf
y =rsinf

Le systéme (3.3) devient :

) 1
r = —57"500529 (rcos® + 16rsin§ — 12¢)

. 1
g =—1+ §€r sin Acos?d — 62 sin O cos 6 — 8=rcos®d + 8=r cos H

Qui est équivalent a léquation

& — Lr?cos?0 (cos 0 + 16 sin ) € — Trcos?6 (32cos*9ri+

255r2cos®0 sin 0 + 24 — 32r2cos?0 — 2567 sin f cos 6 ) €2
+0 (&%)
Cette equation est de la forme :

% =cf(r,0) +e%g(r,0) —|—O(€3)
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Ou
f(r,0) = %TZCOSZQ (cosf + 16sind) .

Et

1
g(r,8)= —ZT’COSQQ (327“200849 + 2557%cos®0 sin 0 + 24 — 32r2cos*) — 25617 sin 6 cos «9) .

Calculons f° (r),¢° (r) et f1°(r), on obtient :

\
o
3

2m
91 =5 [ 96,1040 = 51 (7 =)
\ 0
Et ,
1 [Of
oy =— [ ZL(r,s) f(r,0)ds | dd=0.
2m 0/ or 0/
Avec
of 2 -
5 (r,s) = —cos” (s) r (cos (s) + 16sin (s))
et s
/f (r,0)df = _27,2 _ é?‘QCOS2 (0) sin () — %rQ sin (0) + §T2C083 0).

0

Par conséquent, la fonction moyennée A (r) devient :

A(T):flo—l—go(r)zér(ﬂ—ﬁ).

Il existe une seule racine positive de A (r) donnée par r = /6 avec d% (A (x/é)) =6 >0 Alors

d’apres le théoréme (3.0.1) le systéme (8.3) admet un cycle limite de rayon r = \/6 qui est

instable.
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conclusion

Nous espérons avoir pu aboutir au joyau attendu par ce modeste travail, dans lequel nous
avons étudié ou analysé la méthode moyennisation du premier et du deuzriéme ordre avec des
exemples clairs.

Ce qu’on peut dire au final est que nous souhaitons avoir pu, ne serait-ce qu’un peu a laisser
une empreinte lumineuse dans les ouvrages et la quéte scientifique, cette derniére sera la preuve
qui va démontrer qu’a une époque j’étais étudiante, passionnée par les mathématiques, 'ayant

choisi comme profession et science par amour...
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