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Abstract

In our memory, we began with a synthesis of the work of A. Berhail, N. Tabouche, M.M.
Matar and J. Alzabut, paper [6] wich deals with a boundary value problem defined by
system of generalized Sturm-Liouville and Langevin Hadamard fractional differential
equations that was the subject of chapter 2.

Inspired by this work, we consider a new system of Sturm-Liouville and Langevin
fractional differential equations of Hilfer-Katugampola with a constant initial value
(problem not studied before).

We establish the existence and uniqueness of solution in the weighted space of
continuous functions by using Schauder fixed point theorem and Banach contraction

principale. Finally, we provide an example to illustrate our results.



Résumeé

Dans notre mémoire, nous avons commencé par une synthese du travail de A. Berhail,
N. Tabouche, M.M. Matar et J. Alzabut, article [6] qui traite un probleme de valeurs
aux limites défini par un systéme généralisé de Sturm-Liouville et Langevin des
équations différentielles fractionnaires d’Hadamard qui a fait I'objet du chapitre 2.
En s’inspirant de ce travail, nous considérons un nouveau systéme de Sturm-Liouville et
Langevin des équations différentielles fractionnaires de Hilfer-Katugampola d’ordre
(0 < aj,a < 1) et (0 <0, 5 <1) avec condition initiale constante
(probléme non étudié au paravant).

On établit 'existence et I'unicité de la solution dans ’espace des fonctions continues avec
poids en employant le théoreme du point fixe de Schauder et le principe de contraction

de Banach. Finalement, nous fournissons un exemple illustrant les résultats obtenus.
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0.1. Introduction 1

0.1 Introduction

La dérivée fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que
nous le connaissons aujourd’hui. L’histoire de la dérivée d’ordre non entier constitue
I'une des plus belles aventures de I'esprit humain dans laquelle se sont engagées plusieurs
générations de mathématiciens et de physiciens. Ses origines remontent a la fin du 17ieme
siecle, I’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel
et intégral.

Les spécialistes s’accordent pour faire remonter le début de cette histoire exactement a
la fin de 'année 1695 quand Leibniz, dans une lettre a I’Hospital, voulut engager une
réflexion sur une possible théorie de la dérivation non entiere d’une fonction. I’Hopital a
répondu : Que signifie % sin = %?. La réponse de Leibniz contenait a peu pres cette
phrase : ”...cela conduirait a un paradoxe a partir duquel, un jour, on pourra tirer des
conséquences utiles”. Cette lettre de I’'Hopital, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que 'Hopital a

demandé spécifiquement pour n = I, c’est-a-dire une fraction (nombre rationnel) a en

2
fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

La premiere tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fraction-
naire est du a Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle
de Liouville, et c¢’est depuis qu’elle porte le nom ” Approche de Riemann-Liouville”. Plus
tard, d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de
Weyl et de Caputo voir [22]. A cette époque les applications pratiques de cette théorie
étaient presque inexistente, et c’est pour cela qu’elle a été considérée comme abstraite ne
contenant que des manipulations mathématiques peu utiles.

Depuis la premiere conférence sur ce domaine en 1974, le calcul fractionnaire a été
développé et a gagné une popularité et une considération importante due principalement
aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appliquées, de I'ingénierie,
la biologie, la mécanique etc... Par exemple : les dérivées fractionnaires ont été utilisées
largement dans le modele mathématique de la visco-élasticité des matieres, les problemes
électromagnétiques peuvent étre décrits en utilisant les équations intégro-différentiels frac-
tionnaires. En biologie, ils a été déduit que les membranes de cellules d’organisme bi-
ologique ont la conductance électrique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en groupe
de modeles d’ordre non entier et en économie, quelques systemes de la finance peuvent
afficher une dynamique d’ordre fractionnaire. D’ou 'intérét particulier porté sur le calcul

et 'analyse fractionnaire pendent ces dernieres décennies.
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0.1. Introduction 2

De nombreuses défnitions des opérateurs non entiers ont été introduites. Elles ont, pen-
dant longtemps, semblé ne pas donner toujours les mémes résultats. On cite les approches
de dérivations fractionnaires suivantes : 1’approche de Riemann-Liouville, de Caputo et
celle de Hadamard [16, 8, 0] 10}, 31], et comme nouvelle approche, on cite la dérivation de
Hilfer-Katugampola. Le lecteur peut trouver une description détaillée sur les opérateurs

fractionnaires Hilfer-Katugampola dans les références [17, 18| 19, 20].

L’équation de Langevin ( formulée pour la premiere fois dans [23]) s’avere étre un outil
efficace pour d’écrire ’évolution des phénomenes physiques dans des environnements fluc-
tuants. Pour une revue exhausive de nouveaux dévelopements de I’equation de Langevin
voir [11, 2} [6], [7], 241, [33].

D’un autre coté, le probeme de Sturm-Liouville a de nombreuses applications dans différents

domaines de la science et de I'ingénierie voir [3, 12, 21].

La combinaison des équations fractionnaires de Sturm-Liouville et de Langevin fournirait
une description adéquate des processus dynamiques définis dans un milieu fractal dans
lequel les propriétés de mémoire et fractales avec noyau de mémoire dissipatif sont incor-
porées.

Récemment, C. Kiataramkul, S.K. Ntouyas, J. Tariboon, A. Kijjathanakorn [21] ont
proposé une approche de la version fractionnaire du probleme de Sturm-Liouville et de
I’équation de Langevin via dérivée fractionnaire de Hadamard avec conditions aux limites

périodiques.

T. Muensawat, SK. Ntouyas, J. Tariboon dans [26] ont étudié 'existence et l'unicité
du systeme généralisé de Sturm-Liouville et Langevin avec conditions aux limites anti-

periodiques.

Le travail présenté dans le cadre de ce mémoire est composé de trois chapitres. L’étude
du travail [6] se veut assez détaillée dans le chapitre 2, le chapitre 1 étant introductif.
Dans le chapitre 3, on établit I'existence et 1'unicité d'un systeme de Sturm-Liouville et

Langevin via dérivée fractionnaire de Hilfer- Katugampola.

1. Premier chapitre : On présente des définitions et quelques résultats de base du

calcul fractionnaire utiles dans la suite du travail.

2. Deuxiéme chapitre : On mene une synthese d’un probleme de valeusr aux lim-

ites défini par un systeme généralisé de Sturm-liouville et Langevin des équations
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0.1. Introduction 3

différenielles de Hadamard :

D([p;(t) D' + ()i (t) = filt,ur(t),ua(t)), te€[1,T],i=1,2.

w(1) = 0, D¥iuy(T) + 20 — g,

ou 0 < a4, B; < 1, DV est la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre v €
{ai, Bi} et f; : [1, T]xRxR — R sont des fonctions continues , p; € C([1,T], R\{0})
et ; € C([1,T],R) pour i = 1,2,

3. Troisieme chapitre : On établit I'existence et I'unicité de solution d’un probleme
défini par un systeme de Sturm-Liouville et de Langevin d’équations différentielles

fractionnaires de Hilfer-Katugampola suivante:

B

DB [t D ()] wi(t) = i (b wn (1), ua(t)) . t € [a,T)ya >0, i =1,2.

o, (0 < ay,a < 1) et (0 < B;,8 < 1). PD¥F est la dérivée fractionnaire au
sens de Hilfer-Katugampola d’ordre «, (0 < a < 1) et de type 8, (0 < g < 1).
fi + [a,T] x R x R — R sont des fonctions continues, p; C C([a,T],R\{0}) et
r; € C([a,T],R) pour i = 1,2.

Finalement, nous illustrons nos résultats obtenus par un exemple.

Université 8 Mai 1945-Guelma 1. Belaadi N.Benkamouche



Chapter 1

Préliminaires et rappels de calcul

fractionnaire

Ce chapitre est introductif dans lequel on rappelle des notions et des résultats fondamen-
taux de la théorie de calcul fractionnaire et de I’analyse fonctionnelle qui représentent des

outils indispensables dans la suite de notre travail.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions continues avec poids

Définition 1.1 Soit (0 < p < 1), on appelle espace des fonctions f continues avec poids
dans [tg, T| noté par C,([to, T],R) 'espace des fonctions f € C([ty, T] défini par

Cyl[to, T) = {f € C([to, T),R), tq f(t)(t — to)" € C([to, T],R)} (1.1)
If®)lle, =it = to)*fB)lle avee [f(B)llc = max | f()]. (1.2)

En particulier

Co([a, b]) = C([a, b))
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1.2 Deéfinitions de base dans le calcul fractionnaire

1.2.1 fonctions spéciales
La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler, qui
permet de prolonger la fonction factorielle aux valeurs non entieres, la fonction gamma

est appelée aussi fonction factorielle généralisée.
Définition 1.2 [22] 28] La fonction Gamma d’Euler est définie par I'intégrale suivante :

['(z) = / t=~le7tdt, z>0. (1.3)
0

Propriétés de la fonction Gamma
e I'(z+1)=2I'(2), 2> 0.
e ['(z4+n)=z2>z+1)(2+4+2)......(z+n— DI'(2).
eI'n)=(n—-1! n>1

quelques valeurs particuliéres de I'(a):

e I'(1)=T1(2) = /000 t e tdt = 1.

e I'(3) = /0 e "dt = /7 (Iintégrale de gauss).

e I'(n+3) = (2n) !ﬁ.

- 220y |

La fonction Béta

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Béta d’Euler.

Définition 1.3 [22] 28] La fonction Béta est définie par I'intégrale suivante:

1
Bz, w) = / FY e (2 > 0, > 0). (1.4)
0
Remarque: la relation entre la fonction Gamma et Béta est donnée par
I'(z)l(w)
= —. 1.5
Be) = £ (15)

la fonction Béta est symétrique 5(z,w) = B(w, z).
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1.3. Calcul fractionnaire 6

1.2.2 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.4 [22] La fonction Mittag-Leffler d’'un parametre est définie par

Ea(z):Z— 2€C, a>0

“— (ko + 1)’

Définition 1.5 [22] La fonction Mittag-Leffler de deux parameétres est définie par

o0 k
z
Ea = /1., o\ ) ) .
4(2) %F(k;a—i—ﬁ) 2€C,a>0,3>0
=B =Yt =Y
Remarque 1.1 £, (2) = Ei(2) = = — = €.
prd [(k+1) prd !

1.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section, nous présentons différentes approches de généralisation de la notion

de différentiation et intégration.

1.3.1 Intégrale fractionnaire

Définition 1.6 [22] Soit f : [a,b) — R une fonction continue, l'intégrale fractionnaire

de f est donnée par

"f(z) :/jdxl / de---/jnl di, = ﬁ/j(x—s)"‘lf(s)ds, ne N,

Intégrale fractionnaire au sens de Reimann-Liouville

Définition 1.7 [22] L’ intégrale de Riemann-Liouville d’une fonction f continue d’ordre
a > 0, noté I*f(t) est défini par

I f () = ﬁ / (t = )1 (s)ds. (1.6)

Propriétés

e Pour a, B € R, I¢(IPf) = I1oPf = IB(I%f).

Université 8 Mai 1945-Guelma 1. Belaadi N.Benkamouche



1.3. Calcul fractionnaire 7

o Linéairité : IS(Af(t) + png(t)) = M f(t) + plg(t).
o lim I2(E) = ()

1
e [’ intégrale fractionnaire de Reimann-Liouville d’ordre o = 3 de quelques fonctions

4t3/2 Il/2t3/2 _ 3\/ 7Tt2
3y’ ? 8

IV

t
]3/20 = 20\/j; (C' constante), I&mt =
m

F(a—l— 1)ta+1/2

——————,a> —1.
I'(a+3/2)

Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.8 [22] Soit (a,b),(0 < a < b < oco) un intervalle fini ou infini, I'intégrale

fractionnaire de Hadamard d’ordre a: pour une fonction g est définie par

Ifg(t) = ﬁ/ (logz)alﬁds, a<z<b. (1.7)

1.3.2 Dérivées fractionnaires
Dérivée fractionnaire au sens de Reimann-Liouville

Définition 1.9 Pour a > 0 et n € N* tel que n —1 < a < n. La dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o d’une fonction f : [a,b] — R est définie

D= () wes = s () [ oas A

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville & droite d’ordre « de la fonction f

par

est définie par

v 0= (5) o - ot (5 (so s (19)

Remarque 1.2 Dans ce qui suit, nous considérons que la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville a gauche.
Propriétés

e Linéarité
Dg (Af(t) + pg(t)) = ADg, f(t) + pDg g(?). (1.10)

Université 8 Mai 1945-Guelma 1. Belaadi N.Benkamouche



1.3. Calcul fractionnaire 8

e En général on a
D3 (Dgy (1) # Dy (D f)(t) # D’ £ (1) (1.11)

e La dérivée fractionnaire séquentielle de Riemann-Liouville de la fonction f(¢) d’ordre
ko, 0 < a < 1 est définie par

D f(t) = D2, DTV f (1), (k=2,3,4,--). (1.12)

e Poura>0ett>a,ona

D (134 f)(t) = Dgy (D2 f)(E) = f(). (1.13)
e Pourn—1<a<n
2D D) = DDA = £(0) = YD FOmop oy (110
Cas particulier si (0 < a < 1), alors
I (D3 D0 = 50 = (D3 S Ohea (115)
e Formules de composition
Soitm—1<a<metn—-1<p8<n
DD N0 = D) = YD FOea gy (110
m , _ q)B
DLDH0) = D10 = D Fap S )

e La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une constante C' est donnée par

C

D€ = I'l—a)

(t—a)™®, t>a. (1.18)

Université 8 Mai 1945-Guelma 1. Belaadi N.Benkamouche



1.3. Calcul fractionnaire 9

e La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une fonction puissance

(t —a)” pour v > —1

I'(v+1) -
D% (t—a) = ——F—(t—a)"® 1.19
a+( CL) F(V—Oé+1)( a) ’ ( )
et
D¢ (t—a)* 7 =0, j=1,2,--+ a+1. (1.20)

Dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.10 [22] Soit (a,b), (0 < a < b < 00) un intervalle fini ou infini, la dérivée

fractionnaire de Hadamard d’ordre a: pour une fonction g est définie par

D2qg(t) = ﬁ(f%)”/ﬂ (logé)"a1 @ ds, n=[a]+1,a<z<b  (1.21)

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.11 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € R, d’une fonction u de
classe C"([a, b]) est définie par

a _ 1 ' n—a—1, (n
“Dou(t) = m/a (t—s) u™(s)ds, t>a (1.22)

avec n— l< a <n.

Propriétés

e Linéarité “DIAf(t) + pg(t)) = ACDIf(t) + p©Dig(t).
e “DIC =0, C constante.

e Interpolation
lim “Df(t) = "),

a—n

lim  “Df(t) = f" (1) = f0(0).

a—mn—1

e Transformation de Laplace

L{ED(f(t); s} = s"F(s) = ) _s* "1 flk)(0).

Université 8 Mai 1945-Guelma 1. Belaadi N.Benkamouche



1.4. Théorémes 10

1.4 Théoremes
Dans cette partie, nous présentons des théoremes utiles dans la suite de notre travail.

Théoréme 1.1 [T}/ Si une suite {u,}nen dans C(J) est bornée et équicontinue, alors il

existe une sous-suite uniformément convergente.

1.4.1 Théoreme de convergence dominée de Lebesgue

Théoreme 1.2 Soit f, : R — R une suite de fonctions mesurables sur l’espace mesuré
(X, M, ) qui converge simplement presque partout (pour p). Supposons qu’il existe une
fonction intégrable g : R — R, avec |f,(z)| < g(x)( p.p) pour z € R, alors f et f, sont

intégrables et on a
lim | fudp = / lim fodp = / fdp.

1.4.2 Théoréeme d’Arzela -Ascoli

Ce théoreme est connu pour son nombre considérable d’applications. Il caractérise les
parties relativement compactes de ’espace des fonctions continues d’un espace compact

dans un espace quelconque.
Théoréme 1.3 [7]] Soit Y = C([a,b]) muni de la norme
= ma t
lull = max | u(?) |

. St M est un sous ensemble de Y tel que
(i) M est uniformément borné, i.e Ir > 0, ||u|| < r,Vu € M.

(ii) M est équicontinu c’est-a-dire

Ve > 0,30 > 0,Yty,ts € [a,b] tel que |ty —ty |< 6 et ue M =] u(ty) —u(tz) |<e.

Alors, M est relativement compact.

Université 8 Mai 1945-Guelma 1. Belaadi N.Benkamouche



1.4. Théorémes 11

1.4.3 Théoreme du point fixe de Banach

Théoréme 1.4 [T]] (Banach 1922)
Soit U C E (fermé), ou E espace de Banach et F : U — U un opérateur contraction.

Alors, il existe un unique u € U tel que F(u) = u.

1.4.4 Théoreme du point fixe de Schauder

Théoréme 1.5 [T]/(Schauder 1950)
Soit C' un convexe fermé d’un espace de Banach E et T : C — C continue telle que

T(C) C E est relativement compact. Alors T admet au moins un point fize dans C.

1.4.5 Théoreme du point fixe de Leray-Schauder

Théoreme 1.6 [1j|] Soit X un espace de Banach et T : X — X un opérateur complétement

continu. Soit
Y={xeX:2=(T(z) pour un certain 0 < (< 1}.

Alors, soit l’ensemble Y est non borné, soit T a au moins un point fixe.
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Chapter 2

Probleme de valeurs aux limites défini par un
systeme généralisé de Sturm-liouville et

Langevin des équations différenielles de

Hadamard

Dans ce chapitre, on meéne une synthese du travail de A. Berhail, N. Tabouche, MM.
Matar et J. Alzabut [6] sur I’étude de l'existence et I'unicité d'un Probleme de valeurs
aux limites défini par un systeme généralisé de Sturm-liouville et Langevin des équations

différenielles de Hadamard .

2.1 Position du probleme

On considere le probleme différentiel fractionnaire suivant

D*([p;(t) DP" + ()i (t) = filt,ur(t),ua(t)), te[1,T],i=1,2. 1)
2.1

ui(1) = 0, D¥u(T) + 28 —

ou 0 < ay, B; < 1, D” est la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre v €
{ai, Bi} et f; : [1,T] x R x R — R sont des fonctions continues, p; € C([1, 7], R\{0}) et
r; € C([1,T],R) pour i =1,2.

12
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2.2 Préliminaires

Nous présentons quelques résultats de base utiles pour la suite du travail.

Lemme 2.1 [22] Si o3 > 0,alors

(D2ag 1)) = g gy tog )"
et
(If(logé)ﬁ_l)(x) _ %(loggwa_l

ot a > 0 est le point de départ de l’intervalle.

Lemme 2.2 [29] Soit a > 0, et u € [1,+00) (L1, +00). Alors l’équation différentielle

fractionnaire de Hadamard

a pour solution

et de plus, on a les formules suivantes :
DeIPu(t) = I “u(t), p> «,

et

n

I“D%u(t) = u(t) — Z cr(logt)**,

k=1
telle que : ¢, ER, k=1,2,....n, etn—1<a<n.

Dans ce qui suit, nous présentons ’équation intégrale associée au probleme ([2.1)).

Lemme 2.3 [6] Soit h; € C([1,T],R),i = 1,2. Alors le systéme d’équations différentielles

fractionnaires

Dai([pi(t)Dﬁi + Tz(t)])uz(t) = hi(t)7 te [17T]7i = 1’ 2

u;(1) = 0, DPuy(T) 4+ “0,(T) = 0, (2.2)
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2.3. Principaux résultats 14

est équivalent a [’équation intégrale
wit) = I7 (=1 ha)(t) = I (i) () = ==
Pi Pi I'(a; + 6;)
Preuve. En prenant l'intégrale fractionnaire de Hadamard des ordres «; dans la premiere

équation du systeme ([2.2)), nous obtenons

Diay(t) = - “hi(t) + Ci(l()]it()tc; = riltyut) (2.4)

ou ¢; € R. A partir des conditions aux limites de (2.2)), on obtient

(logT)' =i 1% h;(T)(logt)* Pt (2.3)

ci = —(logT) = % hy(T).

En prenant 'intégrale fractionnaire de Hadamard des ordres f3; de (2.4]), on obtient

— zl i, _ zﬁu _ F(ai) 0 l—a; raiy, oat)%t i—1 (lo i—1
wlt) = P T )01 ) (1) gy (00T) = 1% (T) o) ﬁ-MMégg,

ou d; € R. En utilisant les conditions aux limites de (2.2)), on obtient

D’autre part, si nous prenons la dérivée de Hadamard de ([2.3)) et utilisons le lemme (2.1)),
on obtient facilement le probleme (2.2)). Ce qui achéve la démonstration. =

Considérons le systeme(2.1)). Sur la base du lemme ([2.3)), notre probéme(2.1]) est alors
équivalent a 1’équation intégrale

wilt) = P17 )t (8), un(0) — %) 1)

! Di
I(a; - o
_F(afi)ﬂi)_aogT)l 1% f (T uy (T), ua(T)) (logt)* o=t =1,2.

2.3 Principaux résultats

Soit C = C([1,T],R) un espace de Banach de toutes les fonctions continues définies sur
[1, 7], muni de la norme supremum habituelle. On définit un opérateur ¥ : C xC — C xC
Par

Vu =V (up,ug) = (Vyug, Yous) .

Avec
[ Wul|| = max {[[@yu ]|, || Wouz| },
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ou,

Wuy(t) =1% (im f,) (t, w1 (1), us(t)) — % (iu) (t)

! (@) bi (2.6)
&.
— —— _(logT)* %1% f; (T, u1(T), us(T)) (log t)* P~ i =1,2.
a1 (o8 TV 17 (T, (T), (7)) (og
Nous utilisons les notations suivantes :
py = inf, |p;(t)],r; = sup, |ri(t)],

Hi= il (o +8i+1) ol (a;+5) b piL (B +1)

De plus, nous supposons que

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les hypothéeses suivantes sont satisfaites

(H1) 11 existe une constante M; > 0 telle que

‘fl (t, ul,u2) — fz (t,Ul,U2>’ < Ml (Hu1 — ’01H + HUQ — UQH) ,Vt € [1,T],Vui,vi < R,Z = 1,2

(H2) Pour tout u = (uq,us), il existe des constantes réelle N;, K; telle que
et soit a; = maxj<<r | fi(¢,0,0)] < 00.

Le résultat d’unicité est prouvé a l’aide du principe de contraction de Banach .

2.3.1 Unicité

Théoréme 2.1 Supposons que les conditions (H1) et soient vérifiées. Alors, le
probleme a une solution unique dans C' x C.

Preuve. Dans la premiére étape, nous montrons que WB C Bou B = {u € CxC, ||u|]| <

w} et nous choisissons w un réel positif tel que

w > max{ H1ay Haa2 } ‘

1—Ly"1— Ly

Pour tout v € B, on a
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|Wu;(t)| < % (}%]o‘lfZ (s,ul(s),UQ(s))) (t)‘ + |15 (%uz) (t)’
(o) Lreigai (s uq(s), ua(s ogt)~itri~t
e g T 1% (5 (9, () () o)+
<15 (piz s <s,u1<s),u2<s>>|)) (1) + 17 (p— |uz~<s>|) (0
o 0B T (1 (51 (5) o)) (7)o )74

< 15 (1 s, () = 15,001 ) + 10,01 ) 0+ 1% (o)) 0

p/l pl
+ NCD (log )P x (1% | fi (s,u1(s), ua(s))) — fi(s,0,0)| + | fi(s,0,0) |> (T)
' (a; + Bi) o ’ C S

<1 (0 O ) + 0 ) )+ ()l 22000

T (OZZ)
T (a; + ;)

Bi l a; F(al)
< (PGem0 + s T

r*
(pf)u 10

oo t)Bi oo )% Q; O i
< (Pl (s )+ s Qog 1 LT ) (el + a0

(log T)% > I ((M; (luall + lluzll) + a:)) (T)

(1OgT)ﬂif‘“)(T)) (Mi([Juall + fJuzll + a:)

CG 4D P e+ 1)) " Tt 504 Tar+ D)
r (log )P |
i (PE‘) I'(B+1) sl
(logt)* % (log T)+6:

¥\ (logt)? '
() e

<pi (M; ([lual] + [Juzll) + ai) + v; [Juil] -
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D'ou, ||[Vu| |< w, ce qui implique que ¥ C B.
Ensuite, pour tout u;,v; € C' et pour t € [1,7T], nous avons

|Wiuy(t) — Wiv(t)]

<1’ (lz i (s.1(s), un(s)) = fi (5,01 (s), va(5) |>) (t) + 1* (; ui(s) - vz-<s>|> (1)
L) (tog - s (1 | £ (5, ua(s), ua(5)) — fi (5, 01(5), ua(s) ) (T)(log )+
I (a; + 5) o ’ o 7

< (L o =l + =) ) 0+ 7 (X ) ~u) 0

(2 7

(g TP ¢ (1 (M (s = o] + ez = w2lD) (1)
(log t)ari‘ﬁi (lOg T)ai+,3i
< (p;‘F (a; + B +1) ol (o + @)) (M; (||lug — vr|| + ||ug — ve])

¥\ (logT)P
+ — | =< ||U; — V;
() Tt gy e

< (20 M 4 v;)) |lu — ||

D'ou, |||Yu — Yv||| < L|ju — v|| ot L = max{Ly, Ly}. puisque L < 1, opérateur ¥ est
une contraction. Ainsi, par le principe de contraction de Banach le probleme ([2.1)) a une

solution unique. =

Maintenant, nous montrons l'existence de la solution du probleme (2.1 en appliquant le

théoreme du point fixe de Leray-Schauder.

2.3.2 Existence

Théoréme 2.2 Supposons que U'hypothése (H2) soit vérifiée. Si
max { Ky + v, o Ko + v} < 1,

alors il existe au moins une solution du probleme .

Preuve. Nous montrons que l'opérateur ¥ est completement continu. Nous établissons

d’abord que l'opérateur ¥ est uniformément borné.
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Soit un borné U C C x C. Alors, il existe une constante positive 7 telle que

||U|| < 7 = max {71,72}

pour tout u € U.
Aussi, il existe §; > 0 tel que

|f1(t,u)| <9; <N; —FKZ’YZ,\VI(t,U) € [1,T] xCxC,i=1,2

Par conséquent, pour tout v € U, nous avons

o) < |1 (1) ) 0] + 1 (2 ) 0)
I' (ai)

‘m(log T)' =T f; (s,u1(s), ug(s)) (T')(log t)xithi=l

< ]ﬁi (i*]ai
p.

2

s ) 0+ 1 () 0
T (o)

m(log T)l—ai X (17| f; (s,u1(s),us(s))]) (T) (log t)ai‘f‘ﬁi—l

d;(log T)*+7 riyi(log T)P §;(log T)itPi
T+ Bi+1)  pT(Bi+1) ol (o +5)

<pi0; + viYi-
Ainsi, |[|Vull| < max {u101 + v171, tods + vaye } . Alors, ¥ est uniformément borné.

Maintenant, nous allons prouver que ¥ est équicontinu. pour t1, ¢y € [1,7],

avec t; < to, on obtient

t1 a;+6;—1 o;+Bi—1 d
< ((logtf) - (1os?) ) oo (), v

1 to tQ a;+6;—1 dS
e, () M

#1721 = ) 0

I ()

T+ gD (7

Fo (s, 11(5), () ()] (g )"~ = (log 1))
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il suit que

5A t1 tQ a;+B;i—1 tl a;+6;—1 dS
L — log = — [ log — —
_pﬂ_‘(ai"_ﬁi)/l (ogs) (Og3> s
N L /tz (10 t_2) a;+6;—1 @
il (s + Bi) Js, o s
* to Bi—1 t1 Bi—1
iy tg) ds / ( tl) ds
+ —— log — — — log — —
pil (B;) (/1 ( & s S 1 & s S
;" (i) e [ T\ ds it+Bi—1 it Bi—1
+ m(log T) 1 log . ~ ((log to) — (log t1) )
5i ", 4 £y ) TP
) (log )™ — (log 1) P + 2 (log t_)
1

<
pil (e + B + 1

T;K’y Bi Bi
+ m ((logtg) — (logty) )

d;(log T')

log ¢ a;+Bi—1 log t C!H-ﬁi—l).
Ty (ost2) (log 1)

Par conséquent, nous avons
P (ta) — Yu (tq) ||[| — 0 quand ¢ — to.

Il suit que, 'opérateur W est completement continu. Finalement, On vérifiera que I’ensemble
Y={ueCxC:u=(¥(u),0<(<1}

est borné.

Soit u € Y. Alors, u = (¥ (u). Pour tout ¢ € [1,T], on a u; = ¢V, (u;) :
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[ui(t)| = [CWius(2)] < [Win(t)]

<

(2

P (L1 ) ale)) (0] +

! ‘ IO (10g 1170417 £ (5,01 (), wa () (7)o )

[ (a; + 5)

< B (i*[ai
pA

1

o)) ) 0+ 1 (2 fuls)) 0
[ ()

1—a; (o7}

Ji (5,13(5), ua(9))]) (T) log )5

]

< 12 (e ek ) ) 0+ 7 (o)) 0
()

r
— Y (logT)"(log t)F11% (N, + K; T

+r<ai+@.>(°g ) “(logt) (i + K|[ul]) (T)
1 (log t)@ithi ¥ (logt)%i

< — NI+KZ : 7

T ( el Do+ 6 +1)  pL(Bi+1) sl

(log T)(logt)®itFi—1
ol (o + ;)

(Ni + Kil[ul])

< i (N; + Kilul|) + vg |||

< wilN; + (i K + ;) ||l

D’ou,
max {1 N1, o No }
1 — max {p K1 + v1, oo + 0o}

lull <

Cela prouve que Y est borné. Par le théoreme du point fixe de Leary-Schauder, le probleme
(2.1) a au moins une solution. =
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Chapter 3

Etude d’'un systeme généralisé de

Sturm-Liouville et Langevin d’équations
différentielles fractionnaires de

Hilter-Katugampola

Dans ce chapitre, on établit 'existence et 'unicité de la solution d’un probleme défini
par un systeme généralisé de Sturm-Liouville et Langevin d’équations différentielles frac-
tionnaires de Hilfer-Katugampola, dans I'espace des fonctions continues avec poids, via le

théoreme du point fixe de Shauder et le principe de contraction de Banach.

3.1 Position du probleme

On considere le probleme différentiel fractionnaire suivant

P DB ity DL +ri(t)] wi(t) = fi (t,un(t),us(t)) te(a,T), a>0,i=12

(3.1)
o, (0 < ay,af < 1)et (0< ;00 <1).

PDP est la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer-Katugampola d’ordre «, (0 < o < 1)
et de type 3, (0 < 8 < 1). f; : [a,T] x R xR — R sont des fonctions continues,
pi C C(la, T],R\{0}) et r; € C([a,T],R) pour i =1, 2.
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3.2 Définitions et lemmes

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et lemmes utiles pour la suite du

travail.

Définition 3.1 [20] Soit J = [a,b], C(J) 'espace de Banach des fonctions continues de
J dans R muni de la norme ||y||c = max, 7 |y(t)] et les parametres p > 0,0 <y < 1.

1) C, ,la,b] Pespace avec poids de fonctions continues y sur (a, b] est défini par

fmweaﬂ}

() e
o, Cp,(J) = C(J).

2) Soit 6, = (t*2). Pour n € N on désigne par C’&V(j) I'espace de Banach des fonctions

tP — af

. la,b] = {y (a,b] > R: (

muni de la norme

Iule., = | (=) o

p

= max
C teJ

y continuement différentiables sur (.J), avec l'opérateur &, jusqu’a Pordre (n — 1) et qui

a pour dérivée o,y d’ordre n sur (a,b] telle que 67y € C., ,(J), soit
ey (7) = {y (a,b] >R : 5 eC), k=0,1....n—1,0y € cw(j)},

ou n € N, avec les normes

¥y, = 2 max|dpy(a)]
n—1

Wiy = 5= Ikl + 15
k=0
Pour n =0, on a C§ _(J) = C,,(J).

Définition 3.2 [I8| [19] L’intégrale fractionnaire gauche genéralisée *1%, f(-) d’ordre v €
C, (Re(a) > 0) est définie par

11—«

OT2 )0 = Fes [ 0= ) 32)

pour ¢t > a et p > 0. Similairement, l'intégrale fractionnaire droite genéralisée *I;" f(-)

est définie par
-«

OO = [ = e s (33

pour t < b.
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Définition 3.3 [I8| [19] Soit @ € C, avec Re(a) > 0, n = [Re(a)] + 1 et p > 0. Les
dérivées fractionnaires genéralisées, correspondant respectivement aux intégrales fraction-
naires genéralisées [3.2] et [3.3] sont définis pour 0 < a <t < b < oo par

o) 0= s () [t e e
et
a—n—1 n b
N0 = () [t as )

Définition 3.4 [27] Soient « et 5 telles que 0 < a < 1 et 0 < f < 1. La dérivée
fractionnaire de Hilfer-Katugampola, par rapport a ¢, avec p > 0, de la fonction f €
Cl_%p(j) est définie par

_ d 81—
(2s) (0= (227 (1 2) sz ) o
_ <ipzfi1—a)5ppzéi—5)(1—a)> (t) 7

ou Z est 'intégrale fractionnaire genéralisée donnée par la définition |3.2]
Propriétés 1 [18] Nous présentons quelques propriétés de pD:’f
P1) L’ opérateur "Djf peut s’écrire comme suit
oDy =TS, T = T D
ouy=a+ [(1—a).

P2) La dérivée fractionnaire pDZ‘f est l'interpolateur des dérivés fractionnaires suivantes
: Hilfer (p — 1), Hilfer-Hadamard (p — 0), dérivée fractionnaire généralisée (5 =
0), type Caputo généralisé (6 = 1), Riemann-Liouville (8 = 0, p — 1), Hadamard
(B =0, p—0), Caputo (8 = 1, p — 1), Caputo-Hadamard ( = 1, p — 0),
Liouville (=0, p—1,a=0) et Weyl (=0, p—1, a=—00).

Lemme 3.1 [78, [30] Soit o, > 0,1 < p < o00,0<a<b<ooetpc€ER,etp>c.

alors, pour f € C?(a,b), on a
(rzertlf) () = (Z50r) O,
(°D3PTEf) () = £O).
(D2r) () = (D2F) ().
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Lemme 3.2 [5] Soient PI, et PD2., définies respectivement par les équations et
pourt > a. Alors, pour a >0 et f >0

B—1 a+p—1
T (50) @ =l (5)

P_qP p-1
D (55) @) =0,

pour tout o € (0,1).
Lemme 3.3 [27] Soit 0 < a < 1,0 <y <1 Si f e C,(J) et PL;;*f(-) € CL(J), alors

("Ze:"f) (a) (:cp - ap)a_l

INE) p

P15 Dar (f) () = f(z) -
pour tout x € J = (a,b).

Lemme 3.4 [27] Soient 0 < a <b<oo, a >0, 0<y<letfeC,(J]) Sia>7,

alors PI%. (f) est continue sur J et on a

(°Z2 f) (a) = lim (°T2) f(t) = 0.

t—a™t

Dans toute la suite, nous considérons les parametres «, 3, v, u satisfaisant
y=a+p—-—af, 0<v<l, 0<pu<l, «a>0 p<I,
et les espaces suivants définis dans [27] par

%8 a,b] = { feC_,la,b,"DLF() € C’M,p[a,b]}

1=v,p

et
Ciy [&7 b] = {f € Cl*'w)[a’ b]’pDz+f(') € Cl*’w)[a’ b]}

7P
Il est évident que
o

1=v,p

[a,b] € C7 a,b]

Lemme 3.5 [27] Soit0 <a<1,0<<lety=a+pB—af. SifecC] [a,b], alors

°T)."DY, f() =T DL () (3.7)
et
DY I () = "DV f () (3.8)
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Lemme 3.6 [27] Soit f € L'(a,b). Si prf_o‘)f existe sur L'(a,b), Alors
PDLIPTf () = T DY ()

Lemme 3.7 [27] Soit 0 < a < 1,0< < lety=a+p—af. SifeC_,ab et

”I;;'@(lfa) € C}_[a,b], alors pDZ‘prﬁ existe sur J et

"Dy TS () = ()

3.3 Existence et unicité

Dans ce qui suit, nous présentons un lemme crucial pour établir les principaux théoremes
d’existence et d’unicité de la solution de notre probleme (3.1)) .

Lemme 3.8 Soient f; : [y x R? = R, i = 1,2, deuz fonctions telles que

filui (), ue(v)) € Ciy, p(lo) (Lo = [a,T])

Y

. pla; T], alors le probleme

pour tout u; € Ci_., ,la,T],i = 1,2. On se donne u; € C
(13.1)) est équivalent a ’équation intégrale suivante

u) = 7 (o m fln0u) -7 (Z0ue). o)

pi(t) pi(t)

Preuve. On commence par montrer I'implication dans ce sens (=).
On applique T} des deux cotés du probleme (3.1)) et en utilisant le lemm et le
lemm¢3.5] on obtient :

ngéippji’ﬂi [pi(t)ppjiﬁi + 7i(O)]wi(t) =PI fi(t, ua(t), ua(t))
P ODI (0D () us(t) = T2t un (1) a0

[Pi(a)pDZﬁ’B; + ri(a)ui(a) 2P — a?
['(7:) p
(0P DI i ()]us(t) = PTfilt wa (1), ua(1),

/

(i (8P D s ()]s (£) =T

)%_1 = ”I;”ifi(t, U1(t)a U2(t))

il vient que
D (1) = s T At (0) 0a(0) - T

wi(?). (3.10)
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Ensuite, on applique l'intégrale prJ;r des deux cotés de 1'équation (3.10)), puis on utilise le
lemmd3.3| et le lemmd3.5] on obtient

TP (1) = T OT At (0. ua(0) — 2]
LD ) = T s T i 0, (1) = 2 8 ui(t)]
o, 1y ui(a)  x” —af -1 _ p7o P " " B Ti(t)u»
w(t) T EES (it < T s T At (), (1) — ()
w(t) = *1% (pit) OTO fi (8 un (1), ug(t))) ool (;8 ui(t)) RENERT)

Maintenant, on montre I'implication dans le sens contraire (<).
On applique pD:i’ﬁi des deux cotés de 'équation (3.11)) et par le lemm il suit que

D () = DT (T 0, ) ) Dz (2 )

1
(t) pi<t)

pDa+ uz( ) =

CTLfi (8 ua(t), ua(t)) —

U (t)a

1
pi(t)
PO D wilt) =PI (1 ua (1), ua(t)) — ri(t)us(t),

)P DS i () + ral)ui(t) = PTYfi (tua (1), ual(t)),
(DI (0] i) = T2 i (0w (0), () (3.12)

En appliquant maintenant 1’opérateur pDZ‘i’ﬁ * des deux cotés de 1’équation lb et en
utilisant le lemme (3.7]) on obtient

"D pi(0) DI 4 ri(0) | wi(t) = DS IT St (1), wa 1)

ppoiP [pi(t)pD:i’ L r,-(t)] wi(t) = Fit, un (), us(t)).
Par I’équation (3.11)) on a

pour ¢ = a,
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par le lemm¢3.4] on obtient
ui(a) =0
et on obtient bien le probleme(3.1]), ce qui achéve la démonstration. =
Pour I'étude de 'existence et 'unicité du probleme (3.1) on considere les hypotheses et
les notations suivantes.

Notations

On note : pf = infy |p;(t)|, 7 = sup, |ri(t)| et on suppose

avec ,
(T e\ 1
T ( p ) pip*T (i + D)) + 1)
B — (T”—a")a; Tf/ .
p pipl(a; +1)
Hypotheses

(H1) Il existe une constante N; > 0 telle que :
|fi (t,ur,u0)—fi (t,v1,09) | < N; (Jlug — 1| + ||ug — v2l]), ¥t € [a,T],Vu;,v; € IR i =1,2.
(H2) Pour tout u = (uq,us), il existe §; > 0 tel que

\filt,u)| < 6, Vtely, (i=1,2).

Dans toute la suite, on considere 'opérateur
T+ Creryp(Lo) X Crony p(Lo) = Crony p(Lo) X Crory p(1o)
définit par
TU’ = T(ub uQ) = (7-1u17 7—2u2)7

avec

1T ull] = max{||Tiul], | Touzl },
ou

) =7 (27 f ) (@, oa0) 78 (Bu) 0. @
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3.3.1 Existence

Maintenant, nous prouvons ’existence de la solution du probleme(3.1]) qui est basée sur

le théoreme du point fixe de Shauder.

Théoréme 3.1 Sous l’hypothése (H2), le probléme(3.1) admet au moins une solution.

Preuve.

Pour prouver le résultat d’existence, nous transformons le probléme en un probleme
du point fixe. En effet, puisque le probléme est équivalent a I’équation intégrale,
les points fixes de T sont solutions du probléme. Nous établissons alors les hypotheses
du théoremes du point fixe de Schauder. Ceci, nécessite plusieurs étapes.

Etape 1

Nous prouvons que l'opérateur 7 est continu. Pour tout borné ¢ C Cy_,, , x Ci_, , il

existe w > 0 tel que
U= {“ S Cl—m,p X Ol—%p : ||U||C17W < w},

ol, w = max(wy, ws) et v = max(y1,Y2).
Soit (u,)n € N € U une suite de réels tel que lim,, o ||tn; — ui||(;17%p = 0. Alors pour

tout ¢t € Iy on a

(Tittns (£) — Trwi(2)) (tﬂ ; ap) 1

s(ﬁ_ﬁ)k%@ﬁ(%Wﬁﬂﬁﬁmm@%wﬂﬂw+mwwd@mﬂ$m)

P i

+<ﬁ_m>k%@ﬁ(§WW@ﬂ+W@m)@

(2

1=y *
o (2, o ol T
”Z;(Eﬂawo%ﬁlﬁﬁ(WWQmaWW+H%@Nawﬂ(ﬂ

(2

1—; *
! 2 ’ 2 K
‘Iﬁ(Tﬁﬁ&>+WﬁQw
2 p

% %

7

piT(@)T(a))  preifaal T piT(a))  piitial

1440 —; 9 9k (Tp —af ) ol
w

1

0 +
pipPTlon + DE(af + 1) pipl (e + 1)

o (Tp _ ap>1+a¢'yz~ ag 5 .
0 T Ao Wi |,
p pl'(a; + 1) "
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2

DA T Par le théoreme de la convergence dominée de Lebegue on a
7 7

ou ag=

(T i) (8) = (T) (1) [csoe > 0.

Par conséquent, T est bien continu.

Etape 2
Nous allons montrer que T (i) C U. On choisit w un réel positif tel que
S A1y Asde
w > max .
- 1—B,'1— B,

Par 'hypothese (H2), pour tout ¢ € Iy et pour tout uw € U, on a

tr—ar\'
Tiui(t
ut) (%)

VA
VR
~
A
|
Q
i)
~
—
2
k)
N
L

(e ) () )

)

IN

P

i

[ 7

1= 1 (TP — qr)(eited) r (TP — ar)™

prr(al)r(a’) pai+a§+2aia; it p’FI‘(ai) pO‘;'HOz;

2

(=)
< (Tp - ) T TN + T o))
( ) o

)

Tv — ar\ el 5, . To o\
S * 2 . / + * / Wi
P pip°L(aq + DI (e + 1) pipl'(eg + 1) P

<A;b; + B ||ui]

Nous obtenons ||| 7T ul|| < w. Il suit que T(U) C U.
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Etape 3

Nous montrons que 'opérateur 7 est uniformément borné. Pour tout u € U, nous avons

p_ P\ P _ P\ 1% ,
Tous(t) (t pa) s‘(T pa) 7% (%”Iﬁfi <s,u1<s>,u2<s>>) (0

+

tr—aP\"
( ) EALIEI

P i

Te —ar\'" (1
PTY | =PZ% | fi (s, u1(s), us(s
g( - ) ﬁ(p*zﬁm, (5) <>>|)<t)

*

ez (Ll )

i

< (A;6; + Biw;)

Ainsi, ||| Tu||| < max {A10; + Biwy, Az0s + Bawsy} . Alors, T est uniformément borné.

Etape 4 Finalement, nous montrons que T est équicontinu.

Soient u € U et t1,ty € Iy avec t; < ty, on a

p

< TP — gP 1= 1 /t1 tg —_gP o+ol—1 tﬁ) _gP aj+al—1 -
YN - S
- p pil(ai + o) Jo p p

x| fi(s,u1(s), ua(s))|ds

Tp —af 1=; 1 to tg —gP Oti-‘rOé,/L-—l
+ KT (. L AT p-l i\ ) d
< p ) piT (i + af) /tl (( p ) 7 | Vils wals), uals))ds

. (“ - “p> g (;—aui(s)(tg) - ui(S)(tl)l) '

7

‘(ﬁui(tz) — Tu(th)) (tﬂ _ ap) 1
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Il suit que

‘(ﬁui(@) ~ Trui(t)) (tp ; ap) 1-7,

(Tﬂ _ ap) 1—7; 5@ /t1 <t§ . Sp)ai+a§—1 (tT . Sp)ai—&-ag—l p_ld
- s S
P p:F(OéZ + Oé;) a P 1%
TP — gP\ ' d; t2 g\ Gttt o (7]
() e L () e eem (el )
P pil(a; + o) Jy, D P
(T” - aP> 1—y; 5; (t’; - aﬁ)ai+a§ (ﬁ _ ap)@zﬂraé
p pipl(a; + o + 1) P P)
riw t2 tp — gP agil t1 tﬂ —gP aéfl
t T / : " tds — / - sP~1 | ds
p;kr(&;) a P a P
TP — af 1—; 52 tg —af aj+a t? P ai+a,
p pipl(cu + o + 1) P P)

riw (tg - tg’)ai
+ :
ppil(ai +1)\ p

Par conséquent, nous avons

IN

17w () = Tu(t) [ = 0 quand #; — 5,

ce qui implique que T est équicontinu. m

Ainsi, par le théoreme d’Arzela-Ascoli, 'opérateur 7 est compléetement continu et par le

théoreme du point fixe de Schauder 'opérateur 7 a bien un point fixe u € U.
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3.3.2 Unicité

Théoreme 3.2 Supposons que ’hypothése (H1) et (3.13) soient satisfaites, alors le probléme
a une solution unique dans Cy_, ,(1y) X Ci_, ,(1o).

Preuve. Pour tout u;,v; € Ci_,, ,(Iy) et pour t € I, on a

‘(ﬁui(t) — Tovi(t)) (tp - aP) 13

p

g(pgﬂvl%%ﬁ(é%ﬁﬁ@mmﬂm@»—ﬁ@m@mw@ﬂ)@

Tr —aP\N" o (1
< (B) o (gl = ol + s = sl )

1

22 (L ats) — 09l ) 0

Tp _ ap 1—'Yi 1 (Tp . ap>ai+0£;
= — (Ni(J|ug — _
B ( p ) T (a) ol poetait? (Ni(llux = vi]| + [Juz — va]))

Lo @
piT(as)  agpii

7

(Jui(s) = vils)))

<

TP — P 1—vyitaitai+1 1
( ) (Vs = w1 ]| + fluz  a]))

p pip?L(a; + 1) (af + 1)

+
pipl(a; +1)

Dou, |||Tu — To||| < K|lu —v| ot K = max{K;, K»}. puisque K < 1, l'opérateur T
est une contraction. Ainsi, selon le principe de contraction de Banach, le probleme(3.1])

a une solution unique. =
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3.4 Exemple
On considere le probleme différentiel fractionnaire suivant

( B
05P0-5.06 [200 0500208 4 0.001¢] i (1) = 5 (sin |uy| — sin|ug|) ¢ € [5, 3],

0.5D0.2,0.8 [@ 0'5D0'5’0'4 + 00125} Ug(t) _

. ;—O(Sin]uﬂ — sin |usl) ,

ui(3) = w(3) =0,

(3.15)
avec
(o = 05,05 = 0.2, = 0.2,05, = 0.5) € (0, 1),
(B = 06,5 =0.3,8,=08,,8,=04) € 0,1],
(y1 = 0.8,72 = 0.84,~, = 0.44,+, = 0.7) € [0, 1).
et

t . . t . .
filt, ug,ug) = 10 (sin |uq| — sin|usl), fo(t, uy, us) = 0 (sin |uq | — sin |us|) .

Par définition(3.1)) on a

Co, 03((5. 2] = {y o m (TEET) e € oag,?’gb},

par suite, fi € Coa, 0.5([F, TW]) pour tout y € Coz, 05([3, TK])’ et f2 € Co.s, 05([%’%])’
pour tout y € Co.g, 05([5, &

21

En utilisant toutes les données fournies de notre probleme(3.15)), nous obtenons

|fi(t, ur, uz) — fi(t v, 02)| < g (lur = wall + [lor = val])
| fa(tur, uz) — fo(t, vi, )] < 17T_0 (lur = wo|[ + [Jor = val]) ,
[f1(ts ur, ug)| < g
[falt )] < 75
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pour tout ¢ € [Z,2X]. Par conséquent, les hypotheses (H1) et

Avec

(H2) sont satisfaites.

p1(3) =200(2) = 120 = 127.38853,

pi(E) = 200(%) = 42.46284,
ol, pi = inf{p(5),p1(3)} = 42.46284.

p2(3) = 400( ) = 254.77707,

p2(35) = 400(2) = 84.92569,
o, p3 = inf {pa(%). pa(3)} = 84.92560.
Aussi,

r1(Z) = 0.001(%) = 0.00157,

r1(3) = 0.001(28) = 0.00471,
ou, r} = max{ri(3),r1 ()} = 0.00471, et

I

ra(Z) = 0.1(Z) = 0.157,

w

ro(3) = 0.1(38) = 0.471,

ol ry = max{ry(5), (%)} = 0.471.

1

Puisque
Ny =1,
Ny= =%,
( I-vi+ai+a)
= (5% L — 0.9
A= ( P ) P (et DD+ 1) (1.83452)
= LT651 _ ().18733,
1—vy2taz+a,
= (5% L — 0.86
A= ( P ) P (aa DT (D) (1.83452)
_ 1.68511 __
\~ 18.43279 0.09141.

42.46284(0.25)0.885(0.981)

1

84.92569(0.25)0.2(4.59)0.5(1.77)
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et
_ [ TP—a” all ry o ) 0.00471 . 0.00471
B = < P > p;pr(cly'lﬂ) - (1'83452)0242.46284(0.5)0.2(4.59) = 1.12902575545 = 0.00027,
_ [ TP—a” a rs o 0. 0.471 _ 0471
B2 = ( P ) pSpF(«Qx’QH) = (1.83452) 584.92569(0.5)0.5(1.77) = 1.354dd 575756 = 0.01697.
On obtient

Ky =2A;N, + By = 2(0.18733) % 4- 0.00027 = 0.23555 < 1,

Ky =2A3Ns + By = 2(0.09141) 15 + 0.01697 = 0.07437 < 1.
Donc condition (3.13)) est vérifiée.

Finalement, Les hypotheses du théoreme (3.2)) étant satisfaites. Alors, le probleme (3.15])

a une solution unique dans Cya, 0.5([%, %)) X Co6, 05([3, 2]). .
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Conclusion

L’apport de notre travail consiste principalement en un point qui est le suivant :
L’extension a I’étude d’un probleme a valeur initiale défini par un systeme généralisé de
Sturm-Liouville et Langevin d’équations différentielles fractionnaires de Hilfer-Katugampola.
Nous avons pu donner une représentation intégrale de notre probleme qui nous a permis
de transformer celui-ci en un probleme du point fixe. Les théoremes du point fixe de
Schauder et Banach furent la clé de I'analyse de notre probleme.

L’exemple numérique confirme les résultats théoriques obtenus.
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