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Abstract

In our memory, we began with a synthesis of the work of A. Berhail, N. Tabouche, M.M.

Matar and J. Alzabut, paper [6] wich deals with a boundary value problem defined by

system of generalized Sturm-Liouville and Langevin Hadamard fractional differential

equations that was the subject of chapter 2.

Inspired by this work, we consider a new system of Sturm-Liouville and Langevin

fractional differential equations of Hilfer-Katugampola with a constant initial value

(problem not studied before).

We establish the existence and uniqueness of solution in the weighted space of

continuous functions by using Schauder fixed point theorem and Banach contraction

principale. Finally, we provide an example to illustrate our results.
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Résumé

Dans notre mémoire, nous avons commencé par une synthèse du travail de A. Berhail,

N. Tabouche, M.M. Matar et J. Alzabut, article [6] qui traite un problème de valeurs

aux limites défini par un système généralisé de Sturm-Liouville et Langevin des

équations différentielles fractionnaires d’Hadamard qui a fait l’objet du chapitre 2.

En s’inspirant de ce travail, nous considérons un nouveau système de Sturm-Liouville et

Langevin des équations différentielles fractionnaires de Hilfer-Katugampola d’ordre

(0 < αi, α
′
i < 1) et (0 ≤ βi, β

′
i ≤ 1) avec condition initiale constante

(problème non étudié au paravant).

On établit l’existence et l’unicité de la solution dans l’espace des fonctions continues avec

poids en employant le théorème du point fixe de Schauder et le principe de contraction

de Banach. Finalement, nous fournissons un exemple illustrant les résultats obtenus.
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0.1. Introduction 1

0.1 Introduction

La dérivée fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que

nous le connaissons aujourd’hui. L’histoire de la dérivée d’ordre non entier constitue

l’une des plus belles aventures de l’esprit humain dans laquelle se sont engagées plusieurs

générations de mathématiciens et de physiciens. Ses origines remontent à la fin du 17ième

siècle, l’époque où Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel

et intégral.

Les spécialistes s’accordent pour faire remonter le début de cette histoire exactement à

la fin de l’année 1695 quand Leibniz, dans une lettre à l’Hospital, voulut engager une

réflexion sur une possible théorie de la dérivation non entière d’une fonction. l’Hôpital a

répondu : Que signifie dnf
dt

si n = 1
2
?. La réponse de Leibniz contenait à peu près cette

phrase : ”...cela conduirait à un paradoxe à partir duquel, un jour, on pourra tirer des

conséquences utiles”. Cette lettre de l’Hôpital, est aujourd’hui admise comme le premier

incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hôpital a

demandé spécifiquement pour n = 1
2
, c’est-à-dire une fraction (nombre rationnel) a en

fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

La première tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fraction-

naire est dû à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.

Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle

de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le nom ”Approche de Riemann-Liouville”. Plus

tard, d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de

Weyl et de Caputo voir [22]. A cette époque les applications pratiques de cette théorie

étaient presque inexistente, et c’est pour cela qu’elle a été considérée comme abstraite ne

contenant que des manipulations mathématiques peu utiles.

Depuis la première conférence sur ce domaine en 1974, le calcul fractionnaire a été

développé et a gagné une popularité et une considération importante due principalement

aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appliquées, de l’ingénierie,

la biologie, la mécanique etc... Par exemple : les dérivées fractionnaires ont été utilisées

largement dans le modèle mathématique de la visco-élasticité des matières, les problèmes

électromagnétiques peuvent être décrits en utilisant les équations intégro-différentiels frac-

tionnaires. En biologie, ils a été déduit que les membranes de cellules d’organisme bi-

ologique ont la conductance électrique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en groupe

de modèles d’ordre non entier et en économie, quelques systèmes de la finance peuvent

afficher une dynamique d’ordre fractionnaire. D’où l’intérêt particulier porté sur le calcul

et l’analyse fractionnaire pendent ces dernières décennies.

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Belaadi N.Benkamouche



0.1. Introduction 2

De nombreuses défnitions des opérateurs non entiers ont été introduites. Elles ont, pen-

dant longtemps, semblé ne pas donner toujours les mêmes résultats. On cite les approches

de dérivations fractionnaires suivantes : l’approche de Riemann-Liouville, de Caputo et

celle de Hadamard [16, 8, 9, 10, 31], et comme nouvelle approche, on cite la dérivation de

Hilfer-Katugampola. Le lecteur peut trouver une description détaillée sur les opérateurs

fractionnaires Hilfer-Katugampola dans les références [17, 18, 19, 20].

L’équation de Langevin ( formulée pour la première fois dans [23]) s’avère être un outil

efficace pour d’écrire l’évolution des phénomènes physiques dans des environnements fluc-

tuants. Pour une revue exhausive de nouveaux dévelopements de l’equation de Langevin

voir [1, 2, 6, 7, 24, 33].

D’un autre côté, le probème de Sturm-Liouville a de nombreuses applications dans différents

domaines de la science et de l’ingénierie voir [3, 12, 21].

La combinaison des équations fractionnaires de Sturm-Liouville et de Langevin fournirait

une description adéquate des processus dynamiques définis dans un milieu fractal dans

lequel les propriétés de mémoire et fractales avec noyau de mémoire dissipatif sont incor-

porées.

Récemment, C. Kiataramkul, S.K. Ntouyas, J. Tariboon, A. Kijjathanakorn [21] ont

proposé une approche de la version fractionnaire du problème de Sturm-Liouville et de

l’équation de Langevin via dérivée fractionnaire de Hadamard avec conditions aux limites

périodiques.

T. Muensawat, SK. Ntouyas, J. Tariboon dans [26] ont étudié l’existence et l’unicité

du système généralisé de Sturm-Liouville et Langevin avec conditions aux limites anti-

periodiques.

Le travail présenté dans le cadre de ce mémoire est composé de trois chapitres. L’étude

du travail [6] se veut assez détaillée dans le chapitre 2, le chapitre 1 étant introductif.

Dans le chapitre 3, on établit l’existence et l’unicité d’un système de Sturm-Liouville et

Langevin via dérivée fractionnaire de Hilfer- Katugampola.

1. Premier chapitre : On présente des définitions et quelques résultats de base du

calcul fractionnaire utiles dans la suite du travail.

2. Deuxième chapitre : On mène une synthèse d’un problème de valeusr aux lim-

ites défini par un système généralisé de Sturm-liouville et Langevin des équations

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Belaadi N.Benkamouche



0.1. Introduction 3

différenielles de Hadamard :
Dαi([pi(t)D

βi + ri(t)])ui(t) = fi(t, u1(t), u2(t)), t ∈ [1, T ], i = 1, 2.

ui(1) = 0, Dβiui(T ) + ri(T )
pi(T )

= 0,

où 0 < αi, βi < 1, Dv est la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre v ∈
{αi, βi} et fi : [1, T ]×R×R→ R sont des fonctions continues , pi ∈ C([1, T ],R\{0})
et ri ∈ C([1, T ],R) pour i = 1, 2.

3. Troisième chapitre : On établit l’existence et l’unicité de solution d’un problème

défini par un système de Sturm-Liouville et de Langevin d’équations différentielles

fractionnaires de Hilfer-Katugampola suivante:
ρDαi,βi

a+

[
pi(t)

ρD
α′i,β

′
i

a+ + ri(t)
]
ui(t) = fi (t, u1(t), u2(t)) , t ∈ [a, T ], a > 0, i = 1, 2.

ui(a) = 0,

où, (0 < αi, α
′
i < 1) et (0 < βi, β

′
i < 1). ρDα,β est la dérivée fractionnaire au

sens de Hilfer-Katugampola d’ordre α, (0 < α < 1) et de type β, (0 ≤ β ≤ 1).

fi : [a, T ] × R × R → R sont des fonctions continues, pi ⊂ C([a, T ],R\{0}) et

ri ∈ C([a, T ],R) pour i = 1, 2.

Finalement, nous illustrons nos résultats obtenus par un exemple.

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Belaadi N.Benkamouche



Chapter 1
Préliminaires et rappels de calcul

fractionnaire

Ce chapitre est introductif dans lequel on rappelle des notions et des résultats fondamen-

taux de la théorie de calcul fractionnaire et de l’analyse fonctionnelle qui représentent des

outils indispensables dans la suite de notre travail.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions continues avec poids

Définition 1.1 Soit (0 ≤ p ≤ 1), on appelle espace des fonctions f continues avec poids

dans [t0, T ] noté par Cp([t0, T ],R) l’espace des fonctions f ∈ C([t0, T ] défini par

Cp([t0, T ] = {f ∈ C([t0, T ],R), tq f(t)(t− t0)p ∈ C([t0, T ],R)} (1.1)

‖f(t)‖Cp = ‖(t− t0)pf(t)‖C avec ‖f(t)‖C = max
t∈[t0,T ]

| f(t) | . (1.2)

En particulier

C0([a, b]) = C([a, b]).

4



1.2. Définitions de base dans le calcul fractionnaire 5

1.2 Définitions de base dans le calcul fractionnaire

1.2.1 fonctions spéciales

La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler, qui

permet de prolonger la fonction factorielle aux valeurs non entières, la fonction gamma

est appelée aussi fonction factorielle généralisée.

Définition 1.2 [22, 28] La fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt, z > 0. (1.3)

Propriétés de la fonction Gamma

• Γ(z + 1) = zΓ(z), z > 0.

• Γ(z + n) = z(z + 1)(z + 2)......(z + n− 1)Γ(z).

• Γ(n) = (n− 1) !, n ≥ 1.

quelques valeurs particulières de Γ(α):

• Γ(1) = Γ(2) =

∫ ∞
0

t1−1e−tdt = 1.

• Γ(1
2
) = 2

∫ ∞
0

e−t
2

dt =
√
π (l’intégrale de gauss).

• Γ(n+ 1
2
) =

(2n) !

22nn !

√
π.

La fonction Bêta

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Bêta d’Euler.

Définition 1.3 [22, 28] La fonction Bêta est définie par l’intégrale suivante:

β(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt, (z > 0, w > 0). (1.4)

Remarque: la relation entre la fonction Gamma et Bêta est donnée par

β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
. (1.5)

la fonction Bêta est symétrique β(z, w) = β(w, z).

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Belaadi N.Benkamouche



1.3. Calcul fractionnaire 6

1.2.2 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.4 [22] La fonction Mittag-Leffler d’un paramètre est définie par

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα + 1)
, z ∈ C, α > 0

Définition 1.5 [22] La fonction Mittag-Leffler de deux paramètres est définie par

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα + β)
, z ∈ C, α > 0, β > 0.

Remarque 1.1 E1,1(z) = E1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

k !
= ez.

1.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section, nous présentons différentes approches de généralisation de la notion

de différentiation et intégration.

1.3.1 Intégrale fractionnaire

Définition 1.6 [22] Soit f : [a, b) −→ R une fonction continue, l’intégrale fractionnaire

de f est donnée par

Inf(x) =

∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2 · · ·
∫ xn−1

a

dxn =
1

(n− 1) !

∫ x

a

(x− s)n−1f(s)ds, n ∈ N∗.

Intégrale fractionnaire au sens de Reimann-Liouville

Définition 1.7 [22] L’ intégrale de Riemann-Liouville d’une fonction f continue d’ordre

α > 0, noté Iαf(t) est défini par

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds. (1.6)

Propriétés

• Pour α, β ∈ R+, Iαa (Iβa f) = Iα+β
a f = Iβa (Iαa f).

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Belaadi N.Benkamouche



1.3. Calcul fractionnaire 7

• Linéairité : Iαa (λf(t) + µg(t)) = λIαa f(t) + µIαa g(t).

• lim
α−→0

Iαa f(t) = f(t).

• L’ intégrale fractionnaire de Reimann-Liouville d’ordre α =
1

2
de quelques fonctions

I
1/2
0 C = 2C

√
t

π
; (C constante), I

1/2
0 t =

4t3/2

3
√
π

, I
1/2
0 t3/2 =

3
√
πt2

8
, I

1/2
0 ta =

Γ(a+ 1)ta+1/2

Γ(a+ 3/2)
, a > −1.

Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.8 [22] Soit (a, b),(0 ≤ a ≤ b ≤ ∞) un intervalle fini ou infini, l’intégrale

fractionnaire de Hadamard d’ordre α pour une fonction g est définie par

Iαa g(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(log
t

s
)α−1 g(s)

s
ds, a ≤ x ≤ b. (1.7)

1.3.2 Dérivées fractionnaires

Dérivée fractionnaire au sens de Reimann-Liouville

Définition 1.9 Pour α > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. La dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α d’une fonction f : [a, b] −→ R est définie

par

Dα
a+f(t) =

(
d

dt

)n
In−αa+ f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds. (1.8)

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville à droite d’ordre α de la fonction f

est définie par

Dα
b−f(t) =

(
−d
dt

)n
In−αb− f(t) =

1

Γ(n− α)

(
−d
dt

)n ∫ b

t

(s− t)n−α−1f(s)ds. (1.9)

Remarque 1.2 Dans ce qui suit, nous considérons que la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville à gauche.

Propriétés

• Linéarité

Dα
a+(λf(t) + µg(t)) = λDα

a+f(t) + µDα
a+g(t). (1.10)
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• En général on a

Dα
a+(Dβ

a+f)(t) 6= Dβ
a+(Dα

a+f)(t) 6= Dα+β
a+ f(t) (1.11)

• La dérivée fractionnaire séquentielle de Riemann-Liouville de la fonction f(t) d’ordre

kα, 0 < α < 1 est définie par

Dkα
a+f(t) = Dα

a+D
(k−1)α
a+ f(t), (k = 2, 3, 4, · · · ). (1.12)

• Pour α > 0 et t > a, on a

Dα
a+(Iαa+f)(t) = Dα

a+(D−αa+ f)(t) = f(t). (1.13)

• Pour n− 1 < α < n

Iαa+(Dα
a+f)(t) = D−αa+ (Dα

a+f)(t) = f(t)−
n∑
j=1

[Dα−j
a+ f(t)]t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)
. (1.14)

Cas particulier si (0 < α < 1), alors

Iαa+(Dα
a+f)(t) = f(t)− [Dα−1

a+ f(t)]t=a
(t− a)α−1

Γ(α)
. (1.15)

• Formules de composition

Soit m− 1 ≤ α < m et n− 1 ≤ β < n

Dα
a+(Dβ

a+f)(t) = Dα+β
a+ f(t)−

n∑
j=1

[Dβ−j
a+ f(t)]t=a

(t− a)−α−j

Γ(−α− j + 1)
. (1.16)

Dβ
a+(Dα

a+f)(t) = Dα+β
a+ f(t)−

m∑
j=1

[Dα−j
a+ f(t)]t=a

(t− a)−β−j

Γ(−β − j + 1)
. (1.17)

• La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante C est donnée par

Dα
a+C =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α, t > a. (1.18)
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• La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une fonction puissance

(t− a)ν pour ν > −1

Dα
a+(t− a)ν =

Γ(ν + 1)

Γ(ν − α + 1)
(t− a)ν−α, (1.19)

et

Dα
a+(t− a)α−j = 0, j = 1, 2, · · · , α + 1. (1.20)

Dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.10 [22] Soit (a, b), (0 ≤ a ≤ b ≤ ∞) un intervalle fini ou infini, la dérivée

fractionnaire de Hadamard d’ordre α pour une fonction g est définie par

Dα
a g(t) =

1

Γ(n− α)
(t
d

dt
)n
∫ t

a

(log
t

s
)n−α−1 g(s)

s
ds, n = [α] + 1, a ≤ x ≤ b. (1.21)

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.11 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α ∈ R+ d’une fonction u de

classe Cn([a, b]) est définie par

CDα
au(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1u(n)(s)ds, t > a (1.22)

avec n− 1< α < n.

Propriétés

• Linéarité CDq(λf(t) + µg(t)) = λCDqf(t) + µCDqg(t).

• CDqC = 0, C constante.

• Interpolation

lim
α−→n

CDαf(t) = f (n)(t),

lim
α−→n−1

CDαf(t) = f (n−1)(t)− f (n−1)(0).

• Transformation de Laplace

L{CDα(f(t); s} = sαF (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0).
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1.4 Théorèmes

Dans cette partie, nous présentons des théorèmes utiles dans la suite de notre travail.

Théorème 1.1 [14] Si une suite {un}n∈N dans C(J) est bornée et équicontinue, alors il

existe une sous-suite uniformément convergente.

1.4.1 Théorème de convergence dominée de Lebesgue

Théorème 1.2 Soit fn : R −→ R une suite de fonctions mesurables sur l’espace mesuré

(X,M, µ) qui converge simplement presque partout (pour µ). Supposons qu’il existe une

fonction intégrable g : R −→ R+ avec |fn(x)| ≤ g(x)( p.p) pour x ∈ R, alors f et fn sont

intégrables et on a

lim
n−→∞

∫
R
fndµ =

∫
R

lim
n−→∞

fndµ =

∫
R
fdµ.

1.4.2 Théorème d’Arzela -Ascoli

Ce théorème est connu pour son nombre considérable d’applications. Il caractérise les

parties relativement compactes de l’espace des fonctions continues d’un espace compact

dans un espace quelconque.

Théorème 1.3 [14] Soit Y = C([a, b]) muni de la norme

‖u‖ = max
t∈[a,b]

| u(t) |

. Si M est un sous ensemble de Y tel que

(i) M est uniformément borné, i.e ∃r > 0, ‖u‖ ≤ r,∀u ∈M .

(ii) M est équicontinu c’est-à-dire

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀t1, t2 ∈ [a, b] tel que | t1− t2 |< δ et u ∈M =⇒| u(t1)−u(t2) |< ε.

Alors, M est relativement compact.
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1.4.3 Théorème du point fixe de Banach

Théorème 1.4 [14] (Banach 1922)

Soit U ⊂ E (fermé), où E espace de Banach et F : U → U un opérateur contraction.

Alors, il existe un unique u ∈ U tel que F(u) = u.

1.4.4 Théorème du point fixe de Schauder

Théorème 1.5 [14](Schauder 1930)

Soit C un convexe fermé d’un espace de Banach E et T : C → C continue telle que

T (C) ⊂ E est relativement compact. Alors T admet au moins un point fixe dans C.

1.4.5 Théorème du point fixe de Leray-Schauder

Théorème 1.6 [14] Soit X un espace de Banach et T : X → X un opérateur complètement

continu. Soit

Y = {x ∈ X : x = ζT (x) pour un certain 0 < ζ < 1}.

Alors, soit l’ensemble Y est non borné, soit T a au moins un point fixe.
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Chapter 2
Problème de valeurs aux limites défini par un

système généralisé de Sturm-liouville et

Langevin des équations différenielles de

Hadamard

Dans ce chapitre, on mène une synthèse du travail de A. Berhail, N. Tabouche, MM.

Matar et J. Alzabut [6] sur l’étude de l’existence et l’unicité d’un Problème de valeurs

aux limites défini par un système généralisé de Sturm-liouville et Langevin des équations

différenielles de Hadamard .

2.1 Position du problème

On considère le problème différentiel fractionnaire suivant
Dαi([pi(t)D

βi + ri(t)])ui(t) = fi(t, u1(t), u2(t)), t ∈ [1, T ], i = 1, 2.

ui(1) = 0, Dβiui(T ) + ri(T )
pi(T )

= 0,

(2.1)

où 0 < αi, βi < 1, Dν est la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre ν ∈
{αi, βi} et fi : [1, T ]× R× R → R sont des fonctions continues, pi ∈ C([1, T ],R\{0}) et

ri ∈ C([1, T ],R) pour i = 1, 2.

12
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2.2 Préliminaires

Nous présentons quelques résultats de base utiles pour la suite du travail.

Lemme 2.1 [22] Si α,β > 0,alors

(Dα
a (log

t

a
)β−1)(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(log

x

a
)β−α−1.

et

(Iαa (log
t

a
)β−1)(x) =

Γ(β)

Γ(β + α)
(log

x

a
)β+α−1.

où a > 0 est le point de départ de l’intervalle.

Lemme 2.2 [22] Soit α > 0, et u ∈ [1,+∞)
⋂
L1[1,+∞). Alors l’équation différentielle

fractionnaire de Hadamard

Dαu(t) = 0,

a pour solution

u(t) =
n∑
k=1

ck(logt)
α−k,

et de plus, on a les formules suivantes :

DαIpu(t) = Ip−αu(t), p > α,

et

IαDαu(t) = u(t)−
n∑
k=1

ck(logt)
α−k,

telle que : ck ∈ R, k = 1, 2, ..., n, et n− 1 < α < n.

Dans ce qui suit, nous présentons l’équation intégrale associée au problème (2.1).

Lemme 2.3 [6] Soit hi ∈ C([1, T ],R),i = 1, 2. Alors le système d’équations différentielles

fractionnaires Dαi([pi(t)D
βi + ri(t)])ui(t) = hi(t), t ∈ [1, T ], i = 1, 2

ui(1) = 0, Dβiui(T ) + ri(T )
pi(T )

ui(T ) = 0,
(2.2)
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est équivalent à l’équation intégrale

ui(t) = Iβi(
1

pi
Iαihi)(t)− Iβi(

ri
pi
ui)(t)−

Γ(αi)

Γ(αi + βi)
(logT )1−αiIαihi(T )(logt)αi+βi−1. (2.3)

Preuve. En prenant l’intégrale fractionnaire de Hadamard des ordres αi dans la première

équation du système (2.2), nous obtenons

Dβiui(t) =
Iαihi(t) + ci(logt)

αi−1 − ri(t)ui(t)
pi(t)

, (2.4)

où ci ∈ R. A partir des conditions aux limites de (2.2), on obtient

ci = −(logT )1−αiIαihi(T ).

En prenant l’intégrale fractionnaire de Hadamard des ordres βi de (2.4), on obtient

ui(t) = Iβi(
1

pi
Iαihi)(t)−Iβi(

ri
pi
ui)(t)−

Γ(αi)

Γ(αi + βi)
(logT )1−αiIαihi(T )(logt)αi+βi−1+di(logt)

βi−1,

(2.5)

où di ∈ R. En utilisant les conditions aux limites de (2.2), on obtient

di = 0.

D’autre part, si nous prenons la dérivée de Hadamard de (2.3) et utilisons le lemme (2.1),

on obtient facilement le problème (2.2). Ce qui achève la démonstration.

Considérons le système(2.1). Sur la base du lemme (2.3), notre probème(2.1) est alors

équivalent à l’équation intégrale

ui(t) = Iβi(
1

pi
Iαifi)(t, u1(t), u2(t))− Iβi(ri

pi
ui)(t)

− Γ(αi)

Γ(αi + βi)
(logT )1−αiIαifi(T, u1(T ), u2(T ))(logt)αi+βi−1, i = 1, 2.

2.3 Principaux résultats

Soit C = C([1, T ],R) un espace de Banach de toutes les fonctions continues définies sur

[1, T ], muni de la norme supremum habituelle. On définit un opérateur Ψ : C×C → C×C
Par

Ψu = Ψ (u1, u2) = (Ψ1u1,Ψ2u2) .

Avec

|‖Ψu‖| = max {‖Ψ1u1‖ , ‖Ψ2u2‖} ,
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où,

Ψiui(t) =Iβi
(

1

pi
Iαifi

)
(t, u1(t), u2(t))− Iβi

(
ri
pi
ui

)
(t)

− Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αiIαifi (T, u1(T ), u2(T )) (log t)αi+βi−1, i = 1, 2.

(2.6)

Nous utilisons les notations suivantes :

p∗i = inft |pi(t)| , r∗i = supt |ri(t)| ,

µi =
(log T )αi+βi

p∗iΓ (αi + βi + 1)
+

(log T )αi+βi

αiΓ (αi + βi)
, vi =

r∗i (log T )βi

p∗iΓ (βi + 1)
.

De plus, nous supposons que

Li = 2µiMi + vi < 1, i = 1, 2. (2.7)

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(H1) Il existe une constante Mi > 0 telle que

|fi (t, u1, u2)− fi (t, v1, v2)| ≤Mi (‖u1 − v1‖+ ‖u2 − v2‖) ,∀t ∈ [1, T ],∀ui, vi ∈ R, i = 1, 2.

(H2) Pour tout u = (u1, u2), il existe des constantes réelle Ni, Ki telle que

|fi(t, u)| ≤ Ni +Ki‖u‖,∀ui ∈ R, (i = 1, 2)

et soit ai = max1≤t≤T |fi(t, 0, 0)| <∞.

Le résultat d’unicité est prouvé à l’aide du principe de contraction de Banach .

2.3.1 Unicité

Théorème 2.1 Supposons que les conditions (H1) et (2.7) soient vérifiées. Alors, le

problème (2.1) a une solution unique dans C × C.

Preuve. Dans la première étape, nous montrons que ΨB ⊂ B où B = {u ∈ C×C, ‖u‖ ≤
w} et nous choisissons w un réel positif tel que

w ≥ max

{
µ1a1

1− L1

,
µ2a2

1− L2

}
.

Pour tout u ∈ B, on a
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|Ψiui(t)| ≤
∣∣∣∣Iβi ( 1

pi
Iαifi (s, u1(s), u2(s))

)
(t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣Iβi (ripiui
)

(t)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αiIαifi (s, u1(s), u2(s)) (T )(log t)αi+βi−1

∣∣∣∣
≤ Iβi

(
1

p∗i
Iαi |fi (s, u1(s), u2(s))|

))
(t) + Iβi

(
r∗i
p∗i
|ui(s)|

)
(t)

+
Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αi × (Iαi |fi (s, u1(s), u2(s))|) (T )(log t)αi+βi−1

≤ Iβi
(

1

p∗i
Iαi |fi (s, u1(s), u2(s))− fi(s, 0, 0)|

)
+ |fi(s, 0, 0)|

)
(t) + Iβi

(
r∗i
p∗i
|ui(s)|

)
(t)

+
Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )βi × (Iαi | fi (s, u1(s), u2(s)))− fi(s, 0, 0)|+ |fi(s, 0, 0) |

)
(T )

≤Iβi
(

1

p∗i
Iαi (Mi (‖u1‖+ ‖u2‖) + ai)

)
(t) +

(
r∗i
p∗i

)
‖ui‖ Iβi(1)(t)

+
Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )βi × Iαi ((Mi (‖u1‖+ ‖u2‖) + ai)) (T )

≤
(
Iβi(

1

p∗i
Iαi)(t) + (

Γ(αi)

Γ(αi + βi)
(log T )βiIαi)(T )

)
(Mi(‖u1‖+ ‖u2‖+ ai)

+

(
r∗i
p∗i

)
‖ui‖Iβi(t)

≤
(

(log t)βi

Γ (βi + 1)

(
(log t)αi

p∗iΓ (αi + 1)

)
+

Γ(αi)

Γ(αi + βi)
(log T )βi

(log T )αi

Γ (αi + 1)

)
(Mi (‖u1‖+ ‖u2‖) + ai)

+

(
r∗i
p∗i

)
(log t)βi

Γ (βi + 1)
‖ui‖

≤
(

(log t)αi+βi

p∗iΓ (αi + βi + 1)
+

(log T )αi+βi

αiΓ (αi + βi)

)
(Mi (‖u1‖+ ‖u2‖) + ai)

+

(
r∗i
p∗i

)
(log t)βi

Γ (βi + 1)
‖ui‖

≤µi (Mi (‖u1‖+ ‖u2‖) + ai) + vi ‖ui‖ .
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D’où, ‖Ψu‖ |≤ w, ce qui implique que ΨB ⊂ B.

Ensuite, pour tout ui, vi ∈ C et pour t ∈ [1, T ], nous avons

|Ψiui(t)−Ψivi(t)|

≤Iβi
(

1

pi
Iαi | fi (s, u1(s), u2(s))− fi (s, v1(s), v2(s) |)

)
(t) + Iβi

(
ri
pi
|ui(s)− vi(s)|

)
(t)

+
Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αi ×

(
Iαi | fi (s, u1(s), u2(s))− fi (s, v1(s), v2(s) |) (T )(log t)αi+βi−1

≤Iβi
(

1

p∗i
Iαi (Mi (‖u1 − v1‖+ ‖u2 − v2‖))

)
(t) + Iβi

(
r∗i
p∗i
|ui(s)− vi(s)|

)
(t)

+
Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )βi × (Iαi (Mi (‖u1 − v1‖+ ‖u2 − v2‖)) (T )

≤
(

(log t)αi+βi

p∗iΓ (αi + βi + 1)
+

(log T )αi+βi

αiΓ (αi + βi)

)
(Mi (‖u1 − v1‖+ ‖u2 − v2‖)

+

(
r∗i
p∗i

)
(log T )βi

Γ (βi + 1)
‖ui − vi‖

≤ (2µiMi + vi)) ‖u− v‖

D’où, |‖Ψu − Ψv‖| ≤ L‖u − v‖ où L = max {L1, L2}. puisque L < 1, l’opérateur Ψ est

une contraction. Ainsi, par le principe de contraction de Banach le problème (2.1) a une

solution unique.

Maintenant, nous montrons l’existence de la solution du problème (2.1) en appliquant le

théorème du point fixe de Leray-Schauder.

2.3.2 Existence

Théorème 2.2 Supposons que l’hypothèse (H2) soit vérifiée. Si

max {µ1K1 + v1, µ2K2 + v2} < 1,

alors il existe au moins une solution du problème (2.1).

Preuve. Nous montrons que l’opérateur Ψ est complètement continu. Nous établissons

d’abord que l’opérateur Ψ est uniformément borné.
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2.3. Principaux résultats 18

Soit un borné U ⊂ C × C. Alors, il existe une constante positive γ telle que

‖u‖ ≤ γ = max {γ1, γ2}

pour tout u ∈ U .

Aussi, il existe δi > 0 tel que

|fi(t, u)| ≤ δi ≤ Ni +Kiγi,∀(t, u) ∈ [1, T ]× C × C, i = 1, 2

Par conséquent, pour tout u ∈ U , nous avons

|Ψiui(t)| ≤
∣∣∣∣Iβi ( 1

pi
Iαifi (s, u1(s), u2(s))

)
(t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣Iβi (ripiui
)

(t)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αiIαifi (s, u1(s), u2(s)) (T )(log t)αi+βi−1

∣∣∣∣
≤ Iβi

(
1

p∗i
Iαi |fi (s, u1(s), u2(s))|

))
(t) + Iβi

(
ri
pi
|ui(s)|

)
(t)

+
Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αi × (Iαi |fi (s, u1(s), u2(s))|) (T )(log t)αi+βi−1

≤ δi(log T )αi+βi

p∗iΓ (αi + βi + 1)
+
r∗i γi(log T )βi

p∗iΓ (βi + 1)
+
δi(log T )αi+βi

αiΓ (αi + βi)

≤µiδi + viγi.

Ainsi, |‖Ψu‖| ≤ max {µ1δ1 + v1γ1, µ2δ2 + v2γ2} . Alors, Ψ est uniformément borné.

Maintenant, nous allons prouver que Ψ est équicontinu. pour t1, t2 ∈ [1, T ],

avec t1 < t2, on obtient

| Ψiui (t2)−Ψiui (t1) |

≤ 1

p∗iΓ (αi + βi)

∫ t1

1

((
log

t2
s

)αi+βi−1

−
(

log
t1
s

)αi+βi−1
)
|fi (s, u1(s), u2(s))| ds

s

+
1

p∗iΓ (αi + βi)

∫ t2

t1

(
log

t2
s

)αi+βi−1

|fi (s, u1(s), u2(s))| ds
s

+ Iβi
(
r∗i
p∗i
|ui(s) (t2)− ui(s) (t1)|

)
+

Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αi

(
Iαi |fi (s, u1(s), u2(s)) (T )|

(
(log t2)αi+βi−1 − (log t1)αi+βi−1

))
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il suit que

| Ψiui (t2)−Ψiui (t1) |

≤ δi
p∗iΓ (αi + βi)

∫ t1

1

((
log

t2
s

)αi+βi−1

−
(

log
t1
s

)αi+βi−1
)
ds

s

+
δi

p∗iΓ (αi + βi)

∫ t2

ti

(
log

t2
s

)αi+βi−1
ds

s

+
r∗i γ

p∗iΓ (βi)

(∫ t2

1

(
log

t2
s

)βi−1
ds

s
−
∫ t1

1

(
log

t1
s

)βi−1
ds

s

)

+
δiΓ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αi

∫ T

1

(
log

T

s

)αi−1
ds

s

(
(log t2)αi+βi−1 − (log t1)αi+βi−1

)
≤ δi
p∗iΓ (αi + βi + 1)

(
(log t2)αi+βi − (log t1)αi+βi + 2

(
log

t2
t1

)αi+βi)

+
r∗i γ

p∗iΓ (βi + 1)

(
(log t2)βi − (log t1)βi

)
+

δi(log T )

αiΓ (αi + βi)

(
(log t2)αi+βi−1 − (log t1)αi+βi−1

)
.

Par conséquent, nous avons

‖‖Ψu (t2)−Ψu (t1) ‖‖ → 0 quand t1 → t2.

Il suit que, l’opérateur Ψ est complètement continu. Finalement, On vérifiera que l’ensemble

Y = {u ∈ C × C : u = ζΨ(u), 0 < ζ < 1}

est borné.

Soit u ∈ Y . Alors, u = ζΨ(u). Pour tout t ∈ [1, T ], on a ui = ζΨi (ui) :
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|ui(t)| = |ζΨiui(t)| ≤ |Ψiui(t)|

≤
∣∣∣∣Iβi ( 1

pi
Iαifi (s, u1(s), u2(s))

)
(t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣Iβi (ripiui
)

(t)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αiIαifi (s, u1(s), u2(s)) (T )(log t)αi+βi−1

∣∣∣∣
≤ Iβi

(
1

p∗i
Iαi |fi (s, u1(s), u2(s))|

))
(t) + Iβi

(
ri
pi
|ui(s)|

)
(t)

+
Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αi × (Iαi |fi (s, u1(s), u2(s))|) (T )(log t)αi+βi−1

≤ Iβi
(

1

p∗i
Iαi (Ni +Ki‖u‖)

)
(t) + Iβi

(
r∗i
p∗i
|ui(s)|

)
(t)

+
Γ (αi)

Γ (αi + βi)
(log T )1−αi(log t)αi+βi−1Iαi (Ni +Ki‖u‖) (T )

≤ 1

p∗i
(Ni +Ki‖u‖)

(log t)αi+βi

Γ (αi + βi + 1)
+

r∗i (log t)βi

p∗iΓ (βi + 1)
‖ui‖

+
(log T )(logt)αi+βi−1

αiΓ (αi + βi)
(Ni +Ki‖u‖)

≤ µi (Ni +Ki‖u‖) + vi ‖ui‖

≤ µiNi + (µiKi + vi) ‖u‖.

D’où,

‖u‖ ≤ max {µ1N1, µ2N2}
1−max {µ1K1 + v1, µ2K2 + v2}

.

Cela prouve que Y est borné. Par le théorème du point fixe de Leary-Schauder, le problème

(2.1) a au moins une solution.
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Chapter 3
Etude d’un système généralisé de

Sturm-Liouville et Langevin d’équations

différentielles fractionnaires de

Hilfer-Katugampola

Dans ce chapitre, on établit l’existence et l’unicité de la solution d’un problème défini

par un système généralisé de Sturm-Liouville et Langevin d’équations différentielles frac-

tionnaires de Hilfer-Katugampola, dans l’espace des fonctions continues avec poids, via le

théorème du point fixe de Shauder et le principe de contraction de Banach.

3.1 Position du problème

On considère le problème différentiel fractionnaire suivant


ρDαi,βi

a+

[
pi(t)

ρD
α′i,β

′
i

a+ + ri(t)
]
ui(t) = fi (t, u1(t), u2(t)) t ∈ [a, T ], a > 0, i = 1, 2,

ui(a) = 0,

(3.1)

où, (0 < αi, α
′
i < 1) et (0 ≤ βi, β

′
i ≤ 1).

ρDα,β est la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer-Katugampola d’ordre α, (0 < α < 1)

et de type β, (0 ≤ β ≤ 1). fi : [a, T ] × R × R → R sont des fonctions continues,

pi ⊂ C([a, T ],R\{0}) et ri ∈ C([a, T ],R) pour i = 1, 2.

21
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3.2 Définitions et lemmes

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et lemmes utiles pour la suite du

travail.

Définition 3.1 [20] Soit J = [a, b], C(J) l’espace de Banach des fonctions continues de

J dans R muni de la norme ‖y‖C = maxt∈J |y(t)| et les paramètres ρ > 0, 0 ≤ γ < 1.

1) Cγ,ρ[a, b] l’espace avec poids de fonctions continues y sur (a, b] est défini par

Cγ,ρ[a, b] =

{
y : (a, b]→ R :

(
tρ − aρ

ρ

)γ
y(t) ∈ C(J)

}
,

muni de la norme

‖y‖Cγ,p =

∥∥∥∥(tρ − aρρ

)γ
y(t)

∥∥∥∥
C

= max
t∈J

∣∣∣∣(tρ − aρρ

)γ
y(t)

∣∣∣∣ ,
où, C0,ρ(J) = C(J).

2) Soit δρ =
(
tρ d
dt

)
. Pour n ∈ N on désigne par Cn

δρ,V
(J) l’espace de Banach des fonctions

y continuement différentiables sur (J), avec l’opérateur δρ, jusqu’à l’ordre (n − 1) et qui

a pour dérivée δnρ y d’ordre n sur (a, b] telle que δnρ y ∈ Cγ,ρ(J), soit

Cn
δρ,γ(J) =

{
y : (a, b]→ R : δkρ ∈ C(J), k = 0, 1 . . . , n− 1, δnρ y ∈ Cγ,ρ(J)

}
,

où n ∈ N, avec les normes

‖y‖Cnδρ =
n∑
k=0

max
t∈J

∣∣δkρy(x)
∣∣

‖y‖Cnδρ,γ =
n−1∑
k=0

∥∥δkρy∥∥C +
∥∥δnρ y∥∥Cγ,ρ .

Pour n = 0, on a C0
δρ,γ

(J) = Cγ,ρ(J).

Définition 3.2 [18, 19] L’intégrale fractionnaire gauche genéralisée ρIαa+f(·) d’ordre α ∈
C, (Re(α) > 0) est définie par

(ρIαa+f) (t) =
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − sρ)α−1 sρ−1f(s)ds, (3.2)

pour t > a et ρ > 0. Similairement, l’intégrale fractionnaire droite genéralisée ρIαb−f(·)
est définie par

(ρIαb−f) (t) =
ρ1−α

Γ(α)

∫ b

t

(tρ − sρ)α−1 sρ−1f(s)ds, (3.3)

pour t < b.
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Définition 3.3 [18, 19] Soit α ∈ C, avec Re(α) ≥ 0, n = [Re(α)] + 1 et ρ > 0. Les

dérivées fractionnaires genéralisées, correspondant respectivement aux intégrales fraction-

naires genéralisées 3.2 et 3.3, sont définis pour 0 ≤ a < t < b ≤ ∞ par

(ρDαa+f) (t) =
ρα−n−1

Γ(n− α)

(
t1−ρ

d

dt

)n ∫ t

a

(tρ − sρ)n−α+1 sρ−1f(s) ds, (3.4)

et

(ρDαb−f) (t) =
ρα−n−1

Γ(n− α)

(
−t1−ρ d

dt

)n ∫ b

t

(tρ − sρ)n−α+1 sρ−1f(s) ds, (3.5)

Définition 3.4 [27] Soient α et β telles que 0 < α ≤ 1 et 0 ≤ β ≤ 1. La dérivée

fractionnaire de Hilfer-Katugampola, par rapport à t, avec ρ > 0, de la fonction f ∈
C1−γ,ρ(J) est définie par(

ρDα,βa± f
)

(t) =

(
±ρIβ(1−α)

a±

(
tρ−1 d

dt

)
ρI(1−β)(1−α)

a±

)
(t)

=
(
±ρIβ(1−α)

a± δρ
ρI(1−β)(1−α)

a±

)
(t),

(3.6)

où I est l’intégrale fractionnaire genéralisée donnée par la définition 3.2.

Propriétés 1 [18] Nous présentons quelques propriétés de ρDα,βa+

P1) L’ opérateur ρDα,βa+ peut s’écrire comme suit

ρDα,βa+ = ρIβ(1−α)

a+ δρ
ρI1−γ

a+ = ρIβ(1−α)

a+
ρDγa+ ,

où γ = α + β(1− α).

P2) La dérivée fractionnaire ρDα,βa+ est l’interpolateur des dérivés fractionnaires suivantes

: Hilfer (ρ → 1), Hilfer-Hadamard (ρ → 0), dérivée fractionnaire généralisée (β =

0), type Caputo généralisé (β = 1), Riemann-Liouville (β = 0, ρ → 1), Hadamard

(β = 0, ρ → 0), Caputo (β = 1, ρ → 1), Caputo-Hadamard (β = 1, ρ → 0),

Liouville (β = 0, ρ→ 1, a = 0) et Weyl (β = 0, ρ→ 1, a = −∞).

Lemme 3.1 [18, 30] Soit α, β > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < a < b < ∞ et ρ, c ∈ R, et ρ ≥ c.

alors, pour f ∈ Cp
c (a, b), on a(

ρIαa+ρI
β
a+f
)

(·) =
(
ρIα+β

a+ f
)

(·),(
ρDαa+ρI α̇a+f

)
(·) = f(·),(

ρDβa+f
)

(·) =
(
ρDα+β

a+ f
)

(·).
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Lemme 3.2 [5] Soient ρIαa+ et ρDαa+, définies respectivement par les équations (3.2) et

(3.4) pour t > a. Alors, pour α ≥ 0 et β > 0

ρIαa+
(
tρ−aρ
ρ

)β−1

(x) = Γ(β)
Γ(α+β)

(
xρ−aρ
ρ

)α+β−1

,

ρDαa+
(
tρ−aρ
ρ

)β−1

(x) = 0,

pour tout α ∈ (0, 1).

Lemme 3.3 [27] Soit 0 < α < 1, 0 ≤ γ < 1. Si f ∈ Cγ(J) et ρI1−α
a+ f(·) ∈ C1

γ(J), alors

ρIαa+ρDαa+ (f) (x) = f(x)−
(
ρI1−α

a+ f
)

(a)

Γ(α)

(
xρ − aρ

ρ

)α−1

pour tout x ∈ J = (a, b).

Lemme 3.4 [27] Soient 0 < a < b < ∞, α > 0, 0 ≤ γ < 1 et f ∈ Cγ,ρ(J). Si α > γ,

alors ρIαa+(f) est continue sur J et on a

(ρIαa+f) (a) = lim
t→a+

(ρIαa+) f(t) = 0.

Dans toute la suite, nous considérons les paramètres α, β, γ, µ satisfaisant

γ = α + β − αβ, 0 ≤ γ < 1, 0 ≤ µ < 1, α > 0, β < 1,

et les espaces suivants définis dans [27] par

Cα,β
1−γ,ρ[a, b] =

{
f ∈ C1−γ,ρ[a, b],

ρDα,βa+ f(·) ∈ Cµ,ρ[a, b]
}

et

Cγ
1−γ,ρ[a, b] =

{
f ∈ C1−γ,ρ[a, b],

ρDγa+f(·) ∈ C1−γ,ρ[a, b]
}

Il est évident que

Cγ
1−γ,ρ[a, b] ⊂ Cα,β

1−γ,ρ[a, b]

Lemme 3.5 [27] Soit 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1 et γ = α + β − αβ. Si f ∈ Cγ
1−γ[a, b], alors

ρIγa+
ρDγa+f(·) = ρIαa+ρD

α,β
a+ f(·) (3.7)

et
ρDγa+

ρIαa+f(·) = ρDβ(1−α)

a+ f(·) (3.8)
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Lemme 3.6 [27] Soit f ∈ L1(a, b). Si ρDβ(1−α)

a+ f existe sur L1(a, b), Alors

ρDα,βa+
ρIαa+f(·) = ρIβ(1−α)ρ

a+ Dβ(1−α)

a+ f(·)

Lemme 3.7 [27] Soit 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1 et γ = α + β − αβ. Si f ∈ C1−γ[a, b] et
ρI1−β(1−α)

a+ ∈ C1
1−γ[a, b], alors ρDα,βρa+ I

α
a+ existe sur J et

ρDα,βa+ ·
ρIαa+f(·) = f(·)

3.3 Existence et unicité

Dans ce qui suit, nous présentons un lemme crucial pour établir les principaux théorèmes

d’existence et d’unicité de la solution de notre problème (3.1) .

Lemme 3.8 Soient fi : I0 × R2 → R, i = 1, 2, deux fonctions telles que

fi(·, u1(·), u2(·)) ∈ C1−γi,ρ(I0) (I0 = [a, T ])

pour tout ui ∈ C1−γi,ρ[a, T ], i = 1, 2. On se donne ui ∈ Cγ
1−γi,ρ[a, T ], alors le problème

(3.1) est équivalent à l’équation intégrale suivante

ui(t) = ρIα
′
i

a+

(
1

pi(t)
ρIαia+fi (t, u1(t), u2(t))

)
− ρIα

′
i

a+

(
ri(t)

pi(t)
ui(t)

)
. (3.9)

Preuve. On commence par montrer l’implication dans ce sens (⇒).

On applique ρIαia+ des deux côtés du problème (3.1) et en utilisant le lemme3.3 et le

lemme3.5, on obtient :

ρIαia+
ρDαi,βia+ [pi(t)

ρDα
′
i,β
′
i

a+ + ri(t)]ui(t) = ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t))

ρIγia+
ρDγia+ [pi(t)

ρDαi
′,β′i

a+ + ri(t)]ui(t) = ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t))

[pi(t)
ρDα

′
i,β
′
i

a+ +ri(t)]ui(t)−ρI1−γi
a+

[pi(a)ρDα
′
i,β
′
i

a+ + ri(a)]ui(a)

Γ(γi)
(
xρ − aρ

ρ
)γi−1 = ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t))

[pi(t)
ρDα

′
i,β
′
i

a+ + ri(t)]ui(t) = ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t)),

il vient que

ρDα
′
i,β
′
i

a+ ui(t) =
1

pi(t)
(ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t)))− ri(t)

pi(t)
ui(t). (3.10)

Université 8 Mai 1945-Guelma I.Belaadi N.Benkamouche



3.3. Existence et unicité 26

Ensuite, on applique l’intégrale ρIα
′
i

a+ des deux côtés de l’équation (3.10), puis on utilise le

lemme3.3 et le lemme3.5, on obtient

ρIα
′
i

a+
ρDα

′
i,β
′
i

a+ ui(t) = ρIα
′
i

a+ [
1

pi(t)
(ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t)))− ri(t)

pi(t)
ui(t)]

ρIγ
′
i

a+
ρDγ

′
i

a+ui(t) = ρIα
′
i

a+ [
1

pi(t)
(ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t)))− ri(t)

pi(t)
ui(t)]

ui(t)− ρI1−γ′i
a+

ui(a)

Γ(γi)
(
xρ − aρ

ρ
)γ
′
i−1 = ρIα

′
i

a+ [
1

pi(t)
(ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t)))− ri(t)

pi(t)
ui(t)]

ui(t) = ρIα
′
i

a+

(
1

pi(t)
ρIαia+fi (t, u1(t), u2(t))

)
− ρIα

′
i

a+

(
ri(t)

pi(t)
ui(t)

)
. (3.11)

Maintenant, on montre l’implication dans le sens contraire (⇐).

On applique ρDα
′
i,β
′
i

a+ des deux côtés de l’équation (3.11) et par le lemme3.7 il suit que

ρDα
′
i,β
′
i

a+ ui(t) = ρDα
′
i,β
′
i

a+
ρIα

′
i

a+

(
1

pi(t)
ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t))

)
− ρDα

′
i,β
′
i

a+
ρIαi′a+

(
ri(t)

pi(t)
ui(t)

)
.

ρDα
′
i,β
′
i

a+ ui(t) =
1

pi(t)
ρIαia+fi (t, u1(t), u2(t))− ri(t)

pi(t)
ui(t),

pi(t)
ρDα

′
i,β
′
i

a+ ui(t) = ρIαia+fi (t, u1(t), u2(t))− ri(t)ui(t),

pi(t)
ρDα

′
i,β
′
i

a+ ui(t) + ri(t)ui(t) = ρIαia+fi (t, u1(t), u2(t)) ,[
pi(t)

ρDα
′
i,β
′
i

a+ + ri(t)
]
ui(t) = ρIαia+fi (t, u1(t), u2(t)) . (3.12)

En appliquant maintenant l’opérateur ρDαi,βia+ des deux côtés de l’équation (3.12) et en

utilisant le lemme (3.7) on obtient

ρDαi,βia+

[
pi(t)

ρDα
′
i,β
′
i

a+ + ri(t)
]
ui(t) = ρDαi,βia+

ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t))

ρDαi,βia+

[
pi(t)

ρDα
′
i,β
′
i

a+ + ri(t)
]
ui(t) = fi(t, u1(t), u2(t)).

Par l’équation (3.11) on a

ui(t) =

ρIα
′
i

a+

(
1

pi(t)
ρIαia+fi(t, u1(t), u2(t))

)
1 + ρIα

′
i

a+

(
ri(t)
pi(t)

) ,

pour t = a,

ui(a) =

ρIα
′
i

a+

(
1

pi(a)
ρIαia+fi(a, u1(a), u2(a))

)
1 + ρIα

′
i

a+

(
ri(a)
pi(a)

) ,
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par le lemme3.4 on obtient

ui(a) = 0

et on obtient bien le problème(3.1), ce qui achève la démonstration.

Pour l’étude de l’existence et l’unicité du problème (3.1) on considère les hypothèses et

les notations suivantes.

Notations

On note : p∗i = inft |pi(t)| , r∗i = supt |ri(t)| et on suppose

‘Ki = 2AiNi +Bi < 1, i = 1, 2. (3.13)

avec

Ai =

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi+αi+α′i 1

p∗i ρ
2Γ(αi + 1)Γ(α′i + 1)

,

Bi =

(
T ρ − aρ

ρ

)α′i r∗i
p∗i ρΓ(α′i + 1)

.

Hypothèses

(H1) Il existe une constante Ni > 0 telle que :

|fi (t, u1, u2)−fi (t, v1, v2) | 6 Ni (‖u1 − v1‖+ ‖u2 − v2‖) ,∀t ∈ [a, T ],∀ui, vi ∈ IR i = 1, 2.

(H2) Pour tout u = (u1, u2), il existe δi > 0 tel que

|fi(t, u)| ≤ δi, ∀t ∈ I0, (i = 1, 2).

Dans toute la suite, on considère l’opérateur

T : C1−γ1,ρ(I0)× C1−γ2,ρ(I0)→ C1−γ1,ρ(I0)× C1−γ2,ρ(I0)

définit par

T u = T (u1, u2) = (T1u1, T2u2),

avec

|‖T u‖| = max{‖T1u1‖, ‖T2u2‖},

où

Tiui(t) = ρIα
′
i

a+

(
1

pi
ρIαia+fi

)
(t, u1(t), u2(t))− ρIα

′
i

a+

(
ri
pi
ui

)
(t). (3.14)
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3.3.1 Existence

Maintenant, nous prouvons l’existence de la solution du problème(3.1) qui est basée sur

le théorème du point fixe de Shauder.

Théorème 3.1 Sous l’hypothèse (H2), le problème(3.1) admet au moins une solution.

Preuve.

Pour prouver le résultat d’existence, nous transformons le problème(3.1) en un problème

du point fixe. En effet, puisque le problème(3.1) est équivalent à l’équation intégrale(3.14),

les points fixes de T sont solutions du problème(3.1). Nous établissons alors les hypothèses

du théorèmes du point fixe de Schauder. Ceci, nécessite plusieurs étapes.

Etape 1

Nous prouvons que l’opérateur T est continu. Pour tout borné U ⊂ C1−γ1,ρ × C1−γ2,ρ il

existe w > 0 tel que

U = {u ∈ C1−γ1,ρ × C1−γ2,ρ : ‖u‖C1−γ,ρ ≤ ω},

où, ω = max(ω1, ω2) et γ = max(γ1, γ2).

Soit (un)n ∈ N ∈ U une suite de réels tel que limn→∞ ‖uni − ui‖C1−γi,ρ
= 0. Alors pour

tout t ∈ I0 on a∣∣∣∣∣(Tiuni(t)− Tiui(t))
(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
∣∣∣∣∣

≤
(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
1

p∗i

ρIαia+(|fi (s, un1(s), un2(s)) |+ |fi(s, u1(s), u2(s))|)
)

+

(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
r∗i
p∗i

(|uni(s)|+ |ui(s)|)
)

(t)

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
2

p∗i

ρIαia+δi
)

+ ρIα
′
i

a+

r∗i
p∗i

(
‖uni(s)‖C1−γ,ρ + ‖ui(s)‖C1−γ,ρ

)
(t)

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
2

p∗i

ρIαia+δi
)

+ ρIα
′
i

a+

2r∗i
p∗i
ω

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi 2

p∗iΓ(αi)Γ(α′i)

(T ρ − aρ)αi+α′i
ραi+α

′
i+2αiα′i

δi +
2r∗i

p∗iΓ(α′i)

(T ρ − aρ)α′i
ρα
′
i+1α′i

ω

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1+αi+α
′
i−γi 2

p∗i ρ
2Γ(αi + 1)Γ(α′i + 1)

δi +
2r∗i

p∗i ρΓ(α′i + 1)

(
T ρ − aρ

ρ

)α′i
ω

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)α′i ((T ρ − aρ
ρ

)1+αi−γi a0

ρΓ(αi + 1)
δi + a0r

∗
iωi

)
,
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où a0 = 2
p∗i ρΓ(α′i+1)

. Par le théorème de la convergence dominée de Lebegue on a

|‖(T uni)(t)− (T ui)(t)‖|n→∞ → 0.

Par conséquent, T est bien continu.

Etape 2

Nous allons montrer que T (U) ⊂ U . On choisit ω un réel positif tel que

ω ≥ max

(
A1δ1

1−B1

,
A2δ2

1−B2

)
.

Par l’hypothèse (H2), pour tout t ∈ I0 et pour tout u ∈ U , on a∣∣∣∣∣Tiui(t)
(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
1

pi
ρIαia+fi (s, u1(s), u2(s))

)
(t)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
ri
pi
ui

)
(t)

∣∣∣∣∣
≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
1

p∗i

ρIαia+ |fi (s, u1(s), u2(s))|
)

(t) +

(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
r∗i
p∗i
|ui(s)|

)
(t)

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+(
1

p∗i

ρIαia+δi)(t) + ρIα
′
i

a+(
r∗i
p∗i
‖ui(s)‖)(t)

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi 1

p∗iΓ(αi)Γ(α′i)

(T ρ − aρ)(αi+α
′
i)

ραi+α
′
i+2αiα′i

δi +
r∗i

p∗iΓ(αi)

(T ρ − aρ)α′i
ρα
′
i+1α′i

‖ui‖

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi+αi+α′i δi
p∗i ρ

2Γ(αi + 1)Γ(α′i + 1)
+

r∗i
p∗i ρΓ(α′i + 1)

(
T ρ − aρ

ρ

)α′i
ωi.

≤Aiδi +Bi ‖ui‖

≤Aiδi +Biωi.

Nous obtenons |‖T u‖| ≤ ω. Il suit que T (U) ⊂ U .
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Etape 3

Nous montrons que l’opérateur T est uniformément borné. Pour tout u ∈ U , nous avons∣∣∣∣∣Tiui(t)
(
tρ − aρ

ρ

)1−γ
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
1

pi
ρIαia+fi (s, u1(s), u2(s))

)
(t)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

ri
pi
ui(s)(t)

∣∣∣∣∣
≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
1

p∗i

ρIαia+|fi (s, u1(s), u2(s)) |
)

(t)

+ρIα
′
i

a+

(
r∗i
p∗i
‖ui(s)‖

)
(t)

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi 1

p∗iΓ(αi)Γ(α′i)

(T ρ − aρ)αi+α′i
ραi+α

′
i+2αiα′i

δi

+
r∗i

p∗i ρΓ(α′i + 1)

(
T ρ − aρ

ραi

)α′i
ωi

≤ (Aiδi +Biωi)

Ainsi, |‖T u‖| ≤ max {A1δ1 +B1ω1, A2δ2 +B2ω2} . Alors, T est uniformément borné.

Etape 4 Finalement, nous montrons que T est équicontinu.

Soient u ∈ U et t1, t2 ∈ I0 avec t1 < t2, on a∣∣∣∣∣(Tiui(t2)− Tiui(t1))

(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
∣∣∣∣∣

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi 1

p∗iΓ(αi + α′i)

∫ t1

a

((
tρ2 − sρ

ρ

)αi+α′i−1

−
(
tρ1 − sρ

ρ

)αi+α′i−1
)
sρ−1

×|fi(s, u1(s), u2(s))|ds

+

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi 1

p∗iΓ(αi + α′i)

∫ t2

t1

((
tρ2 − sρ

ρ

)αi+α′i−1

sρ−1

)
|fi(s, u1(s), u2(s))|ds

+

(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
r∗i
p∗i
|ui(s)(t2)− ui(s)(t1)|

)
.
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Il suit que∣∣∣∣∣(Tiui(t2)− Tiui(t1))

(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
∣∣∣∣∣

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi δi
p∗iΓ(αi + α′i)

∫ t1

a

((
tρ2 − sρ

ρ

)αi+α′i−1

−
(
tρ1 − sρ

ρ

)αi+α′i−1
)
sρ−1ds

+

(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi δi
p∗iΓ(αi + α′i)

∫ t2

t1

((
tρ2 − sρ

ρ

)αi+α′i−1

sρ−1

)
ds+ ρIα

′
i

a+

(
r∗i
p∗i
‖ui(s)‖ |(t2 − t1)|

)

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi δi
p∗i ρΓ(αi + α′i + 1)

((
tρ2 − aρ

ρ

)αi+α′i
−
(
tρ1 − aρ

ρ

)αi+α′i)

+
r∗iω

p∗iΓ(α′i)

(∫ t2

a

(
tρ2 − sρ

ρ

)α′i−1

sρ−1ds−
∫ t1

a

(
tρ1 − sρ

ρ

)α′i−1

sρ−1

)
ds

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi δi
p∗i ρΓ(αi + α′i + 1)

((
tρ2 − aρ

ρ

)αi+α′i
−
(
tρ1 − aρ

ρ

)αi+α′i)

+
r∗iω

ρp∗iΓ(α′i + 1)

(
tρ2 − t

ρ
1

ρ

)α′i
.

Par conséquent, nous avons

‖‖T u (t2)− T u (t1) ‖‖ → 0 quand t1 → t2,

ce qui implique que T est équicontinu.

Ainsi, par le théorème d’Arzela-Ascoli, l’opérateur T est complètement continu et par le

théorème du point fixe de Schauder l’opérateur T a bien un point fixe u ∈ U .
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3.3.2 Unicité

Théorème 3.2 Supposons que l’hypothèse (H1) et (3.13) soient satisfaites, alors le problème

(3.1) a une solution unique dans C1−γ1,ρ(I0)× C1−γ2,ρ(I0).

Preuve. Pour tout ui, vi ∈ C1−γi,ρ(I0) et pour t ∈ I0, on a∣∣∣∣∣(Tiui(t)− Tivi(t))
(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
∣∣∣∣∣

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
1

p∗i

ρIαia+|fi (s, u1(s), u2(s))− fi (s, v1(s), v2(s)) |
)

(t)

+

(
tρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
r∗i
p∗i
|ui(s)− vi(s)|

)
(t)

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi
ρIα

′
i

a+

(
1

p∗i

ρIαia+(Ni(‖u1 − v1‖+ ‖u2 − v2‖))
)

(t)

+ ρIα
′
i

a+

(
r∗i
p∗i
‖ui(s)− vi(s)‖

)
(t)

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi 1

p∗iΓ(αi)Γ(α′i)

(T ρ − aρ)αi+α′i
αiα′iρ

αi+α′i+2
(Ni(‖u1 − v1‖+ ‖u2 − v2‖))

+
r∗i

p∗iΓ(αi)

(T ρ − aρ)α′i
α′iρ

α′i+1
(‖ui(s)− vi(s)‖))

≤
(
T ρ − aρ

ρ

)1−γi+αi+α′i+1
1

p∗i ρ
2Γ(αi + 1)Γ(α′i + 1)

(Ni(‖u1 − v1‖+ ‖u2 − v2‖))

+
r∗i

p∗i ρΓ(αi + 1)

(
T ρ − aρ

ρ

)α′i
(‖ui(s)− vi(s)‖))

≤ (2NiAi +Bi)‖u− v‖.

D’où, |‖T u − T v‖| ≤ K‖u − v‖ où K = max {K1, K2}. puisque K < 1, l’opérateur T
est une contraction. Ainsi, selon le principe de contraction de Banach, le problème(3.1)

a une solution unique.
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3.4 Exemple

On considère le problème différentiel fractionnaire suivant

0.5D0.5,0.6
[

200
t

0.5D0.2,0.3 + 0.001t
]
u1(t) = t

10
(sin |u1| − sin |u2|) t ∈ [π

2
, 3π

2
],

0.5D0.2,0.8
[

400
t

0.5D0.5,0.4 + 0.01t
]
u2(t) = t

20
(sin |u1| − sin |u2|) ,

u1(π
2
) = u2(π

2
) = 0,

(3.15)

avec

(α1 = 0.5, α′1 = 0.2, α2 = 0.2, α′2 = 0.5) ∈ (0, 1),

(β1 = 0.6, β′1 = 0.3, β2 = 0.8, , β′2 = 0.4) ∈ [0, 1],

(γ1 = 0.8, γ2 = 0.84, γ′1 = 0.44, γ′2 = 0.7) ∈ [0, 1).

et

f1(t, u1, u2) =
t

10
(sin |u1| − sin |u2|) , f2(t, u1, u2) =

t

20
(sin |u1| − sin |u2|) .

Par définition(3.1) on a

C0.2, 0.5([
π

2
,
3π

2
]) =

{
y : (a, b]→ R :

(
t0.5 − (π

2
)0.5

0.5

)0.2

y(t) ∈ C([
π

2
,
3π

2
])

}
,

C0.16, 0.5([
π

2
,
3π

2
]) =

{
y : (a, b]→ R :

(
t0.5 − (π

2
)0.5

0.5

)0.16

y(t) ∈ C([
π

2
,
3π

2
])

}
,

par suite, f1 ∈ C0.2, 0.5([π
2
, 3π

2
]) pour tout y ∈ C0.2, 0.5([π

2
, 3π

2
]), et f2 ∈ C0.16, 0.5([π

2
, 3π

2
]),

pour tout y ∈ C0.16, 0.5([π
2
, 3π

2
]).

En utilisant toutes les données fournies de notre problème(3.15), nous obtenons

|f1(t, u1, u2)− f1(t, v1, v2)| ≤ π

5
(‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖) ,

|f2(t, u1, u2)− f2(t, v1, v2)| ≤ π

10
(‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖) ,

|f1(t, u1, u2)| ≤ π

5
,

|f2(t, u1, u2)| ≤ π

10
,
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pour tout t ∈ [π
2
, 3π

2
]. Par conséquent, les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites.

Avec 
p1(π

2
) = 200( 2

π
) = 400

π
= 127.38853,

p1(3π
2

) = 200( 2
3π

) = 42.46284,

où, p∗1 = inf{p1(π
2
), p1(3π

2
)} = 42.46284.

p2(π
2
) = 400( 2

π
) = 254.77707,

p2(3π
2

) = 400( 2
3π

) = 84.92569,

où, p∗2 = inf{p2(π
2
), p2(3π

2
)} = 84.92569.

Aussi, 
r1(π

2
) = 0.001(π

2
) = 0.00157,

r1(3π
2

) = 0.001(3π
2

) = 0.00471,

où, r∗1 = max{r1(π
2
), r1(3π

2
)} = 0.00471, et

r2(π
2
) = 0.1(π

2
) = 0.157,

r2(3π
2

) = 0.1(3π
2

) = 0.471,

où, r∗2 = max{r2(π
2
), r2(3π

2
)} = 0.471.

Puisque N1 = π
5
,

N2 = π
10
,

A1 =
(
T ρ−aρ
ρ

)1−γ1+α1+α′1 1
p∗1ρ

2Γ(α1+1)Γ(α′1+1)
= (1.83452)0.9 1

42.46284(0.25)0.885(0.981)

= 1.72651
9.21639

= 0.18733,

A2 =
(
T ρ−aρ
ρ

)1−γ2+α2+α′2 1
p∗2ρ

2Γ(α2+1)Γ(α′2+1)
= (1.83452)0.86 1

84.92569(0.25)0.2(4.59)0.5(1.77)

= 1.68511
18.43279

= 0.09141.
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et
B1 =

(
T ρ−aρ
ρ

)α′1 r∗1
p∗1ρΓ(α′1+1)

= (1.83452)0.2 0.00471
42.46284(0.5)0.2(4.59)

= 1.12902 0.00471
19.49042

= 0.00027,

B2 =
(
T ρ−aρ
ρ

)α′2 r∗2
p∗2ρΓ(α′2+1)

= (1.83452)0.5 0.471
84.92569(0.5)0.5(1.77)

= 1.35444 0.471
37.57961

= 0.01697.

On obtient 
K1 = 2A1N1 +B1 = 2(0.18733)π

5
+ 0.00027 = 0.23555 < 1,

K2 = 2A2N2 +B2 = 2(0.09141) π
10

+ 0.01697 = 0.07437 < 1.

Donc condition (3.13) est vérifiée.

Finalement, Les hypothèses du théorème (3.2) étant satisfaites. Alors, le problème (3.15)

a une solution unique dans C0.2, 0.5([π
2
, 3π

2
])× C0.16, 0.5([π

2
, 3π

2
]). .
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Conclusion

L’apport de notre travail consiste principalement en un point qui est le suivant :

L’extension à l’étude d’un problème a valeur initiale défini par un système généralisé de

Sturm-Liouville et Langevin d’équations différentielles fractionnaires de Hilfer-Katugampola.

Nous avons pu donner une représentation intégrale de notre problème qui nous a permis

de transformer celui-ci en un problème du point fixe. Les théorèmes du point fixe de

Schauder et Banach fûrent la clé de l’analyse de notre problème.

L’exemple numérique confirme les résultats théoriques obtenus.
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