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Résumé

L�objectif de ce mémoire s�inscrit dans l�étude de l�existence de la solution d�un pro-

blème aux limites associés à une équation et intégro-di¤érentielles non linéaire d�ordre

fractionnaire à conditions aux limites locales.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, Problème aux limites, Théorème de Guo-Krasnoselskii.

6



Abstract

The objective of this memory, is devoted to the study of the existence of solution for

boundary value problem generated by nonlinear integro-di¤erential equations of fractional

order with local boundary conditions.

Keywords : Fractional Derivative, Boundary value Problems, Guo-Krasnoselskii

�xed point theorem.
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0.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine des mathématiques qui étudie la généralisation

de la dérivation et l�intégration d�ordre entier n à un ordre non entier disons fractionnaire.

Le concept de ces opérateurs di¤érentiels d�ordre non entier est devenu une question es-

sentielle que de nombreux mathématiciens ont rapidement développée. Cette question

fondamentale datée du 30 septembre 1695 et considérée comme l�origine du calcul frac-

tionnaire a été abordée dans une lettre de L�Hôpital adressée à Leibniz concernant la

signi�cation de la dérivée d�ordre un demi (n = 1=2). Leibniz a répondu « Cela condui-

rait à un paradoxe à partir duquel un jour, on pourra tirer des conséquences utiles » .

Pendant ces trois dernières décennies, ce concept a montré son énorme potentiel et un

bon nombre de méthodes pour l�approximation de la dérivée et de l�intégrale fractionnaire

ont été proposées. On peut citer les derivées fractionnaires de type Riemann-Liouville, Ca-

puto, Grunwald-Letnikow, Weyl, Marchaud, Hadamard, Riesz, Kilbas, Podlubny,Samko,

Katugampola ect...Pour plus de détails historiques voir [5; 6; 7; 8; 9].

Récemment un intérêt considérable a été porté au calcul fractionnaire et les champs

d�applications se sont diversi�és. Par exemple un intérêt particulier pour la dérivation

fractionnaire est lié à la modélisation mécanique des caoutchouc et des gommes, en général

toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déformations. Les dérivées

fractionnaires ont été également utilisées en économie, en biologie, dans le traitement

d�image, le traitement du signal, la commande automatique et robotique ect.

L�étude des problèmes fractionnaires est d�actualité et plusieurs méthodes sont appli-

quées pour la résolution de ces problèmes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe

du point �xe se sont avérées très importantes.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Nous présentons dans ce chapitre quelques dé�nitions fondamentales

concernant les espaces fonctionnels, on dé�nit ensuite les fonctions auxiliaires Gamma et

Beta, puis on présentra les deux plus importantes approches de dérivation et d�intégration

fractionnaire on évoquera plus particulierement celles de Riemann-Liouville et de Caputo.
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On termine ce chapitre par un rappel de quelques théorèmes du point �xe utilisés dans

ce travail.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions l�existence de la solution du problème

integro-di¤erentielle fractionnaire non linéaire suivant :

8<: cD�
�
cD�u

�
(t) = f (t; u (t) ; 'u (t) ;  u (t)) (0 < t < 1)

u (1) = u (0) = u0 (1) = 0
(1)

où 1 < � � 2 , 0 < � � 1 et cD�
�
cD�

�
désigne les dérivées fractionnaires au sens de

Caputo et f 2 C ([0; 1]� R3;R).

L�existence de la solution est établit par la transformation de ce problème à une

équation intégrale équivalente, dont la solution est identi�ée à un point �xe qui est

somme d�un opérateur contractant et un opérateur compact sous certaines hypothèses

su¢ santes sur la fonction f . On termine ce chapitre avec deux exemples illustratifs.
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre nous allons présenter un préliminaire dans lequel on rappelle des

notions et des résultats fondamentaux de la théorie de l�analyse fonctionnelle qui constitue

le fondement de la théorie du calcul fractionnaire ainsi quelques théorèmes du point �xe

notamment le principe de contraction de Banach, le théorème de Schauder, et le théorème

bien connu de Krasnoselskii hybride.

1.1 Espaces fonctionnels

On rappelle quelques dé�nitions d�analyse fonctionnelle qui sont utilisées dans les

dé�nitions des intégrales et dérivées fractionnaires.

1.1.1 Espaces des fonctions intégrales

Dé�nition 1.1 [7] Soit 
 = [a; b] (�1 < a < b < +1) un intervalle �ni de R .

1. Pour 1 � p < 1, l�espace Lp(
) est l�espace des fonctions f réelles sur 
 telles

que f est mesurable et
bZ
a

jf(x)jpdx < +1

2. Pour p =1, l�espace L1(
) est l�espace des fonctions mesurables f bornées presque

10



partout (p.p) sur 


L1(
) = ff : 
! R ; 9C > 0 ; jf(x)j � C p:p sur 
g

Théorème 1.1 Soit 
 = [a; b] un intervalle �ni de R.

1. Pour 1 � p < +1, l�espace Lp(
) est un espace de Banach muni de la norme :

kfkp =

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p

2. L�espace L1(
)est un espace de Banach muni de la norme :

kfk1 = inf fM � 0 ; jf (x)j �M p:p sur 
g

1.1.2 Espaces des fonctions continues et absolument continues

Dé�nition 1.2 Soit 
 = [a; b] (�1 < a < b <1) et n 2 N

On désigne par Cn(
) l�espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d�ordre inférieur

ou égale à n continues sur 
, muni de la norme :

kfkCn(
) =
nX
k=0

f (k)
C(
)

=
nX
k=0

max
x2


��f (k)(x)�� ; n 2 N

En particulier si n = 0 , C0(
) � C(
) l�espace des fonctions f continues sur 
 muni

de la norme :

kfkC(
) = maxx2

jf(x)j

Dé�nition 1.3 La fonction f : 
 ! R est dite absolument continue sur I si pour tout

" > 0, il existe un � > 0 tel que pour toute partition �nie d�intervalles disjoints [ak; bk]
n
k=1
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de 
; on a la relation :

nX
k=0

(bk � ak) < � )
nX
k=0

jf (bk)� f (ak)j < "

Dé�nition 1.4 Soit 
 = [a; b] (�1 < a < b <1) un intervalle �ni de R:

On note par AC(
) l�espace des fonctions primitives des fonctions intégrables c�est à

dire :

f 2 AC(
)() 9' 2 L1([a; b]) telle que f = c+

Z x

a

'(t)dt:

et on appelle AC(
) l�espace des fonctions absolument continues sur 
:

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 La fonction Gamma

L�une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d�Euler

� (z) qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux

nombres complexe à parties réelles positives).

Dé�nition 1.5 [3] Soit z 2 C, la fonction Gamma est dé�nie par l�intégrale suivante :

�(z) =

Z +1

0

tz�1e�tdt ; Re(z) > 0 (1.1)

(cette intégrale est convergente pour tout z 2 C et Re(z) > 0)

Propriétés.
Pour tout z 2 C et Re(z) > 0, et pour tout n 2 N� on a :

1.

�(z + 1) = z�(z) (1.2)

qu�on peut la démontrer par une intégration par parties de (1:1) :
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�(z + 1) =

Z +1

0

e�ttzdt =
�
�e�ttz

�+1
0

+ z

Z +1

0

e�ttz�1dt = z�(z)

donc

�(z + 1) = z�(z)

2.

�(n) = (n� 1)!

En particulier, on a :

�(1) =

Z +1

0

e�zz1�1dz = 1

et en utilisant (1:2), on obtient :

�(2) = 1�(1) = 1!

�(3) = 2�(2) = 2:1! = 2!

�(4) = 3�(3) = 3:2! = 3!

...

�(n+ 1) = n�(n) = n(n� 1)! = n!

1.2.2 La fonction Beta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction fournit

un outil fondamental quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Dé�nition 1.6 [3] La fonction Bêta est dé�nie par l�intégrale suivant :

�(z; !) =

Z 1

0

tz�1(1� t)!�1dt ; Re(z) > 0 ; Re(!) > 0 (1.3)

Propriétés.
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La fonction Bêta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante :

�(z; !) =
�(z)�(!)

�(z + !)
; Re(z) > 0; Re(!) > 0: (1.4)

il s�ensuit que :

8 z; ! > 0 ; �(z; !) = �(!; z) ; Re(z) > 0; Re(!) > 0:

1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Le but de cette partie est d�introduire les deux plus importantes approches du calcul

fractionnaire à savoir celle de Riemann-Liouville et de Caputo, y compris quelques unes

de leurs propriétés ainsi que la relation entre ces deux approches.

1.3.1 Calcul fractionnaire

Intégrale fractionnaire sur l�intervalle [a; b]

soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. On considere l�intégrale suivante :

I1af(x) =

Z x

a

f(t)dt

I2af(x) =

Z x

a

I1f(u)du

=

Z x

a

�Z u

a

f(t)dt

�
du

=

Z x

a

�Z x

t

du

�
f(t)dt

=

Z x

a

(x� t)f(t)dt;

14



plus généralement le nieme itéré de l�opérateur I peut s�écrire

In�f(x) =

Z x

a

dt1

Z t1

a

dt2:::

Z tn�1

a

f(tn)dtn

=
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1f(t)dt; 8n 2 N: (1.5)

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En généralisant cette relation, l�intégrale

d�ordre non entier de la fonction f(x) peut être dé�nie en utilisant la fonction Gamma

�(n) = (n� 1)! donc, on peut dé�nir l�intégration fractionnaire comme suit :

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d�intégrale fractionnaire d�ordre � > 0 , selon l�approche de Riemann-

Liouville, généralise la célèbre formule d�intégrale répété n fois :

(Inf)(s) =

Z t

0

ds1

Z t1

0

ds2 : : :

Z tn�1

0

f(sn)dsn

=
1

(n� 1)!

Z t

0

(t� s)n�1f(s)ds (n 2 N�)

Dé�nition 1.7 Soit f : [a; b] ! R une fonction continue et � > 0, on appelle intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f d�ordre � notée I�f est dé�nie par :

I�f(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1f(s)ds:

où �(�) est la fonction gamma .

Exemple 1.1 Soient � > 0, � > �1 et f(t) = t�; alors :

I�f(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1s�ds

15



En e¤ectuant le changement de variable

s = ty

où y = 0 quand s = 0 et y = 1 quand s = t et ds = tdy, alors

I�f(t) =
1

�(�)

Z 1

0

(t� ty)��1 (ty)� tdy

=
1

�(�)

Z 1

0

[t(1� y)]��1 t�+1y�dy

=
t�+�

�(�)

Z 1

0

(1� y)��1y�dy

=
t�+�

�(�)

Z 1

0

(1� y)��1y(�+1)�1dy

En utilisant la dé�nition de la fonction Bêta (1:3) puis la relation entre la fonction Bêta

et Gamma (1:4), on arrive à :

I�f(t) =
t�+�

�(�)
� (�; � + 1)

=
t�+�

�(�)

�(�)�(� + 1)

�(�+ � + 1)

=
�(� + 1)

�(�+ � + 1)
t�+�

Donc l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = t�

est donnée par :

I�t� =
�(� + 1)

�(�+ � + 1)
t�+�

En particulier, cette relation montre que l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville d�ordre � d�une constante est donnée par :

I�C =
C

�(�+ � + 1)
t�+�

16



Propriétés.
Soit f 2 C[a; b]. Pour � et � des nombres complexes où Re(�) > 0 et Re(�) > 0 alors

l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède les propriétés suivantes

I�a
�
I�a f (x)

�
= I�+�a f (x)

et pour Re(�) > 1 on a
d

dx
I�a f (x) = I��1a f (x)

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f 2 L1([0; T ]); T > 0 une fonction intégrable sur [0; T ], la dérivée fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d�ordre � > 0 notée D�f est dé�nie par :

D�f(t) = DnIn��f(t)

=
1

�(n� �)

�
d

dt

�n Z t

0

(t� s)n���1f(s)ds ; t > 0

En particulier, si � = 0, alors :

D0f(t) =
1

�(1)

d

dt

Z t

0

f(s)ds = f(t)

Si � = n 2 N�, alors :

Dnf(t) =
1

�(1)

�
d

dt

�n+1 Z t

0

f(s)ds

=

�
d

dt

�n
f(t) = f (n)(t)

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la

dérivée classique pour � 2 N.
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Si de plus 0 < � < 1, alors n = 1, d�où :

D�f(t) =
1

�(1� �)

d

dt

Z t

0

(t� s)��f(s)ds ; t > 0

Exemple 1.2 Calculons la dérivée de f(t) = t� au sens de Riemann-Liouville.

Soit � > 0 tel que n� 1 < � < n et � > �1;alors :

D�t� = DnIn��t� =
�(� + 1)

�(n� �+ � + 1)
Dnt�+n�� (1.6)

En tenant compte

Dnt�+n�� = (� + n� �) (� + n� �� 1) ::::::: (� � �+ 1) t���

=
�(n� �+ � + 1)

�(��+ � + 1)
t���

On substitue ce resultat, dans la formule (1:6), pour obtenir :

D�t� =
�(� + 1)

�(n� �+ � + 1)

�(n� �+ � + 1)

�(��+ � + 1)
t���

=
�(� + 1)

�(��+ � + 1)
t���

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = t� est

donnée par :

D�t� =
�(� + 1)

�(��+ � + 1)
t���

En particulier, si � = 0 et � > 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d�une

fonction constante f(t) = C est non nulle, sa valeur est :

D�C =
C

�(1� �)
t��

Propriétés.

Pour n� 1 < � � n, m� 1 < � � m, on a :

18



1. L�opérateur de Riemann-Liouville est linéaire

D�(�f + g)(t) = �(D�f)(t) + (D�g)(t); � 2 R

2. En général

D�(D�f(t)) 6= D�(D�f(t))

Preuve. Soit f; g 2 L 2 ([0; T ]) , � 2 R,on a :

D�(�f + g)(t) = DnIn��(�f(t) + g(t))

= �DnIn��((f + g)(t))

Comme la dérivée ni�eme et l�intégrale sont linéaires alors :

D�(�f + g)(t) = �DnIn��f(t) +DnIn��g(t)

= �(D�f)(t) + (D�g)(t)

2) On a :

D�(D�f(t)) = D�+�f(t)�
m�1X
k=0

D��kf(0)
t���k

�(1� �� k)

et

D�(D�f(t)) = D�+�f(t)�
n�1X
k=0

D��kf(0)
t���k

�(1� � � k)

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si � = �

et D��kf(0) = 0, pour tout k = 1; 2; :::; n et D��kf(0) = 0, pour tout k = 1; 2; :::;m.

Ce qui complète la preuve.
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1.3.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un rôle impor-

tant dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo

(1967-1969) ont rendu compte que cette dé�nition doit être révisée, car les problèmes

appliqués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie exigent des conditions

initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques ce qui n�est pas le cas

dans la modélisation par l�approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des

conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Dé�nition 1.8 [7] Soient � > 0 et n 2 N� tel que n�1 < � < n et f 2 Cn([0; T ]); T > 0.

La dérivée fractionnaire d�ordre � au sens de Caputo de la fonction f notée cD�f est

dé�nie par :

cD�f(t) = I(n��)D(n)f(t)

=
1

�(n� �)

Z t

0

(t� s)n���1f (n)(s)ds

Exemple 1.3 Calculons la dérivée de f(t) = t� au sens de Caputo

Soit n un entier et 0 � n� 1 < � < n avec � > n� 1, alors on a :

f (n)(s) =
�(� + 1)

�(�n+ � + 1)
s��n

d�où
cD�t� =

�(� + 1)

�(n� �)�(�n+ � + 1)

Z t

0

(t� s)n���1s��nds

En faisant le changement de variable

s = ty

20



où t = 0 quand s = 0 et y = 1 quand s = t et ds = tdy, alors :

cD�t� =
�(� + 1)

�(n� �)�(�n+ � + 1)

Z t

0

(t� s)n���1s��nds

=
�(� + 1)�(n� �)�(� � n+ 1)

�(n� �)�(�n+ � + 1)�(��+ � + 1)
t���

=
�(� + 1)

�(��+ � + 1)
t���

Donc la dérivée fractionnaie au sens de Caputo de la fonction f(t) = t� est donnée par :

cD�t� =
�(� + 1)

�(��+ � + 1)
t���

En particulier, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�ordre � > 0 d�une constante

C 2 R exprime que cette dérivée est nulle c�est-à-dire :

cD�C = 0

Remarque 1.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre � 2 ]m� 1;m[

s�obtient par une application de l�opérateur d�intégration fractionnaire d�ordre m�� sui-

vit d�une dérivation classique d�ordre m, alors que la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations. La dérivée fractionnaire

au sens de caputo d�une fonction constante f(t) = C est nulle autrement dit cD�
aC = 0:

1.3.5 Relation entre l�approche de Riemann-Liouville et celle

de Caputo

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 1.2 Soit � > 0;avec n � 1 < � < n ; (n 2 N�), et soit f une fonction telle
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que les dérivées fractionnaires cD�f(t) et D�f(t) existent alors :

cD�f(t) = D�f(t)�
n�1X
k=0

f (k)(0)

�(k � �+ 1)
tk��

Remarque 1.2 Le résultat du théorème signi�e que la dérivation au sens de Caputo

d�une fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de Taylor

de f .

1.4 Quelques théoreme du point �xe

Dans cette partie nous allons présenter quelques théorèmes du point �xe. A savoir le

théorème du point �xe de Banach, celui de Schauder et de Krasnoselskii.

Le développement de la théorie du point �xe a été un des plus important outil d�exis-

tence dans l�étude des problèmes aux limites, cette théorie consiste à transformer le

problème donné en un problème de point �xe en construisant un opérateur. Ces théo-

rèmes se révèlent être des outils très utiles en mathématiques, principalement dans le

domaine de la résolution des équations di¤érentielles et intégro-di¤érentielles.

Dé�nition 1.9 (Point �xe) Soit T une application d�un ensemble X dans lui même.

On appelle point �xe tout point x 2 X tel que T (x) = x:

1.4.1 Théorème du point �xe de Banach

Ce théorème est dit principe de l�application contractante, il est la base de la théorie du

point �xe. Ce principe garantit l�existence d�un unique point �xe pour toute application

contractante d�un espace métrique complet dans lui-même.

Théorème 1.3 (Principe de contraction de Banach). Soit ( M; d) un espace métrique

complet et soit T : M ! M une application contractante i.e qu�il existe 0 < k < 1 telle
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que d (T (x) ; T (y)) � k d (x; y) ; 8 x; y 2M , alors T admet un unique point �xe x� 2M ,

de plus pour tout x 2M on a : lim
n!1

T n (x) = x� et,

d (T n (x) ; x�) � kn

1� k
d (x; T (x)) :

Preuve. La preuve est bien connue. Elle établit que toute suite fxngn2N dé�nie

inductivement par xn+1 = T (xn) pour tout n 2 N converge vers x� = T (x�). En ce

qui concerne l�unicité en e¤et, nous obtenons la contradiction suivante en supposant

l�existence de deux points �xes distincts x�1 et x
�
2 pour une contraction T

d (x�1; x
�
2) = d (T (x�1) ; T (x

�
2)) � k d (x�1; x

�
2) < d (x�1; x

�
2) ; c�est à dire, k � 1 d�où la

contradiction.

1.4.2 Théorème du point �xe de schauder

Le théorème du point �xe de Schauder est l�un des résultats les plus célèbres de la

théorie du point �xe et il a¢ rme qu�une application continue sur un convexe compact

admet un point �xe qui n�est pas nécessairement unique.

Théorème 1.4 [10] (Théorème du point �xe de Schauder). Soit K un sous ensemble

non vide, compact, convexe dans un espace de Banach E et supposons T : K ! K une

application continue. Alors T admet un point �xe.

Théorème 1.5 [10] (Théorème du point �xe de Schauder généralisé) Soit F un ensemble

fermé convexe sur un espace de Banach X et soit T : F ! F une application continue

telle que T (F ) soit un sous-ensemble relativement compact de F . Alors T admet un point

�xe.

1.4.3 Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Nous donnons un théorème d�existence du point �xe concernant les applications de

la forme T = A + B; où A est continue et compacte et B une contraction.
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Théorème 1.6 [1] Soit K un convexe fermé et non vide d�un espace de Banach X:

Supposons que A et B sont deux applications de K dans X telles que

i: Ax+By 2 K; 8x; y 2 K.

ii: A est continue et compacte

iii: B est une contraction de constante � < 1:

Alors, il existe x 2 K, avec Ax+Bx = x

Lemme 1.1 Soient (X; k:k) un espace vectoriel normé et K un sous ensemble non vide

de X. Soit B : K ! X une contraction. Alors (I � B) : K ! (I � B)(K) est un

homéomorphisme où I désigne l�identité.

Notons, que si A = 0; le théorème se résume au théorème de Banach. Si B = 0;

alors le théorème n�est autre que le théorème de Schauder.

Preuve. soient A;B deux applications véri�ant l�hypothese , on a B est contractant

alors 9 � telque 0 < � < 1 et

k B(x)�B(y) k� � k x� y k;8x; y 2 K:

D�aprés le lemme (I � B) est un homeomorphisme alors (I � B)�1existe et continue.

D�autre part, pour tous y 2 K l�application ' : K ! K dé�nie par : '(x) = B(x)+A(y)

admet unique solution x 2 K puisque l�application x! Bx+Ay dé�nit une contraction

de K dans lui meme grace a théoreme de banach. Ainisi A(y) 2 (I � B)K pour tout

y 2 K et (I �B)�1A : K ! K est aussi compact car : si A est compact alors AK � K

avec K compact de X:(I � B)�1(AK) � (I � B)�1(K) avec (I � B)�1(K) compact car

(I � B)�1est continue donc (I � B)�1A : K ! K est compact. D�aprés le théoreme de

Schauder,(I �B)�1A possede un point �xe dans M:
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1.4.4 Notion sur les opérateurs

Dé�nition 1.10 Soient X, Y deux espaces de Banach et A un opérateur dé�ni de X

dans Y .

1) A est dit compact si l�image de X par A i.e. l�ensemble A(X) est relativement

compact dans Y:

2) A est dit complètement continu s�il est continu et l�image de tout borné de X est

relativement compact dans Y .

1.4.5 Théorème d�Arzela-Ascoli

Théorème 1.7 (Théorème d�Ascoli-Arzela) Soit X = C([a; b]) muni de la norme

kuk = max
a�t�b

ju(t)j, avec �1 < a < b < +1. Si M est un sous ensemble de X tel que :

(i) M est uniformément borné, i.e. 9r > 0; kuk < r; 8u 2M:

(ii) M est équicontinu, i.e. 8� > 0; 9� > 0; 8t1; t2 2 [a; b] tel que jt1 � t2j < � et

u 2M ) ju(t1)� u(t2)j < �: Alors M est relativement compact.
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Chapitre 2

Existence de solution pour un

problème aux limites aux dérivées

fractionnaires

2.1 Introduction

Durant ces dernières années les équations inégro-di¤érentielles fractionnaires ont connu

un essor considérable et sont devenues un important sujet de recherche. Cependant, et à

cause de leur grande importance dans les applications, notamment dans la modélisation

de nombreux phénomènes dans divers domaines tels que la physique, la biophysique, la

chimie, la biologie, la théorie du contrôle, l�économie ect..., l�étude de ce type d�équations

a fait alors l�objet de plusieurs travaux et de nombreux resultats ont été obtenus.

Dans ce contexte, nous nous proposons d�étudier dans ce chapitre moyennant le théo-

rème de Krasnoselskii l�existence de la solution du problème fractionnaire suivant :

(P )

8<: cD�
�
cD�u

�
(t) = f (t; u (t) ; 'u (t) ;  u (t)) (0 < t < 1)

u (1) = u (0) = u0 (1) = 0
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où cD�
�
cD�

�
désigne une suite de dérivées fractionnaires d�ordre � et � de Caputo,

1 < � � 2 , 0 < � � 1 et f [0; 1]� R3 ! R est une fonction continue avec

'u (t) =

tZ
0

 (t; s)u (s) ds and  u (t) =

tZ
0

� (t; s)u (s) ds:

où ; � : [0; 1]� [0; 1]! [0;+1) sont telles que

supt2[0;1]

0@ 1Z
0

� (t; s) ds

1A <1 et supt2[0;1]

0@ 1Z
0

 (t; s) ds

1A <1.

2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes que nous utiliserons pour la

preuve du résultat principal.

Lemme 2.1 [3] Si � > 0 alors l�équation di¤érentielle

cD�u (t) = 0

admet une solution

u (t) = c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn�1t

n�1;

où ci 2 R; i = 0; 1; :::; n� 1 , (n est le plus petit entier tel que n � �).

Lemme 2.2 [3] Pour � > 0 et u 2 Cn [0; 1] ; alors

I� (cDu) (t) = u (t) + c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn�1t

n�1.

où ci 2 R; i = 0; 1; :::; n� 1 (n est le plus petit entier tel que n � �).

Soit X = C (I) l�espace des fonctions continues à valeurs réelles sur I = [0; 1] muni

de la norme kuk = max
t2I

ju(t)j :
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Pour commencer étudions un problème auxilliaire donné par le lemme préliminaire

suivant :

Lemme 2.3 Pour y 2 C [0; 1] alors le problème aux limites8<: cD�
�
cD�u

�
(t) = y (t) , 0 < t < 1; 1 < � � 2 et 0 < � � 1

u (1) = u (0) = u0 (1) = 0
(2.1)

admet une solution unique donnée par

u (t) =
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 y (s) ds (2.2)

+
t�

� (�+ �)
(�� � 1 + �t)

1Z
0

(1� s)�+��1 y (s) ds

+
t�

� (�+ � � 1) (1� t)

1Z
0

(1� s)�+��2 y (s) ds

Preuve. Par application du lemme 2:2; le problème (2:1) est équivalent à l�équation

intégrale suivante :

u (t) =
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 y (s) ds+
t�

�� (�)
c0 +

t�+1

� (� + 1)� (�)
c1 + c2. (2.3)

Par dérivation des deux membres de (2:3) on obtient

u0 (t) =
1

� (�+ � � 1)

tZ
0

(t� s)�+��2 y (s) ds+
t��1

� (�)
c0 +

t�

�� (�)
c1:
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En utilisant les condtions u (1) = u (0) = u0 (1) = 0; on trouve

c0 = �
�
�(�+1)�(�)
�(�+�)

� 1Z
0

(1� s)�+��1 y (s) ds+ ��(�)
�(�+��1)

1Z
0

(1� s)�+��2 y (s) ds;

c1 =
�2(�+1)�(�)
�(�+�)

1Z
0

(1� s)�+��1 y (s) ds� �(�+1)�(�)
�(�+��1)

1Z
0

(1� s)�+��2 y (s) ds;

c2 = 0:

En Substituant les valeurs c0, c1 et c2 dans (3:3) on obtient (3:2). Ce qui achève la

démonstration.

2.3 Existence de la solution

Nous donnons à présent le théorème principal de ce chapitre, soit celui d�existence de

la solution du problème (P ) basé sur le théorème du point �xe de Krasnoselskii hybride.

Théorème 2.1 Supposons que �+ � � 2 � 0 et qu�il existe une fonction positive � (t) 2

L1 (0; 1) telle que

jf (t; x; y; z)� f (t; x0; y0; z0)j � � (t) (jx� x0j+ jy � y0j+ jz � z0j) (2.4)

pour tout t 2 [0; 1] et t; x; y; z; t0; y0; z0 2 R. Alors le problème (P ) admet au moins une

solution dans X quand

(1 + 0 + �0) (�+ 2� + 1) �
�

� (�+ �)
< 1: (2.5)

où 0 = supt2I

������
tZ
0

 (t; s) ds

������, �0 = supt2I
������
tZ
0

� (t; s) ds

������ et �� =
1Z
0

� (s) ds:
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Preuve. Choisissons

R � $ (�+ 2� + 1)

1� �� (1 + �0 + 0) (�+ 2� + 1)
;

et soit$ = max ff (t; 0; 0; 0) : t 2 Ig. Considérons l�ensembleBR = fu 2 X : kuk � Rg,

alors BR est un ensemble fermé , borné et convexe de X. Dé�nissons deux opérateurs A

and B sur X comme suit :

Au (t) =
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds:

Bu (t) =
t�

� (�+ �)
(�� � 1 + �t)

1Z
0

(1� s)�+��1 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds

+
t� (�+ � � 1)
� (�+ �)

(1� t)

1Z
0

(1� s)�+��2 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds:

Pour tout u 2 BR et t 2 I, en utilisant l�inégalité (2:4) on obtient

jAu (t)j = 1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))j ds
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� 1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 jf(s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))� f (s; 0; 0; 0)j ds

+
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 jf (s; 0; 0; 0)j ds

� 1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 � (s) (ju (s)j+ j'u (s)j+ j u (s)j) ds

+
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 jf (s; 0; 0; 0)j ds

� (1 + �0 + 0) kuk
� (�+ �)

1Z
0

� (s) ds+
$

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 ds

� �� (1 + �0 + 0)

� (�+ �)
kuk+ $

� (�+ �)

Par conséquent

kAuk � �� (1 + �0 + 0)

� (�+ �)
kuk+ $

� (�+ �)
(2.6)
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De manière analogue, estimons kBvk ; soit v 2 BR et t 2 I, alors

jBv (t)j � t�

� (�+ �)
(� + 1� �t)

1Z
0

(1� s)�+��1 jf (s; v (s) ; 'v (s) ;  v (s))j ds

+
t� (�+ � � 1)
� (�+ �)

(1� t)

1Z
0

(1� s)�+��2 jf (s; v (s) ; 'v (s) ;  v (s))j ds

� � + 1

� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��1 � (s) (jv (s)j+ j'v (s)j+ j v (s)j) ds

+
� + 1

� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��1 jf (t; 0; 0; 0)j ds

+
(�+ � � 1)
� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��2 � (s) (jv (s)j+ j'v (s)j+ j v (s)j) ds

+
(�+ � � 1)
� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��2 jf (t; 0; 0; 0)j ds

� �� (1 + �0 + 0)
(� + 1)

� (�+ �)
kvk+ $ (� + 1)

� (�+ �)

+
(�+ � � 1)
� (�+ �)

�� (1 + �0 + 0) kvk+
$ (�+ � � 1)
� (�+ �)

=
�� (1 + �0 + 0) (�+ 2�)

� (�+ �)
kvk+ $ (�+ 2�)

� (�+ �)

=
(�+ 2�)

� (�+ �)
(�� (1 + �0 + 0) kvk+$)

dés lors

kBvk � (�+ 2�)

� (�+ �)
(�� (1 + �0 + 0) kvk+$) : (2.7)
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En tenant compte des quantités (2:6) et (2:7) on obtient pour tout u, v 2 BR et t 2 I :

kAu+Bvk � kAuk+ kBvk

� �� (1 + �0 + 0)

� (�+ �)
kuk+ $

� (�+ �)

+
(�+ 2�)

� (�+ �)
(�� (1 + �0 + 0) kvk+$)

� R
�� (1 + �0 + 0) (�+ 2� + 1)

� (�+ �)

+
$ (�+ 2� + 1)

� (�+ �)
;

comme

R � $ (�+ 2� + 1)

1� �� (1 + �0 + 0) (�+ 2� + 1)

alors kAu+Bvk � R, donc Au+Bv 2 BR.

Prouvons maintenant que B est une contraction. Soient v; u 2 BR et t 2 I, en vue de

la condition (2:4) il en suit que

jBu (t)�Bv (t)j � t� (� + 1� �t)

� (�+ �)
�

1Z
0

(1� s)�+��1 jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))

�f (s; v (s) ; 'v (s) ;  v (s))j ds

+
t� (1� t)

� (�+ � � 1) �
1Z
0

(1� s)�+��2 jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))

�f (s; v (s) ; 'v (s) ;  v (s))j ds

� � + 1

� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��1 � (s) (ju (s)� v (s)j

+ j'u (s)� 'v (s)j+ j u (s)�  v (s)j) ds
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+
1

� (�+ � � 1)

1Z
0

(1� s)�+��2 � (s) (ju (s)� v (s)j

+ j'u (s)� 'v (s)j+ j u (s)�  v (s)j) ds

� (� + 1) (1 + 0 + �0) ku� vk
� (�+ �)

1Z
0

� (s) ds

+
(1 + 0 + �0) (�+ � � 1) ku� vk

� (�+ �)

1Z
0

� (s) ds

� (1 + 0 + �0) (�+ 2�) �
�

� (�+ �)
ku� vk

dés lors

kBu�Bvk � (1 + 0 + �0) (�+ 2�) �
�

� (�+ �)
ku� vk ;

En vertu de la condition (2:5);on en que déduit que B est une contraction.

Prouvons à présent que A est compact et continu. D�après la dé�nition de l�opérateur

A; on déduit que la continuité de f implique celle de A. De plus et en vertu de (2:6) on a

kAuk � �� (1 + �0 + 0)

� (�+ �)
kuk+ $

� (�+ �)

� �� (1 + �0 + 0)

� (�+ �)
R +

$

� (�+ �)
:

ce qui implique que A est uniformément borné sur BR .

Soit L = max0�s�1 fjf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))j ; u 2 BRg. Soient t1, t2 2 I; t1 � t2 et

u 2 BR. On a

jAu (t2)� Au (t1)j =
1

� (�+ �)

������
t2Z
0

(t2 � s)�+��1 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds

�
t1Z
0

(t1 � s)�+��1 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds

������
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� 1

� (�+ �)

t1Z
0

�
(t2 � s)�+��1 � (t1 � s)�+��1

�
jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))j ds

+
1

� (�+ �)

t2Z
t1

(t2 � s)�+��1 jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))j ds

� L

� (�+ �)

t1Z
0

�
(t2 � s)�+��1 � (t1 � s)�+��1

�
ds+

L

� (�+ �)

t2Z
t1

(t2 � s)�+��1 ds

=
L

� (�+ � + 1)

�
t�+�2 � t�+�1

�
:

Par conséquent si t2 ! t1; alors jAu (t2)� Au (t1)j ! 0: Alors A est équicontinu. En vue

du théorème d�Ascoli-Arzela on déduit que A est compact dans BR et donc l�opérateur

A est complètement continu. Ainsi toutes les hypothèses du théorème du point �xe de

Krasnoselskii sont satisfaites, par conséquent le problème (P ) possède au moins une

solution dans X:

2.4 Exemples

Comme applications et illustration des résultats considérons les deux exemples sui-

vants :

Exemple 2.1 Considérons le problème aux limites fractionnaire (P ) avec f (t; x1; x2; x3) =
t
1
2 e�t

4

P3
i=1

1
1+x2i (t)

, � = 9
5
; � = 3

5
: Nous avons f (t; 0; 0; 0) = 3t

1
2 e�t

4
donc $ = 0:31:Posons

� (t; s) =  (t; s) = ts; alors on a 0 = �0 =
1
2
.

De plus, nous pouvons véri�er que les conditions (2:4) et (2:5) sont bien satisfaites.
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En e¤et,

jf (t; x1; x2; x3)� f (t; y1; y2; y3)j

� t
1
2 e�t

4

3X
i=1

����� 1

1 + x2i
� 1

1 + y2i

�����

� t
1
2 e�t

4

3X
i=1

jxi � yij jxi + yij
(1 + x2i ) (1 + y2i )

� t
1
2 e�t

4

3X
i=1

jxi � yij

donc � (t) = t
1
2 e�t

4
et �� = 0:378 94

4
et

(1 + 0 + �0) (�+ 2� + 1) �
�

� (�+ �)
= 0:610 13 < 1:

Par conséquent, et en vertu du théorème 2:1, nous concluons que le problème a au moins

une solution dans BR avec

R � $ (�+ 2� + 1)

1� �� (1 + �0 + 0) (�+ 2� + 1)
= 5: 121 4

Exemple 2.2 Considérons le problème aux limites fractionnaire (P ) avec

f (t; x; y; z) = 10�2
�
t sin x+ et sin 2y +

1 + t2

1 + z2

�
;

� = 1:3; � = 0:4: Alors f (t; 0; 0; 0) = 10�2 (1 + t2) ; donc $ = 0:02: Soit � (t; s) = et+s;

 (t; s) = (t� s)� ; donc 0 = 1:7183; �0 = 0:71429. La condition (2:4) est satisfaite, en

e¤et

jf (t; x1; x2; x3)� f (t; y1; y2; y3)j � 0:02et
3X
i=1

jxi � yij
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Prenons � (t) = 0:02et donc �� = 3:436 6� 10�2. La condition (2:5) est véri�ée, en e¤et

(1 + 0 + �0) (�+ 2� + 1) �
�

� (�+ �)
= 0:402 46 < 1:

Par conséquent, nous concluons via le théorème 2:1, que le problème a au moins une

solution dans BR avec

R � $ (�+ 2� + 1)

1� �� (1 + �0 + 0) (�+ 2� + 1)
= 9:774 4� 10�2:

Conclusion
Dans ce mémoire on a appliqué la dérivation fractionnaire à l�étude d�un problème

aux limites fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites locales.

Tout d�abord on a rappelé dans le premier chapitre quelques notions des dérivées

fractionnaires comme la dérivée fractionnaire au sens de au sens de Riemann-Liouville

et de Caputo et quelques outils de base du calcul fractionnaire avec quelques propriétés.

Ensuite et à travers le chapitre deux on a présenté via le théorème de Kranoselskii le

résultat d�existence de la solution d�un problème aux limites associé à une équation

intégro-di¤érentielle non linéaire impliquant des dérivées succéssives � et � fractionnaire

prise au sens de Caputo où � 2 ]1; 2] et � 2 ]0; 1]. En�n nous avons terminé ce chapitre

avec quelques exemples numériques illustrant les résultats obtenus.
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