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Résumé

L’objectif de ce mémoire s’inscrit dans 1’étude de I'existence de la solution d’un pro-
bléme aux limites associés & une équation et intégro-différentielles non linéaire d’ordre
fractionnaire a conditions aux limites locales.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, Probléme aux limites, Théoréme de Guo-Krasnoselskii.



Abstract

The objective of this memory, is devoted to the study of the existence of solution for
boundary value problem generated by nonlinear integro-differential equations of fractional

order with local boundary conditions.
Keywords : Fractional Derivative, Boundary value Problems, Guo-Krasnoselskii

fixed point theorem.



0.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine des mathématiques qui étudie la généralisation
de la dérivation et I'intégration d’ordre entier n & un ordre non entier disons fractionnaire.
Le concept de ces opérateurs différentiels d’ordre non entier est devenu une question es-
sentielle que de nombreux mathématiciens ont rapidement développée. Cette question
fondamentale datée du 30 septembre 1695 et considérée comme l'origine du calcul frac-
tionnaire a été abordée dans une lettre de L’Hopital adressée & Leibniz concernant la
signification de la dérivée d’ordre un demi (n = 1/2). Leibniz a répondu « Cela condui-
rait & un paradoxe a partir duquel un jour, on pourra tirer des conséquences utiles ».

Pendant ces trois derniéres décennies, ce concept a montré son énorme potentiel et un
bon nombre de méthodes pour I’approximation de la dérivée et de I'intégrale fractionnaire
ont été proposées. On peut citer les derivées fractionnaires de type Riemann-Liouville, Ca-
puto, Grunwald-Letnikow, Weyl, Marchaud, Hadamard, Riesz, Kilbas, Podlubny,Samko,
Katugampola ect...Pour plus de détails historiques voir [5,6,7,8,9].

Récemment un intérét considérable a été porté au calcul fractionnaire et les champs
d’applications se sont diversifiés. Par exemple un intérét particulier pour la dérivation
fractionnaire est lié & la modélisation mécanique des caoutchouc et des gommes, en général
toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déformations. Les dérivées
fractionnaires ont été également utilisées en économie, en biologie, dans le traitement
d’image, le traitement du signal, la commande automatique et robotique ect.

L’étude des probléemes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont appli-
quées pour la résolution de ces problemes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe
du point fixe se sont avérées trés importantes.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Nous présentons dans ce chapitre quelques définitions fondamentales
concernant les espaces fonctionnels, on définit ensuite les fonctions auxiliaires Gamma et
Beta, puis on présentra les deux plus importantes approches de dérivation et d’intégration

fractionnaire on évoquera plus particulierement celles de Riemann-Liouville et de Caputo.



On termine ce chapitre par un rappel de quelques théoréemes du point fixe utilisés dans
ce travail.
Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions l'existence de la solution du probléme

integro-differentielle fractionnaire non linéaire suivant :

<D (“DPu) (t) = f (t,u(t),pu(t),Yu(t) (0<t<1)
u(l)=u(0)=2u'(1)=0

(1)

oul<a<2,0<pB<let “D” (CDﬂ) désigne les dérivées fractionnaires au sens de
Caputo et f € C([0,1] x R* R).

L’existence de la solution est établit par la transformation de ce probléme & une
équation intégrale équivalente, dont la solution est identifiée & un point fixe qui est
somme d’un opérateur contractant et un opérateur compact sous certaines hypothéses

suffisantes sur la fonction f . On termine ce chapitre avec deux exemples illustratifs.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre nous allons présenter un préliminaire dans lequel on rappelle des
notions et des résultats fondamentaux de la théorie de ’analyse fonctionnelle qui constitue
le fondement de la théorie du calcul fractionnaire ainsi quelques théorémes du point fixe
notamment le principe de contraction de Banach, le théoréme de Schauder, et le théoréeme

bien connu de Krasnoselskii hybride.

1.1 Espaces fonctionnels

On rappelle quelques définitions d’analyse fonctionnelle qui sont utilisées dans les

définitions des intégrales et dérivées fractionnaires.

1.1.1 Espaces des fonctions intégrales

Définition 1.1 [7] Soit Q = [a,b] (—00 < a < b < +00) un intervalle fini de R .
1. Pour 1 < p < oo, l’espace LP(2) est l’espace des fonctions f réelles sur Q telles

que [ est mesurable et

b
/|f(x)|pdx < 40

2. Pour p = 0o, l’espace L () est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque
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partout (p.p) sur
L) ={fQ—-=R , 3IC>0 , |[f(x)|]<C p.psurQ}

Théoréme 1.1 Soit Q = [a,b] un intervalle fini de R.

1. Pour 1 < p < +o0, l'espace LP(Q)) est un espace de Banach muni de la norme :

1
p

b
11, = | [ 1 @
2. L’espace L*°(2)est un espace de Banach muni de la norme :

[fllo = inf {M >0 [f(z)| <M pp sur Q}

1.1.2 Espaces des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.2 Soit Q = [a,b] (—o0 <a <b< o0) et n € N
On désigne par C™(Q2) l’espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur

ou égale a n continues sur €2, muni de la norme :

n

[ flleniy = D 1FPNlo = D_omax|fP(@)]  neN
k=0

En particulier sin =0 , C°(Q) = C(Q) 'espace des fonctions f continues sur Q muni

de la norme :

Ifllcqe) = max | ()

Définition 1.3 La fonction f :  — R est dite absolument continue sur I si pour tout

e >0, il existe un § > 0 tel que pour toute partition finie d’intervalles disjoints [ay, bg,_,

11



de €, on a la relation :

(b —ax) <0 =Y |f (bs) = f(an)] <e

k=0 k=0

Définition 1.4 Soit Q = [a,b] (—00 < a < b < c0) un intervalle fini de R.
On note par AC(S2) lespace des fonctions primitives des fonctions intégrables c’est a
dire :

f € AC(Q) <= 3o € L'([a,b]) telle que f = c+ /93 o(t)dt.

et on appelle AC(Q) ’espace des fonctions absolument continues sur Q.

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler
' (z) qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux

nombres complexe a parties réelles positives).

Définition 1.5 [3] Soit z € C, la fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :
+o0o
['(2) :/ t*“le7'dt , Re(z) >0 (1.1)
0

(cette intégrale est convergente pour tout z € C et Re(z) > 0)

Propriétés.
Pour tout z € C et Re(z) > 0, et pour tout n € N* on a :
1.
['(z+1) =2I'(2) (1.2)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties de (1.1) :

12



+oo +oo
(z+1) = / e trdt = [—e_ttz}goo + z/ e 't = 2T'(2)
0 0

donc

[(z+1)=2I'(2)

I'(n)=(n—1)!

En particulier, on a :

'n+1) = nl'(n) =n(n-—1)! =n!

1.2.2 La fonction Beta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction fournit

un outil fondamental quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.6 [3] La fonction Béta est définie par l'intégrale suivant :
1
Bz, w) = / 11 —t)*"*dt ,Re(z)>0 ,Re(w)>0 (1.3)
0

Propriétés.
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La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante :
B(z,w) = —=———= ,Re(z) >0, Re(w) > 0. (1.4)
il s’ensuit que :

Vz,w>0; 6(z,w) =F(w,=2) , Re(2) > 0, Re(w) > 0.

1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Le but de cette partie est d’introduire les deux plus importantes approches du calcul
fractionnaire a savoir celle de Riemann-Liouville et de Caputo, y compris quelques unes

de leurs propriétés ainsi que la relation entre ces deux approches.

1.3.1 Calcul fractionnaire
Intégrale fractionnaire sur ’intervalle [q, 0]

soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. On considere 'intégrale suivante :

xT

Lf(x) = ft)dt

a

i) = [ 1

_ /ax(/auf(t)dt>du
_ /:(/txdu)f(t)dt

-/ "o — ) f (e,

14



ieme

plus généralement le n itéré de 'opérateur I peut s’écrire

I"f(z) = /dtl/ dts.. /

_ (n_l)/(x—t)” (t)dt, Vn € N. (1.5)

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En généralisant cette relation, 'intégrale
d’ordre non entier de la fonction f(z) peut étre définie en utilisant la fonction Gamma

I'(n) = (n — 1)! donc, on peut définir l'intégration fractionnaire comme suit :

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre a@ > 0 , selon 'approche de Riemann-

Liouville, généralise la céleébre formule d’intégrale répété n fois :

(I"f)(s) = /Otdsl /Otl dgz.../otnl Flsn)dsn

_ (nil)!/o(t—s)”lf(s)ds (n € NY)

Définition 1.7 Soit f : [a,b] — R une fonction continue et o > 0, on appelle intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre o notée I1*f est définie par :

1

10 = e [ =)

ot I'(«) est la fonction gamma .

Exemple 1.1 Soient o >0, 3> —1 et f(t) =t°, alors :

o f(e) = ﬁ /O (t— 51 sPds

15



En effectuant le changement de variable

s =ty

oty =0 quand s =0 et y =1 quand s =t et ds = tdy, alors

I°f(t) = ﬁ / (t — ty)™ " (ty)” tdy
1 ' a=1,8+1
- / [E(1 — )" £y

1
— 1— a—1 Bd
T jﬁ( y)* P dy

1
= / (1—y)* Py
0

En utilisant la définition de la fonction Béta (1.3) puis la relation entre la fonction Béta

et Gamma (1.4), on arrive a :

Bt

I°f(t) = mﬁ (o, B+1)

tPre T(a)(B+1)

I'(a) Na+ 5 +1)
_ T+ (B+a

MNa+5+1)

Donc lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = t°

est donnée par :

1°° =
MNa+B+1)

En particulier, cette relation montre que lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouwille d’ordre oo d’une constante est donnée par :

C
I°C = ————— Pt
MNa+B+1)

16



Propriétés.
Soit f € Cla,b]. Pour v et  des nombres complexes ot Re(«) > 0 et Re(S) > 0 alors

Iintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde les propriétés suivantes

I f ()] = 1270 (@)

et pour Re(a) > 1 on a

d

I @) =17 @)

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f € L'([0,T]),T > 0 une fonction intégrable sur [0, 7], la dérivée fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre a > 0 notée D*f est définie par :

Def(t) = D"I"f()
1 a\" [t N
_ m@) /O(t—s) f(s)ds 6> 0

En particulier, si o = 0, alors :

D'S0) = g ar [, s = 50

Sia=mneN* alors :

DUf() = i(i)w [ 5y

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la

dérivée classique pour « € N.

17



Sideplus0<a<1,alorsn=1,dou:

DEf() = ﬁ%/{) (t— ) f(s)ds , £ >0

Exemple 1.2 Calculons la dérivée de f(t) = t° au sens de Riemann-Liouville.

Soit o > 0 tel quen —1 < a<n et > —1,alors :

LpB+1)

D% = DIt =
I'n—a+p8+1)

Dt (1.6)

En tenant compte

Dt = (B4n—a)(BAn—a—1) ... (B—a+1)t""
F(n—Oé‘i‘ﬂ_'_l)tB—a
['(—a+p+1)

On substitue ce resultat, dans la formule (1.6), pour obtenir :

Datﬁ — F(ﬁ + 1) P(n — o+ B + 1)tﬁ—a
'n—a+p+1) I'(—a+5+1)
F(B + 1) tﬁfa
['(—a+p+1)

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = t° est

donnée par :
I'(g+1)

o«
M(—a+5+1)

Dot =

En particulier, si B = 0 et a > 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une

fonction constante f(t) = C' est non nulle, sa valeur est :

C
DO = 4o
¢ I'l—o)

Propriétés.

Pourn—1<a<n m-1<pg<m,ona:

18



1. L’opérateur de Riemann-Liouville est linéaire

DH(Af +g)(t) = M(Df)(t) + (D°g)(t), A € R

2. En général

D(DPf(1)) # DU(Df(t))

Preuve. Soit f,ge L € ([0,7]) , A € Ron a:

DA +9)(t) = D I"(Af(1) +g(t))
= AD"I"((f + 9)(1))

Comme la dérivée n*®™ et 'intégrale sont linéaires alors :

D*\f +g)(t) = AD"I"®f(t)+ D"I" “g(t)

= AD)(#) + (D%)(t)

2) On a:
m—1 —a—k
DHDPf(6) = DUt = ) D “”rut_ o~ k)
et n—1 B~k
DD (1) = D40 = 3 DM O 55—

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si o = 3
et D*f(0) =0, pour tout k =1,2,....n et D’~*f(0) =0, pour tout k =1,2,...,m.

Ce qui compléte la preuve. m
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1.3.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un réle impor-
tant dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo
(1967-1969) ont rendu compte que cette définition doit étre révisée, car les problémes
appliqués en visco-¢élasticité, mécanique des solides et en rhéologie exigent des conditions
initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques ce qui n’est pas le cas
dans la modélisation par I'approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des

conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Définition 1.8 [7] Soient o > 0 etn € N* tel quen—1 < a <net f € C*([0,7]),T > 0.
La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f notée D f est

définie par :

D f(t) = 1" DM (1)

= —1 t — s (g)ds
Sl KD O

Exemple 1.3 Calculons la dérivée de f(t) = t° au sens de Caputo

Soit nun entier et 0 <n—1<a<n avec f>n—1, alors on a :

F(ﬁ + 1) Sﬁ—n
['(—n+5+1)

7o(s) =

d’on

cyar F(ﬁ—i_l) ! _ \n—a—1_pg—n
Dt _F(n—a)l“(—n+ﬁ+1)/0(t s) 1sP7"ds

En faisant le changement de variable
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out=0 quand s =0 ety =1 quand s =t et ds = tdy, alors :

c o F(ﬁ + 1) ! n—a—1_#B-n
D = At BT D) /0 (t =) s
FG+1DI'n—a)l'(B—n+1) s
L(n—a)l(—n+ B+ 1)I(-a+3+1)
I'(B+1)
['(—a+p+1)

e

Donc la dérivée fractionnaie au sens de Caputo de la fonction f(t) = t° est donnée par :

I'(B+1)
I'(—a+p8+1)

CDatﬁ — t,Bfoc

En particulier, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0 d’une constante

C € R exprime que cette dérivée est nulle c’est-a-dire :

‘D*C'=0

Remarque 1.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o € Jm — 1, m|
s’obtient par une application de ’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre m — a sui-
vit d’une dérivation classique d’ordre m, alors que la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations. La dérivée fractionnaire

au sens de caputo d’une fonction constante f(t) = C' est nulle autrement dit °DC = 0.

1.3.5 Relation entre ’approche de Riemann-Liouville et celle

de Caputo

Le théoréme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 1.2 Soit o > O,avecn — 1 < a < n ,(n € N*), et soit f une fonction telle
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que les dérivées fractionnaires D f(t) et D*f(t) existent alors :

‘DUf(t) = Df(t) —

Remarque 1.2 Le résultat du théoréme signifie que la dérivation au sens de Caputo

d’une fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de Taylor

de f .

1.4 Quelques théoreme du point fixe

Dans cette partie nous allons présenter quelques théorémes du point fixe. A savoir le
théoréme du point fixe de Banach, celui de Schauder et de Krasnoselskii.

Le développement de la théorie du point fixe a été un des plus important outil d’exis-
tence dans I’étude des problémes aux limites, cette théorie consiste a transformer le
probléme donné en un probléme de point fixe en construisant un opérateur. Ces théo-
rémes se révelent étre des outils tres utiles en mathématiques, principalement dans le

domaine de la résolution des équations différentielles et intégro-différentielles.

Définition 1.9 (Point fixe) Soit T une application d’un ensemble X dans lui méme.

On appelle point fize tout point x € X tel que T (x) = x.

1.4.1 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoréme est dit principe de ’application contractante, il est la base de la théorie du
point fixe. Ce principe garantit I'existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’un espace métrique complet dans lui-méme.

Théoréme 1.3 (Principe de contraction de Banach). Soit ( M, d) un espace métrique

complet et soit T : M — M wune application contractante i.e qu’il existe 0 < k < 1 telle

22



que d(T (x), T (y)) < kd(xz,y);Vz,y € M, alors T admet un unique point fize z* € M,

de plus pour tout x € M on a : lim T" (x) = z* et,

n—o0

kn
1—-k

d(T" (z),z") < d(z,T(x)).

Preuve. La preuve est bien connue. Elle établit que toute suite {z,}, . définie
inductivement par z,.; = T (z,) pour tout n € N converge vers z* = T (z*). En ce
qui concerne l'unicité en effet, nous obtenons la contradiction suivante en supposant
I’existence de deux points fixes distincts =7 et x5 pour une contraction 7'

d(zi,z3) = d(T (27),T (x3)) < k d(23,25) < d(x},23), c’est & dire, £ > 1 d’ou la

contradiction. m

1.4.2 Théoréme du point fixe de schauder

Le théoréeme du point fixe de Schauder est 'un des résultats les plus célébres de la
théorie du point fixe et il affirme qu’une application continue sur un convexe compact

admet un point fixe qui n’est pas nécessairement unique.

Théoréme 1.4 [10] (Théoréme du point fixre de Schauder). Soit K un sous ensemble
non vide, compact, convere dans un espace de Banach E et supposons T : K — K une

application continue. Alors T admet un point fixe.

Théoréme 1.5 [10] (Théoréme du point fize de Schauder généralisé) Soit F' un ensemble
fermé convexe sur un espace de Banach X et soitT' : F' — F une application continue

telle que T'(F') soit un sous-ensemble relativement compact de F'. Alors T admet un point

fize.

1.4.3 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Nous donnons un théoréeme d’existence du point fixe concernant les applications de

la forme T = A + B; ou A est continue et compacte et B une contraction.
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Théoréme 1.6 [1] Soit K un convexe fermé et non vide d’un espace de Banach X.
Supposons que A et B sont deux applications de K dans X telles que

i. Av+ By € K, Vr,y € K.

ii. A est continue et compacte

11. B est une contraction de constante o < 1.

Alors, il existe x € K, avec Ax + Bx = x

Lemme 1.1 Soient (X, ||.||) un espace vectoriel normé et K un sous ensemble non vide
de X. Soit B : K — X wune contraction. Alors (I — B) : K — (I — B)(K) est un

homéomorphisme ou I désigne l'identité.

Notons, que si A = 0, le théoréme se résume au théoréeme de Banach. Si B = 0,
alors le théoréeme n’est autre que le théoréeme de Schauder.
Preuve. soient A, B deux applications vérifiant 'hypothese , on a B est contractant

alors d a telque 0 <a <1et

| B(x) = Bly) [[<alz -yl Ve,y € K.

D’aprés le lemme (I — B) est un homeomorphisme alors (I — B)'existe et continue.
D’autre part, pour tous y € K Papplication ¢ : K — K définie par : ¢p(z) = B(x)+ A(y)
admet unique solution x € K puisque I'application z — Bz + Ay définit une contraction
de K dans lui meme grace a théoreme de banach. Ainisi A(y) € (I — B)K pour tout
y€ Ket (I —B)'A: K — K est aussi compact car : si A est compact alors AK C K
avec K compact de X.(I — B)"}(AK) C (I — B)"Y(K) avec (I — B)"}(K) compact car
(I — B) 'est continue donc (I — B)"'A : K — K est compact. D’aprés le théoreme de

Schauder,(I — B)~' A possede un point fixe dans M. =
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1.4.4 Notion sur les opérateurs

Définition 1.10 Soient X, Y deux espaces de Banach et A un opérateur défini de X
dans 'Y .

1) A est dit compact si l'image de X par A i.e. l’ensemble A(X) est relativement
compact dans Y.

2) A est dit complétement continu s’il est continu et l'image de tout borné de X est

relativement compact dans'Y .

1.4.5 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoréme 1.7 (Théoréme d’Ascoli-Arzela) Soit X = C([a,b]) muni de la norme
|ul| = max lu(t)|, avec —oco < a < b < 400. Si M est un sous ensemble de X tel que :
(1) M est uniformément borné, i.e. Ir >0, ||lu|| < r, Yu € M.

(11) M est équicontinu, i.e. Ve > 0, 30 > 0, Vti,ty € [a,b] tel que |[t; —ta] < § et

u€ M = |u(ty) —u(t)| < e. Alors M est relativement compact.
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Chapitre 2

Existence de solution pour un

probléme aux limites aux dérivées

fractionnaires

2.1 Introduction

Durant ces derniéres années les équations inégro-différentielles fractionnaires ont connu
un essor considérable et sont devenues un important sujet de recherche. Cependant, et &
cause de leur grande importance dans les applications, notamment dans la modélisation
de nombreux phénomeénes dans divers domaines tels que la physique, la biophysique, la
chimie, la biologie, la théorie du controle, ’économie ect..., I’étude de ce type d’équations
a fait alors I'objet de plusieurs travaux et de nombreux resultats ont été obtenus.

Dans ce contexte, nous nous proposons d’étudier dans ce chapitre moyennant le théo-

reme de Krasnoselskii I’existence de la solution du probléme fractionnaire suivant :

cD™ (“DPu) (t) = f (t,u(t), pu(t),vu(t)) (0<t<1)

(P)
u(l)=u(0)=4(1)=0
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ou ‘D¢ (CDB ) désigne une suite de dérivées fractionnaires d’ordre a et 5 de Caputo,

l<a<2,0<pf<1letf[0,1] x R* — R est une fonction continue avec

t t

gpu(t):/v(t s)u(s)ds and wu(t):/x\(t,s)u(s)ds.

0

oy, :[0,1] x [0,1] — [0,4+00) sont telles que

1

1]
1

SUD;¢o,1] /)\ (t,s)ds | <oo et SUDye(0,1] /’y (t,s)ds | < 0.
0 0

2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes que nous utiliserons pour la

preuve du résultat principal.

Lemme 2.1 [3] Si o > 0 alors ’équation différentielle
‘D (t) =0

admet une solution

u(t) =co+ it + cot? + .o+ ey t"

ot €Ri=0,1,....n—1, (n est le plus petit entier tel que n > «).

Lemme 2.2 [3] Pour a >0 et uw € C™[0,1], alors
I°(°Du) (t) = u(t) 4+ co + crt + cot® 4+ ... + cpyt™ L

otc; € R i=0,1,....n—1 (n est le plus petit entier tel que n > «).

Soit X = C'(I) l'espace des fonctions continues a valeurs réelles sur I = [0, 1] muni

de la norme ||u|| = max |u(t)].
tel
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Pour commencer étudions un probléme auxilliaire donné par le lemme préliminaire

suivant :

Lemme 2.3 Poury € C'|0,1] alors le probléme aux limites

‘D™ (“DPu) (t) =y (t),0<t<1l,1<a<2e0<f<1

w(l)=u(0)=u (1) =0 21
admet une solution unique donnée par
w®) = T / (t— 9"y (s) ds (2.2)
+F(;—iﬁ) (=B —1+pt) / (1—5)""""y(s)ds
b (- / (1= )72y (s)ds

0

Preuve. Par application du lemme 2.2, le probléme (2.1) est équivalent a ’équation

intégrale suivante :

6+a 1 8 $8+1
u(t) Oc—irﬁ/ (S>d8+—51“(5)60+5(ﬁ+1)1“(6)cl+c2' (2.3)

Par dérivation des deux membres de (2.3) on obtient
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En utilisant les condtions u (1) = u (0) = «’ (1) = 0, on trouve

1 1
1 a—1 a 2
o = — (2o / )y () ds + 282 / -2 () ds,
1 0 10
2(B+1)T a—1 1) a 2
clzwﬂl_s)m y(s)d —rfLM/l— 520 (5) ds,
0 0
CQZO.

En Substituant les valeurs cp, ¢; et co dans (3.3) on obtient (3.2). Ce qui achéve la

démonstration. m

2.3 Existence de la solution

Nous donnons a présent le théoréme principal de ce chapitre, soit celui d’existence de

la solution du probléme (P) basé sur le théoréme du point fixe de Krasnoselskii hybride.

Théoréme 2.1 Supposons que o+ 5 —2 > 0 et qu’il existe une fonction positive 0 (t) €

L' (0,1) telle que

[f (8 yy,2) = £y, 2 <0@) (lr =2 + [y =y + [z = 2]) (2.4)

pour tout t € [0,1] et t,z,y,z,t',y, 2" € R. Alors le probléme (P) admet au moins une

solution dans X quand

(T+7v+ X)) (a+28+1)0"

< 1. 2.5
T (a+05) (29
t t 1
0l Yoy = SUDse; /’y(t,s)ds,)\ozsuptel /)\(t,s)ds et@*:/G(s)ds.
0 0 0
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Preuve. Choisissons

B> w(a+20+1)
10 (1 h+7) (@+26+1)

et soit w = max {f (¢,0,0,0) : ¢t € I'}. Considérons I'ensemble By = {u € X : |ju|| < R},
alors Bpr est un ensemble fermé , borné et convexe de X. Définissons deux opérateurs A

and B sur X comme suit :

Aut) = m / (t — )7L f (s,u(s) o (s) b (s)) ds.

1

B

Bu (t) = F(Oét—l—ﬂ) (_B -1 —Fﬁt}/(l - S)BJFa*lf(s’u(S),gOu (S) ,hu (5))d3
?5’3(044‘—5—1) _ 1 B2 £ (e () ouls) bu(s)) ds
Faga O t>0/<1 Y92 (s, (s), g (s) o (5)) ds.

Pour tout u € Bgr et t € I, en utilisant 'inégalité (2.4) on obtient

t

/ (= )™\ (s, (s) o (s)  du ()] ds

0

Au ()] = (a1+ 5
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IN

IN

t

r (a1+ 5)0/ (t—9)"" 7 | f(s,u(s) pu(s) . u(s) — £ (5,0,0,0)] ds
s mO/t (t— )7 £ (5,0,0,0)|ds
r (a1+ 5)0/t (t =)0 (s) (Ju ()] + [ ()] + [du(s)]) ds
/ $)P+ £ (s,0,0,0)| ds
- ““JJEO e fots)as+ ¢ 5 / (t— )" ds
- <1£ (22? ;)%) hell = 7 (OZ 3)

(2.6)
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De maniére analogue, estimons ||Bv||, soit v € Br et t € I, alors

[Bu(t)] <

o =0 [ (0 (6) () v (D) ds

0 g/ ™ (5,0 () 00 (5), vv (5))] ds

1

64‘1 _Sﬁ—i-a—l $) (lv (s v (s v (s .
rm+m/“ Y0 (s) (v ()] + v ()] + o (5)]) d

IN

1

B—i_l _ \Bta-1
+F(a+ﬁ)0/<1 s) |f (¢,0,0,0)| ds

Jlat8-1)

NCEY) (1= 5)""7720(s) (Ju (s)] + lov ()| + [woo (s)]) ds

(a+6-1)

_ \atB-2
Fatg ) 197 1/(2.0.0.0)ds

O\H O"\H

(8+1) w(B+1)
Tt 1 Tt 9
w(a+p-1)
T (a+f) I'(a+p)
_ (1 Ao+ ) (@ +25) ol @ (o +203)
I'(a+p) ['(a+5)
(o +205)

= T O et il + )

IA

0" (1+ Ao + 7o)

a+p-1), ,
OB =D e 1 4 rg 4 y0) o] +

dés lors
1Bu] < L2+ 20)

< T @ (Yot il + ). (27
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En tenant compte des quantités (2.6) et (2.7) on obtient pour tout u, v € Bgett e I :

[Au+ Bo|| < [[Au + || Bl
['(a+p)
(o +2P)

+1“(04—|-5)

Re*(1+AU+%)(a+25+1)

I'(a+p)
w(a+28+1)
F'(a+p)

IN

il + a3y

(0" (14 Ao + 7o) [lv]l + =)

comme
B> w(a+28+1)
T 10" (1+ X+ ) (@ +28+1)

alors | Au + Bv|| < R, donc Au+ Bv € Bg.

Prouvons maintenant que B est une contraction. Soient v,u € Br et t € I, en vue de

la condition (2.4) il en suit que

1

Bu) - o] < DI [0 ) e ) )

—f(s,0(s),pv(s),vv(s))|ds

o 1
tP (1 —1t) ></ 0‘+52 If (s,u(s),pu(s),u(s))

a+6—1

—f(s,v0(s), v (s),9v(s))| ds

&1 — )70 (s) (Ju(s) — v (s
F(a+5)0/<1 4210 s) (fu s) — v s)

+ [ou(s) — v (s)| + |pu(s) — Yo (s)]) ds

IA
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a+ﬁ—1/ 920(5) () — v (5)
o) = g0 ()] + 4 (5) — o (4 s

< w+lﬂbwm+Mlu—W/
B I'(a+ f)
(L4 70+ o) (@t 6 — 1) ]Ju— o]
" T'(a+tp) /
1 A 28) 6*
R s e
dés lors
|Bu— B < LF Nt X @ 20)67,

I'(a+p)
En vertu de la condition (2.5),0n en que déduit que B est une contraction.
Prouvons & présent que A est compact et continu. D’apreés la définition de I'opérateur

A, on déduit que la continuité de f implique celle de A. De plus et en vertu de (2.6) on a

0" (14 X+ 7p) w
| Aul| NCEY) [Jul| + NCE)
0" (1 + Ao+ 7o) w
S T Tt T Tarp

ce qui implique que A est uniformément borné sur By .
Soit L = maxg<s<1 {|f (s,u(s),pu(s),vu(s))|,u € Br}. Solent t1, to € I, t; < ty et

u € Br. On a

A ()~ Au ()] = / P (5,u(s) s pu (5) , u (5)) d

0

t1

[ =9 s s) s s) () ds

0
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<= (a1+ ﬁ)/ ((tQ gt gy - S>6+a—1> If (s,u(s), pu(s),du(s))| ds
*ﬁ/ (t2 = )" 1F (s, (s) ou (s) o ()] ds

t1

to

L

,6+a71 B+a—1 pta—-1

. — (- ds + ——— [ (to — d

a+ﬁ/ t2 = 5) (b1 = 5) )S+F(a+5)/(2 s) °
t1

= Tt @ =y <t6+a tﬁ+a)

IN

Par conséquent si ty — t1, alors |Au (t3) — Au (t1)| — 0. Alors A est équicontinu. En vue
du théoréeme d’Ascoli-Arzela on déduit que A est compact dans By et donc 'opérateur
A est complétement continu. Ainsi toutes les hypothéses du théoréme du point fixe de
Krasnoselskii sont satisfaites, par conséquent le probléme (P) posséde au moins une

solution dans X. m

2.4 Exemples

Comme applications et illustration des résultats considérons les deux exemples sui-

vants :

Exemple 2.1 Considérons le probléme aux limites fmct@'onnaire (P) avec f (t,x1,x9,23) =
1 t

el 1+x+(t)7 a=2, 8=2 Nous avons f (t,0,0,0) = 3”—8 donc @ = 0.31.Posons
At

s) =~(t,s) =ts, alors ona%:)\o:§

De plus, nous pouvons vérifier que les conditions (2.4) et (2.5) sont bien satisfaites.
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En effet,

|f(t,$1,l’2,$3) - f(t,yl,yz,y3)|

1 3
tzet 1 1

< _

- 4 ;(‘H:ﬁ 1+y3)
1,3

< t26t2|$i_yi||xi+yi|

T4 =1+ (1 +y)

<

tre~t &
1 Z i — yil
=1

L o—t
donc 0 (t) = 2 et * = 03189 ¢

(1+7,+ ) (@ +28+1)6*
['(a+p)

=0.61013 < 1.

Par conséquent, et en vertu du théoréme 2.1, nous concluons que le probléme a au moins

une solution dans Br avec

B> w(a+268+1)

=5.1214
T 10" (14 X+ ) (@ +28+1)

Exemple 2.2 Considérons le probléme auz limites fractionnaire (P) avec

f(t,z,y,2) =102 | tsinz + e'sin 2 +1+t2
y L5 Y, - Yy 1+22 )

a=1.3,8=04. Alors f(t,0,0,0) = 1072 (1 +t?), donc @w = 0.02. Soit X (t,s) = e'**,
v(t,s) = (t—s)?, donc v, = 1.7183, Ay = 0.71429. La condition (2.4) est satisfaite, en
effet

3

|f (t, w1, @0, 23) = f (851,92, 93)] < 0.02¢" > |z —
i=1
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Prenons 6 (t) = 0.02¢" donc 0 = 3.4366 x 1072, La condition (2.5) est vérifiée, en effet

(I4+79+ Xo) (@ +26+1)6"
['(a+p)

=0.40246 < 1.

Par conséquent, nous concluons via le théoréeme 2.1, que le probléme a au moins une

solution dans Br avec

B> w(a+26+1)

=90.7744 x 1072
“1-0 1+ X+70) (a+26+1)

Conclusion

Dans ce mémoire on a appliqué la dérivation fractionnaire a I’étude d’un probléme
aux limites fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites locales.

Tout d’abord on a rappelé dans le premier chapitre quelques notions des dérivées
fractionnaires comme la dérivée fractionnaire au sens de au sens de Riemann-Liouville
et de Caputo et quelques outils de base du calcul fractionnaire avec quelques propriétés.
Ensuite et a travers le chapitre deux on a présenté via le théoréme de Kranoselskii le
résultat d’existence de la solution d’'un probléme aux limites associé & une équation
intégro-différentielle non linéaire impliquant des dérivées succéssives a et [ fractionnaire
prise au sens de Caputo ot « € |1,2] et 5 € |0, 1]. Enfin nous avons terminé ce chapitre

avec quelques exemples numériques illustrant les résultats obtenus.
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