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RESUME

Les méthodes du gradient conjugué non linéaire représentent une contribution majeure
a la résolution des problemes d’optimisation sans contrainte surtout de grande taille.
A travers ce mémoire, on se propose d’exposer une nouvelle classe de méthode du gradient
conjugué non linéaire en déterminant le pas par la recherche linéaire inexacte de Wolfe
forte, il s’agit de la classe des méthodes hybrides du gradient conjugué non linéaire.
L’idée derriere cette classe de méthodes hybrides est de combiner deux ou plusieurs va-
riantes de la méthode du gradient conjugué non linéaire afin d’exploiter les caractéristiques
intéressantes de chacune d’entre elles. Cette hybridation se fait par deux choix, soit en se
basant sur le concept de projection, soit en basculant entre eux au cours de la méthode
(des combinaisons convexes). Cette classe de méthodes possedent des bons popriétés de
convergence ainsi des résultats numériques meilleures que celles du gradient conjugué
non linéaire classiques.
Nos simulations numériques (Scilab) illustrent 1’efficacité des méthodes hybrides du
gradient conjugué non linéaires pour la minimisation de quelques fonctions testes bien

connues.

Mots clés : Optimisation sans contraintes, méthodes du gradient conjugué, hybridation,

recherche linéaire inéxacte de Wolfe, algorithme, convergence.




ABSTRACT

Nonlinear conjugate gradient methods represent a major contribution to the solution
of unconstrained optimization problems especially of large size.
Through this thesis, we propose to expose a new class of nonlinear conjugate gradient
methods by determining the step by the strong Wolfe inexact linear search, it is the class of
hybrid nonlinear conjugate gradient methods.
The idea behind this class of hybrid methods is to combine two or more variants of the
nonlinear conjugate gradient method in order to exploit the interesting features of each of
them. This hybridization is done by two choices, either based on the projection concept,
or by switching between them during the method (convex combainisons). This class of
methods have good convergence properties and numerical results better than the classical
nonlinear conjugate gradient methods.
Our numerical simulations (Scilab) illustrate the efficiency of hybrid nonlinear conjugate

gradient methods for the minimization of some well known test functions.

Key words : Unconstrained optimization, conjugate gradient methods, hybridization,

Wolfe’s inexact linear search, algorithm, convergence.
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Introduction 1

Introduction

L'optimisation est une discipline des mathématiques qui s’intéresse a la modélisation,
a I'analyse et a la résolution de problémes consistant & minimiser ou a maximiser une
fonction avec ou sans contraintes, de maniere analytique ou numérique.

Ces fonctions peuvent étre linéaires ou non linéaires.

Les racines de I’optimisation remontent au 18'™ siécle, grace aux travaux réalisés
par : TAYLOR, NEWTON et LAGRANGE qui ont créé les bases des développements limités.
CAUCHY][7] a également été le premier a avoir appliqué une méthode d’optimisation, la
méthode du gradient, pour la résolution des problémes sans contraintes. Peu de progres
ont été réalisés grace a ces contributions importantes.

A la fin de la Seconde Guerre mondiale, une série d’avancées spectaculaires dans les
techniques d’optimisation sont apparues. Il est intéressant de noter que ces progres ont été
réalisés principalement en Grande-Bretagne.

La méthode du gradient conjugué [Voir [3} 28]]] est 'une des plus anciennes méthodes
de la résolution de ce type de probléme. Cette méthode est souvent utilisée pour résoudre
des problemes de grande taille. Elle a été proposée par HESTENES et STEIFEL [14] en
1952, afin de minimiser des fonctions quadratiques strictement convexes. Plusieurs ma-
thématiciens ont étendu la méthode du gradient conjuguée pour le cas non linéaires. Cela
a été réalisé en 1964 pour la premiere fois par FLETCHER et REEVES [11] (Méthode de
Fletcher-Reeves) ensuite par POLAK [22], RIBIERE et POLYAK [23] (Méthode de Polak-
Ribiere-Polyak) en 1969. Une autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher (Méthode de
la descente conjuguée), en 1999 par DAI et YUAN [9] (méthode de Dai-Yuan) et beaucoup
d’autres méthodes.

Récemment, plusieurs mathématiciens ont développé des nouvelles méthodes du
gradient conjugué non linéaire efficaces afin de résoudre des problemes d’optimisation

sans contraintes.
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Introduction 2

La question naturelle qui se pose maintenant est la suivante :
Peut-on combiner deux ou plusieurs variantes du gradient conjugué non linéaire afin

d’obtenir des meilleurs résultats que les autres méthodes?

A travers ce mémoire, on répond a cette question et on rend compte des principaux

résultats obtenus en s’appuyant sur cinq chapitres, comme suit :

PREMIER CHAPITRE :
Dans le premier chapitre (1} on présente les notions préléminaires de I’optimisation sans
contraintes. On commence par introduire quelques outils fonctionnels de base nécessaires
pour l'optimisation. Ensuite on rappelle quelques notions sur les problemes de minimisa-

tion sans contrainte.

DEUXIEME CHAPITRE :
Le deuxieme chapitre 2| est dédié a I'étude des recherches linéaires inexactes, on insiste
ici particulierement sur les recherches linéaires inexactes dites d’Armijo et Wolfe, de plus
I’étude de la contribution de cette derniére a la convergence des algorithmes a directions

de descente.

TROISIEME CHAPITRE :
Le troisiéme chapitre 3|aborde de maniére générale les méthodes du gradient conjugué

linéaire et non linéaire.

QUATRIEME CHAPITRE :
Le quatriéme chapitre | qui est le cceur de ce mémoire, on expose ici la descente des deux
classes de la méthode hybride du gradient conjuguée non linéaire et on démontre leurs

convergence.

CINQUIEME CHAPITRE:

Le cinquiéme chapitre |5met en évidence les résultats obtenus numériquement de notre
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Introduction 3

méthodes hybrides a 1’aide du logiciel (SCILAB) concernant 1’étude de convergence et de

performances avec une discussion et des interprétations adéquates.

Ce mémoire se terminera par une conclusion générale qui récapitule le travail effectué.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Eladassi I



CHAPITRE

Notions préliminaires

La patience est un arbre dont la racine est amere,
e daut les fructs sont tnés doux.

L’objectif de ce chapitre est de rappeler brievement les définitions de quelques notions
importantes sur lesquelles on va s’appuyer dans notre travail, ainsi que quelques propriétés

utiles.

1.1 Définitions et notions de base

Définition 1.1.1. [19]
Soit f : R" =+ R
1. Le GRADIENT d’une fonction de plusieurs variables en un certain point xo € R" est
un vecteur qui caractérise la variabilité de cette fonction au voisinage de ce point.

Le gradient est la généralisation a plusieurs variables de la dérivée d"une fonction

d’une seule variable.

On le note par Vf tel que :




1.1 Définitions et notions de base 5

Vi(xo)=| (1.1.1)
9 (x0)

0x;,

s
> Il est courant aussi de noter le gradient par : Gradf.

2. On appelle LA MATRICE HISSIENNE (ou simplement la hessienne) de la fonction f
en un certain point xy € R” la matrice carrée, notée H(f) de ses dérivées partielles

secondes.

Plus précisément en supposant que toutes les dérivées partielles secondes de f

existent, le coefficient d'indice i, j de la matrice hessienne de f vaut:

. 02 f ..
H;ij(f(x0)) = W(XO) avec i,j=(1,2,..,n). (1.1.2)
Ou, en d’autres termes :
92 82f 92 ]
a_ac% (xo0) 0x10x2 (%) 0x10x;, (%)
92 92 92
S ) Do) o s ()
H(f(xg)) = | 9x20x1 0x5 0X20xy, : (1.1.3)
02 f 0’ f 0 f
| S50 ) G 0) gz (%0)
Définition 1.1.2. [21]
Soit A une matrice carrée , A € M, «n
— la matrice A est dite SYMETRIQUE si :
AT =A (1.1.4)
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1.1 Définitions et notions de base 6

— lamatrice A est dite DEFINIT POSITIVE si et seulemen si elle est positive et inversible,

autrement dit :

Vx € R", xTAx >0 (1.1.5)

Définition 1.1.3. [4] Soit A € M,,»,, une matrice symétrique définie positive, soit x et y
deux vecteurs de R".
On dit que deux vecteurs non nuls x et y sont CONJUGUES par rapport a la matrice A

ou (A-conjugusés), s’ils vérifient :
xTAy = (x,y)a =0 (1.1.6)

On dit que ces deux vecteurs sont orthogonaux pour ce produit scalaire.

> Une famille de vecteurs sont alors conjugués par rapport a A s’ils sont orthogonaux au

sens de ce produit scalaire. En particulier, ils forment donc une famille libre.

Définition 1.1.4. [21]

Soit A € M« une matrice symétrique, b un vecteur de R" et ¢ une constante.

— On dit que la fonction f : R" — IR est une FORME QUADRATIQUE si on peut

I’écrire sous la forme suivante :

f(x) = %xTAx —bT +¢ (1.1.7)

Remarque 1.1.1. La fonction f(x) est dite une forme quadratique définie positive (resp.semi-

définie positive ) lorsque A est une matrice définie positive (resp.semi-définie positive).

Définition 1.1.5. [6] Soit () une partie de R, f : (2 — R une application, On dit que f est

LOCALEMENT LIPSCHITZIENNE si: YM > 0, V(x,y) € O?

1f(x) = fFWIl < Ml[x =y (1.1.8)
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1.1 Définitions et notions de base 7

Définition 1.1.6. [6] Une partie (2 de R" est dite CONVEXE si,
vt € [0,1],V(x,y) € Q% (1 —t)x+ty € Q (1.1.9)
> Cela signifie que,V(x,y) € Q2 le segment [x, y] est tout entier inclus dans O

Définition 1.1.7. [21] Soit f : R" — R une application, on dit que :

1. I'application f est CONVEXE sur R" si :

Vi€ [0,1],V(x,y) e R" xR": f(tx+ (1 —t)y) < tf(x)+(1—t)f(y) (1.1.10)
2. l'application f est STRICTEMENT CONVEXE sur R" si :
Vi €]0,1[,V(x,y) e R" xR"avecx #y: f(tx+ (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —1t)f(y)

Définition 1.1.8. [19]
Soit ) un ouvert de R" et soit f une application a valeurs dans R et soit x un point de Q), f
est dite DIFFERENTIABLE au point x s’il existe une application linéaire continue L de R”"

dans R telle que :
Vh € R"; f(x +h) = f(x) +L(h) +o(||h]|), avec x +h € Q (1.1.11)

Ou, d"une facon équivalente :

Sk h) — f(x) —L(h) _
lim T 0 (1.1.12)

> Une telle application linéaire L si elle existe, est alors unique. Elle s’appelle différen-

tielle de f au point x et notée par : L = Df(x). De plus, sa continuité assure la continuité
de f en x.
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1.1 Définitions et notions de base 8

Définition 1.1.9. [25]

Soit f une fonction définie sur R" a valeurs dans Retd € R" .

1. On dit que f admet UNE DERIVEE DIRECTIONNELLE au point x suivant le vecteur

d, sil'application t € R +— f(x + td) est dérivable en 0 et se note par:

%(x) — limf(x + td) _f(x)
ad t—0 t

> Si d est le vecteur nul, cette dérivée directionnelle existe et a une valeur nulle,

alors on va supposer que d n’est pas le vecteur nul dans ce qui suit.

2. Dans ce cas, sid = ¢ (I'un des vecteurs de base de R"), on appelle cette dérivée

directionnelle la K™ DERIVEE PARTIELLE de f au point x, que 1’on note :

of 1 flxy,x0, o, xp+ 1,00, x0) — f(x1,%x2,..., %)
= l1m
dey t—0 t

(1.1.13)

Définition 1.1.10. [4] Soit {xy }ren une suite dans R” convergeant vers ¥ telle que x; # ¥
& Si

i sup I et1 =51

— =T1<1,
k—00 || — %]

on dit que {xy }ren converge vers X linéairement avec le taux .
& Si
[ xk+1 — |
[[xi — %||

>0 quand k — oo,

alors on dit que la convergence est superlinéaire.

Plus précisément si dp > 1 tel que :

s = I

<
e e < T

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.
En particulier si

s e = 7]

<
P T —z2 <

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2).
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1.2 Optimisation sans contraintes 9

1.2 Optimisation sans contraintes

D’un point de vue mathématique, Le but de I’optimisation est de trouver le minimum
(ou maximum) d’une certaine quantité donnée, que 1’on appelle le cotit ou I’objectif.

Dans ce travail nous supposerons que I'objectif est déterminé par n variables réelles,
qui sont rassemblées en un vecteur x = (x1, X2, ...,x,) € R", et donneront une valeur f(x)
ot f est une fonction de R" a valeurs dand R. Les variables du vecteur x = (x1,x2,...,X,)
peuvent prendre n'importe quelle valeur dans R”, et ca ce que 1’on appelle une optimisation

sans contrainte.

1.2.1 Probléme d’optimisation sans contraintes

Soit f : R" — R on appelle probléme d’ optimisation (minimisation) sans contraites

le probléme (P) suivant :

(P) : minf(x) : x € R" (1.2.1)

> On considére le probleme (1.2.1)) :

Définition 1.2.1. Soit f : R"” — R, une fonction contintiement différentiable :

1. Minimum global :

% € R" est un MINIMUM GLOBAL de (1.2.1) si et seulement si :
f(%) < f(x):Vx e R" (1.2.2)

2. Minimum local :
% € R" est un MINIMUM LOCAL de (1.2.1) si et seulement si il existe un voisinage
Ve (X) tel que :
f(®) < f(x) : Vx € Ve(X) (1.2.3)

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Eladassi I



1.3 Direction de descente 10

3. Minimum local strict :
% € R" est un MINIMUM LOCAL STRICT de (1.2.1) si et seulement si il existe un

voisinage V(%) tel que :

f(%) < f(x):Vx € Ve(X) avec x # & (1.2.4)

0.9
0.8
W Minimum local
0.6

0.4

Minimum global
0.2

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.5 L

S : domaine de recherche
(dimension n)

A

FIGURE 1.1 — Extrema d’une fonction a une variable

1.3 Direction de descente

Définition 1.3.1. Soit f : R" — R, d un vecteur non nul de R" est dite DIRECTION DE
DESCENTE de f en ¥ € R” si et seulement si il existe un réel 6 > 0; tel que pour tout «
dans l'intervalle ]0,6[ on a :

F(F+ad) < f(%) (1.3.1)

Théoreme 1.3.1. [25] Soit f : R" — R une fonction différentiable au point ¥ € R" et d € R"

une dirtection vérifiant la condition suivante :
VvIif(z)d <0 (1.3.2)

Alors d est une direction de descente au point X.
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1.3 Direction de descente 11

Preuve. f est différentiable au point . Donc :

f(x+ad) = f(%) +aVf(&).d+ald|o(Zad), aveco(% ad) - 0 (1.3.3)

ceci implique que

}E}r})f(f + ”“i) — ) _ gTp(w)d < 0 (1.3.4)

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V(0) =] — J, +J]
tel que:

fE+ "‘i) —f®) <0, VYae€|—6,+4] (1.3.5)

La relation (1.3.5) est particulierement vraie pour tout « €]0, +4[. On obtient le résultat
cherché en multipliant la relation (1.3.5) par a > 0.
C’est a dire :

f(&+ad) < f(X) pourtout a €]0,+4]

L’ensemble des directions de descente de f en x est donné par :
{deR" : Vf(x)T.d <0} (1.3.6)

Remarque 1.3.1. La direction de descente d fait un angle 6 avec I'opposé du gradient

—V f(x) qui est strictement inférieur a 90° eton a :

~VTf(x)d
IVIf() Q]

0= arccos

e [0, %[ (1.3.7)

L’ensemble des directions de descente {d € R" : Vf(x)".d < 0} de f en x, forme un

demi-espace ouvert de R".
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demi-espace des direCEions
de descente de f en @

— [ = constante

FIGURE 1.2 — La direction de descente

1.3.1 Exemples de choix de directions de descente

Direction du gradient

Si on choisit 'opposé du gradient comme directions de descente; c’est a dire si on
prend :
d=—-Vf(x) avec Vf(x)#0 (1.3.8)

On obtient alors la direction du GRADIENT

Bien sur —V f(x) est une direction de descente , puisque

Vi()'d = -Vf(x)'Vf(x) = (Vf(x), Vf(x)) = = Vf(x)]* <0 (1.3.9)

Direction de Newton

On va supposer que la fonction f est deux fois différentiable en x

La direction de NEWTON en un point x en lequel le hessien de f est inversible est
définie par :
d=—(V2f(x))"'Vf(x) (1.3.10)

I1 s’agit bien d"une direction de descente si :

>V f(x)#O0.

> V f(x)? est définie positive.
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1.4 Conditions d’optimalité des problemes d’optimisation sans contraintes 13

En Effet
V(x)d = (VF(x),d) = —(VF(x), V() WVf() < bl VAI2 <0 (131D)

Ot Ayyay désigne la plus grande valeur propre de V£ (x).

1.4 Conditions d’optimalité des problémes d’optimisation

sans contraintes

En mathématique, les conditions d’optimalité sont un ensemble d’équations, d'inéqua-
tions ou de propriétés vérifiées par une solution de probleme (1.2.1) (on parle alors de
conditions nécessaires d’optimalité) ou qui permettent d’assurer qu'un point qui les vérifie

est une solution du probleme (1.2.1) (on parle alors des conditions suffisantes d’optimalité).

1.4.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre :

Théoreme 1.4.1. [19] Soit f : R" — R différentiable au point ¥ € R". Si X est un minimum

local de alors Vf(X) = 0.

Preuve. En effet, supposons que Vf (%) # 0.

Puisque la direction d = —V f(%), est une direction de descente, il existe § > 0 tel que :

f(+ad) < f(x), Va€]0,4] (1.4.1)

Ceci est contradiction avec le fait que & est une solution optimal local de (1.2.1) d’ot1 :
Vf(x)=0 (1.4.2)

]
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Condition nécessaire d’optimalité du second ordre :

Théoreme 1.4.2. [21] Soit f : R" — R deux fois différentiable au point ¥ € R". Si ¥ est un
minimum local de alors V f(%) = 0 et la matrice hessienne de f au point %, qu’on note

H(X), est semi définie positive.

Preuve. Soit x € R" quelconque, f étant deux fois différentiable au point %, on aura pour

touta # 0

F(5 +ad) = () + 0% HD)d +o2do(%,ad),  avec o(fad) = 0 (143

a—0

Ceci implique :

f(f+“zz> —f®) _ %dtH(f)d—l- I4]%0(%; ad) (144)

Comme # est un optimum local alors f (X + ad) > f(%)pour « suffisamment petit, d’ott
d'H(%)d + ||d||*o(%; ad) > 0 pour « petit . (1.4.5)

On passe a la limite quand &« — 0, on obtient d'H(%)d > 0, d’ott H(%) est semi définie
positive.
[l

1.4.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoreme 1.4.3. [19] Soit f : R" — R deux fois différentiable au point ¥ € R". Si Vf(%) =0
et H(X) est définie positive, alors X est un minimum local strict de .

Preuve. f est deux fois différentiable au point %. Alors Vx € IR", on obtient :

(x — %) H(%)(x — %) + ||x — £||?0(%; x — &), avec o(%;x — %) e 0 (1.4.6)

Supposons que ¥ n’est pas un minimum local strict. Donc il existe une suite {x;} conver-
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gente vers X telle que

fxg) < f(%) avec xx # X, Vk. (1.4.7)
X — X .
Posons dj = —. Donc ||di|| = 1 et on obtient :
[l — %[l
fl) = f(%) _ 1d;H(5e)dk +o(%x, — %) < 0,Vk (1.4.8)

I — %[22

et comme ||dy|| = 1, Vk alors il existe {di }ren, o telle que d — d pour k — co etk € INjy.
On a bien str ||d|| = 1.

Considérons donc {d }en;, et le fait que o(x; x — x) — 0 pour k — co et k € IN;. Alors :
d'H(%)d <0 (1.4.9)

Ce qui contredit le fait que H (%) est définie positive car ||d|| = 1 (donc d # 0). Donc %

est un minimum local strict. O]

1.4.3 Cas convexe

Théoreme 1.4.4. [25] Soit f : R" — R telle que f est convexe et différentiable. Alors % est un

minimum globale de f si et seulement si

VF(x) =0 (1.4.10)

Remarque 1.4.1. Dans le cas ot la fonction f est convexe, il n’y a pas de différence entre un
minimum local et un minimum global, c’est-a-dire que tout minimum local est également
global. De plus, si f est strictement convexe, tous les minima locaux deviennent non

seulement globaux, mais également uniques.
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CHAPITRE

Recherches linéaires inexactes

Le but de ce chapitre consiste a décrire les principales regles de recherche linéaire
inexacte (Armijo, Wolfe), ainsi que 1'étude de la contribution de cette derniére a la conver-

gence des algorithmes a directions de descente.

2.1 Recherche linéaire

2.1.1 Principe des recherches linéaires

Si la recherche linéaire nous intéresse, ce n’est pas seulement parce que dans les appli-
cations, on rencontre naturellement des problémes unidimensionnels, mais plutot parce
que la recherche linéaire est une piece fondamentale de toutes les méthodes traditionnelles
d’optimisation multidimensionnelle.

Effectuer une recherche linéaire consiste a déterminer un pas «; le long d"une direction de

descente dj, en d’autres termes résoudre le probleme unidimensionnel suivant :
minf(xg +ady), «€ Ry (2.1.1)

Habituellement, nous avons le schéma suivant d’'une méthode de minimisation multi-
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dimensionnelle sans contrainte :

En observant le comportement local de la fonction-cotit f sur l'itération courante xy, la
méthode sélectionne "la direction du mouvement" di (qui est souvent une direction de
descente de 1'objectif f : VT f(x).d < 0) et exécute un pas dans cette direction de la forme

suivante :

X = Xk41 = X+ le.dk (2.1.2)

ol &y est une solution optimale du probleme d’optimisation unidimensionnel suivant :
minf(xk + ady) (2.1.3)
a>0

en vue de réaliser une certaine progression de la valeur de 'objectif f, c’est-a-dire de faire
en sorte que
fxg +agdy) < fxg+ady), Ya>0 (2.1.4)

La plupart des méthodes considerent que xy, d; sont des valeurs fixes et que le pas aj est

déterminé par la minimisation unidimensionnelle de la fonction & : R+ — R tel que :
o — h(a) = f(xg + ady) (2.1.5)

I1 convient de noter que dans les problemes d’optimisation sans contraints, nous devrons

résoudre un probleme d’optimisation dans R pour chaque itération xj.

La méthode de recherche linéaire est ainsi une brique de base de toute méthode multi-

dimensionnelle.

Il existe deux grandes catégories principales de méthodes qui concernent I’optimisation
unidimensionnelle :
@ Les recherches linéaires exactes.

¢ Les recherches linéaires inexactes.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Eladassi I



2.1 Recherche linéaire 18

2.1.2 Objectifs a atteindre

Il s’agit d’atteindre deux objectifs [18] :

Le premier objectif

Consiste a diminuer f suffisamment. Cela se fait le plus souvent en réalisant une

égalité sous la forme :
f(xg + agdy) = f(xx) + "un terme négatif” (2.1.6)

Le terme négatif, dit k, joue un role essentiel pour la convergence de 1'algorithme qui
utilise cette recherche linéaire.
L’argument va comme suit.

Dans le cas ou f(xy) est minorée il existe une constante C telle que f(x;) > C, Vk alors
ce terme négatif doit nécessairement tendre vers zéro. C’est bien souvent a partir de la
convergence vers zéro de cette suite que nous arrivons a montrer que le gradient lui-méme
doit tendre vers zéro. Le terme négatif doit donc prendre une forme tout a fait particuliere
sil’on veut parvenir a en tirer des informations.

Notamment, il ne suffit pas d’imposer f(x; + axdy) < f(x).

Le second objectif

Cela consiste a éviter que le pas ax > 0 soit trop petit, trop proche de zéro. En fait, le
premier objectif est insuffisant puisque 'inégalité est généralement satisfaite par des
pas & > 0 arbitrairement petit.

Mais cela peut conduire a une "fausse convergence", c’est-a-dire a la convergence des

itérés vers un point non stationnaire.
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2.2 Recherche linéaire inexacte d’Armijo

2.2.1 Principe de la régle d’Armijo

On vise a réduire " d'une maniere importante " la valeur de 1’objectif par un pas
Xp — Xgi1 = X + axdy de x; dans la direction dy, tel que f(xy + apdy) < f(xg).
La regle d’Armijo [5] impose une contrainte sur le choix de ay suffisante pour minimiser
localement h.

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une portion
p €]0,1[ de ce que ferait le modele linéaire de f en xi. Cela conduit a 1'inégalité suivante,

parfois appelée condition d”Armijo ou condition de décroissance linéaire :

floxe+ ady) < fxi) + pae VT f () dy (2.2.1)

Elle est de la forme (2.2.1) car p devra étre choisi dans |0, 1[.
I faut qu’en ay, la fonction i prenne une valeur plus petite que celle prise par la

fonction ¢, («) : &« — hi(0) + phy(0)a autrement dit

& — f(xr) + parV T f () dy

pente k;(O)

FIGURE 2.1 — Régle d"Armijo

On voit bien a la figure (2.1)) ce que signifie cette condition.
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2.2.2 Algorithme de la Régle d’Armijo

Algorithm 1: Regle d’Armijo
Etape 0 : (initialisation)
g1 = &g = 0, choisir ax > 0,0 €]0, 1] poser k = 1 et aller a I’étape 1.
Etape 1:
— si hk(ock) = hk(O) + ph]/((O)OCk : STOP (56 = (Xk).
— si hg(ag) > 7y (0) + phy (0)ay , alors a1 = &y, g i1 = g et aller a 1étape 2.
Etape 2:
— siagr1 =0 déterminer ay E]ng/k+1, +oo[
— siagp1 # 0 déterminer wyyq G]ag’k+1, &4 k11| remplacer k par k + 1 et aller a I'étape
1.

2.2.3 Existence du pas d’Armijo

Pour assurer 1'existence du pas d”Armijo en posant quelques conditions sur la fonction /.

Théoreme 2.2.1. [12)] Si by : Ry — R, définie par hi(a) = f(xx + ady) est continue et

bornée inférieurement, si dy. est une direction de descente en xi(h;.(0) < 0) et si p €]0,1], alors

'ensemble des pas vérifiant la regle d’Armijo est non vide.

Preuve. On a

h(a) = f(xx + ady)

o) = f(xi) + pa VT f(xc)d

Le développement de Taylor-Yong en & = 0 de /i est :
he(a) = £+ ady) = f(xx) + paVT f(xp)dy +e(a) ot e(a) — 0, — 0.
et comme p €]0,1[ et h}.(0) = VT f(x;)di < 0 on déduit :

f(xk) + (kaTf(xk)dk < f(xk) + p(kaTf(xk)dk pour & > 0
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On voit que pour a > 0 assez petitona:
hi() < ¢ ()
De ce qui précede et du fait que /iy est bornée inférieurement, et
Po(a) = —00;& — H-00,
on déduit que la fonction ¢, («) — hi(a) possede la propriété :

Po(a) — hy(a) > 0 pour « assez petit

Po(a) — hy(a) < 0 pour a assez grand

Donc s’annule au moins une fois pour a« > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe & > 0 tel que
h(&) = Pp(a) et h(a) < Pp(a) pour 0 <o < &

Ce qui achéve la démonstration.

2.3 Recherche linéaire inexacte de Wolfe

En 1969, WOLFE [27] a proposé une méthode basée sur le choix de deux parameétres.

2.3.1 Conditions de Wolfe faibles

Etant donnés deux réels p et o tel que 0 < p < ¢ < 1, ces conditions sont :

flox + adi) < f(xi) + paV T f(xp)dy

VT (x + adi)die > oV f(x)dy

(2.3.1)

(2.3.2)
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Autrement dit :
hy(a) < i (0) + phy(0)a (2.3.3)

h(a) > ohi(0) (2.3.4)

On voit bien a la figure (2.2) ce que signifie cette condition.

:ub.‘]f—f”"/

FIGURE 2.2 — Régle de Wolfe

2.3.2 Conditions de Wolfe fortes

Flox +ady) < Fag) + paV T F(x)dy (2.3.5)
VT (x + adi)di| < —o VT f(x)dy (2.3.6)
autrement dit :
hi(@) < hi(0) + phy(0)a (2.3.7)
\h(a)| < —ohy(0) (2.3.8)

ou O<p<o<l
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2.3.3 Algorithme de la Regle de Wolfe

Algorithm 2: Regle de Wolfe
Etape 0 : (initialisation)
g1 = &g = 0, choisir &y > 0,0 €]0, 1[, poser k = 1 et aller a I'étape 1.
Etape 1:
— si hg(ag) < he(0) + phy(0)ay et hy(a) > oy (0) : STOP (& = ay).
— si g (ax) > he(0) + phy(0)ay alors agp i1 = Ag, Ao i1 = &gk
et aller a I'étape 2.
— silp(a) < ohi(0), alors agpiq = Ak, Ag i1 = Ak
et aller a I’étape 2.
Etape 2:
— siagr1 = 0 déterminer agyq €]ag i1, +00]
— siagrq 7 0 déterminer ayq €]ag i1, &g k1 remplacer k par k + 1 et aller a I'étape
1.

2.3.4 Existence du pas de Wolfe

Théoréme 2.3.1. [13] Si by : Ry — R; définie par hi(a) = f(x + ady) est dérivable

et bornée inférieurement, si dy. est une direction de descente en xy et si p €]0,1[,0 €]p, 1], alors
'ensemble des pas vérifiant la regle de Wolfe (faible) - est non vide.

Preuve. On a

hi(a) = f(xx + ady)

Po(a) = fxx) + paV7 f(x)dy

Le développement de Taylor-Yong en a = 0 de Iy est :
he(a) = f(xe 4+ ady) = f(xx) +0aVTf(xp)de + al(a)ol(a) — 0,a — 0.
Et comme p €]0,1[ et 1;,(0) = VT f(x;)dx < 0 on déduit :

Flxe) +aVT f(xp)de < f(xx) + paVT f(xp)dy pour a >0
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On voit que pour a > 0 assez petit on a : i (a) < 1, («)
De ce qui précede et du fait que hy est bornée inférieurement,

et Pp(a) — —oo;& — 400, on déduit que la fonction 1, (a) — h(a) a la propriété :

Po(a) — h(a) > 0 pour a assez petit

Po(a) — () < 0 pour « assez grand

donc s’annule au moins une fois pour « > 0. En choisissant le plus petit de ces zéros on

voit qu'il existe & > 0 tel que :
hi (&) = Po(&) et he(a) < Pp(a) pour 0 <a < & (2.3.9)
La formule des accroissements finis fournit alors un nombre &,0 < & < & tel que
(&) — 14(0) = &},(&) = &V f(x; + g )dg

= paV" f(x)dx = &V f(x) + &dy)dy
= VI f(x +&dy)di = oV f (xi)dy > oV f (xi)dy

Car0<p<o<letVIf(x)de<0.
Donc & satisfait (2.3.2 - D’autre part, « = & satisfait (2.3.1)) en effet,
a satisfait (2.3.9) I (&) < (&) n’est autre que :

flop + adi) < f(xi) + pa V7 f(xp)dy

Ce qu'il fallait démontrer . O
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2.4 Contribution des recherches linéaires inexactes dans la
convergence de la classe des méthodes a directions de

descente

2.4.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette partie, nous allons étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte
a la convergence des algorithmes de classe des méthodes a directions de descente.
Tout d’abord on va définir une condition importante sur les méthodes a direction de

descente afin d’assurrer leurs convergence

Définition 2.4.1. On dit qu'une régle de recherche linéaire vérifie la condition de Zoutendijk

s’il existe une constante C > 0 de telle sorte que pour chaque indice k > 1 on ait :

fxr) < f(x) = CIVF(x)]|? cos® b (24.1)
ol 0y est I'angle que fait dy avec —V f(xy), défini par :

— VT f(xi)di
cosf = ——————
il
Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk [ Voir [28] ].

Proposition 2.4.1. Si la suite {x; } générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condition
de Zoutendijk et si la suite { f(xy)} est minorée, alors

Y V£ (x)|[? cos® B < oo (2.4.2)
k>1

Preuve. En sommant les inégalités (2.4.1), on a

S IV F(0)|2cos? 0 < = (F(x1) — flxisn)

k>1

@

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C’ telle que pour tout k,
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f(xx) > C’ La proposition suivante précise les circonstances dans les quelles la condi-

tion de Zoutendijk (2.4.1)) est vérifie avec la regle de Wolfe. O]

Proposition 2.4.2. Soit f : R" — R une fonction continiiment différentiable dans un voisinage
de A = {x € R": f(x) < f(x1)} On considere un algorithme a directions de descente dy, qui
génere une suite { xy }xen en utilisant la recherche linéaire de Wolfe — (2.3.2)).

Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k > 1 la condition de Zoutendijk

est vérifiée.
Preuve. D’apres
VT (xx+ agdi)di > oV f(x)dy
= (Vf(x+apdy) = Vf(x) die > (0 = 1)V f(x)d

=—(1—0)V f(xp)d = (1= 0) |V f(xi)di]
& (1—0) |V fxp)di| < (Vf(xi+ agdy) — V£ (x))  di

Et du fait que f est continument différentiable :

(1=0) |V f(xe)de] = (1= )|V £ () ||| i | cos 6
<V f(xx + aged) — V f (xie)) ||| e
= (1—0)||VTf(x¢)|| cos 0 < La||dy|

1—-0
= alldell < T2 VT f(x0)] cos

En utilisant (2.3.1) , on aura :

f (e + apdi) < f(xi) + paieV f () di
= f (i 4 i) < f(xx) + paV f () di
= f (X + adi) < f(xx) + |paV f (i )dg|
= f (x4 axdye) < f(x) — paV f (o) di
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= f (X 4+ axdi) < f(xi) — pa ||V f (x) || || || cos 6
= f (xx + axdi) < fxx) — pa||V f (xx) ||| di || cos Ok

= Floxe ) < F(xe) — PO D9 () P cos

On en déduit (2.4.1) O
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CHAPITRE

Méthode du gradient conjugué

En analyse numérique, la méthode du gradient conjugué est un algorithme développé
dans le but de résoudre des systemes d’équations linéaires dont la matrice est symétrique
et définie positive.

Il s’agit d'une méthode itérative a direction de descente qui converge en un nombre fini
d’itérations, elle a été proposée par HESTENES et STEIFEL[14] en1950.

Dans ce chapitre, on va décrire les méthodes du gradient conjugué mais avant d’y

accéder on va tout d’abord étudier de fagon breve la méthode du gradient.

3.1 Meéthode du gradient

Il s’agit d’'une méthode fondamentale proposée par CAUCHY [7] en 1847 afin de
minimiser des problemes d’optimisation sans contrainte. En effet, cette méthode prend
comme direction : di = —gj. Dans ce cas donc on peut dire que la méthode du gradient est
une méthode a directions de descente.

Au point courant xy, la direction du gradient négatif représente la meilleure direction
pour la recherche d’un minimum de 1'objectif f, c’est pour ce la que l'algorithme du
gradient est également connu sous le nom d’algorithme de la plus profonde descente ou la

plus forte pente (steepest descent).
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3.1.1 Algorithme de la méthode du gradient

Algorithm 3: Méthode du gradient

Etape 0 : (initialisation)

Soit x¢ le point de départ.

Poser dg = —V f(xy),

Poser k = 0 et aller a I’étape 1.

Etape 1:
"Test d’arrét" : si |V f(xx)|| =~ 0 : STOP ( ¥ = xi).
Sinon aller a I’étape 2.

Etape 2:
Définir xj 1 = xx + apdy avec:

dk = —Vf(xk) (3.1.1)

ay est déterminer par une recherche linéaire (3.1.2)

Poser k = k 4 1 et aller a I’étape 1.

3.1.2 Convergence de la méthode du gradient

La convergence de I'algorithme du gradient est assurée par le théoréme suivant.

Théoreme 3.1.1. [4] Supposons que f soit deux fois continiiment différentiable. Si la Hessienne
V2 (%) de la fonction f est définie positive et possede la plus petite valeur propre Ay > 0 et la plus
grande valeur propre A, > 0, alors la suite de valeurs objectives { f (xy) } générée par I'algorithme

du gradient converge vers f(X) linéairement avec un taux de convergence non supérieur a

M= MY (x—1)?
() (5)
ie.
k—1\2
f(xk1) < (x+1) f(xk) (3.1.4)

A . .
ou K = ™ est le nombre de conditions du hessienne.
1
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3.2 La méthode du gradient conjugué linéaire

3.2.1 Principe général

La méthode du gradient conjugué est une méthode trés puissante et trés utilisée pour la
résolution des problemes d’optimisation sans contraintes surtout de grande taille.
Elle se base sur le concept des directions conjuguées, car les gradients successifs sont a la

fois orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée pricipale de cette méthode est de construire une suite de directions de descente
que sont mutuellement conjuguées par rapport a la fonction quadratique afin de résoudre

le probleme d’optimisation sans contraintes (P) suivant :

(P) : {minf(x) : x € R"} (3.2.1)

Ot f est une fonction quadratique strictement convexe de n variables.

Ca veut dire que la minimisation de f(x) revient a la minimisation de g(x) ot :

1

g(x) = ExTAx —bTx+¢, avecx € R" (3.2.2)
o A € M », est une matrice symétrique et définie positive.
by
eb=| : | unvecteurdeR".
by

e ¢ € R est une constante.

La méthode du gradient conjugué linéaire est une méthode itérative, elle consiste a

générer une suite {x; } de la maniére suivante :
v/ On commence par un vecteur xy donné comme point de départ.

v/ A chaque étape k si on a x; € R" alors le successeur xj 1 de xi est déterminé par la
relation suivante :

Xki1 = Xk + agdy (3.2.3)
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Ou {do,dy,- - - ,dn} constitue un ensemble de directions de descente ayant la

propriété d’étre mutuellement conjuguées par rapport a la fonction quadratique

q(x).

Les directions de descente d; cherchées sont définées avec les formules de récurrence
qui suit :
—80=Vq(xo) si k=0

d, = (3.2.4)
—Qk+ Brdk—1  si k>1

Le gradient de f au point x; est notée par gx. On détermine la valeur du pas ay € R4
par une recherche linéaire c’est ce qu’on appelle une optimisation unidimensionnelle et le
coefficient B € R est déterminé d’une maniere ou les directions dj soient mutuellement

conjuguées par rapport a la forme quadratique g(x).

3.2.2 Détermination du pas «;

En effet, une méthode pour déterminer le pas oy est de résoudre le probleme d’optimisa-

tion unidimensionnel suivant :
A = minf(xk +ady), « >0 (3.2.5)

On note
Sk = Vf(xx) = Vq(xi) = Axp — b (3.2.6)

Comme a; minimise g dans la direction dj alors le pas ay vérifie la condition nécessaire

d’optimalité et on a Vk :
ﬂ ! _ 4T —
7y (k) = 4 () = di Vi (xe4r) =0 (3.2.7)
dIVq(xep1) = df (Axgeq —b) =0 (3.2.8)
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D’oti:
dTA(xy + axdy) —dlb =0 (3.2.9)
Alors
T _ T T
= df Awdy = —d (Axi +b) (3.2.11)
D’ou l'on tire i )
—dT(Ax. —
ap = —k (T = b) (3.2.12)
d; Ady
Donc T
— O 8k
X, = 3.2.13
k d}'{Adk ( )

Le pas aj obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

3.2.3 Détermination du ccefficient

Les ccefficients By étant choisis de telle maniére que dj soit conjuguée avec toutes les

directions précédentes. Autrement dit il faut avoir :
T
on en déduit :

df 1 Adg = 0 = (=Vq(x41) + Bryady) "Adg = 0
= —VTQ(karl)Adk + ‘Bk+ldIZ-Adk =0

VTg(xpsq)Ady
:>ﬁk+1: qC(ZEXC;k)
T
Sk+ 14k
= Pi+1 =
Prea dTAdy
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3.2.4 Algorithme du gradient conjugué linéaire

Nous allons utiliser 1’algorithme suivant pour résumer tout ce qui est dit ci-dessus :

Algorithm 4: Méthode du gradient conjugué linéaire

Etape 0 : (initialisation)
Soit xg le point de départ, g9 = Vg(xo) = Axo — b.

Poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a I'étape 1.
Etape 1:

Si ||gk|l = 0:STOP (X = x)."Test d’arrét"
Sinon aller a I'étape 2.

Etape 2:

Définir xy. 1 = x + aydy avec:

—dzf 8k
= 3.2.14
K d}z"Adk ( )
dip1 = —8k+1 + Bry1dk (3.2.15)
T
_ Sin Al (3.2.16)

Pevi = =7 ,——
T dTAdy

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

3.2.5 Convergence de méthode du gradient conjugué linéaire

On a vu que la méthode du gradient conjugué linéaire converge vers la solution opti-
male enen au plus n itérations (en supposant que les calculs numériques sont exacts). Pour

montrer sa validité, nous devons tout d’abord énoncer les lemmes suivants :

Lemme 3.2.1. On note :
8k = Vq(xx) = Axg — b (3.2.17)

ot x,, k = 0,...,n — 1sont obtenus par I'algorithme du gradient conjugué linéaire. Alors on a :

8hagi=0 k=0,...,n—1; j=0,... kn (3.2.18)
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Lemme 3.2.2. Les directions {dy,d1, . ..,d,_1 } engendrées par I'algorithme du gradient conjugué

linéaire sont A conjuguées.

Théoréeme 3.2.1. [19] A une itération k quelconque de I'algorithme ou l'optimum de q(x) n’est

pas encore atteint (c-a-d ¢; #0,i=0,1,...,k)ona:

a) ,
8k 8k
— 3.2.19
X d}z‘Adk ( )

b)

T
Sies118k+1 — 8k
Brq =S (3.2.20)

Sk 8k

T
_ 8k418k+1

L (3.2.21)
8i 8k

c) Les directions dy, dy, . . ., di1 engendrées par I'algorithme sont mutuellement conjuguées.

Preuve. La Démonstration de ce théoreme se fait par utilisant la récurence sur k. Supposons
que do, dy, . . ., di soient tous mutuellement conjugués.

a) On va d’abord montrer I'équivalence de (3.2.19) et de (3.2.13) :
Ona:dy = —gx + Bxdr_1, et (3.2.13) peut s’écrir de la fagon suivante :

©T dT Ady
_ gkt Brdr-1] "k
dT Ady
_ ﬁkdzflgk
dTAdy

88k
dTAdy

Comme (dy, dq, ..., dx_1) sont mutuellement conjuguées, x est 'optimum de g(x) sur la
variété o passant par xg et engendrée par (dg,dy,...,di_1). Donc d{ ;g = 0 d’ott I'on

déduit (3.2.19).

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Eladassi I



3.2 La méthode du gradient conjugué linéaire 35

b) Pour démontrer (3.2.20) remarquons que :

k1 — 8k = A(Xpy1 — xx) = aAdy

1
= Adg = —[gk+1 — gkl
Xk
On a alors:
SErAd = gl g — g
k+141%k {xkgkﬂ 8k+1 — 8kl»
En utilisant (3.2.19)
0
KT ATAd
k k
il vient
Al Ad
T k kT
Ady = —— [Qk+1 — Skl
8k+1 glzgk 8k+118k+1 — &
8f 1 Ady _ Sii1l8k+1 — 8]
dZAdk glzgk
Or . .
Briq = Skr1Adk . 8k+1[8k+1 — 8x]
+1 — - 7
dZAdk g;{gk
Ce qui démontre (3.2.20).
Alors du fait que :
gg+1gk = 0/
Car
Sk = dx — Prdr—1-

Appartient au sous-espace engendré par (do,d, ..., dx) et que g1 est orthogonal a ce

sous-espace, de cela nous obtenons la formule (3.2.21).
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¢) Enfin on va montrer que dj 1 est conjuguée par rapport a (do, ds, ..., dy), alorsona:

i Ady = (—gks1 + Brardr) " Ady
= — gL Ady + Bri1di Ady

8E+1Adk

okl P dTAd, =0
dTAd, K

= _glzﬂAdk +

Vérifions maintenant que : d,LlAdi =0pouri=0,1,...,k—1.
Ona:

di 1 Ad; = g5 1 Adi + Brirdi Ad;.

Le seconde terme est nul par I’hypotheése de récurrence (dy, dy, . . ., di) sont mutuellement
conjuguées).

Montrons qu’il en est méme du premier terme. Puisque x;;1 = x; + a;d; et que a; #Oona:

1 1
Adj = —(Axip1 — Axi) = —(8iv1 — &i)-
« i

1
En écrivant :
Sit1 = dip1 — Bid,
gi=di— Bi—1di_1,

On voit que Ad; est combinaison linéaire de d;,d; et de d;_1 seulement.
Mais puisque (dy, dy, . . ., d) sont mutuellement conjuguées, on sait que le point xj 1 est
I'optimum de g(x) sur la variété &1, engendrée par (do, dy, ..., di).
Donc gx.1 est orthogonal au sous-espace engendrée par (do,dy,...,d;) et comme Ad;
appartient a ce sous-espace poui = 0,1,...,k — 1, on en déduit g/ 4+1Ad; ce qui acheve la

démonstration. ]
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3.2.6 Vitesse de convergence

Le résultat suivant est de Luenenberger [17], fournit une estimation de la décroissance

de la norme d’erreur x; — %, en terme x du conditionnement de la matrice A :

_ Amax (A)

. (A) /\min (A)

(3.2.22)

Ol : Amax(A), Amin(A) sont respectivement, les plus grandes,petites des valeurs propres de

la matrice A. La norme utilisée est donc la suivante :

1
x|, = (xTAx> ’ (3.2.23)

Théoreme 3.2.2. [|[17] Soit x le conditionnement de A. La suite {xy} générée par 'algorithme du

gradient conjugué linéaire vérifie I'estimation

k
- vri—1 .
vk — )4 <2 ( 1) =il (3:2.24)

3.2.7 Les avantages de la méthode du gradient conjugué linéaire

1— L'algorithme du gradient conjugué linéaire est trés utile dans le but de résoudre
des grands systemes creux, en effet il suffit de savoir comment appliquer la matrice A a un
vecteur .

2— La convergence peut étre trés rapide si A admet seulement r (r < n) valeurs propres

distincts la convergence a lieu en au plus r itérations.

3.3 Exemple

Exemple 3.3.1. Dans cet exemple on va minimiser la fonction quadratique suivante en

utilisant la méthode du gradient conjuguée linéaire :
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Soit f: R2 = R, (x1,%2) — f(x1,x2)

On peut l’écrire sous la forme :  f(x)

Remarquons tout d’abord que A =

Ay

De plusona: g

et on prend comme direction initial dy

80

do

on calcule || go |2

38
—1x2+x2—x -2
1 10 1
= —xf X — x, avec x9=(0,0)7
2 0 2 2

est définie positive car Ay = 1 > 0 et
0 2

= 2> (0 = f est une fonction quadratique strictement convexe.

Vf (xk) = Axk — b,

= —g0, e=10"6
10 0 1 1
0 2 0 2 2
1
p— —O: ’
§ 2
= V5>10"°%=¢

Avant toute chose, rappelons que les itérations de la méthode du gradient conjugué sont

définies comme suit : xg 1 = x; + aydy, avec
T
—di 8k
K T ,
—dr 5
Donc, on obtient ay = T—Ogo =—
dyAdy 9

k=1:

X1 = xo + apdp
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g1 = Vf(x))=Ax1—0
—4
— gl = g ,
9
leil. = V024691358 = 0.496903995 > 106 =
Comme dyi1 = —gks1+ Pri1dk
T T
i1 A4dk ¢TAdy 044
Pri dT Ad, Y7 aTAdy 9
k 0
0.4938
di = —q1+Brdy =
! sith ( —0.1234 )
—dig
= = 0.85
T AT Ad
k=2
X2 = x1+adg
5
9 0.4938 1
— xm=| {) | +0914 —
5 —0.1234 1
by = Vf (xz) = sz —b
10 1 1
fr— gz e — — O,
lg2l = 0<10°=¢

En conclusion, la méthode converge en 2 itérations, c’est a dire que le min de f est atteint

enX =xpetona:
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1
o _ T
f=x, =
o\
1 10 1
fE=5(11) N R -(12)
En effet, f(%) = —1.5 est le minimum global de la fonction f avec la précision donnée.

3.4 Laméthode du gradient conjugué non-linéaire

3.4.1 Principe général

La méthode du gradient conjugué linéaire a été proposé afin de minimiser des fonctions
quadratiques strictement convexes. La question qui se pose maintenant est peut-on utiliser
cette méthode pour minimiser des fonctions non convexes ou méme des fonctions non-
linéaires?

Afin de minimiser une fonction non-linéaire f, la méthode du gradient conjugué doit

étre adaptée selon les étapes ci-dessous :

v/ D’abord, on effectue une recherche linéaire pour déterminer le pas ay qui minimise

la fonction non-linéaire f le long de dy.
v/ Ensuite, le résidu Vg devra étre remplacé par le gradient de la fonction f.

On obtient alors un algorithme trés efficace pour 1’optimisation non-linéaire.
Pour garantir que la direction dj, 1 est une direction descente, le parametre a; devra

vérifier certaines conditions. En effet, si la recherche linéaire est exacte, on voit que :
VIf(x)de <0

Par contre, si la recherche linéaire n’est pas exacte ( puisque la recherche exacte est trop
cotteuse), d’autres conditions doivent étre imposées.
L'idée de cette méthode est de construire des directions d, . . ., dy mutuellement conju-

guées d'une maniere itérative.
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La direction d étant obtenue a chaque étape k comme une combinaison linéaire du gradient
au point xy et de la direction précédente dy_1, les coefficients seront choisis de telle maniere
que dj soit conjugué avec toutes les directions précédentes.

Nous nous intéressons ici a la minimisation d"une fonction f de n variables a valeurs

réelles
min {f(x):x € R"} (3.4.1)

pas nécessairement quadratique.

Comme indiqué précédemment, la direction dj est définie par la formule de récurrence

suivante :
— si k=0,
dp = 30 (3.4.2)
— 8k —+ ﬁkdk—l si k > 1
avec gx = Vf(xr), Br € Ret {x;} est généré par la formule suivante :
Xpa1 = Xg + apdy (3.4.3)

et le pas ay étant calculé par une recherche linéaire.

3.4.2 Quelques variantes de la méthode du gradient conjugué non li-
néaire

Les différentes variantes de la méthode du gradient conjugué non linéaire sont des
extensions de la méthode du gradient conjugué linéaire pour le cas quadratique. Plusieurs
mathématiciens ont étendu la méthode du gradient conjugué pour le cas non linéaire. Ceci
a été réalisé pour la premiere fois, en 1964 par Fletcher et Reeves [11](méthode de Fletcher-
Reeves), en 1969 par Polak-Ribiére [22] et Ployak [23] (méthode de Polak-Ribiere-Ployak),
en 1999 par Dai et Yuan [9] (méthode de Dai-Yuan).

Dans le tableau ci-dessous on va citer quelques variantes de la méthode du gradient

conjugué non linéaire :
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TABLE 3.1 — Les différentes variantes du gradient conjugué

T
Bi fl gs}rlyk Proposé par Hestenes et Steifel [1952]
kY
2
BiX, = Hﬁ“ﬁ | Proposé par Fletcher et Reeves [1964]
Sk
gk+1v f (xx) d ) .
Proposé par Daniel {1967
ﬁk—{—l d”{v2f (xk) dk p p [ ]
T
BiXl = ng;—lﬁ/zk Proposé par Polak, Ribiere et Polyak [1969]
BiP = Hgk? I Proposé par Fletcher [1987]
—dy 8k
Skr1Yk
Bkl = k;lr% Proposé par Lieu et Story [1991]
—4 8
I8x+1l1* ) .
BN, = T Proposé par Dai et Yuan [1999]
k 8k
) —ts
BoL = Sk+1 (%’;k k), t > 0 | Proposé par Dai et Lieu [2001]
Lo (z —ts
Bit 11 = — 3kl ;Tk 2 Proposé par Yabe et Takano [2004]
k“k
laou:
Yk = 8k+1 — 8k
Sk = Xk1 — Xk
=Yk + 7 Lo LR 0> 0 et u €[0,1]
Sk U
et

ok = 6(fx — fir1) +3(8k + gkr1) sk
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3.4.3 Algorithme du gradient conjugué non linéaire avec la recherche

linéaire inexacte de Wolfe forte

Nous allons présenter ci-dessous le schéma général de I'algorithme du gradient conjugué

non linéaire pour des fonctions quelconques.

Algorithm 5: La méthode du gradient conjugué non-linéaire

Etape 0 : (initialisation)

Soit xg le point de départ, g0 = Vf(xg), poser dg = —go,

poser k = 0 et aller a I'étape 1.

Etape1:

Si ||gk|l = 0:STOP (& = xi)."Test d’arrét" Si non aller a I'étape 2.
Etape 2:

Définir xy, 1 = xx + aydy, avec :

i : déterminé par la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte .

A1 = —8k+1 + Brr1dk (3.4.4)

Bi : défini selon la méthode.

Poser k = k + 1 et aller a 1’étape 1.

3.4.4 Convergence des méthodes du gradient conjugué non linéaires

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non linéaire
avec des recherches linéaires inexacte était démontré par Al-Baali [1].
Le résultat qui suit garantit la convergence de toutes les variantes de la méthode du gra-

dient conjugué non linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe pour des fonctions
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quelconques.

Théoreme 3.4.1. [4] Supposons que I'ensemble A = {x € R" : f(x) < f(x1)} est borné oi
x1 € R" est le point initial et que sur un voisinage V de A, la fonction objectif f est continiiment

différentiable et son gradient est lipschitzien. Considérons une méthode du gradient conjugué non

linéaire du type (3.4.2) et (3.4.3) ot ay est déterminée avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe

forte (2.3.5) et (2.3.6). Alors

liminf ||gx|| =0, (3.4.5)
k—o0

o

; || dk” 5 . (3.4.6)

Preuve. De (3.4.4) pour toutk > 1,

di1 + k1 = Bra1dk (3.4.7)
en appliquant le carré sur les deux cotés de (3.4.7) résulte :
ks ]]> = = llgrsall® = 281<T+1dk+1 + ﬁ%+l 1 de||? (3.4.8)
Puisque dj satisfaitfies la condition de descente g;dy < 0 d’apres (3.4.8), il en déduit que
Idkall® = = llgrrall® + Brit 1dg)? (3.4.9)

De (3.4.4)

T T 2
Skr19k+1 — ;Bk+1gk+1dk = — || g1l

lequel, avec la condition de recherche linéaire de Wolfe forte (2.3.5) montre que

‘81?+1dk+1) + 0 |Brs1] ‘ngdk‘ > ||gkr1)? (3.4.10)

En appliquant 'inégalité (a + Ub)2 < (1 + 02) <a2 + bz) pour touta, b, o > 0 avec,
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0 = |gkr1dx11| et b = |Bry1l|gi dxl, de (3.4.10) on peut écrire

2 2
(ngﬂdm) + B <ngdk> > c|lgesll* (3.4.11)

-1
ollc = (1 + (72> Par conséquent, de (3.4.9) et (3.4.11) , il résulte que

2 2 r
(8E+1dk+1) (g,fdk) 1 T 2 ||dk+1||2 T, \?
=+ = Skr1k+1) + 5 8k dk
ldiia|® ldell®  lldial® (shiaden) (Al (sf)
1 [ 2 2 (gldy
= 1H2 (glzﬂdkﬂ) +/5%+1 (g;fdk) - (Hd H) k1l ]
+ L
1 (g Td)
> cllgrsll* - | g1l ]
s l® | g ]|>

(3.4.12)
Or, si ( n’est pas vrai, alors (3.4.12) et la condition de Zoutendijk (2.4.2) impliquent

que I’ 1negahte suivante

2
(g£+1dk+1> + (ggdk) E”gk+1|| (3413)
dioq|? i ||? = d o

| et ]] | k| i1 )?

est vérifie pour k sufficiemment grand. Avec cela, I'inégalité (3.4.6) suit (3.4.13) et (3.4.12).
[
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CHAPITRE

Méthodes hybrides du gradient conjugué non

linéaire

Dans ce chapitre on va présenter le noyau de notre travail qu'on a eu ’honneur
d’exposer dans la conférence nationale " National Conference on Applied Mathematics
and Didactics (NCAMD2021)" organisée par 'université de Constantine, le 26 Juin 2021
[Voir [10]].

Dans cette partie on va aborder la classe des méthodes hybrides du gradient conjugué
non linéaire.

Cette derniére se divise en deux parties : méthodes hybrides de projection et méthodes
hybrides basées sur des combinaisons convexes .

Avant d’étudier ces deux catégories, on va tout d’abord présenter le principe d’hybridation.

4.1 Principe général

Les méthodes hybrides du gradient conjugué non linéaires sont des méthodes qui
combine deux ou plusieurs variantes du gradient conjugué non linéaire afin de minimiser
des problémes d’optimisation sans contraintes, soit en se basant sur le concept de projection

(méthode hybride de projection), soit en basculant entre eux au cours de la méthode
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(méthode hybride convexe).

Ceci est généralement fait pour combiner les caractéristiques souhaitées de chaque
variante, de sorte que la méthode globale (hybride) soit meilleur que les composantes
individuelles.

On considere le probleme d’optimisation sans contraint suivant :

(p): min{f(x);,x € R"} (4.1.1)

ot f : R" — R est une fonction contintiment différentiable.

Les méthodes du gradient conjugué sont trées efficasses pour résoudre des problémes
d’optimisation sans contrainte de ce type, surtout lorsque la dimension n est grande.

Généralement, les itérations générées par la méthode du gradient conjugué afin de résoudre
le probleme (4.1.1) sont obtenues par :

Xpr1 = Xk + apdy (4.1.2)

Ou, le pas a; € R4 est calculée en effectuant une recherche linéaire exacte ou inexacte, et

la direction dj est générée par la formule de récurrence suivante :

— si k=0,
dy = 80 (4.1.3)

—ge+Brdi_y si k>1

avec un scalaire approprié By € R et g = V f(x¢). Le pas ay est généralement calculée par

la recherche linéaire de Wolfe.
flx+ ardi) < f (k) + paegy di §(xi + aydy) T dy > ogfdy (4.1.4)
ou par la recherche linéaire de Wolfe forte

f (e + andi) < f(xe) + poegyl ., 1§ (x4 adie) Ty | < —ogldy (4.1.5)
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ol les parametres et vérifient 0 < p < o < 1.

En ce qui concerne les différentes valeurs de By, il existe des méthodes distinctes
de gradient conjugué; on cite par exemple quelques méthodes bien connues : méthode
de Fletcher-Reeves, méthode Polak-Ribiére-Polyak, méthode Hestenes-Stiefel, méthode

Dai-Yuan et la méthode de Liu-Storey ... . Leurs parametres B sont spécifiés comme suit :

FR ||gk+1||2
A (116
PRP ||8k+1”2
— lokrlll 4.1.7)
ﬁk+1 d]zyk
HS 813 1Yk
+
= (4.1.8)
k+1 d]’{yk
2
DY | grt1]l
— llok+1ll (4.1.9)
k+1 dgyk
LS ng 1Yk
+
— (4.1.10)
k+1 _d]zgk

ot ||| représente la norme Euclidienne et yx = gx11 — Q&
Les propriétés de convergence de ces méthodes ont été mentionnées dans plusieurs réfé-
rences [Voir [23,(8, 28, 9, 22]]

4.2 Méthodes hybrides du gradient conjugué non linéaire
de projection

Dans cette section on va présenter trois différentes variantes de la classe des méthodes
hybrides du gradient conjugué non linéaire de projection. Ces variantes sont égaux théori-
quement mais pratiquement elles sont différentes. Aprés avoir présenter ces variantes on

va citer leurs algorithmes, prouver le théoreme qui assure leurs convergence.
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4.2.1 Méthode hybride de Wei, Yao et Liu

La méthode hybride WYL [26] a été proposée en 2006 par Wei, Yao et Liu.
Cette variante est une modification de la méthode PRP.
Vu que la méthode PRP est plus perfermante que les autres variantes du gradient conjugué
non linéaire, mais aucun résultat de convergence n’a été établit. Cette méthode hybride de
projection possede les avantages de la méthode PRP en plus Wei, Yao et Liu ont prouvé
que la direction de cette méthode est de descente sufficiente et converge globalement si le
pas est déterminé par la recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte si o < —.

!
Le parametre B}' 'L est donné par :

2 _ &l T
WYL _ 18kl1” — e 118k 8k-1

k 2
1§kl

4.2.1)

4.2.2 Méthode hybride de Yao, Wei et Huang

La méthode hybride YWH [24] a été proposée en 2007 par Yao, Wei et Huang.
Cette variante est une modification de la méthode HS.
Cette méthode hybride de projection possede les avantages de la méthode HS en plus Yao,
Wei et Huang ont prouvé que la direction de cette méthode est de descente sufficiente et
converge globalement si le pas est déterminé par la recherche linéaire inéxacte de Wolfe.

Le parametre /SzWH est donné par :

2 _ gl T
ywrr _ 186"~ g8k 8k

¢ dl | (8k — 8k-1)

(4.2.2)

4.2.3 Méthode hybride de Jian, Han et Jiang

La méthode hybride JHJ [15] a été proposée en 2015 par Jinbao Jian , Lin Han et
Xianzhen Jiang.

Cette variante est une hybridation des deux variantes présentées dessus (WYL et YWH).
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Le parametre [SiH] est donné par :

2
|8k l|* — max {0, H!ff!ug}zgk—l}

max {gi 11 4] (52— 36-1))

JH] _
L=

(4.2.3)

Il est facile de voir que ,8£H] = BPY ou BER ou BYYL ou BYWH, donc ﬁiH] est I'une des
hybrides de gPY, BER, BIYYL et BYWH. Ainsi, une nouvelle méthode du gradient conjugué
hybride est induite.

Cette nouvelle méthode hybride possede de bonnes propriétées de convergence et de
descente. En effet ses directions sont de descente et ceci quelle que soit la technique de
recherche linéaire inéxacte utilisée, autrement dit qu’elle est indépendante de la regle de
Wolfe et d’Armijo, ce qui permet d’avoir une large gamme de choix du pas.

En particulier, si le pas est donnée par la recherche linéaire de Wolfe (4.1.4), alors la méthode

proposée est globalement convergente.

4.2.4 Algorithme des méthodes hybrides du gradient conjugué non li-

néaire de projection

Algorithm 6: Algorithme des méthodes hybrides du gradient conjugué non linéaire de

projection

Etape 0 : (initialisation) Soit x; un point initial et ¢ > 0. Définir d; = —g;, poser k = 1.

Etape 1:Si ||gx|| < ¢ STOP. Si non aller a 1’étape 2.

Etape 2 : Déterminer le pas aj par une recherche linéaire appropriée.

Etape 3 : Générer 'itération suivante par x; 1 = X + axdy calculer gr 1 = g(x,1) et
,Biﬂ par (4.2.3

Etape 4 : Calculer la direction en utilisant dy | = — g1 + ﬁiﬂ dp.

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.
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4.2.5 Descente de la direction

Le lemme suivant indique que les directions de recherche de I’algorithme des méthodes
hybrides du gradient conjugué non linéaire de projection sont toutes de descentes, quelle

que soit la méthode de recherche linéaire utilisée.

Lemme 4.2.1. [15] Soit f une fonction objectif continiiment différentiable. Supposons que les
directions dy sont générées par I'algorithme des méthodes hybrides du gradient conjugué non linéaire
de projection sont de descente.

Autrement dit gld, < 0, est vérifie pour tout k > 1.

gl dy

Lemme 4.2.2. [15] Pour tout k > 1 la relation 0 < £H] < —F
gk71dk—1

, est toujours vérifie.

4.2.6 La convergence globale

Dans cette section, la convergence globale de 1’algorithme des méthodes hybrides
du gradient conjugué non linéaire de projection est prouvée si le pas est déterminé par
la recherche linéaire inexacte de Wolfe. C’est-a-dire le pas &y est donnée par la condition
(4.1.4).

Le lemme suivant est une brick essentiel dans la démonstration de la convergence
des méthodes hybrides de projection, en effet il assure la satisfaction de la condition de
Zoutendijk [28]]

Lemme 4.2.3. [16] Supposons que l'ensemble A = {x € R" : f(x) < f(xq)} est borné oir
x1 € R" est le point initial et que sur un voisinage V de A, la fonction objectif f est continfiment
différentiable et son gradient est lipschitzien.

Considérons toutes méthodes de type m, si la direction dj satisfaz't gl dy < Oet le pas ay, satisfait
gk k) 2
I |*

la condition de la recherche linéaire de Wolfe (4.1.4), alors Z

Le théoréme suivant présente le résultat de convergence globale de I’algorithme 6.
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Théoreme 4.2.1. [15] Supposons que 'ensemble A = {x € R" : f(x) < f(x1)} est borné; oii
x1 € R" est le point initial et que sur un voisinage V de A, la fonction objectif f est continiiment

différentiable et son gradient est lipschitzien. Soit {xy} généré par I'algorithme 6.

Alors lim inf ||gx|| =0
k—o0

Preuve. Supposons, par contradiction, que la conclusion énoncée ne soit pas vraie. Alors,

étant donné ||gx|| > 0 il existe une constante ¢y > 0 tel que || ng2 > vy, Vk.

De (4.1.3)) il s’ensuit que dy + gx = ﬁiH] di_1 ceci avec le lemme (4.2.2) il implique que :

2
2 g1 dx
ldel® = (BE) eI — 287 e — N3l < (gﬁ—) I]1” — 287 i — Il el

k—19k-1
(4.2.4)
2
Divisons les deux cotés de (4.2.4) par (g,zdk) on obtient :
lall® _  Ddeal® 2 sl
2 X 27 T 2
S (T d) S (sl
2
i ( 1 ugkn> 1
= - + + (4.2.5)
(sf i)’ \MSdl - side) gl
dy 4| 1
< _Ndil I
<g]§_1dk_1> 8]l
2
En combinant avec ] 5 = 5, par une récurrence de la relation (4.2.5) et Ikl” = 7,
(g1d1)” gl
ona:
[ 2 ! !
ST~ (g ) I8 (g aa) Iseal? el
8k <gk—1d’<—1> . (gk—Zd"—2> ! ‘ (4.2.6)
k
'<Z 1 2<E
i— llgll® Y
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T d 2 ) d

Ainsi, ﬁ; ‘T> > Z cela montre encore que Z (ﬁ’; ﬁ) = 00, ce qui contredit le lemme
k k

par conséquent, le résultat souhaité est Ver1f1e O

4.3 Meéthodes hybrides du gradient conjugué non linéaire

basées sur des combinaisons convexes

Les méthodes hybrides du gradient conjugué non linéaire basées sur des combinaisons
convexes sont des méthodes itératifs de type (4.1.2)-(4.1.3), o1 le paramétre du gradient

conjugué By est calculé de la maniére suivante :

Bri1 = (1—106) ,Bk+1 + Qkﬁk+1 4.3.1)

ol 5kM+11 et 5kM+21 sont les parameétres du gradient conjugué non linéaire que nous voulons
hybrider et 0 < ; < 1 est un paramétre.

L’idée est de combiner de maniere convexe les algorithmes classiques afin d’obtenir
des algorithmes ayant de meilleures performances.
Le parametre B dans la combinaison convexe est déterminé par la condition de conju-

gaison y{ di,1 = 0 ott notre direction de la recherche est choisie de la maniére suivante :

A = —gker + (1= 6) BEL + 6812 ) d (4.32)

Evidemment, au lieu de la condition de conjugaison classique y{ d,; = 0, il est tout a

fait possible d’utiliser la condition de conjugaison de Dai et Liao.

Yidirr = —ts{ 8kt (4.33)

ou t > 0 est un parametre scalaire. L'utilisation de la condition de conjuguaison 4.3.3)

dans la formule de dj; donné par (#.3.2), nous permet d’aboutir a

YE&kr1 — ts{ &1 — PR (vidi)

(BY2 - ML) (vl d)

Oy = (4.3.4)
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4.3.1 Méthode hybride du gradient conjugauée non linéaire LS-DY

Cette méthode hybride du gradient conjugué non linéaire est basée sur une combinaison

convexe de LS et DY. En effait on va prendre comme cas particulier dans la formule (4.3.1)

T T
Yk 8k+1 Ek+18k+1
— et (4.3.5)
ﬁk+l IBk-l-l d}{gk 13k+1 lBk+1 d}’{yk

En utilisant la condition de conjugaison de Dai et Liao (4.3.3) dans la formule de 6

donnée par (4 ol IBk+1 ,3k+1 et ﬁk+1 ﬁk+1/ on obtient

oo _ Wigk1) (d8ki1) =t (58k1) (k)
gk ® (4 ge) + (v grn) (dF i)

(4.3.6)

4.3.2 Algorithme hybrides du gradient conjugué non linéaire sur des

combinaisons convexes

Algorithm 7: Algorithme des méthodes du GCH basées sur combinaisons convexes.

Etape 1: (initialisation) Soit x; un point initial et ¢ > 0 et ¢, > 0. calculer f(x() et go

1
8ol
Etape 2:Si ||gx|| < e STOP. Si non aller a 1’étape 3.

Définir dy = —go et ap = ,poserk =0

Etape 3 : Déterminer le pas aj par une recherche linéaire de Wolfe.

Etape 4 : Générer 'itération suivante par xy 1 = X + axdy calculer f(xy1) et gxi1
calculer sp = x4 1 — xp and v = Qx11 — Sk

Etape 5: Si ‘||gk+1||2 (d;{gk> + (y,fgkﬂ) (d,{yk> ‘ < g alors poser 6 = 0 si non
calculer 6y par (4.3.6).

Etape 6 : Poser 5k+1 = Bl et B = B
Etape 7: Calculer dy 1 = — g1 + Brr1dk-

Etape 8 : Si \g,algk] > 0.2||gk1]|* est satisfait, alors dy, 1 = — gk 1.
e

|l
Etape 10 : Poser k = k + 1 et aller a 1’étape 2.

Etape 9 : Calculer oy = oy
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4.3.3 Descente de la direction

Le théoréme suivant montre que la direction de recherche d-P générée par I'algorithme 7

satisfait a la condition de descente suffisante.

Théoreme 4.3.1. [4] Soit {g} et {dy} les suites générées par I'algorithme 7 avec la recherche

linéaire de Wolfe forte. Alors, la direction dy, satisfait a la condition de descente suffisante

dige < —cllgell? (4.3.7)

(1-1.20)
(1-0) '

Pour toutk > Qo c = oc<05

Preuve. Supposons que le critere de redémarrage de Powell nest pas vérifie , c’est-a-dire,

’ng+1gk‘ < 02]|gs1 (4.3.8)

La preuve est donnée par récurrence. Pour k = 0, g dy = ||g0||> Puisque ¢ < 1 il suit que
(4.3.7) est vérifie. Maintenant, supposons que (4.3.7) est vérifie pour un certain k > 1.
De la deuxiéme condition forte de Wolfe ’V f(xe+ ockdk)T dk‘ < —m;l,f Sk

dlyy = digei —dige > —(1—0)digy >0 (4.3.9)

De (4.1.3)
dl{+1gk+1 == ||8k+1”2 + ﬁk+1d1{gk+1 (4.3.10)

Alors, lorsque 6 > 1 comme vu a I’étape 6 de lalgorithme 7, il s’ensuit que B = BFY. Par

conséquent, a partir des relations (4.3.9) et (4.3.10) ci-dessus, il résulte que

2

2 k+1 1—-20 2

dia8en < = gkl + Hgd;ka (d;fgm) < =g I8kl (4.3.11)
k

D’apres I'étape 6 de 1'algorithme 7, lorsque 6 < 0, Bx11 = ,B,l{‘;grl . Par conséquent, a partir
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la deuxiéme condition de la recherche linéaire de Wolfe forte et (4.3.9) , il en résulte que

|84 1V

181 < = llgrsa | + T g | ’dkgk+1‘ —(1-120) [|gks1]1? (4.3.12)

Enfin, lorsque 6 € (0,1) comme indiqué a 1’étape 6 de 'algorithme 7, B est donnée
dzfﬂg k+1

T
dic &k
En utilisant (lil 3.9), les relations ci-dessus et la définition de ﬁk 71 il s’ensuit que

par (4.3.1). Remarquons que /_%k 11 peut s’écrire comme ,Bk =

T T DY | | T
A 18k+1 < — ||8k+1|’ + ‘ﬁk+1‘ ‘dkgk+1‘ + ’:Bk—H’ ‘dkngrl‘

< —lIgesll? +‘7‘5k+1‘ \dz?gk\ +0—‘:3le1‘ )d;fgk\

dT
= — gkl +or gk“y" alg| +0 M s
= — ||8k+1”2—|—0'|gk+1yk| ‘dk ’ M ‘dk k‘ (4.3.13)
i 8] | 3|

2
= — [|gk+1ll +‘7’gk+1]/k‘ +‘7‘dk+1gk+1‘
2 2
< =gk ll” + o[kl +‘7‘8I{+18k‘ +‘7‘d1{+18k+1‘

2 2
< = lgks1lI” + 1.20° || gx1 +‘7’dlz+18k+1‘-
Mais, d’apres (4.3.13)
2
A} 18k — 0 ‘diz+18k+1‘ < —(1-120) [|gks1ll

Puisque o < 0.5; il s’ensuit qu’il y a toujours une constante v tel que

d;f+1gk+1 -0 ‘dZ+18k+1‘ =0 <d1?+18k+1)
Dongc,
di 181 < —qllgksll? (4.3.14)

Oug=(1-120)/v,v=140c ou 1-—o0.
En conclusion {#.3.T1), (4.3.12) et (£.3.14) montrer que (4.3.7) est vérifié pour k +1. [
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4.3.4 La convergence globale

Le théoréme suivant prouve la convergence globale de 1’algorithme 7.

Théoréme 4.3.2. [4] supposons que l'ensemble A = {x € R" : f(x) < f(x1)} est borné oii
x1 € R" est le point initial et que sur un voisinage V de A, la fonction objectif f est continiiment

différentiable et son gradient est lipschitzien. Soit { gy} et {dy} les suites générées par I'algorithme

7 avec la recherche linéaire de Wolfe forte. Alors, lilgn inf || gx|| = 0.
—00

Preuve. Comme f est contintiment différentiable et son gradient est lipschitzien, alors il
existe une constante positive I' > 0 tel que ||g(x)|| < T pour tout x € A. Remarquons
que, d’apres la proposition ax > A ou A est une constante positive. supposons que
lilg io?f llgkl| # 0. Alors, il existe une constante positive ¥ > 0 tel que pour tout k assez
grand

gkl > 7. (43.15)

D’apres la deuxieme condition de Wolfe forte et de (4.3.7),
diye = digr —dige > —(1—0)dfgr > c(1—0) ||g” (4.3.16)
De la continuité Lipschitzienne du gradient, il résulte que

lyell = llgxs+1 — gkl < Lllxkse1 — xx]] < LD (4.3.17)

Ou D = max{||x —y|| : x,y € S} est le diametre de I’ensemble de niveau A. Or, étant

donné les inégalités ci-dessus, il en résulte que

Besal = (1 60) B, + 0RY)

T 2
< |gLs | 4 |gpY.| = |8ka¥e| | llgrsal
= ‘.Bk+1‘ ’:Bk+1’ ’dl{gk| ’d]{yk’
o lgeatlllyll | lgesal® _TLD T2

< +
cllgrll® et —o)flgil* — er® el o)
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Selon la sélection du parametre By, 1, a I'étape 6 de 'algorithme 7, lorsque 6; ¢ (0,1) il est
facile de voir que l'inégalité ci-dessus est aussi vérifiée.

Par conséquent,

st ll < l18k+1ll + |Brsal 1Akl = l|gks1ll +

|lBk+1| ||Sk|| S 1"_|_ @ =F
K A

Ce qui implique que
1

— (4.3.18)

)

2
k=0 [ld]|
D’autre part, de (4.3.7) et (4.3.15) et de la condition de Zoutendijk

1 2)|gell® Td,)’
2y Loy Sl oy gd)” (43.19)
o ldell” =0 ldkll =0 |4kl

Ce qui contredit avec (4.3.18). Donc,(4.3.15) n’est pas vérifie et donc liin inf||gk|| # 0
—00

]
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CHAPITRE

Simulation numérique

Dans ce chapitre, on va étudier les performances des méthodes FR, DY et PRP et les
méthodes hybrides du gradient conjugué non linéaire de projection (WYL, YWH et JH]J)
et les méthodes hybrides du gradient conjugué non linéaire basées sur des combinaisons
convexes (LS-DY) avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte. Dans ce but, on va les
comparer pour les fonctions test TRIDIA et DBVE.

L’algorithme de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte assure que la direction est de
descente.

Les paramétres sont donnés : p = 0.1, et 6 = 0.01. Dans le cas ou1 le dénominateur de la
variante du gradient conjugué By est nul on redémarre en prenant la direction de la plus
profonde pente.

Dans nos simulations numériques on a limité le nombre des itérations nécessaires dans
I'algorithme de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte, et le pas initial est égal a un.
Les programmes sont écrits sous Scilab 6.1.0 et exécutés dans un ordinateur Lenovo i7 de

vitesse 1.75 GHz et de RAM 8 Go et un systeme Windows dix.
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5.1 Performances des méthodes hybrides du gradient conju-

gué non linéaire basées sur le concept de projection

5.1.1 La fonction TRIDIA (cute)

Cette fonction est numérotée 44 dans 1'ensemble des fonctions testes proposée par
(Andrei [[2], 2008])

n

flx) =7(6x1 —1)> + Y (ax; — Pxi1)?, (5.1.1)

i=2
a=2 =1 9=1,6=1and xo=[1,..1].
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FIGURE 5.1 — Application des variantes de WYL, YWH et JHJ pour la fonction TRIDIA.
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La figure illustre la convergence des méthodes de WYL, YWH et JHJ respec-
tivement appliquée a la fonction teste TRIDIA pour le cas ot n = 50 et ¢ = 0.01. La
convergence se fait avant 700 itérations pour la méthode de WYL et avant 90 itérations
pour les méthodes de YWL et JHJ.

Dim=50,eps=0.01, nmax=1000 Dim=100,eps=0.01, nmax=1000
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—
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Gradient norm

Number of iterations Number of iterations

FIGURE 5.2 — Comparaison des méthodes de FR, WYL, PRP, DY YWH et JHJ pour la
fonction TRIDIA.

La figure représente une comparaison des méthodes de FR, WYL, PRP, DY, YWH
et JHJ. On a exécuté ces méthodes pour la fonction TRIDIA, en prenant comme dimension
n = 50 dans le graphe a gauche et n = 100 dans le graphe a droite, précision ¢ = 0.01 et un
nombre maximale d’itérations nmax = 1000. On voit bien que dans ces cas la méthodes de
JHJ converge en un nombre d’itérations inférieure a celles de FR, WYL, PRP, DY, YWH;

c’est-a-dire qu’elle donne des meilleurs résultats de convergence que les autres méthodes.

5.1.2 La fonction DBVF (Discrete boundary value )

Cette fonction est numérotée 28 dans I’'ensemble des fonctions testes proposées par

(Moré and Hillstrom [[20], 1981])

filx) = 2x; — xi_1 — Xip1 + B (i + £+ 1)%/2 (5.1.2)
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]’lZl/(Tl—l—l), ti =1ih, xo = x,41 =0

et xo = (&;) where &; = t;(t; —1).
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FIGURE 5.3 — Comparaison des méthodes de FR, WYL, PRP, DY YWH et JH]J pour la
fonction DBVF

La figure (5.3) représente une comparaison des méthodes de FR, WYL, PRP, DY, YWH
et JHJ. On a exécuté ces méthodes pour la fonction DBVF, en prenant comme dimension
n = 50, la précision ¢ = 0.01 et un nombre maximale d’itérations nmax = 1000. On voit

bien que dans ce cas toutes les variantes divergent.
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5.2 Performances des méthodes hybrides du gradient conju-

gué non linéaire basées sur sur des combinaisons convexes
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FIGURE 5.4 — Comparaison de la méthode LS-DY pour la fonction TRIDIA.

La figure représente une comparaison de la méthode LS-DY. On a exécuté cette
méthode pour la fonction TRIDIA, en prenant comme dimension 7 = 50, précision ¢ = 0.01
et des valeurs pour 6, = 0.2,0.5,0.9.

Dans le graphe a gauche on a limité le nombre maximale des itérations a nmax = 50 tandis
que dans le graphe a droite on a limité le nombre maximale des itérations a nmax = 1000 .

On voit bien que la méthode LS-DY donne des bonnes résultats de convergence. En

effet la convergence se fait avant 110 itérations si 6 = 0.5 par contre la convergence se fait

avant 130 et 220 itérations si 0 = 0.2,0.9 réspectivement.
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Conclusion

Je pense et je néfléchcs peadant des mocs et des annbes. Luatre-vingt-div-uewd focs,
la conclusion est fawsse. La centidme focs, j'ac racson.
- Abert Ecnatecn

Le travail effectué dans ce mémoire nous a permis d’étudier deux classes de méthodes
hybrides du gradient conjugué non linéaire pour la résolution des problemes d’optimisation
sans contrainte. Il s’agit de deux méthodes hybrides, la premiere est basée sur le concept
de projection et la deuxiéme est basées sur des combainisons convexes.

Dans la premiére classe on a étudié trois variantes (WYL, YWH et JHJ) et comme cas parti-
culier de la deuxiéme classe on a choisi la variante LS-DY. On a présenté leurs algorithmes
ainsi que des théorémes qui assurent leurs convergence si le pas est déterminé par la
recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Afin de tester la performance des méthodes étudiées, nous avons mis en ceuvre nos propre
simulations numérique (SCILAB) qui montre l'efficacité de celles-ci parmi les méthodes du

gradient conjugué qui existent déja.
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